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OZET

GALILEAN UZAYDA BAZI YUZEYLERIN TEMEL FORMA GORE
LAPLASLARI
YUKSEK LiSANS TEZi
0ZGUN BICGIN
BALIKESIR UNIiVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. BENGU BAYRAM)

BALIKESIR, OCAK - 2020

Bu ¢alismanm amaci; Oklid ve Galilean uzayda, birinci, ikinci ve iigiincii temel formlarin
Laplas operatdriine gore yiizey drneklerini incelemektir. Oncelikle Oklid uzaymnda, daha
sonra Galilean uzayda bu 6rnekler cesitlendirilerek incelenmistir.

Birinci bolim girig boliimiidiir. Bu bolimde, bugiline kadar yapilan ¢alismalardan
bahsedilmistir.

Ikinci bdliimde, ¢alismanin ileriki bliimlerinde kullanilan tanim ve kavramlar verilmistir.
Uciincii boliimde, 3-boyutlu Oklid uzaymndaki dénel ve kiiresel ¢arpim yiizeyleri ele
almmistir. Bu yiizeyler, ikinci ve iiglincii temel formlarm laplas operatoriine gore
siniflandirilmstir.

Dordiincii boliimde, Galilean uzaydaki ylizeyler ele alinmistir. Bu boliim iki kisimdan

olusmaktadir. Bunlar sirastyla A"N = 0 sartin1 saglayan dzel yiizeyler ve A”Xi =\, X; sartini
saglayan kiiresel ¢arpim yiizeyleridir. Bu boliimde baz1 orijinal sonuglar elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Galilean uzay, temel formlarmn Laplas operatdrii, kiiresel
carpim ylizeyi

Bilim Kod / Kodlar1 : 20402 Sayfa Sayis1 : 74



ABSTRACT

LAPLACE OPERATOR WITH RESPECT TO THE FUNDAMENTAL FORM IN
SOME SURFACES IN GALILEAN SPACE
MSC THESIS
0ZGUN BICGIN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. BENGU BAYRAM )

BALIKESIR, JANUARY - 2020

The aim of this thesis is to study surfaces according to Laplacian operator of the first, second
and third fundamental forms in Euclidean and Galilean space. Firstly in the Euclidean space
and later Galilean space these samples were studied by diversifying.

First chapter is introduction. In this section, the studies conducted so far have been
mentioned.

In the second chapter, some basic definitions and theorems which will be used in the other
chapters are given.

In the third chapter, surfaces of revolution and spherical product surfaces in 3-dimensional
Euclidean space are considered. These surfaces have been classified according to Laplacian
operator of the second and third fundamental forms.

In the fourth chapter, surface in Galilean space are considered. This chapter consist of two

parts. These are respectively, special surfaces satisfying the condition A"N =0 and
spherical product surface satisfying the condition A"x. =A.x . In this section, some original
results are obtained.

KEYWORDS: Galilean space, Laplacian operator of the fundamental forms, spherical
product surface

Science Code / Codes : 20402 Page Number : 74
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SEMBOL LISTESI

IE3
Gs

P3

I
X
I, 11, I
W

f

N
0

: 3-boyutlu Oklid uzay

: 3-boyutlu Galilean uzay

: 3-boyutlu projektif uzay

- I¢ carpim

: Vektorel carpim

: M’nin teget vektor alanlarinin uzay1
: M’nin normal vektor alanlarmin uzayi
- Sekil operatorii

> q’nuncu temel form

. p noktasindaki tanjant vektor uzayi
: M’den R ’ye diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi
- Gauss egriligi

- Ortalama egrilik

: Tiirev doniigiimii

: Laplas operatorii

- Birinci temel form katsayilar
: Ikinci temel form katsayilar1

: Ugiincii temel form katsayilari
: Norm

. Regiiler yama

: Birinci, ikinci, ti¢tincii temel form
: Ideal diizlem

: Ideal dogru

: Birim normal vektor alani

: Kismi tlrev
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1. GIRIS
X:M—1IE™, IE™ m-boyutlu Oklid uzaymdaki n-boyutlu baglantili manifoldun bir
izometrik immersiyonu olsun. IE™ *den indirgenmis M’deki Riemann metrigine gére M’nin

Laplasi A ile belirtilir. Takahashi [1], IE™’deki altmanifoldlari x izometrik
immersiyonlarina ve M’nin Laplasna gore smiflandirdi. Takahashi, tiim koordinat

fonksiyonlari, aynt A € R 6zdegerine sahip 6zfonkSiyonlar olmak iizere, AX=AX sartini

saglayan M’nin; IE™’de S™ hiperkiiresinin minimal altmanifoldlar1 veya IE™ "nin minimal
altmanifoldlar1 oldugunu kanitlad1.

Takahashi teoreminin bir genislemesi olarak Garay [2], koordinat fonksiyonlar1 yine laplasin
ozfonkisyonlari olan fakat ayni1 6zdegerlere sahip olmayan IE™ ’deki hiperylizeyleri galist1.
Garay, AX =AX kosulunu saglayan IE™’deki hiperyiizeyleri géz Oniine aldi. Burada A €

Mat(m,R) bir mxmkosegen matristir.

Dillen, Pas ve Verstraelen [3], AX =AX+B sartim1 saglayan 1E®’teki yiizeyleri inceledi.
Burada A € Mat (3,R) bir 3x3 reel matristir ve B e R® *tiir.

X izometrik immersiyon kavrami, Oklid uzay1 ya da pseudo-Oklid uzaymnin
altmanifoldlarmin difbilir fonksiyonlarinin dogal bir genislemesidir. Bunlarmm en dogal
ornegi altmanifoldlarm Gauss doniisiimiidiir. Ozel olarak eger altmanifold bir hiperyiizeyse,

Gauss doniisiimii birim normal vektor alani ile 6zdeslestirilebilir. Dillen, Pas and Verstraclen
[4], G Gauss doniisiimii AG =AG sartmni saglayan 1E® teki donel yiizeyleri calisti. Burada
A € Mat (3,IR) dir.

[5, 6] daki yazarlar, ii¢ boyutlu uzayda A"r =p.r sartini saglayan donel yiizeyleri ve
Oteleme yiizeylerini siniflandirdi.

Senoussi ve Bekkar [7], 1IE®’teki helicoidal yiizeyleri A’r=Arsart1 altinda incelediler.
Burada; J=1IIL1III, A:(aij) sabit 3x3tipinde bir matris, I yer vektorii, A’ ise birinci,
ikinci ve liciincii temel forma gore Laplas operatoriidiir.

Yoon [8], iic boyutlu Galilean uzayda AX; =A,X; sart1 altinda oteleme yiizeylerini
smiflandirdi. Burada 2; € R dir.

Karacan, Yoon ve Bukcii [9], A"x, =A.x, sartii saglayan 1. tip Oteleme yiizeylerini

smiflandirdi.



Son donemlerde, Ali Cakmak, Murat Kemal Karacan, Sezai Kiziltug ve Dae Won Yoon
[10], ¢ boyutlu Galilean uzayda A"x, =Ax, sartini saglayan Oteleme yiizeylerini

incelediler.

Oklid olmayan geometri olarak genellikle hiperbolik ve eliptik geometri akla gelmektedir.
Cayley ve Klein bu geometrileri genisletmislerdir. Riemann; Oklidyen, hiperbolik ve eliptik
geometrilerinin birbiri ile ilgili oldugunu fakat bu geometrilerin farklilik gosterdigini
belirtmistir. Oklid olmayan geometrilerden biri olan Galilean geometrisi, Galile ile
Einstein’m gorelilik kuramiyla alakalidir ve tiim Klein geometrilerinin en basiti ve en

sadesidir. Klein, Oklid ve hiperbolik geometri dahil olmak iizere dokuz tane baglantili

diizlem geometri oldugunu acgiklamistir. Galilean geometrisi ((X, t) koordinatli, iki boyutlu

olaylarm manifoldunun geometrisi) bunlardan biridir. Burada x dogru iizerindeki noktanin
koordinaty, t ise zamandir. Galilean geometri bir dogru iizerindeki kayma ve 6telemenin
klasik mekanigi olarak g6z oniine alinabilir. Son yillarda bir¢ok yazar Galilean geometrisi
ile ilgili bircok c¢alisma yapti. Yaglom [11], 1979 senesinde yazdigi kitapta Galilean
geometrisinin fiziksel temellerini ortaya koymustur. 1984’te Roschel [12] tarafindan
Galilean uzay1 daha detayli incelenmistir.

Bu calismada Oklid uzay1 ve Galilean uzay1 hakkinda temel bilgiler verilmis ve 6zel bazi
yiizeyler hem Oklid uzaymnda hem de Galilean uzaymnda temel formlarm Laplas operatdriine

gore incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Burada sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve tanimlar verilmistir.
Bu boliim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda Oklid uzay, ikinci kisimda Galilean

uzay ele alinmustir.

2.1 OKklid Uzay

2.1.1 Tanim

Bos olmayan bir A ciimlesi ve bir K cismi iistiinde bir vektor uzayr V olsun. Asagidaki
onermeleri dogrulayan bir f : AxA — V fonksiyonu varsa A’ya V ile birlestirilmis bir afin

uzay denir.

(1) YP,Q.R €A icin f(P,Q)+f(Q,R)=f(P.R)
(2) VPeA ve VaeV i¢in f(P,Q)=a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi vardir
[13].

2.1.2 Tanim

3-boyutlu standart reel standart afin uzay 3-boyutlu standart vektor uzayr R ile eslensin R®

vektor uzayinda
<> R°xR®* >R

i¢ carpim1 VX,y € R®, X =(X;,X,,X;) Ve y=(Y,,Y,,Y,) i¢in

() (xy)=(xy)= izsl“xiyi

seklinde tanimlansin. Bu i¢ ¢arpima R*’te standart i¢ carpim veya Oklid i¢ ¢carpimi adi

verilir. {R3,<,>} i¢ carpim uzayi ile eslenen reel standart afin uzay, 3-boyutlu Oklid uzay

admi alir ve 1E® ile gosterilir [13].

R® ile birlestirilmis R® afin uzayimni ele alalim. X = (le X,, X3) vey= (yl, Yo, y3) iki vektor

olsun. Bu R?® vektér uzaymnda Oklid i¢ garpim,



<x,y>=§xiyi

bigiminde tanimlanir. Béylece R® afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzay1 olur ve 1E® ile gosterilir
[13].

2.1.3 Tanim

X =(Xy,X,, %) Ve Y=(Y,,Y,,Y,) €lE’ olmak iizere

d:IEXIE* >R

(69) > S0 -x)

olarak tanimlanan d fonksiyonuna Oklid uzayinda uzakhk fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisina da X,y € IE® noktalar1 arasmdaki uzaklik denir [13].

2.1.4 Tanim

d:IE’xIE* > R
(xy)>d(xy) =[xV

biciminde tanimlanan d fonksiyonuna 1E® *te Oklid metrigi denir [13].

2.1.5 Tanmim

qe]

—»—»—»}

IE®’te sirali bir {PO,PLPZ,P3} nokta dortliisine, R*’te karsilik gelen {PO R.P,B,P,R
vektor digliisii, R® i¢in bir ortanormal baz ise {PO, P.P,, P3} sistemine 1E®’tin bir dik ¢catist

veya Oklid ¢atist denir [13].

2.1.6 Tanim
IE" n-boyutlu Oklid uzayinda (n—1) boyutlu bir yiizey, IE" de bos olmayan bir M

kiimesine denir, dyle ki bu M kiimesi,

M={xeUcIE"|f:U—" 5 R f(x)=c,Vf| #0,vPeM|



bi¢iminde tanimlanir. IE" de bir (n —1) yiizey, n>3 olmas1 halinde daha ¢ok bir hiperyiizey
olarak adlandirilir [13].

2.1.7 Tanim
IE" *de bir hiperyiizey M olsun )(‘(M)l ’in bir ortonormal bazi {N} ise N’ye M’nin birim

normal vektor alani denir [13].

2.1.8 Tanim
IE"’in bir hiperyiizeyi M ve M’nin birim normal vektdr alan1 N olsun. IE"’de Riemann

konneksiyonu D olmak iizere VX € x(M) icin,

S(X) =-DyN
olarak tanimli S doniisimiine M {izerinde sekil operatorii veya M’nin Weingarten

doniigiimii denir [13].

2.1.9 Tanim

IE"’in bir M hiperyiizeyi iizerinde g-yuncu temel form diye, 1< q <n olmak iizere,
Iy (M)xy(M)—>C*(M,R)

(X, Y)>I(X,Y)=(s"*(X),Y) (2.1)

seklinde taniml1 I* fonksiyonuna denir [13].
M, IE" uzaymnda bir yiizey olsun. M’ nin peX(u,V) noktasindaki teget uzayr T M,
{XU,XV} ile gerilen bir vektdr uzayidwr. Boylece M yiizeyinin birinci temel formu

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv’ esitligi ile hesaplanir. Burada birinci temel form katsaydlart,
E=<XU,XU>, F:<XU,XV>, G:<XV,XV> (2.2)

olup <,> bir Oklid i¢ carpimudir. Bununla birlikte (2.2) yardimiyla ||Xu X XV”2 =EG-F* ile

elde edilir. Eger X, xX, #0 ise X(U,V) yamasl regiilerdir denir.



Aksi sdylenmedikge X(U,v) yamasi regiler kabul edilecektir ve EG—F*=W? ile

gosterilecektir.

2.1.10 Tamim
M c IE" yiizeyi X(u,v) regililer yamasi ile verilsin. X(u,v) regiiler yamasinin ikinci

mertebeden kismi tiirevleri X, , X,,, X,, ve normal vektor alanlar1 N,,N,,...,N,_, olmak

uu ? uv?

iizere M’nin ikinci temel form katsayilart

L§1:<qu’Nk>’ Ll;z =<Xuv’Nk>' Lk22 =<XW’Nk> (23)

1<k<n-2, seklinde tanimlanir [14].

2.1.11 Tamim
X(u, V) : (u, V) eDcR® regiller yamasiyla verilen M cIE" vyiizeyinin Gauss egrilik

fonksiyonu

1 n-2 2
K=o (Lt =(L)')
k=1
seklinde tanimlanir [15].

2.1.12 Tamim
McIE" yiizeyi X(u,v):(u,v)eDcR? regiiler yamastyla verilsin. Bu durumda M’nin

ortalama egrilik vektor alani

. n-2

H= 2\}\/2 > (LG +Ly,E-2L5F)N, (2.4)
k=1

seklinde tanimlanir. Bununla birlikte M nin ortalama egrilik fonksiyonu H = HI| dir [14].

2.1.13 Tamim
M yiizeyinin, Gauss egriligi sifirsa M’ye flat yiizey, ortalama egrilik vektorii sifirsa M’ye

minimal yiizey denir [16].



2.1.14 Tamim

M, n-boyutlu diferansiyellenebilir (C* sinifindan) bir manifold olsun. M iizerindeki C”
vektor alanlarinin uzayi y ( M) ve M’den R ’ye C” fonksiyonlarmm uzayr C” (M, R)
olmak iizere M iizerinde g:y ( M) XY ( M) —->C” (M, R) seklinde metrik taniml1 ise M’ye bir

Riemann manifoldu denir. Burada g’ye Riemann metrigi (veya metrik tensor) adi verilir.

2.1.15 Tanim

M ve N, swrasiyla n ve (n+td) boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar olmak {izere
X:M— N diferansiyellenebilir bir déniisim olsun. VpeM igin dX :T M —>TXpN,
birebir ise X’e bir immersiyon (daldirma) denir. Ek olarak X:M—)X(M) bir

homeomorfizm ise X’e bir imbedding (gomme) denir. Eger McN ve i:M—N
doniisiimii bir gdmme ise M’ye N’nin n-boyutlu bir altmanifoldu denir.
X:M — N doniisiimii bir immersiyon olsun. N manifoldu bir Riemann yapiya sahipse X

yardimiyla N’den indirgenen metrik i¢in,

(X,Y), =(dy, (X),dy, (Y)) XY eT,M

X(p)

esitligi saglandiginda X’e bir izometrik immersiyon adi verilir [16].

2.1.16 Tamim
X:M — IE™ fonksiyonu n-boyutlu Riemann manifoldu M’den (n+d)-boyutlu 6klit uzay1

IE™ ye bir izometrik immersiyon olsun. M iizerindeki lokal koordinatlar u,,U,,...,U.

verildiginde IE™? den indirgenen metrigi,

g, = %,% - 1<i, j<n
»\ou; au;

bi¢giminde tanimlayalim. Boylece,

G=det(g, ) ve (9")=(g;)” 25)

olmak iizere M’ nin IE™? den indirgenmis metrige gore Laplas operatirii



Zn;i(JE g -

1
A=—— - 2.6
VG i,,-zlaui 6u'j (2.6)

seklinde tanimlanir. Burada det ile determinant fonksiyonu ifade edilmektedir [17].

2.1.17 Tamim
M < IE™? kompakt altmanifold olsun. X yer vektérii, M’ nin A laplasinin 6zfonksiyonlarinin

sonlu toplami olarak yazilabiliyorsa diger bir ifadeyle X, sabit vektor ve AX; =A;X; olmak

uzere

k
X=Xo+ D X
i=1

ayrigimia sahip ise M’ ye sonlu tiptedir aksi halde M’ ye sonsuz tiptedir denir. Burada

X1, X5,..., X, lar sabit olmayan doniigiimlerdir [18].

2.1.18 Tanmim

Tanim 2.1.17°de ifade edilen biitiin A, A,,...,A, 0zdegerleri birbirlerinden farkliysalar o

zaman X immersiyonu ( yada M altmanifoldu ) k — tipinde dir. Burada 1 <i < kve

A < A, <... <A, dir. Ozellikle A,,7,,...,A, 5zdegerlerinden biri sifir ise 0 zaman M’ye null

K-tipindedir denir [19].

2.1.19 Tamim

Eger M yiizeyinin X yer vektorii , A’ operatoriiniin sabit olmayan dzvektorlerinin sonlu

toplami olarak yani,

k
X=XO +ZX' y AJXi :7\,iXi, I=1aak

i=1
olarak yazilabilirse M yiizeyine J temel formuna gére sonlu tip’ tir yada sonlu J-tip
J=1II,1II denir. Oyle ki X, sabit vektdr ve X,,...,X, lar sabit olmayan doniisiimlerdir. Eger
ozel olarak biitiin A, A,,...,A, Ozdegerleri birbirinden farkliysalar o zaman M yiizeyine J

temel formuna gore k tipindedir denir. Diger durumda M yiizeyi sonsuz tipte olur. Bazi



i=1..,k icin A, =0 oldugu zaman M’ye J temel formuna gore null k tipindedir denir
[20].

M parabolik noktalara sahip olmayan bir yiizey olsun. Yani L L,, —L%, #0. M’nin (u,,u,)
lokal koordinatlarma gore ikinci temel formun Laplas operatorii A",

Al = 1 Ly Xy, —LipX,, L X, —LuX,, (2.7)

o \/‘ Liilo - lez‘ \/‘ Liilo - I-122 " . \/‘ Ll - |-122

uz

formiiliiyle hesaplanir. Burada L, , L,, , L,, ikincitemel form katsayilaridir. M’nin (ul,uz)

lokal koordinatlarmna gore iigiincii temel formun Laplas operatorii A"

111__i i iji
A" = (zaui[\/ﬂe 5U'D (2.8)

el 5 j

ij
€y €y

e e . -
e =det € e = { un 12i| , el — (eij) 1 2.9)

dir. Burada e, ’ler tigiincii temel form katsayilaridir. [21]

2.2 Galilean Uzay

Bu kisimda, Galilean uzayda metrik 6zellikler, ayrintili olarak incelenmistir.

2.2.1 Tamim

G, 3-boyutlu Galilean uzay, ideal sekli {W, f, 11 1} olan bir kompleks projektif uzaydir.
Burada w reel diizlemi ideal diizlem, f c W reel dogrusu ideal dogru, | ve 1, iki kompleks
eslenik noktalardir [22].

G, uzaymin reel modeli P° projektif uzayda {w, f} idealini alabiliriz. Burada w = G, reel

diizlem, ftizerinde ¢ eliptik involisyonu tammli f cw reel dogrudur. Homojen

koordinatlarda ¢ eliptik involiisyonu

(0:0:%,:X3) —>(0:0:%;:-X,)

seklinde tanimlanabilir.



2.2.2 Tanim
G, uzayda 4 ¢esit dogru vardir.
1) Reel izotropik olmayan dogrular; f ile kesismezler.
2) Reel izotropik dogrular; w diizlemine ait olmayip f ile kesisenler.
3) Reel ve izotropik olmayan dogrular; w diizleminin tiim dogrular1 ( f diginda).

4) f ideal dogrusu.

X =sabit diizlemler Oklidyen ve boylece W diizlemidir. Diger diizlemler izotropiktir [22].

2.2.3 Tanim

3- boyutlu Galilean uzayda x = sabit olan diizlemler (w) ideal diizlemi de dahil reel

Oklidiyen diizlemlerdir. Diger diizlemler ise izotropiktir [23].

2.2.4 Tanim

3-boyutlu Galilean uzayda herhangi bir v=(x,y,z) vektérii i¢in

x =0 ise v vektorine izotropik olmayan,
x =0 ise v vektdrlne izotropiktir

denir. 3-boyutlu Galilean uzayda y(s)=(x(s),y(s),z(s)) egrisini diisinelim. Eger bu
egrinin teget vektorii higbir yerde izotropik degilse yani x'(s)=0 ise egriye izotropik

olmayan egri denir. Aksi takdirde egriye izotropik egri denir [11].

2.2.5 Tanim
3-boyutlu Galilean uzayda P, =(x,y,z) ve P,=(x,,y;,z,) iki nokta olsun. Bu iki nokta

arasmdaki uzaklik

X, —X| eger X #X,
P1P2 =

\/(yl—y)2+(zl—z)2 eger x=x,

olur [23].
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2.2.6 Tanim
3-boyutlu Galilean uzayda v, =(x,,Y;,Z,) Ve v, =(X,,Y,,Z,) iki vektdr olmak iizere bu iki
vektoriin i¢ garpimi

()=

X, X, , X, #0yadax, =0 ise
y.Y,+2z, , X, =0vex,=0ise

seklinde tanimlanir [11].

2.2.7 Tanim

G, Galilean uzayda vektdrel carpim ise V, =(X,,Y,,2,), V, =(X,,Y,,2,) vektorleri i¢in

0 e, e
X, Y, 7 , X, #0yada x, #0 ise
X2 y2 ZZ

Uxv=
el eZ e3
X, Y, 7 , X =0vex,=0ise
X2 y2 Z2

seklinde tanimlanabilir [11].

2.2.8 Tanim

G, Galilean uzaymda v = (X, Y, Z) vektoriiniin normu (biliyiikligi)

|| . X=0 ise

IIVII=W:{W . x=0 ise

ile tanimlanir. Eger ||V|| =1 ise v birim vektor olarak adlandirilir [11].

2.2.9 Tanim

Ug boyutlu Galilean uzayinda C' (r > 1) smifindan bir ylizey

X:U->M, UcR?,
X(ulvuz)z(x(ul’uz)’y(ul’UZ)’Z(ul’uz))

11



olarak parametrelendirilmis olsun. Burada x, y, z U {izerinde tiirevlenebilir reel degerli

fonksiyonlardir [12].

OX o°x
— =X, Ve =X,u
ou; ' ou;ou; "

L 1<ij<2

gostersin. Benzer islemler y ve z i¢in de gegerlidir. X, #0 oldugu zaman yiizey admissible

(yani Oklid teget diizlemleri olmayan) yiizeydir.

i =X, Ny=Yy Y, +2,2, (,j=12)

gostersin. Boylece M’ nin birinci temel formu

[=ds +eds,”

dir. Burada

ds,? =(g,du, +g,du, )’, ds,? =h,,du,? +2h,,du,du, +h,,du,’

ve

0, du,:du, izotropik degil
eE=
1, du,:du, izotropik

dir. M’nin ikinci temel formu
I1=L,,du,+2L,,du,du, +L,,du,’

olarak ifade edilir. Burada

Xu-u-'xu _Xu-u-'xu Xu-u-'Xu _Xu-u-'Xu
Lij: | 1 it 1,N — ivj 2 ivj Z,N (2.10)
Xul Xuz

dir. Yiizeyin ikinci temel formu 6zdes olarak sifirsa yilizeye total geodezik denir [23].

12



3. OKLIiD UZAYDA TEMEL FORMLARIN LAPLAS

OPERATORUNE GORE YUZEY ORNEKLERI
3.1 Donel Yiizey
J bir acik aralik olmak iizere;y:J —IT R*’te TT diizleminde bir egri ve |, IT diizleminde
v egrisi ile kesismeyen bir diizgiin dogru olsun. R**teki M donel yiizeyi y profil egrisinin

| ekseni ¢evresinde donmesi ile elde edilir. I, z-ekseni ve TT de xz-diizlemi olsun. O zaman

Y profil egrisi,

v(u)=(e(u),0,y(u))

seklinde verilir. Burada J iizerinde, ¢ pozitif fonksiyon ve y bir fonksiyondur. O halde M

‘nin parametrizasyonu

X(u,v)=(e(u)cosv,p(u)sinv,y(u)) uel, veR (3.1)
seklindedir.

v(u)=((u),0,y(u)) profil egrisi yay uzunlugu ile parametrilendirilmis olsun yani

(PrZ + W!Z — l

dir. Teget vektor alanlari,

=(p'cosv,o'sinv,y’
(¢ ¢ w)} 32)

XU
X, =(—@sinv,¢pcosv,0)

dir. M’nin birim normal vektor alani

el e2 e3
X, xX, =|@’cosv @'sinv y'|=(—py'cosv,—ey’'sinV,pq’)
—psinv @cosv 0
ve

[XuxX,|=¢

olmak tlizere
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X, xX i
N =" —(—y'cosv,—y'sinv,¢')
X, X,

(3.3)

olur. Birinci temel form katsayilar1 (2.2) ve (3.2) kullanilarak asagidaki gibi elde edilir.

E=(X,X,)=1,  F=(X,,X,)=0,  G=(X,X,)=¢’

M’nin ikinci kismi turevleri

(¢"cosv,@"sinv,y")

XULI
X, =(-9¢'sinv,¢'cosv,0)
XW

(—pcosv,—gsinv,0)
olur. (2.3), (3.3) ve (3.5) kullanilarak ikinci temel form katsayilari

L =<N’qu>=_(P”\|/’+(P'\ll”, L, =<N’Xuv>=0’ Lo, :<N’Xw>=(PW!

elde edilir. Birim normal vektor alan1 N’nin kismi turevleri

NU
NV

(—y"cosv,—y"sinv,¢")
(y'sinv,—y’cosv,0)

olmak tizere (2.1) ve (3.7) kullanilarak ti¢iincii temel form katsayilari

e11=<Nw|\|u>:‘|f”2‘HP”2’ € 2921:<Nu’Nv>:O' € :<Nv’Nv>=\V’2
olur. (2.4), (3.4) ve (3.6) kullanildiginda

!

2H — (P!\V!!_\Ij!(pll_i_%’

olur. (2.7), (3.6) ve (3.7) kullanilarak A"N hesaplanabilir. 11k olarak,

LN, —L,N, :( oy _ (—\V"COSV, _y"sinv, (P”)J
‘Lnl—zz - lez‘ NP u

14

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)



_ !’ 14 ! 14 2 ” 14 " ! ' m
y'0Q'¢"y wwg " ¢W)$W% cosv.
( II)E (O[0)
_ !’ 14 1A 14 2 ” 14 _ " 1A 2 "
V'99'e"y uﬂpg \ @W)_QW% sinv
2(p")2 °P
(P(P'(P”z\lf' + (PZ(P"(Z(P"\V” _ (PW\VI) . (P(Pm\l/’
3 "
2 ((P(P”)E (0

olur. Diger taraftan,

", !

L,N, -L;N, 4 ((P y' -0y

= | = - )(cosv,sinv,o)
‘L11L22_L12 ‘ v P

olur. Bu durumda

12 r.m
—(p"+i+w _P CosV,
20 20 29"
12 rm
A"N = —(p"+i+\|]— PP lsinv,
20 29 29"
A
20 29"

\ljllz +(P”2 O
€= 0 v |

e=dete; =y (\|1 +(p”2)

1

"2 "2

(&) =e'=| " o
0

15

(3.10)

Profil egrisi birim hizli olmayan donel yiizey i¢in li¢iincli temel formun Laplas’y, (2.8), (2.9)

ve (3.8) kullanilarak



" "...m "_m 2 2
A | v A +<p<|>2 0 21 262_%82 (3.11)
W’( "2 + (P!IZ) (\I]”z N (p,,z) ou WV! + (P/r ou \V' ov

dir. O halde (3.3) ve (3.11)’nin kullanilmasiyla

n2_n roomon rLoon_m

Ay = | Y0 -0 v -y e
[ n2 "2 2
v (v +0")

(¢"cosv,@"sinv,y") (3.12)

olur.y profil egrisi birim hizli olursa (3.12) ifadesi

_2(P”
A"N = 2—2)(

, @"cosV,@"sinv,y") (3.13)
vy +o

ifadesine doniisiir. A"'N =0 olmasi i¢in,

¢'=0 v (¢"=0Ay"=0)

olmalidir. Fakat @" ve y” aymi anda sifir olamaz. Ciinkii A" N "nin paydas: sifir olur. O

halde ¢” ’niin tek basina sifir oldugu durum incelenmelidir. Buna gore,
0" =0 A y"#£0

olmalidir. Bu durumda c,, c,, d,, d, integral sabitleri olmak {izere
@(u)=cu+d, ve wy(u)=c,u+d,

olur. Fakat profil egrisi birim hizli oldugu i¢in ¢'* +y’? =1 durumundan dolay1,

Y =y1-¢7 =1-¢/

olur. Buradan da,

y(u)=y1-clu+c,

elde edilir. Fakat y(u) #c,u+d, oldugundan bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla siradaki sonug

elde edilmis olur.
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3.1.1 Sonug¢

y profil egrisi birim hizli olan ve A™N =0 sartin1 saglayan donel yiizey yoktur.

3.1.2 Sonug¢
Eger v profil egrisi birim hizli olan M dénel yiizeyi AN =f.N sartin1 sagliyorsa o zaman

f=2 olur.
Ispat
(3.3) ve (3.13) esitlikleri kullanilarak

<A“‘N, N> =f

olur. Gerekli islemler yapildig: takdirde f =2 elde edilir.

3.1.3 Onerme
Eger M donel yiizeyi ¢'¢" = @¢" sartini sagliyorsa o zaman

AHIN :_lAHN
H

olur.

Ispat

AHIN :f.AHN

olsun. (3.10) ve (3.13) kullanilarak, A™N ’nin birinci ve ikinci bilesenleri A"N *nin birinci

ve ikinci bilesenlerinin f'kat1 olarak yazilirsa,

"2 12_n rm

f.—Z(P<P"2 +¢"+y"%0"— 00’

4

_Z(P
"n2

v (v +9") 200

olur ve buradan da

—409"
f= 3.14
W!( "2 +(P”2)<_2(P(P”2 +(p"+w¢2(Pu_(P(p/(pm) ( )

elde edilir. Diger taraftan (3.10) ve (3.13) kullanilarak A™N nin {igiincii bileseni A"N ’nin

liciincii bileseninin f'kat1 olarak yazilirsa,

17



" 4 rn.r n. 1

20"y < 209"V~ 9’0"y~ 99"y

vy o) 200"

olur ve buradan da

n2..n

—4oo"y
f = !!2 4 14 [ 14 [ " [ (315)

v (W7 + 977 )(—200"y" - 90"y — 90"y

elde edilir. (3.14) ve (3.15) ifadelerinden

P'P" = 0" (3.16)

durumuna ulasilir. Bu gésteriyor ki (3.16) sart1 altinda A" N =f.A"N olacaktir. Eger (3.16)
sart1 (3.14) veya (3.15)’te yerine yazilirsa,

!

Fo_ 20V
- " 12
o -V

elde edilir. Bu durumda
AN = 2"(P\V' _ AN
¢ -y

olur. (3.9)’daki ortalama egrilik kullanilirsa

H _ (P(P!\V”_(P(P”\VI_I_W!
2¢

olur ve bu ifade ' ile ¢arpilip boliiniirse

rorn " 12

H = 9OV 00"y +y”
20y’

elde edilir. Burada profil egrisinin birim hizli olmasindan gelen ¢'¢"=-y'y" esitligi

kullanilarak iglemler devam ettirilirse

2" " 12

H = ~99°0"—9o"y" +y”
20y

ve buradan da
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_1 209
"” 12
H oo -y

olur. Boylece A"N ve A™N arasindaki esitligin son durumu,

AHIN :_lAHN
H

olarak bulunur.

3.2 Kiiresel Carpim Yiizeyi
3.2.1 Tanim

o, B R >IE%, a(u)=(f,(u),f,(u)) ve B(v)=(g,(v),g,(v)) olacak sekilde iki diizlemsel

egri olsun. O zaman bu iki egrinin kiiresel ¢arpim yamasi
X=a®B:IE* > IE°,

X (u,v) = (f,(u), f,(u)g, (V). f, (U)g, (V) (3.17)
U, (u{uy, Vv, (Vv {v, biciminde tanimlanan bir yiizeydir [24].

IE®te (3.17) parametrizasyonuyla verilen kiiresel carpim yiizeyinde B(V)=(cosv,sinv)
cemberi alarak elde edilen kiiresel carpim yiizeyi

X(u,v)=(f,(u),f,(u)cosv,f,(u)sinv) (3.18)
olur. Bu yiizey parabolik noktalara sahip olmasin. Yiizeyin kismi tiirevleri,

= (fl' f, cosv,f, sin v)

=(0,—f,sinv,f,cosv)

Xu

Xv

X, = (fl",fz" cosv,f,” sin v) (3.19)
X,, = (O, —f, sinv,f, cos v)

XW

=(0,—f, cosv,—f,sinv)

dir. M’nin birim normal vektdr alani
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el e2 e3
X, xX, =/ f, cosv f,sinv|= (fzfz',—fl'f2 cosv,—f,'f, sin v)
0 -f,sinv f,cosv

ve
”Xu x Xv” =f, \/flrz + 1:2’2
olmak tizere

No XX, 1
”Xu XXV” ’fl'Z +f2'2

olur. (3.20) kullanilarak N’nin kismi tiirevleri

(fz' £, cosv, —f, sin v) (3.20)

N, :M f/,f, cosv,f, sinv)= MXU

(‘I:l’2 +f2,2)2 (fl’Z +f2’2)2 (3.21)
N, = ;(0 fsinv,—f, cos v)

NS A

dir. (2.3), (3.19) ve (3.20) kullanilarak ikinci temel form katsayilari

:flfz _flfz , I—12=<N'Xuv>=0' L22:<N’XW>:L

L11:<N,qu> ' ' ' '
f/?+1,° f/2+f,?

(3.22)

elde edilir. Burada ylizeyin parabolik noktalarinin olmamasindan

(flﬂle _ fllfzﬂ )fl’fz
#0

2 _
L11|—22 - L12 - fl,Z +f2r2
olur. Dolayisiyla (fl”fz' —fl'fz”)fl'f2 #0 olmaldir. (2.7)’de L, =0 olmasi durumu yerine

yazilirsa

AN = — 1 { L,,N, J+[ LN, } (3.23)
\/|L11L22| \/|L11L22| , ||—11|—22| .

olur. Bu durumda (3.21) ve (3.22) kullanilarak,
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_ fllfz (flifzﬂ _flﬂle) X

L..N
“ (f,2+1,7)?

u u

olarak bulunur. Buradan,

uu

(LZZN ) [ f1,f2 (flnle _fllfzrr) - _ flrfz (flrrle _fl!fzrl) <
u/su (fl’Z +f2’2)2 u (fl'2 +f2'2)2

olur. Burada A(u):—fl fz(f} f, _'fl f;) denilirse o zaman,
(F%+£,%)
(LN, ), =A, X, +AX,, (3.24)

olacaktir. Daha sonra (3.23)teki |Ly;L,,| ifadesinin u’ya gore diferansiyeline bakilacak
olursa,

1 (L11L22 )u |L11L22|

== 3.25
(Mealal), =3 =00 (3:25)

bulunur. O halde (3.24) ve (3.25) kullanilirsa,

1 (L11L22) |L11L22|
A X +AX ,/LL -= ! LN
[ L22Nu ( u u+ uu) | 11 22| 2 LllL22 22" Yu
|

|L11L22|

olarak yazilir. Buradan gerekli sadelestirmeler yapilir, (3.22) kullanilir ve (L,,L,, )u ifadesi

yerine (—A((fl'2 + lez))) yazilirsa esitligin son hali asagidaki gibi olur.

= (3.26)
|L11L22|

2Lll \' | L11L22|

( LN, ] 2(AU.XU+A.qu).Ln—(—A(f1'2+f2'2))u,Nu

Diger taraftan,

L LN, ] _ LN, (3.27)

\/|L11L22| |L11L22|
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olarak bulunup (3.26) ve (3.27) kullanilirsa

1
|L11L22|

A"N=- 1

[(AU.XU+A.XUU)— (—A(fl'2+f2'2)) .Nu+L11NW} (3.28)

11

olur. (3.28)’de gecen ifadeler tek tek agilmaya baslanirsa

A X, +AX, = (Aufl' +Af" (A f, +Af, Ycosv, (A, f, +Af,")sin v), (3.29)
1 (—A(fl'z +f2'2)) N, = _;(—A(fl'z +f2'2)) (fl',fz' cosv, f, sin v), (3.30)
2L11 u 2(f1'2+f2’2) u
~A(f? +1,?) .
L,N,, :f—(o, cosv,sinv) (3.31)
2

elde edilir. Bulunan bu ifadeler (3.28)’de yerine yazilirsa

f(-AG +f2'2))
Af +Af + —— "
2(fl +f, )
) f, (—A(fl'z +f2'2)) _
A'N=——* AL +Af + o A+, CosV, (3.32)
|L11L22| Z(fl'2 +f2’2) f,
f, (—A(fl'z +f2'2)) e L
Af +Af" + o AT 4T gy
2(f1'2 +f2’2) f,
elde edilir. Eger o diizlemsel egrisi birim hizli olursa,
f2+f,2=1
f'f =-f,f (3.33)

A

7 rem 7] e m
f/2+5/f =1, —,f,

olur. (3.33)’teki esitlikler, (3.32)’de kullanilirsa,
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f (-A
A f +Af] +¥,

f, (-A
A + AR + L(A), A cosV,
|L11L22| 2 fz

' " f' -A - .
A, +Af, +%+f—AJsmv

2

olarak bulunur. Gerekli ifadeler yerine yazildig: takdirde

f2’f2” (2f2f2’ (f2”2 + fl”Z ) B fzfzm N lefzﬂ )

2 fl"

AN=-— 1 (lfz' (" +£,87 ) =1 (11, )jcosv,
flfz(fl fz _flfz ) 2

@f; (7 1,5, ) =1, (11,8, )]sin v

elde edilir. Eger A"N =0 durumu incelenecek olursa,

f,£, =0 v 2ff, (fz"2 +fl"2)—f2f2'" —f,, =0

A"N=0=:A

1 ! m ! 14 14 14
St (fzfz ), )—f2 (1—f2f2 ):0

oldugu goriilebilir.

1.Durum:

ff, =0=f/=0v f, =0
A"N=0=<{A

%fz' (" 81 ) =1 (1-£.8 ) =0

(3.34)

(3.35)

Buna gore eger f, (u) =c, veya f, (u) =C,U +C, olursa ikinci ifadenin sifir olmas1 otomatik

saglanir. Bu durumda
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a) f,(u)=c, olursa f,” +f,” =1 oldugu icin,

f?=1-f,” =f (u)=zu+c,

olur.

b) f,(u)=c,u+c, olursa f,” +f,% =1 oldugu icin,

f.(u)=%J1-c,’u+c,

elde edilir. Fakat f, ’lerin ve f, ’lerin ikinci tiirevleri sifir oldugundan A"N ’nin paydas1 sifir

olur. Dolaystyla A"N = Osaglayan f, ve f, bu ilk durum igin yoktur.

2. Durum:

2f2f2! (f2”2 + flﬂz ) —fzfzw _lefzﬂ — O

A"N=0=1{A

%fz' (" 5,1 ) -1, (1-1f,") =0

Burada verilen ilk esitlik ikincide yerine yazilirsa,

%fz' (26, (1,72 +7)) -, (1-1.8,") =0
olur ve buradan da
AR LA A R A (RN RAR e

olur. Buradan o egrisinin birim hizli olmasinin da yardimiyla (3.33) kullanilarak

sadelestirmeler devam ettirilirse son durum

£ (fzfz” +f,? —1) =0
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seklinde elde edilir. Fakat burada f,” = 0 dur. Ciinkii f," =0 olursa f,(u)=c,u+c, olur,

Buradan f,(u)=+1-c,’u+c; elde edilir. Burada c,, c,, c, integral sabitidir. Bulunan bu

f,, f, A"N ’nin paydasini sifir yapar. O halde

fzfz” + lez -1=0 (3.36)

olmalidir. Buradan diferansiyel denklem ¢oziiliirse

f,(u)= ﬂ_L\/u2 +2c,u+c,” —c,

bulunur. f, yardimiyla

fl(u)zJ_r\/aln(\/u2 +2¢c,u+c,’ —c, +u+c7)+c8

bulunur. Burada c,, c,, c, integral sabitidir. Asagidaki teorem ifade edilir.

3.2.2 Teorem

a(u)=(f,(u),f,(u)) birim hizl egrisiyle elde edilen ve (3.18) parametrizasyonu ile verilen

kiiresel carpim  yiizeyinin A"N=0 olmasi igin gerek ve yeter sart

f,(u)= J_r\/u2 +2c,u+c,” —c, olmasidir. Burada c,, c, integral sabitidir.

(3.18)’deki kiiresel ¢arpim yiizeyi i¢in (2.1) ile (3.21)’deki N, ve N, kullanilarak G¢iincii

temel form katsayilar1

2
e11_<Nu’Nu>_(1:1f2 _fl f2 J

f/2+1,”
e, =€, =(N,,N,)=0 (3.37)
ey = (N, N, )=
22 vi Ny ; ;
f/2+f,)?

elde edilir. (2.9) ve (3.37) kullanilirsa,
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2
fl fz _fl fz 0
f/2+1,?

e, = b
0 A
i f2+f,% |
2
f2 (f1 £ f'f, )
e=dete; = — (3.38)
(fl'2 +f2'2)
i ! ! 2 i
(fl 2 £, 2)
S S
(e,) =e"= (fl -4, ) (3.39)
0 f/2+f,°
L fl,2 i

olur. O halde (2.8), (3.38) ve (3.39) kullanildig: takdirde,

0 0° o°

Am = Dla— Elﬁ_ 1W (340)
olacaktir. Burada
" ! !/ 2 ! ! re? e ! ! 2 reg m "e !
(87 ) (R -8 (67 ) (-1
Dl(U): ! ’ 14 " ! 2 B ’ " 14 ’ 2 + ’ " n ! 8 ’
f1 (fle _f1 fz ) (fl fz _fl fz ) (fl fz _fl fz )
’ ! 2
1)
El(u ]
(flffzﬂ _ fl”le)
1 7
()=
f?
olur. (3.40)’ta yiizeyin birim normal vektor alan1 N kullanildig: takdirde,
2 2
A"N = Dlg—N— E, oN oN (3.41)
u

ETrYa
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dir. (3.21)’deki N, ve N, kullanildig1 zaman,

N, = (Alfl' B (AL +BE Joosv, (AL, +BE, Jsin v) , (3.42)
N, =C, (O,fl' cosv,f, sin v) (3.43)
olur. Burada

(flfleﬂ _ fl"’fz, )(f1/2 + f2’2 ) _ 3(f1’f2” _ f1”f2’ )(flffl” + f2/f2” )
A, (u)= 5 ’

(fl'2 2 )2

f If 14 _f ”f !
B, (u)=+*—"%,

(fl’2 +f2'2)2
C,(u)= L

(fl'z +f2'2)2

dir. Eger (3.21), (3.41), (3.42) ve (3.43) kullanilirsa A"'N asagidaki gibi elde edilir.

B,Df -AEf -BEf',
A"N = (Bllez' _AEf, ~BEf, ~CFf )cosv . (3.44)

(BlleZ' _AESf, ~BE(f, ~CFf )sin v
Yukaridaki degerler yerine yazildigi zaman

2

elde edilir.

A"N = (fz' ,—f," cosv,—f, sin v) (3.45)

3.2.3 Sonu¢
Kiiresel ¢arpim yiizeyi igin A"'N =0 sartin saglayan f, ve f, yoktur.
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4. GALILEAN UZAYDA TEMEL FORMLARIN LAPLAS
OPERATORUNE GORE YUZEY ORNEKLERI
4.1 Ozel Yiizeyler icin A"N =0 Durumu

Bu boliimde Galilean uzaydaki yiizey 6rneklerinde A"N =0 durumu incelenecektir.

4.1.1 Donel Yiizey
G, uzaymda bir donel yiizey IE® Oklid uzayindakine benzer sekilde olusturulur.

Doénel yiizeylerin tanimi i¢in G ’te iki tip rotasyona ihtiya¢ vardir. Bunlardan ilki Non-

izotropik x-ekseni civarindaki Oklid rotasyonu

X' 1 0 0 X
y |=|0 cos6 sin0|ly
z' 0 —-sin® cosH )\ z

X=X
y'=ycos0+zsin6
Z'=-ysin6+zcosO

ile verilir. Burada © Oklid agisidir. Tkincisi izotropik rotasyon

o — O
= O O

X'=X+c¢c0O
y'=9x+y+%62

Z =27

0 izotropik a¢1 ve ce R, ile verilir. Burada belirlenmis diizlemlerin demeti z=sabit ile

verilir.
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4.1.1 Tanim
G,’te bir donel yiizey, G;’te rotasyona maruz kalan diizlemsel olan profil egrisiyle

olusturulan bir ylizeydir. Bu rotasyon ya profil egrisinin desteklendigi eksen civarindaki

Oklid rotasyon ya da belirlenen diizlem demetinin se¢imiyle yapilan izotropik rotasyondur.
G, ’te donel yiizeylerin profil egrilerinin desteklendigi diizlem i¢in iki durum goz Oniine

alinir. Bunlar ya Oklid diizlemde ya da izotropik diizlemde yatan profil egrileridir.

Izotropik diizlem hem izotropik hem non-izotropik vektdr igerirken, Oklid diizlemi sadece

izotropik vektorler icerdiginden G, ’te tanimlanan iig tip donel yiizey vardir.

4.1.1.1 G,’te Birinci Tip Donel Yiizey
f ve g reel fonksiyonlar olmak iizere o profil egrisi Oklid yz-diizleminde yatan ve

a(t)= (O,f (t).9 (t)) parametrizasyonuyla verilen bir egri olsun. Burada f ve g reel
fonksiyonlardir. Bu profil egrisine izotropik rotasyon uygulandiginda G, ’te birinci tip donel

yuzey

(p(s,t)=(cs,f(t)+%sz,g(t)j (4.1)

parametrizasyonuyla verilir [23]. Bu yiizey parabolik noktalara sahip olmasin. Buna gore

yiizeyin kismi tlirevleri

¢, =(c,cs,0)

¢, =(0..9')

¢, =(0,¢,0) (4.2)
0y =(0,0,0)

¢, =(0.f".9")

dir. O halde donel yiizeyin birim normal vektor alani (4.2) kullanilarak

0 e, e
@, x¢, =|c cs 0[=(0,—cg’,cf’)
O f! g(

ve
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o, <o ]| =cyT™ +9”

olmak tizere

1

- O,_gr,fr
NGETEAR

N =

olur. ikinci temel form katsayilar1 (2.10), (4.2) ve (4.3) kullanilirsa

!

_Cg
L11 =

L12 =0, Lzz

olur. Burada yiizeyin parabolik noktalarinin olmamasmdan

_Cg/ f’g”'g'f”
L 122 = f('Tg'Z) #0

L,—-L

11022

olur. Dolayisiyla f"’#0 ve g'#0 olmalidir. (4.3) kullanilarak N’nin kismi tiirevleri

N, =(0,0,0)
f” f_ff 14
N, :(g—g)s(o’f’1g')
(f12+gr2)2

olarak bulunur. O halde (2.7), (4.4) ve (4.5) kullanilirsa

12 12 ' P
NI —Jeg' g 97" 0.6.9)

\/(cg’)(g'f "f9") (f,z +g,z)§

t

olur. Burada

A1) =g

B(t) :(f'2 +g’2)E

C(t)=fggT

olmak tlizere
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0!
(_ATBC:(O’ f ,l g’)j B _é |:(AtC + CtA) B - BtAC]f ’ + ABCf ”1
t
[(AC+CA)B-BAC]g'+ABCY’

olarak bulunur. A"N =0 igin;

[(AC+CA)B-BAC |f'+ABCf"=0
VAN

[(AC+CA)B-BAC]g'+ABCg" =0
olmalidir. {1k denklem ikinci denklemde yerine yazilirsa,
[(AC+CA)B-BAC|(fg'-fg")=0

elde edilir. Burada f'g'—fQ"#0oldugundan (A,C+C,A)B—BAC=0 olmalidir. (4.6)

kullanilirsa
\/Egrr
A =
t 2\/&
1
B, =3(f”+g” )2 (ff"+g'g") (4.7)
C 3 flg”!_g!fﬂl
t 2 _g!fﬂ_i_ffg(l

elde edilir. (4.6) ve (4.7)’ye gore (AtC + CtA) B - B,AC =0 ifadesi yeniden diizenlenirse,

_7f12frrgrgrr+fr3gn2 +5frrgr39rr
13

1
\/E fr2+ 12\7
’( , ? ), — _5frg!2902+fr3g!gm+flg g :O
2\/g \/_gf +fg 126 m 12 rdgem "2 .y12
—f "y —g"f"+6ff"g

bulunur. Bu durumda A"N =0 icin,
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fl3grr2+gr(_7f12f!rgn+5fﬂg!2gﬂ_5f!grgn2+6f1:!129r+f139m+f!g!29m_f!2.|:mgl_913fw):0

olmalidir. Goriiniis kolayligi agisindan parantez igindeki ifade D(t) ile gosterilsin. O zaman

A"N =0 icin,
9"=0 AD(t)=0
olur. Buradan 9" =0 ifadesi D(t) ifadesinde yerine yazilirsa

g=cit+d ve 6fF"2—f2f" —cf" =0

olur. Fakat bulunan bu ifade A"N ’yi sifir yapmaz. O zaman asagidaki sonug yazilabilir.

4.1.2 Sonug¢

Birinci tip donel yiizey i¢in A"N =0 olacak sekilde f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 yoktur.

4.1.1.2 G,’te Ikinci Tip Donel Yiizey
f ve g reel fonksiyonlar olmak iizere o.(t)= (f (t),g(t),o) parametrizasyonuyla verilen ve
izotropik xy-diizleminde yatan o (t) profil egrisini gz oniine alalim. ¢ € R, olmak iizere

bu profil egrisine izotropik rotasyon uygulandiginda G, ’te ikinci tip donel yiizey

o(s.t) :(f(t)+cs,g(t),sf (t)+%szj (4.8)

parametrizasyonuyla verilir [25]. Bu yiizey parabolik noktalara sahip olmasin. Buna gére

yiizeyin kismi tiirevleri

¢, =(c,0,f +cs)

o, =(f',g',sf")

0., =(0,0,c) (4.9)
o, =(0,0,f")

o, =(f",9",sf")

dir. O halde donel yiizeyin birim normal vektor alani (4.9) kullanilirsa
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0 e &
o, x¢, =|c 0 f+cs|=(0,ff',cg’)
f’ g! Sf!

ve

NG

olmak tizere

N :;(O,ﬁ’,cg’) (4.10)

f2f!2 +C29!2
olur. Ikinci temel form katsayilar1 (2.10), (4.9) ve (4.10) kullanilirsa

L _ ng, le: Cfrgr L _ f(f’g”-f” r)
1n /fzf'2+czg’2 /fszz_'_czg;z 22 f2fr2+c2g12

olur. Burada yiizeyin parabolik noktalariin olmamasidan

(4.11)

ngr(ﬂ:!gn_ﬂ:ﬂ r_fr29!)

f2f!2 +C29!2 750

L11-L22 - L122 =

olur. Dolayisiyla g’ #0 ve ffg"—ff'g’—f'°g’ # 0 olmalidir. (4.10) kullanilarak N’nin kismi

tiirevleri
N, =(0,0,0)
C f'29'+ff"g'—f'fg"
Nt — ( - )(O,Cg,,—ff') (412)

(f 2§12 | ~2(y12 )5

olarak bulunur. O halde (2.7), (4.11) ve (4.12) kullanildig1 takdirde

LN, —L,N, | |cf'\Jo'yffg —ff'g'—fg’ (0,00’

——cy (F2 +c29’2)3

S

elde edilir. Burada,
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A, (t) = cf ,\/a

Bl(t) — \/ﬂ:fgn_ﬁ:ng!_fdgf

3
Cl (t) _ (f 21: 12 + C2g¢2 )E
olmak tizere

AB ., .
20,09, —ff7) | =0

1 s

olarak bulunur. Diger taraftan,

LN, —L;;N, _ Czﬁ\/ﬁgﬂ_ﬁ’g’_flzg’ (0’ cg’,—ff')

‘LllLZZ - lez‘

t

olur. Burada (4.13) kullanilirsa

CA B, v eer
——=(0,cg’,—ff
( fC, (0.cg )j

t

0,

(f Zf 2 + ng/2 )5

3

=—° | cg'fC,(A,B, +AB,)-Ccg’AB, (f'C, +fC, )+cfg’ABC,,

f!2C12

-ff'*C, (A,B,+AB,)+ffAB, (fC +fC,)-f ®AB,.C —-fff’ABC,

elde edilir. O halde bulunan bu ifade ile birlikte (2.7) kullanilarak

AHN B f2fr2 +C2g12

\/a\/ff /g/r _ffﬂgl_flzglfIZClZ

0,

cg'fC,(A,B, +AB,)-cg’AB, (fC,+fC,)
+cfg"ABC,,

ff'*C, (Alt B, +AB,, ) +ff'AB, (f C,+fC, )
f°A,B,C, - fff’AB,C,

elde edilir. Buna gore A"N =0 olmas1 igin
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cg'fC,(A,B, +AB,)-cg’AB, (fC,+fC,)+cfg’AB,C, =0
VAN

ff"°C, (Alt B,+AB, ) +ff’AB, (f 'C,+fC, ) f*AB,C, —fff’ABC,=0
olmalidir. Ik esitlik ikincide yerine yazilirsa
AlBlcl (ﬁ: 129!! _f/3gr — /) -0

elde edilir. (4.13) kullanilip A, , B, ve C, yerine yazilirsa

of o' (ffg"—ff'g' —fg )3(f2f'2+czg'2)3=o

olarak bulunur. Bu bir ¢eliskidir.

4.1.3 Sonug¢
Ikinci tip donel yiizey igin A"N =0 olacak sekilde f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 yoktur.

4.1.1.3 G,’te Ugiincii Tip Donel Yiizey
f ve g reel fonksiyonlar olmak iizere a(t)=(f(t),g(t),0) parametrizasyonuyla verilen ve
izotropik xy-diizleminde yatan a.(t) profil egrisini goz oniine alalim. Bu profil egrisine x

ekseni civarinda Oklid rotasyon uygulandiginda G, ’te iigiincii tip donel yiizey

o(s,t)=(f(t),g(t)coss,—g(t)sins) (4.14)

parametrizasyonuyla verilir [23]. Bu yiizey parabolik noktalara sahip olmasin. Buna goére

yiizeyin kismi tiirevleri

¢, =(0,—gsins,—gcoss)
¢, =(f',g’coss,—g'sins)
¢, =(0,~gcoss,gsins) (4.15)
¢, =(0,-g'sins, g’ coss)

(Ptt — (f rr’ gn COSS, _gﬂsin S)

dir. O halde donel yiizeyin birim normal vektor alani (4.15) kullanilarak
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0 e, e,
@, x¢, =|0 —gsins —gcoss|=(0,—fgcoss,fosins)
f' g'coss —g’'sins

ve

||(Ps X(Pt”:f'g

olmak tizere

N =(0,—coss,sins) (4.16)

olur. (2.10), (4.15) ve (4.16) kullanilarak ikinci temel form katsayilari,

f” !_f( 14
L11 =0, L12 =0, L22 = % (4-17)

olur. (4.16) kullanilirsa N’nin kismi tiirevleri

N, (4.18)
N .

(0,sin s,coss)}

«=(0,0,0)

olarak bulunur. O halde (2.7), (4.17) ve (4.18) kullanildig: takdirde,

Lzst_leNt — Vf _’fg (O,COSS,—SinS)
‘Lllez - I—122 \/gT

elde edilir. Diger taraftan,

S

L,N,-L,N, | | 0(0,sins,coss)-g(0,0,0)

‘Lnl—zz - lez‘ ) g f”g;jg”
t

=0

olur. O halde bulunan bu ifadeler ile birlikte (2.7) kullanilirsa

I i

A"N =

(0,coss,—sins)
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:—E(O,coss,—sins)
g
olur.

4.1.4 Sonug
Ugiincii tip donel yiizey i¢in A"N =0 olacak sekilde f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 yoktur.

4.1.5 Sonug¢

(4.14) parametrizasyonuyla verilen ti¢iincii tip donel yilizey i¢in

A"N = —i(o,coss,—sin s) 1 N

9(v) g(t)

elde edilir.

4.1.2 Oteleme Yiizeyi
Bu boliimde Galilean uzaydaki 6teleme yiizeyleri incelenmistir.

Oteleme yiizeyleri iki diizlemsel egrinin &telenmesiyle elde edilir. Kisaca 6teleme yiizeyleri
X:I,xI, cR* > G,

X(u,v)=o(u)+B(v)

olacak sekilde o ve B diizlemsel egrileriyle ifade edilir [26]. Oteleme yiizeyleri,
a(u) ve B(v) egrilerine gore asagidaki gibi siniflandirilir,

1. Tip: a.(u) izotropik olmayan diizlemsel egri ve B(Vv) izotropik egridir.

2. Tip: a(u)ve B(v)ikisi birden izotropik olmayan egri [27].

4.1.2.1 G,’te 1. Tip Oteleme Yiizeyi

Galilean uzayda 1. Tip 6teleme yiizeyleri

X(u,v)=(u,v,f(u)+g(v)) (4.19)
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parametrizasyonuyla ifade edilir. Burada o(u)=(u,0,f(u)), y=0 diizleminde izotropik
olmayan ve B(V):(O,V,g(v)), X=0 diizleminde izotropik olan egridir. Bu yiizey

parabolik noktalara sahip olmasm. Oteleme yiizeyinin kismi tiirevleri

(1,0,

XU

X,=(019")

X,, =(0,0,f") (4.20)
XUV

XW

=(0,0,0)
=(0,0,9")

dir. O halde 6teleme yiizeyinin birim normal vektor alani (4.20) kullanilarak

0 e, e
X,xX,=[1 0 f'=(0,-g1)
0 1 ¢

ve

X, %X, ]| = 1+g7

olmak tuzere

1
N= (0,-9'.1) (4.21)
J1+g”
olur. Ikinci temel form katsayilar1 (2.10), (4.20) ve (4.21) kullanilirsa
f” g”
L, = L,=0, L, = (4.22)

el L

olur. Burada yiizeyin parabolik noktalarmm olmamasindan

f” "
Lll'LZZ - lez = W * O

olur. Dolayisiyla f”#0 ve g"#0 olmalidir. (4.21) kullanilirsa N’nin kismi tiirevleri
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N, =(0,0,0)

N, = 9 - (0’119') (4.23)
(1+g?)

olarak bulunur. O halde (2.7), (4.22) ve (4.23) kullanilirsa ilk olarak,

" "

9 _©000-0—2 _(019)

LzzNu _L12Nv _ 1+g’2 (1+g'2)§
f" g”
” JL+g? JL+g”

olur. Diger taraftan,

‘L11L22 - |—122

‘L11L22 - lez‘ , (1+ g )E

L,N —L,N NG ,
12" Yu 11" v _ 3(011,9)

elde edilir. O halde bu ifade ile beraber (2.7) ve (4.22) kullanilarak A"N hesaplandigi
takdirde

12 "y
ANz NG VT g9 g1 (4.24)

|| gy

v

elde edilir. Burada,

A(u,v)=\[fg"

B(v):(1+g’2)§

olmak tizere,

f I!g m
2 f !Ig 4

v =

B, =39'g" (1+ g'z);

olur. Elde edilen ifadeler (4.24)’te yerine yazilirsa
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12
AN = N2HO (0, A,B-B,A, g'(A,B-B,A)+g'AB) (4.25)
fng"BZ v v \ \Y

olarak elde edilir. (4.25) diizenlenirse

497 (o(1497) -6957)

o

A,B-BA=

ve

Ji\1+9? (99" (1+97) - 499" +29")
29"

g’(AVB— BVA)+g"AB =
olmak tizere

0,
1 . grr/(1+g72)_69rgn21

AIIN e —
" 2
29 (1+g ) g¢gm(1+ g’z)_4g'2g"2 +29

"2

elde edilir. Buna gore A"N =0 olmasi i¢in asagidaki kosullarin saglanmasi gerekir.

gm (1+ gl2 ) _ 69!gﬂ2 — 0

A

glgm(1+ gr2 ) _49129”2 + 29"2 — O )

Ilk esitlik ikincide yerine yazildig1 takdirde A"N =0 olmast i¢in

29" (9" +1)=0

kosulunun saglanmasi yeterli olacaktir. Fakat g” # 0 oldugundan bu esitlik sifir olamaz.

4.1.6 Sonug¢

Birinci tip 6teleme yiizeyi igin A"N =0 olacak sekilde f(u) ve g(v) fonksiyonlar1 yoktur.
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4.1.2.2 G,’te 2. Tip Oteleme Yiizeyi

Galilean uzayda 2. tip 6teleme yiizeyleri

X(u,v)=(u+v, g(v), f(u)) (4.26)

parametrizasyonuyla ifade edilir. Burada o (u) :(u, o, f (u)) y =0 izotropik diizleminde
bir egri ve B(v)=(Vv, g(Vv), 0), z=0 izotropik diizleminde bir egridir. Bu yiizey parabolik

noktalara sahip olmasin. Buna gore yiizeyin kismi tiirevleri

X, =(10,f)
X, =(19',0)

X =(0,0,") (4.27)
XUV

XW

=(0,0,0)
=(0,9".0)

dir. O halde donel yiizeyin birim normal vektor alani (4.27) kullanilarak

0 e, e
X, xX,=|1 0 f|=(0f"q")
1 g 0

ve
||Xu X XV|| =f?+g"
olmak tizere

1
O,f',g’
’f!2+g¢2 ( )

olur. Tkinci temel form katsayilar1 (2.10), (4.27) ve (4.28) kullanilirsa

N = (4.28)

f" ! B g”f!

Wv L, =0, LZZ_W

olur. Burada yiizeyin parabolik noktalarmin olmamasindan

L, = (4.29)
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fT”gfg”
N |—122 = £12 +g!2 #0

olur. Dolayisiyla f£9'g" # 0 olmalidir. (4.28) kullanilirsa N nin kismi tiirevleri

NLI :Lﬁ(o,g”_f’)
(fr2+gr2)2

N, :L(O,_g’1f')
(f!2+g'2)§

olarak bulunur. O halde (2.7), (4.29) ve (4.30) kullanilirsa,

L,N,—-L,N Jff9'g”
[ 22" "u 12 VJ — ( gg 3(O,g’,—f’)

‘LML22 — lez‘ . f!2 + 9!2 )E
ve
L12Nu — I—11Nv — f‘f”g'g"3 (0,9,’_]”)
\/‘ Liilo, - lez‘ . (1”2 +g" )E

\

olur. Bu tiirevler hesaplandig: takdirde

1

AUN = —
(frz +ng )2 ftfng!gﬂ

elde edilir.

0,
{(f“ +f57)g'g" (% +9") -6 f"*g'g” }
~(9"+g'g")FF"(F7+9")+6f 97"
~2ff'g'g" (f* +9"),
_f{(f”2 +f57)g'g"(F*+9"°)-6ff"*g'g"
—(97 +g'g")fF" (7 +9")+6f 97"
—2ff"°g'g"(f*+9")
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Buna gére A"N =0 icin

[(Fr=+f8m)gg"(£2 +92) -6 “g'g”

_2fFg'g" (F2 +g'%) =0
(9" +g'g")FF"(F7 +97? )+ 6f 79" 99 (" +97)

frrZ ftl:m 1~ f!2 12 _6f12f N2 1t
—f' ( * )gg ( +9 ) g9 _ZfT/lzglgn(fIZ_l_g/Z):O
_( "2 _I_g!gm)fnl:ﬂ(fIZ +912)+6f:fﬂ9129"2

olmalidir. Birinci esitlik ikincide yerine yazilirsa
—2fFgg"(f2+97)(fg"+fg)=0 (4.32)
durumu elde edilir. Burada 2f¥'g'g" (f"* +¢"*) # 0 oldugundan

f'(u)g"(v)+g'(v)f"(u)=0

olmasi gerekir. u ve v’ye gore integraller alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

4.1.7 Sonug¢

(4.26) parametrizasyonuyla verilen 2. tip &teleme yiizeyi i¢in A"N =0 olmasi icin

—Cu cv

e e :
f(u)=- e ve g(v):T+c2 fonksiyonlar1 elde edilir. Burada c,c,, ¢, integral

sabitleridir.

4.1.3 Carpanlara Ayrnilabilir Yiizey
M, G; Galilean uzayinda bir yiizey olsun. Eger M yiizeyi z(u,v)=F(u)g(v) kapah

formuyla verilirse 0 zaman yiizey carpanlara ayrilabilir yiizey olarak adlandirilir. Burada f

ve g tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece carpanlara ayrilabilir yiizey

X(u,v)=(u,v,f(u).g(v)) (4.33)

yamastyla yazilabilir. Bu yiizey parabolik noktalara sahip olmasin. Buna gore yiizeyin kismi

tirevleri
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X, =(1,0,0f")

X, =(0,1fg")

X =(0,0,9f") (4.34)
XUV

XW

~(0,0,g'f")
—~(0,0,g")

dir. O halde ¢arpanlara ayrilabilir ylizeyin birim normal vektor alani (4.34) kullanilarak

0 e, &g
X, xX,=[1 0 gf|=(0,—fg"1)
0 1 fg

ve

X, %X, | =1+ 20"

olmak uzere

N=—1 _(0,fg1) (4.35)

J1+f2g”

olur. Ikinci temel form katsayilar1 (2.10), (4.34) ve (4.35) kullanilirsa

L= L9t L1 (4.36)

B J+fg? o gt “ J1+f%g"?
olur. Burada yiizeyin parabolik noktalarinin olmamasindan

12

L ) _ ﬂ:ngg/r_f/?_g

2 12 1+f29r2 #0

L,L

11°

olur. Dolayisiyla ff'gg” —f'?g"> # 0 olmalidir. (4.35) kullamlirsa N’nin kismi tiirevleri

f’ !
N, :—gﬁ(o,—l,—fg’)
(1+fzg'2)2
(4.37)
f 14
N, =——>—(0,-1fg)
(1+fzg'2)2
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olarak bulunur. O halde (2.7), (4.36) ve (4.37) kullanilirsa ilk olarak,

L22Nu _ L12Nv —
‘L11L22 - lez‘ "

bulunur. Ote yandan,

|_ N —|_ N .ﬁ:nggﬂ_fig!Z ’
12" "u 11" v — ‘ : ‘(O'_l’_fg)

\/‘ Ll - lez‘ y (l+fzg’2 )E

\

elde edilir. Burada,

A(U, V) — ‘ﬂ:ﬂggv _f!2g!2‘
3 (4.38)
B(u,v) :(1+f2g'2)2
olmak iizere,
A ' 1 ' "
E(0,—1, —fg') | = E(O,—BAV +AB,,fg'(-BA, + AB, ) - ABfg")
olur. Burada (2.7) ve (4.38) kullanilarak
A'N=—1_(0,-BA, +AB,,fg'(~BA, + AB, )~ ABfg’)
AB?
elde edilir. Buna gore A"N =0 olmas1 i¢in
“BA,+AB, =0 (4.39)
ve
ABfg" =0 (4.40)
olmali. Fakat A=0 ve B#0 oldugundan (4.40)’tan 9" =0 olmali. Buradan
g(v)=cv+c, (4.41)
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olur. (4.41) ifadesi (4.39) ifadesini saglar.

4.1.8 Sonuc¢

(4.33) parametrizasyonuyla verilen ¢arpanlara ayrilabilir yiizey i¢in g(v)=c,v+c, olursa

A"N =0 elde edilir. Burada c,,c, integral sabitidir.

4.1.9 Ornek

G,’te

X(u,v)=(u,v,u’(v+1))

parametrizasyonuyla verilen yiizey igin,

. =(10,2u(v+1))
y :(0,1,u2)

w =(0,0,2(v+1))
. =(0,0.20)
(0,0,0)

X X X X X

w

olur. Yiizeyin birim normal vektor alani

1
1+u*

N =

(0.-u.1)

elde edilir. ikinci temel form katsayilari

dir. Bulunan ifadeler asagida yerine yazilirsa
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- _ 1 L22Nu_L12Nv _ LlZNu_Llle
\/‘ L11L22 - L122‘ \/‘ L11L22 - L122‘ " ‘L11L22 - lez‘

A"N

v

I S O BT (0,—1,—u2) =0

/ 4u? (1+ u“)2
1+u* '

olur.

4.1.4 Kiiresel Carpim Yiizeyi
aB:l,cR>G,, a(u)=(fu)f,u)) ve B(v)=(g,(v).9,(v)) olacak sekilde iki

Galilean diizlem egrisi olsun. Burada f, ve g; (i=1,2) srrastyla I, ve I, agiklarinda reel

degerli sabit olmayan tiirevlenebilir fonkisyonlardir. O zaman G, ’te iki diizlem egrisinin M

kiiresel ¢arpim yamasi

X=a®B:1,xI, > G;,,
X(u,v) = (f,(u), f,(u1)g, (V). f,(1)g, (V) (4.42)

seklinde tanimlanir. Burada u, (u {(u,, Vv, (Vv (v, dir [28, 29]. Bu yiizey parabolik

noktalara sahip olmasin. Yiizeyin kismi tiirevleri

X, =(fl',f2'gl,f2'gz)
X, = (o, fzgl',fzgz')

X, = (fl",fz"gl,fz"gz) (4.43)
X, = (o, fz'gl',fz'gz')

X

= (O’fzgl”’fzgzﬂ)

dir. O halde kiiresel ¢arpim yiizeyinin birim normal vektor alani (4.43) kullanilarak

0 e e,
X xX,=[f f'g, f,q, =(0,—f1'fzgz',f1'fzgl')
0 fg f9,

47



ve

”Xu X Xv” = f1,f2 \lgllz + 92’2

olmak tizere

N = ;(O,—gz',gl') (4.44)

\ 91'2 + gz’2

olur. Ikinci temel form katsayilar1 (2.10), (4.43) ve (4.44) kullanilarak

] (fl"fz’ —fl’fz”)(glgz' —gl'gz) Lot (91'92” —gl"gz')
1= 1 b =V kp =
f/\g* +g,” Vo, +9,"

olur. Burada yiizeyin parabolik noktalarmin olmamasimdan

(4.45)

f, (fl"fz’ —ff)] )(glgz' -0,9, )(91’92” - 91"92')
f, (91'2 +92'2)

L,L,,—L," = =0

olur. Dolayisiyla f, (fl"fz' —f'f) )(glgz' -0,9, )(gl'gz” - gl"gz') #0 olmalidir. N nin kismi

tiirevleri

N, =(0,0,0)

N, = 9.9, —0; gz§ 0’91’192’) (4.46)
(0.7 +0.")

olarak bulunur. O halde (2.7), (4.45) ve (4.46) kullanilirsa ilk olarak,

LzzNu _ L12Nv
‘L11L22 - |—122

u

bulunur. Diger taraftan,
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LN, -LN, | 6 -6 | Jog, -0/9,18.0, -5,
) 3
\/‘ LyLo, = lez‘ . \/fl'f2 (91’2 +g,” )5

elde edilir. Burada

A(V)=499, -9,9,

B(V)=49,9, -9,'9,

3

C(v)z(gl'2 +g2'2)2

olmak tizere

0,

C

1J1 192

g, (BCA, +ACB, -ABC,)

fl"le _ fllfz" AB , , flﬂle _ fllfzﬂ )
(o ) _Vh: kb |, ABCg,,
\ 2 !
CWLT, g, (BCA, +ACB, -ABC, )
+ABCg,’

(0.9/0.]

(4.47)

elde edilir. O halde bu ifade ile birlikte (2.7) ve (4.45) kullanilarak A"N olusturulursa,

AHN:— 1

5

J@8. -9/9)(0/s." -0, ) (0.7 +0." ) .

elde edilir. Dolayistyla A"N =0 igin
g, (BCA, +ACB, —ABC,)+ABCg," =0

N

g, (BCA, +ACB, —ABC, )+ABCg, =0
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0,
g, (BCA, +ACB, -ABC,)

g, (BCA, +ACB, —ABC,)

+ABCg,"



olur. ilk esitlik ikinci esitlikte yerine yazilirsa

ABC(gllgzﬂ - glnng) =0

sart1 kalacaktir. (4.47) kullanilarak degerler yerine yazilirsa A"N = 0 igin gerekli olan kosul,

\/ 9192, _91’92 '(91,92" _glﬂgz, )2 -(91,2 +gz,2 )g =0

olur. O halde A"N =0 olmas: igin yukaridaki esitligin saglanmasi gerekir. Fakat bu ifade

ylizeyin parabolik noktalar1 olmadigindan sifir olamaz.

4.1.10 Sonu¢
G, uzayinda kiiresel garpim yiizeyi i¢cin A"N=0 olacak sekilde f(u) ve g(v) fonksiyonlar
yoktur.

4.2 Kiiresel Carpim Yiizeyinde A"x, =2,x; Durumu
Bu boliimde G, Galilean uzayda (4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel ¢arpim yiizeyi
icin A"x; =A;x; sart1 incelenecektir.

Burada x,, X,, X; koordinat fonksiyonlar1 ve bunlarin kismi tiirevleri agagidaki gibidir.

X, =f,(u) X, =T,(u)g,(v) X; =f,(u)g,(v)
Xy, =T/ Xou =1, 0 Xs, =F,0, : (4.48)
Xy, =0 Xoy = f291' Xay = fzgz,

O halde (2.7), (4.45) ve (4.48) kullanildig1 zaman ilk olarak

3
L22X1u — LlZle _ flrz \/E 91'92" - glﬂgzr

Veste L), (6 -4 ) (00, -0l

u

1 met gren " re !t
f,?\9,9, -9,'9; (fl f -t )(3f1 fz”zfl) (4.49)

g ’ " ! [ m
(fl”fz'—fl'fz")zﬁ 0.9, - 9,9, _fle(fl F, -f.1, )

_1
2
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elde edilir. Ote yandan

L12X1u — L11X1v
2
‘L11L22 -Ly, ‘

~0 (4.50)

olur. (2.7), (4.45), (4.49) ve (4.50) kullanilirsa,

A", =2 (U, V).,

olacak sekilde

| L Jotrat (fl"fz' —fl'fz")(Sfl"fz +f2’f1') f

2 14 ! ! 14 2 ! ! ! " ! m
(fl fz _flfz ) (glgz _glg2)flf2 _flfz (f f f f )

(4.51)

1

elde edilmis olur. Diger taraftan (2.7), (4.45) ve (4.48) kullanilirsa A"x, hesabi i¢in ilk

olarak,

Ly, X5, — LypX JE ot ane/e, —aa,

\/‘Lanz 2 \/f”f ~f, f” 9192 _9192)

u

ne t re m 1, i » lf’flz e
ff—ff)—ff+—12+ff
fzgl 9.9, 0,0, (1 i o LZ 21 2 f 1 ZJ (4.52)

2
3
\]9192, _gllgz (flﬂle _fl,fzﬂ)z fl, \/E —%f f, (f mf ' —fllfzm)

dir. Tkinci olarak,

L12X2u — L11X2v —| _ \/Egl’ \/f1”le _fl’fz” \/9192' - 91'92
‘Lnl—zz - I—122 \/E 91'92” _glﬂgzl y
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91” [gzr - glggz j(gl’gzﬂ _glﬂgzr)
1
fg \‘f”fl_flf " 1 ! ! n " ! ”n "
=— Aah AL L 2 = +§gl (glgz —0: 9, )[gz _%j (4'53)

- : O

\/E\/E(glrgzﬂ - gl”gzl )E \/glgzr - 91,92

_l ! ’ _ gl’gz ’ n _ n !
=) (gz e }(glgz 00, )

olur. (2.7), (4.45), (4.52) ve (4.53) kullanilirsa,
A", =2, (U, V)X,

olacak sekilde

1

2
f”f’—f'f") Lo fomer grom
(1 PR )|t (f1 £/ _ff, )

n, _ _\/91’2"‘92,2 (4.54)
ATX, = f,0,

"

(0.9. -90/5: )f, %—1(91921 -0,9,)(0,9." ~0,'9, )

1

Ne ! L 1 et 1f,f 2 re
(A )(Efzfl Pttt ]
2

!

192 192

—1—(9192' —gl'gz)(gl'gz"' —gl"'gz')

elde edilmis olur. (2.7), (4.45) ve (4.48) kullanilirsa A"x, hesabu i¢in ilk olarak,

L22X3u — I—12X3v — \/E\/Efzrgz \191’92” _91"92'

\/‘ L11L22 - |—122 \/(fl”fz, —fl’fz” )(9192, _91’92)

Ne ! e 1 et l f’f 2 e
ron [ f f —ff ) _f f +—= L2 +ff
f,0,49:9, -0, 923 (1 S LZ T2 f, 1 ZJ (4.55)
N N A A R AN SHE (61 )

olur. ikinci olarak,
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L12X3u — L11X3v | _ \/Eg 2' \/flﬂfzr B fllfzﬂ \/glg 2' B 91,92

‘I—nl—zz - lez‘ v ) \/E\/ 91’92” _glﬂgz, v

9 {% - g;}(g;gz” -9, )

2
f f”f’—f,f " 1 2 ’ " n ' § "
__ AL +50, (glgz -9,'9, )[glgz —glj (4.56)
2

JEE (000 ~0/a, f ag, -0/,

_1 ! glgzl_ ! ! !”_ m !
29{ ” glJ(glgz 0."9. )

olarak bulunur. (2.7), (4.45), (4.55) ve (4.56) kullanilirsa,

A"y =1y (U, V)X,

olacak sekilde

"n ! ! " 1 e 1f'f 2 ! "
. (17, 11, )[Efzfl ot J

o \2
(fl f2 _f1 fz ) _%flrfz! (flmfzr _fl/fzm)

oo A9%+g,? (4.57)
A X3 -7 N\ f2g2

(glgz' _glrgz)fz %(glgzl _gllgz)(gllgzﬂ _91”92')

2

2

1 1

+ 2
(09."-0.'9. )

" Egg_zz (glrgzlr _ glrrgzr ) (glgzn _ glrrgz )

!

_Eg_z ’ _ ’ ! m _ " !
_ 24, (9192 9, gz)(glgz g 9, ) _
elde edilmis olur.
re 12
(fl”le _fllfzﬂ) llefl" +l fl f2 _l’_fl,fz”
A(u)=— 2 27 21 , (4.58)

2
(fl fz _fl f2 ) _%flrfzf (flmfzf _fl/fzm)
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B(v)=

1

(91'92” - glﬂgzr )2

"
9

9

+—

24
lg,

24

(0.9: ~9,0: )(9/0. - 9/'c; |

L9/

1
'

1

(91’92” - 91"92, )(9192” - glﬂgz) J

(0.9: ~9,9: )(9/0." -0,". )

V0,2 +9,"

C(u’v)z_(glgz'—gl'gz)fz |

D(v)=

E(u)=

1

1 14 14 1 2
(91 9, -0, 0, )

f/

14

9,

9,

+ —

29
19,

24

(0.9: ~9/5. )(9/9." -9/'c; |

1g,

2

!

2

(gllgzﬂ - gl”gzr )(9192” - glﬂgz) |

(0.9: ~9/0: )(9/0." 0,"9, )

(18, -6 ) (3, + 1,7

- 2
2 (flllle _ flllel ) fl —fl’fz (flmle _ fllfzm )

olacak sekilde,

A", = (U, V)X, :kl(u,v).fl(u):%C(u,v).E(u).fl(u)

A%, =2, (U, V)X, =2, (u,V) £, (u)g, (V) =C(u,v).[A(u)+B(v)]f,(u)g, (V)

A"y =2y (U,V) Xy =4y (u,V) £, (u)g, (V) =C(u,v).[A(u)+D(v)]f,(u)g,(v)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

elde edilir. Burada A, (u,v), i=1,2,3 bir diferansiyellenebilir fonksiyon ve f, = c,f, +c, ve

0, # €9, + ¢, dir. f ve g’nin ikinci tiirevleri ayn1 anda sifir olamaz. Ciinkii A(u), B(v),

D(v), E(u)’yu tanimsiz yapar.

54



Durum 1:

A, =0, 4,=0, A, =0 igin

E(u)=0, (4.66)
A(u)+B(v)=0 (4.67)
A(u)+D(v)=0 (4.68)

olmalidir. Parametrelerden dolayr A(u), B(v) ve D(v) ya ayni anda sifir olacak ya da
sabit olacaklar. Fakat B(v) ve D(Vv) yi sifir yapan g, ve g, fonksiyonlar1 yoktur. Ciinkii

B(v)=0 ise

—

9, =0 v g0, -0,9,= 0)

glgzﬂ - glﬂgz = O)

> — >

9192’ _gllgz =0 v 91,92," _glmgzl = O)

—

ve D(v) =0 ise

—

92” =0 v g1gzl _91’92 :0)

9.9, —9,9, = 0)

> — >

9192’ _g1,gz =0 v g1,gzm _glmgzl = O)

—

olmaldir. Fakat bu ifadeleri saglayacak sekilde g, ve g, fonksiyonlar1 yoktur. Bu yiizden

A(u)=c, (sabit) (4.69)
B(v)=-c, (4.70)
D(v)=—¢, (4.71)

olmali. Bu durumda (4.70) ve (4.71)’den B(v)=D(v)yani B(v)—D(v)=0 olursa
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! ! 3
(91 9,-90,9, )
gllgzll _glﬂgzl

=C, (4.72)
sart1 elde edilir. Burada c, integral sabitidir. (4.66)’dan

£'f, —fF 2" =cf°f, (4.73)

bulunur. Burada c integral sabitidir. (4.73) ifadesi (4.58)’de yerine yazilirsa

A(u)=-1 (4.74)
elde edilir. Bu durumda (4.72), (4.73) ve (4.74) sartlar1 altinda yiizey 2. Temel Forma goére
null-1 tipinde olur. Fakat A(u)=-1 olmasi B(v) ve D(V)’nin 1 olmasmi gerektirir.

B(v)=1ve D(v)=1 ¢oziimii ele alinirsa

4(9192, _91,92)(91”92' _gl’gzﬂ) =0

elde edilir. Fakat bu carpanlar sifirdan farklidir. Eger birinci ¢arpan sifir olursa g, =c,9,
elde edilir. Bu ise g, #c,g, +C, ifadesiyle ¢elisir. Bu durumda yiizey 2. Temel Forma gore

null 1-tipinde olamaz.

4.2.1 Tanim
3-boyutlu Galilean uzayda bir yiizey A"X =0 sartin1 sagliyorsa yiizeye II —Harmonik (2.

Temel forma gore harmonik) yiizey denir. Kisaca (A”Xl, A"X,, A”X3) =0 olmalidrr.
4.2.2 Teorem

G, 3-boyutlu Galilean uzayda (4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel ¢arpim yiizeyi M

olsun. O zaman II-Harmonik olacak sekilde M yiizeyi yoktur.
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Durum 2:

A =0, A,#0, A, #0 i¢in

E(u)=0, (4.75)
A(u)+B(v)=0, (4.76)
A(u)+D(v)=0 (4.77)

olmaldir. B(v) ve D(v)’yi sifir yapan fonkisyonlar olmadigi igin iki durum s6z

konusudur.

E(u)=0 A A(u)=0 A B(v)#0 A D(v)=0
yada

E(u)=0 A A(u)#0 A B(v)#0 A D(v)=0.

Ik durum i¢in A(u)=0 ise

f'f, —ff"=cf/f,f)? (4.78)
ve E(u) =0 ise
f'f, —f/f2"=cf’f, (4.79)

elde edilir. Burada c ve c, integral sabitleridir. (4.78) ve (4.79)’dan

/c
f, =+ [2f, +cC,
c

olur. Bu ise f’nin se¢iminden dolay1 ¢eligkidir.

Ikinci durum i¢in E(u)=0 oldugu zaman elde edilen (4.79) ifadesi A(u)’da yerine
yazilirsa A(u)=-1 olur. Yani A(u)=0 olur. (4.76) ve (4.77) ifadesinden B(v)=1 ve

D(v)=1 olamaz. Ciinkii B(v)=1 ve D(v)=1 ¢bziimii ele alinirsa
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4(9192' —gl’gz)(gl”gz' —gl'gz") =0

ifadesi ¢ikar. Bu ise ¢eliskidir. Bu durumda (4.76) ve (4.77) ifadesi daima sifirdan farkli olur.

Ayrica B(v)=0 ve D(v)#0 i¢in g," #0 ve g," # 0 olmalidur.

4.2.3 Sonug¢
(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel carpim yiizeyi f,'f, —f/f2"=cf*f, ve g," #0

ve g," # 0 sartlar1 altinda 2. Temel Forma gére null 3-tipinde olur.

Durum 3:

A, =0, A, =A;#0 i¢gin

E(u)=0 (4.80)
A(u)+B(v)=A(u)+D(v)=0 (4.81)
olmalidir. Tki durum s6z konusu.

E(u)=0 A A(u)=0 A B(v)=D(v)=0

yada

E(u)=0 A A(u)#0 A B(v)=D(v)=0.

Ik durum i¢in E(u)=0 ise A(u)=-1 olur. Bu geliskidir.

Ikinci durum igin (4.80)’den f'f, —f/f."=cf*f, olur ve A(u)=-1=0 elde edilir.

B(v)=D(v) den

3
(gl gz _glgz )
G (4.82)
9,9, 9,9,

sart1 elde edilir. Burada c, integral sabitidir. (4.82) sarti altinda B(v)=-1=#0 ve

D(v) =-1#0 olur.
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4.2.4 Sonug
(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel carpim yiizeyi f,'f, —f/f2"=cf*f, ve
! ! 8
(91 9, — 0.9 )
gllgzll _glﬂgzl

=C, sartlar1 altinda 2. Temel Forma gore null 2-tipinde olur.

Durum 4:

A =0, A, =0, A, #0 i¢in

E(u)=0, (4.83)
A(u)+B(v)=0, (4.84)
A(u)+D(v)=0 (4.85)

olmalidir. (4.83)’ten

f'f, —f/f2 =cff, (4.86)

elde edilir. (4.86) ifadesi A(u)’da yazilirsa A(u)=-1 olur. Dolaysiyla (4.84)in

saglanmast igin B(v)=1 olmalidir. Eger B(v) =1 olursa

9 (91”92’ - glrngr ) + 391” (glng - glrgz ) _ gl'gz"' - gl"'gz'
0. (9.9, -9/0.) 0.9, ~9,'0;

(4.87)

elde edilir. Benzer sekilde (4.85)’in saglanmasi i¢in D(v)#1 olmalidir. Eger D(v)=1

olursa

9, (91”92’ - gllgzﬂ ) + 392” (glgzr _91’92) S gl'gz”' _gl'"gz'

’ ’ ’ ron ".r (488)
0. (9.9: ~9/9.) 0.9, -0,

elde edilir. (4.87) ve (4.88) ayn1 anda saglanmasi gerektiginden dolay1 (4.87) ifadesi
(4.88)’de yazilirsa
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4(9192' —gl’gz)(g{'gz' —91'92") #0

olur. Birinci ve ikinci ¢arpan sifirdan farkli oldugu i¢cin bulunan ifade dogru olur. Ciinkii
birinci ¢arpanin sifirdan farkli olmasi i¢in ¢, # g, olmahdwr. Bu ise ¢, #c0,+C,
ifadesinde c, =0 oldugu zamanki durumdur.

Benzer sekilde A, =0, A, #0, A, =0 icin de ayn1 sonug elde edilir.

4.2.5 Sonuc¢

(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel carpim yiizeyi f,'f, —f/f2"=cf*f, ve

4(glg2' —gl'gz)(gl"gz' —gl'gz") # 0 sartlar1 altinda 2. Temel Forma gore null 2-tipinde olur.

Durum 5:

A =0, A, =0, A, =0 i¢in

E(u)=0 (4.89)
A(u)+B(v)=0, (4.90)
A(u)+D(v)=0 (4.91)

olmalidir. (4.89)’dan

f'f, —ff. = cf°f, (4.92)

elde edilir. Burada c integral sabitidir. (4.90) ve (4.91)’de B(v) ve D(Vv) sifir olacak sekilde
g, ve g, olmadigindan A(u)=c, (sabit), B(v)=-c, ve D(v)=—c, olmalidur.

B(v) = D(v) ifadesinden

(91,92 - 9192' )3
0,9, —9,'0,

—c, (4.93)

elde edilir. Burada c, integral sabitidir. (4.93) sart1 altimda B(v)=-1 ve D(v)=-1 olur.

O zaman A(u)=1 olmali ki (4.90) ve (4.91) ifadeleri saglansm.
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A ( u) =1ele almirsa
22 =ff) —ff) (4.94)

elde edilir. Burada c, integral sabitidir. (4.94) ifadesi (4.92)’de yerine yazilirsa

fetf_ G
1@2@

olur ki bu da basangigta segilen sart i¢in dogrudur. Burada c, integral sabitidir.

4.2.6 Sonuc¢

3
(91 9, -0.9, )
(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel g¢arpim yiizeyi ——=C, Ve
0:9, 0,9,

f, #cf, —c, sartlari altinda 2. Temel Forma gore null 2-tipinde olur.

Durum 6:

A#=0, A, #0, A, #0 igin

E(u)=0, (4.95)
A(u)+B(v)=0, (4.96)
A(u)+D(v)=0 (4.97)

olmalidir. (4.95)’den
f'f, —ff2" =cf*f, (4.98)

elde edilir. (4.96) ve (4.97)’den B(v) ve D(V) nin sifir olmamasmdan dolay1 iki durum

ortaya cikar.
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A(u)=0 A B(v)#0 A D(v)%0 (4.99)
yada

A(u)#0 A B(V)#0 A D(v)%0. (4.100)
(4.95), (4.99) ve (4.100) ifadelerinden

E(u)=0 A (A(u)=0 v A(u)=0) A B(v)#0 A D(v)=0

elde edilir. Eger A(u)=0 alrsa

£'f, — /2 =cf/f,f,> (4.101)

elde edilir. Burada c, integral sabitidir. (4.98) ve (4.101) beraber diisiiniildiigiinde

f, # \/%sz +C, (4.102)

bulunur. Ayrica B(v)=#0 ve D(v)=0 ifadelerinden

g, #0 ve g, =0 (4.103)
1 2

bulunur. (4.102) ve (4.103) sartlar1 baslangi¢ sartlaridir. Dolayisiyla bu sartlar altinda yiizey
3- tipindedir. Eger A(u)=0 alnirsa

f'f, —ff = cf/f,f,> (4.104)

elde edilir. Burada c, integral sabitidir. (4.98) ve (4.104) beraber diisiiniildigiinde ya

cf °f, = ¢ f/f,f,? (4.105)
yada
cf *f, =c,f,f,f,"? (4.106)

olur. (4.105)’den tekrar (4.102) elde edilir. (4.106)’dan ise ¢eliski elde edilir. Bu durumda
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E(u)#0 A A(u)=0 A B(v)#0 A D(v)=0
olur.

4.2.7 Sonug¢

. . . C "
(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel ¢arpim ylizeyi f, # \/%fz +C, ve g, #0 ve

g, #0 sartlari altinda 2. Temel Forma gore 3-tipinde olur.

Durum 7:

A =0, A, =A; %0 i¢in

E(u)=0
A(u)+B(v)=A(u)+D(v),

olmalidir. (4.108)’den

¢ikar. Bu durumda

! ! 3
(91 9,-90,9, )
gllgzll _glﬂgzl

=C2

bulunur. Burada c, integral sabitidir. (4.107)’den

£'f, —f/f2 = cf’f,

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

olur. Burada c integral sabitidir. (4.107) ve (4.108)’den B(v) ve D(Vv) "nin sifir olmamasi

da g6z oniine alinirsa
E(u)=0 A (A(u):o v A(u);to) A B(V)=D(v)
olur. A(u)=0 olursa

f'f, —f/f =cf/f,f,°
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bulunur. Burada c, integral sabitidir. (4.110) ve (4.111)’den

f, # \/%sz +C, (4.112)

baslangig sart1 elde edilir. Burada c, integral sabitidir. A(u)=0 olursa

£8, —1/f = f/f,f,” (4.113)

bulunur. (4.110) ve (4.113)’ten yine

fc
f, =, |=f, +c,
Cc

baslangig sart1 elde edilir.

4.2.8 Sonug¢

. . . C
(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel ¢arpim yiizeyi f, # \/%fz +C; Ve

! ! 3
(91 9,-90,9, )
gllgzll _glﬂgzl

=C, sartlar1 altinda 2. Temel Forma gore 2-tipinde olur.

Durum 8:

A =0, A, =0, A, #0 i¢cin

E(u)#0, (4.114)
A(u)+B(v)=0, (4.115)
A(u)+D(v)=0 (4.116)

olmalidir. (4.114)’ten

f'f, —f/f2"=cff, (4.117)

olur. Burada c integral sabitidir. B(v) ve D(v)’nin sifir olmamasmndan dolay1 (4.115) ve

(4.116)’dan
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olmalidir. Burada ¢, # 0 sabittir. A(u)=c, ifadesinden

(1-2¢ )¢ 1(2+2¢c;)
fl”fz’ _flff 202 fl f2 f2
CZ

bulunur. Burada c, integral sabitidir. (4.117) ve (4.118)’den

fll(_l_cl)le(l*'cl) + CCZ

elde edilir. B(v)=—c, ifadesinden

glg 2, - gl’gz gl 2 91,9 2” - gl”g 2,

" 21— ' " ! m_ m ’
;{gl {M_l)glgz_ggz}z(cﬁljglgz ]M

bulunur. D(v) = —c, ifadesinden

1 14
n ! 2 —+C g g [J m m [
P P G LT (2 J L9999,
gng’ _91’92 gz’ 92, gllgzﬂ _91"92’

bulunur. (4.120) ve (4.121)’den

2(;+ 01]91'92" (0/9. +0.9.)-30.9, (9.9, +0.0,)
=1

2(c,-1)(0,%0:9." +9,0,'9;"
elde edilir. Buradac, =1 ve ¢, #0 olmalidir.

4.2.9 Sonuc¢

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel carpim yiizeyi (4.119) ve (4.122) sartlar1 altinda

2. Temel Forma gore 3-tipinde olur.

Benzer sekilde A, #0, A, #0, A, =0 i¢in de ayn1 sonug elde edilir.
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Durum 9:

A =k, =A; 20 icin

@:A(u)w(v):A(u)m(v);ﬁo (4.123)

olmalidir. Buradan B(v): D(v) ise

! ! 3
(91 9,-9.9, )
gllgzll _glﬂgzl

—c, (4.124)

olur. Burada c, integral sabitidir. (4.124) ifadesi B(v)=D(v)=-1 yapar. O halde

(4.123)’ten

w:A(u)_l (4.125)

elde edilir. (4.125)’ten

' e \? 2ff,"—(f/f, ,
cf2(2f1f2 _f, fz) _2j72ff[f'f)
e Vi, (4.126)

fll (flﬂle _fl'f 2”)
elde edilir. Burada c integral sabitidir.

4.2.10 Sonug

3
(91 9, 0.9, )
gllgzﬂ _glllgzl

(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel ¢arpim yiizeyi =C,Ve

' e \? 2f,f,"—(f/f, ,
. (2f1f2 i fz) 2 21,f ’(f'f ) - :
=e r271%2  gartlari altinda 2. Temel Forma gore 1-tipindedir.

A (AAAR
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Durum 10:

A=Ay £0, A, =0 igin

¥=A(u)+D(v)¢0 (4.127)
A(u)+B(v)=0 (4.128)

olmalidir. (4.128)’den B(v) sifir olamayacagindan sabit olmalidir. Yani

A(u)=c, ve B(v)=—, (4.129)
olmalidir. Burada ¢, # 0 sabittir. (4.127)’den

E(u

% =c,+D(v)=0

dan ve D(V) u parametresi igermediginden ve sifir olamayacagindan sabit olmalidir. Fakat

—C, den farkli olmalidir. D(v)=c, olsun. O zaman

E(u)=2(c,+c,) (4.130)

olur. Bu durumda (4.130)’dan

et irs ) pe 4 c,) (11, 52
e W _ , (4.131)
f; 31:2

bulunur. A(u)=c, den

fl’(l—zcl)fz’(2+201)f

f'f, —ff= : (4.132)

Cs

dir. Burada c, = 0 integral sabitidir. D(v)=c, ise

l "
" ! 2(_(: )g g r.m m_r
9 391+2(_C2_,1)glgz— 2 2, Le _99: ~0'0
9.9, 9,9, 9, 9, 9,9, =60, 9,

(4.133)
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olur. B(v)=—c, den

1 |:gl¢r[2(l_cl)glgz —392}+2(Cl+lj9192"]M (4.134)

glg 2, - gl’gz gl’ 2 91,9 2” - 91”92

olur. (4.131) ve (4.132)’den

e ne t 12¢,
-2(c,+c,) _ (f1f2 -, T )fl (4.135)
C, (Cl +1) flfz'(201+3) '

elde edilir. Burada c, = -1 dir. (4.133) ve (4.134)’ten

-20,9, (glgz’ (1-¢,)-9,9, (1+c, ))
9 l:gl,gz ((_1+ 2¢,)9," +39; ) -2(1- C1)9192’2:|

=1 (4.136)

bulunur.

4.2.11 Sonug¢
(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel ¢arpim yiizeyi (4.135) ve (4.136) sartlar1 altinda

2. Temel Forma goére null 2-tipindedir.

Durum 11:
A=A, #0, A, =0 i¢in

) _A(u)+B(v) 0 (4.137)
A(u)+D(v)=0 (4.138)

olmaldir. (4.138)’den D(v) sifir olamayacagindan sabit olmalidir. Yani

A(u)=c, ve D(v)=—, (4.139)

olmalidir. (4.137)’den

¥=C1+B(V)¢O
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dan ve B(v) u parametresine bagli olmadigindan ve sifir olamayacagindan sabit olur. Fakat

—C, den farkli olmalidir. B(v)=c, olsun. O zaman

E(u)=2(c,+c,)

olur. Bu durumda (4.140)’tan

4( )f £ —ff,
I C+Cy 1f(,21f 2 -1 z) 2((._:1 +C2)(f1”f2’ _flrf 2”)
e 1 —

f1,3f2
bulunur. A(u)=c, den

(1-2¢) g 1(2+2¢c;)
fl”fz’ _flff 202 fl f2 f2
C3

dir. Burada c, = 0 integral sabitidir. B(v)=c, den

l 1+C 1 , ! W_ m !’
— 4% (—( 2)00: 392J+2(—cz+§jglgz =B
9.9, =99, 9 9.9, -

olur. D(v)=—c, den

39, +

1 "
n / 2 —+C ’ m m ’
9, Z(Cl_l)gl 9, _ (2 1)91 % _ 9.9 -9 9,
glgzl _glrgz gzl gzr gllgzn _glﬂgzr

olur. (4.141) ve (4.142)’den

(e +cy) (BT )E

cy(c, +1) f.f, '(261+3)

elde edilir. Burada c, = -1 dir. (4.143) ve (4.144)’ten

-20,9,"((1+¢,)0.9; +(c, 10,0, )

=1
91"[91'92(( -1-2c,)9,"+30; )-2(1+c, )9192'2}
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bulunur.

4.2.12 Sonug¢
(4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel ¢arpim yiizeyi (4.145) ve (4.146) sartlar1 altinda

2. Temel Forma gore null 2-tipindedir.

4.2.13 Ornek

X=a®B:1,xI, > G,

X(u,v)= (e“,(sin e’ +cose" )sinv,(sine’ +cose’ )cosv)

Parametrizasyonuyla verilen yiizey i¢in E(u)=0, A(u)=-1#0, B(v)=D(v)=-1#0
oldugundan A, =0, A, =X, #0 elde edilir. Bu durumda yiizey 2. Temel Forma gore null 2-

tipinde olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Ucgiincii boliimde, Oklid uzaymndaki yiizeylerde ikinci ve iiciincii temel formun laplas

operatorii kullanildi. Sonug 3.1.1 ile (3.1) parametrizasyonuyla verilen donel ylizey igin
A"™N =0 sartmi saglayan yiizey olmadig1 verildi. Sonug 3.1.2 ile y profil egrisi birim hizl
olan M dénel yiizeyi icin A™N=f.N sart1 saglamyorsa o zaman f =2 oldugu gosterildi.
Onerme 3.1.3’te eger M donel yiizeyi ¢'¢" =@@" sart1 sagliyorsa 0 zaman

AHIN :_lAHN
H

oldugu gosterildi. Teorem 3.2.2 ile (3.18) parametrizasyonuyla verilen kiiresel carpim
yiizeyi igin A"N =0 sartini saglayan f, ve f, bulunurken, Sonug 3.2.3 ile ayni yiizey igin
A"N =0 durumunu saglayan f, ve f, nin olmadig1 gosterildi.

Dordiincii boliimde, Sonug 4.1.2, Sonug 4.1.3 ve Sonug 4.1.4 ile birinci, ikinci ve liglincii tip
donel yiizey icin; Sonug 4.1.6 ile de 1. tip Steleme yiizeyi icin A"N =0 yapan f ve g

fonksiyonlarinin bulunamadigi gosterildi. Sonug 4.1.7 ile 2. tip 6teleme yiizeyiigin A"N =0

—Cu cv

€
’1 saglayan f(u) =— . +C, ve g(v) = ?+C2 fonksiyonlar1 bulundu. Sonug 4.1.8 ile

(4.33) parametrizasyonuyla verilen ¢arpanlara ayrilabilir yiizey i¢in g (v) =C,V+C, oldugu

takdirde A"N =0 oldugu elde edildi. Sonug 4.1.10 ile (4.42) parametrizasyonuyla verilen
kiiresel ¢arpim yiizeyi igin A"N =0 olacak sekilde f ve g fonksiyonlarinin olmadig: ifade
edildi. Son kisimda (4.42) parametrizasyonuyla verilen kiiresel ¢arpim ylizeyi igin
A"x, =X, sart1 incelenerek yiizeyin 2. Temel Forma gére null 3-tipinde, null 2-tipinde, 3-
tipinde, 2-tipinde ve 1-tipinde olabilecegi sonuglarina ulasildi. Ayrica (4.42)
parametrizasyonuyla verilen kiiresel ¢arpim yiizeyinin II-Harmonik olamayacagi Teorem
4.2.2 ile gosterildi.

Bu tezde Oklid ve Galilean uzayda bazi1 6zel yiizeyler i¢in ikinci ve iigiincii temel formun
laplas operatorii kullanilarak bir ¢ahgma yapilmustir. ileride bu hesaplamalar farkli yiizey

tipleri i¢in de denenebilir ya da farkli uzaylarda benzer ¢aligmalar yapilabilir.
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