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OZET

BAZI FONKSiYON UZAYLARINDA TRIGONOMETRIK POLINOMLAR iLE
YAKLASIM
YUKSEK LiSANS TEZi
ONDER YILMAZ
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. BURCIN OKTAY YONET)

BALIKESIR, AGUSTOS - 2020

Bu tez calismasinda bazi fonksiyon uzaylarinda yaklasim problemleri incelenmistir.
Birinci boliim giris kismindan olusur.

Ikinci bolimde trigonometrik yaklasim teorisinde ¢ok 6nemli bir rol oynayan Fourier
serileri hakkinda bilgi verilmistir. Fourier serilerinin tanmimma ve Fourier serilerinin
Cesaro (Fejér) ve Zygmund ortalamalarinin tanimlarina yer verilmistir. Ayrica bu
ortalamalarin integral gosterimleri de elde edilmistir.

Uciincii boliimde Lebesgue uzayi, degisken iislii Lebesgue uzayi, Morrey uzayi, degisken
islii Morrey uzay1 tanitilmis ve bu uzaylarin bazi1 6zellikleri verilmistir. Ayrica siireklilik
modulu ve en iyi yaklasim sayis1 tanimlar: verilmistir.

Dordiincii boliimde degisken iislii Lebesgue ve degisken iislii Morrey uzaymda bazi
yardimc1 teoremlere yer verilmis ve degisken iislii Morrey uzayimdan olan bazi 6zelliklere
sahip bir fonksiyona Cesaro (Fejér) ve Zygmund ortalamasi ile tistten siireklilik modiili
ile yaklasimi ifade eden sonuglar elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lebesgue uzay1, Morrey uzayi, degisken iislii Morrey uzayz,
en iyi yaklasim sayisi, siireklilik modiilii.
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ABSTRACT

APPROXIMATION BY TRIGONOMETRIC POLYNOMIALS IN SOME
FUNCTION SPACES
MSC THESIS
ONDER YILMAZ
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. BURCIN OKTAY YONET)

BALIKESIR, AUGUST 2020

In this thesis, we studied approximation problems in some function spaces.
First chapter is the introduction.

Second chapter contains the information about the Fourier series which play an important
role in the trigonometric approximation theory. We give the definitions of Fourier series,
Cesaro (Fejér) and Zygmund means of Fourier series. We also obtain the integral
representations of these means.

In the third chapter, Lebesgue space, Lebesgue space with variable exponents, Morrey
space and Morrey space with variable exponents are introduced, and some properties of
these spaces are given. Also, the definitions of the modulus of continuity and the number
of the best approximation are given.

Some auxiliary theorems in Lebesgue space with variable exponents and Morrey space
with variable exponents are given in the fourth chapter. Then, we obtain the results about
approximation of a specific function in Morrey space with variable exponents using Cesaro
(Fejér) and Zygmund means and the modulus of continuity from above.

KEYWORDS: Lebesgue spaces, Morrey spaces, Morrey spaces with variable exponent,
the number of the best approximation, the modulus of continuity.
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinde belirli bir siniftan olan fonksiyonlara daha iyi 6zellikli fonksiyonlarla
yaklagim problemleri arastirilmaktadir. Cogunlukla, bu daha iyi 6zellikli fonksiyonlar
kiimesi olarak arastirilan fonksiyonlar uzaymin bir alt uzay1 alinir. Polinomlar ve rasyonel

fonksiyonlar kiimesi bu tip alt uzaylar olarak alinabilir.

Yaklasim teorisinde temel problemlerden bazilar1 yaklasim hizinin degerlendirilmesi ve
yaklagim hiz1 verildiginde bu fonksiyonlarin temel 6zelliklerinin arastirilmasidir. Temel
uzaydaki fonksiyonlarin 6zelliklerine gore yaklasim hizmin iistten degerlendirilmesi ile
ilgili problemlere diiz problemler, fonksiyonun yaklasim 6zelliklerine gére bu fonksiyonun

Ozellikleri ile ilgili bilgi veren problemlere ise ters problemler denir.

Bir iis fonksiyonu yardimiyla bazi onemli fonksiyonlarin davranislarini daha detayh
arastirmak miimkiin oldugundan son yillarda matematikte degisken {islii fonksiyon
uzaylarinda caligmalar artmistir. Diger yandan, degisken iislii fonksiyon uzaylari
uygulamali bilimlerde dnemli bir yere sahip olmustur. Ornegin, degisken {islii Lebesgue
uzaylarinin mekanigin 6zellikle akiskanlar dinamigi gibi dallarindaki pek ¢ok probleminde
ve goriintiileme biliminin pek ¢ok c¢alismalarinda kullanighi olusu bu uzaylara ilgiyi
arttrmistir. Yaklasim teorisinde de degisken tslii uzaylar yaklasimi esashi olarak lokal

oldugunu gostermek i¢in oldukca kullanigshdirlar.

Klasik Morrey uzaylari ilk olarak 1938’de C. Morrey tarafindan tanimlanmis ve pek ¢ok
matematik¢i tarafindan ¢ahisilmustir. p(.) ve A(.) degisken iisli MPOAO(X) Morrey
uzaylar1 ise Oklid uzaylar1 veya metrik dlgiim uzaylar1 iizerinde [1], [2], [3] ve [4]teki
makalelerde tanimlanmis ve arastrilmustir. Guliyev’in [5]’teki makalesinde de MPGAQ

uzaylarinda bazi diiz ve ters teoremler verilmistir.

Bu tezde bazi yaklasim problemlerini inceledigimiz degisken iislii MPOAO([0,21])
Morrey uzaylar1 ve degisken iisli LPO([0,2m]) Lebesgue uzaylarinm bir
genellestirmesidir. Degisken iislii LP) Lebesgue uzaylarinda yaklasim teorisindeki bazi
sonuclar Gsli MPOA0) Morrey uzaylarinda bazi matematikgiler tarafindan arastirilmustr.
Bu tezde de bir f fonksiyonu degisken iisli MP©O4() Morrey uzaymdan oldugunda Cesaro
(Fejér) ve Zygmund ortalamasi ile yaklagimi aragtirilmistir.

1



Bu tezde elde edilen sonu¢ daha Oonce Kokilashvili ve Samko tarafindan elde edilmis
degisken iisli LP() Lebesgue uzaylarmda Cesaro (Fejér) ve Zygmund ortalamasi ile
yaklasimi ifade eden sonucun bir genellestirmesidir. Tezde elde edilen bulgular makale

haline getirilerek indekste taranan, uluslararasi bir dergiye gonderilmistir.



2. FOURIER SERILERI

2.1 Fourier Serileri

2.1.1 Tamm: a; ve b, (k = 0,1,2,...) sabit sayilar olmak {izere

Qo N .

7+Z(ak cos kx + by sin kx) (2.1)
k=1

serisine trigonometrik seri denir.

Z (ay sin kx — by, cos kx)
k=1

serisine de (2.1) serisinin eslenik serisi denir [6].

2.1.2 Tamm: n € N, a,ve b, (k =0,1,2,...,n) sabit sayilar ve |a,|+ |b,| # 0 olmak

uzere

n
a
T,(x) = 70 + Z(ak cos kx + by sin kx), n=12,..
k=1

ifadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir [6].

2.1.3 Tamm: T = [0,27] olmak lzere f € L1(T) olsun.
1 21
a,(f) = a; = E,f f(t) cos kt dt, k=012,..
0

2T
1
b.(f) = by = Ef f(t)sin kt dt, k=1.2,..
0
olmak Uzere

a
70 + z (ay cos kx + by, sin kx)
k=1

trigonometrik serisine f fonksiyonunun Fourier serisi , a,(f), by (f) katsayilarma da f

fonksiyonunun Fourier katsayilar1 denir ve

a
f(x)~70 + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

yazilir[6].



2.1.4 Tamm: A, (x) = “7 Ap(x) = ay coskx + by sinkx, k =1,2, ...

olmak Uzere

n
S,(f,x):= z Ay(x), n=0,1,2,..
k=0

bigiminde tammli ( S, (f)) dizisine f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar
dizisi denir [6].

2.1.5 Tammm: f € L' ve

f(x)~% + Z(ak cos kx + by, sin kx)

o]

olsun. Z (ay sin kx — by, cos kx) trigonometrik serisi bir fonksiyonun Fourier
k=1

serisi ise bu fonksiyona f fonksiyonunun eslenik fonksiyonu denir ve f seklinde gosterilir
[6].

2.1.6 Tanim:

n
1
D,(t) = 3 + Z cos kt
k=1

trigonometrik polinomuna n. mertebeden Dirichlet ¢ekirdegi denir. Dirichlet ¢ekirdeginin

yardimiyla Fourier serisinin kismi toplamlarinin integral gosterimi;

Sp(x) = S,(f, x) ——a0+Z(akcoskx+bksmkx)

I f f(t)dtl Z I fznf(t) cos(kt) dtl cos kx
|

f () sin(kt) dtl sin kx

n
-+ z (cos kx cos kt + sin kx sin kt)] dt

n
1
§+ z cosk(x — t)] dt

k=1




1 21
= gfo f(t) D, (x —t)dt
seklindedir [7].

2.1.7 Lemma: Dirichlet ¢ekirdegi

sin (n + %) t
D, (¢t) = - .t
2 smz

seklinde ifade edilebilir [7].

Ispat:
1 n 1 n 1 2n
D, (t) =5+ coskt=§ Z ekt =§e‘int2eikt
k=1 k=—n k=0
1 ' [ei(2n+1)t _ 1] ei(n+1)t _ e—int
= Ee_mt it _1 =", t T
e Zelg (elg_e—lg)
ei(n+§)t _ e—i(n+§)t
= T T
2 (eli - e_lf)
. 1
_ sin (n + 5) t
2 sin£
2
elde edilir.

2.2 Cesaro (Fejér) Ortalamasi

2.2.1 Tanim: (Sn(f)), f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi olmak

Uzere

6, (F,x): = n%li So(f,x) = i (1 - %)Ak(x), n=12,..
k=0

ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisinin n. dereceden Cesaro (Fejér) ortalamasi denir

[8].

Simdi Dirichlet ¢ekirdegini kullanarak Fejér ortalamasmin integral gosterimini elde

edelim.

f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisinin aritmetik ortalamasi

5



o (x) = So(x) + S5;(x) :%ix) +--+S, (x) n= 012, ..

olur. Burada S,(x) = an dur.

Dirichlet ¢ekirdegini ve bazi cebirsel islemleri kullanarak
2n

6. (x) = n%l EL " F(0) Do(x — Dt +% FODyx — Dt + -+

0

ot 1 nf(t)Dn(x - t)dtl
s

i Dy (x — t)] dt

f (t)

0
_L E d
=7, f(t) E,(x — t)dt

oldugu goriiliir.

F”(t)zn;-l-lkzzol)k(t) 2(n+1)sm—kz: ( )

olur ve bu ifadeye Fejér ¢ekirdegi denir [7].

E, (t) Fejér ¢ekirdeginin pay ve paydasini 2 sin% ile genisletip,

t t
2 sin (k + E) sini =coskt — cos(k + 1)t

trigonometrik 6zdesligi kullanilirsa

. t12
1—cos(n + 1)t 1 sin(n + 1) 5
F.(t) = o G
4(n+ 1) sin? > 2(n+1) sin
elde ederiz.

Bu formiil bize Fejér c¢ekirdeginin pozitif ¢ift fonksiyon oldugunu gosterir. Eger,

E,(2km) = nTH alirsak, F, tim R’de siirekli fonksiyon olur. Ayrica,

2 T
—f E,(t)dt =1
T Jo

olur.



Fourier serilerinin kismi toplamlarinin n. dereceden aritmetik ortalamalar1 ayn1 zamanda

1 2T
on(x) = p- f fOE,(x —t)dt
0
_ % jx ):nf(x + WE, (Wdu

= %j_if(x + u)E,(uw)du

olarak da ifade edilebilir. Burada F,,(—u) = E,(u) oldugu gbz oniine alinirsa

0 T
f fx +wE,(wWdu = j f(x —wE,(w)du
-7 0

olur ve son olarak

2 (M[fe+w)+ flx—uw)
N

on(x) = E,(wdu

elde edilir [7].
Simdi {o0,,} dizisinin yakimsaklig: ile ilgili Fejér’in teoremini verelim.
2.2.2 Teorem (Fejér): f:[0,2m] — C bir periyodik integrallenebilir fonksiyon ve

fx+u)+ f(x—u)
2

Of (x) = ull)rgl+

olsun. Bu durumda, oy (x)’in varoldugu her x noktasinda, f fonksiyonunun Fourier
serisinin kismi toplamlarmin aritmetik ortalamalarinin dizisi {0, }

f+w+fx—-w
2

esitligini saglar. Ayrica, eger f fonksiyonu [0,27] arahiginin bazi kapali [a,b] alt

lim 0, (x) = 07 (x) = Jim,

araliklarinda siirekli ise {0}, [a, b] araliginda f fonksiyonuna diizgiin yaknsar [7].

2.2.3 Sonug: f:[0,2t] —» C bir periyodik integrallenebilir fonksiyon olsun. Varsayalim ki,

bir x noktasinda f fonksiyonunun Fourier serisi yakimnsak olsun ve ar(x) mevcut olsun.

O zaman,



oo

. a
or(x) = z cpe " = 70 + Z(an cosnx + b,, sin nx)
n=1

n=-—oo
olur. Ozellikle, Fourier serisi f’nin bir x siireklilik noktasinda yakimsiyorsa, o zaman

0]

, a
flx) = Z cpe”* = 70 + Z(an cosnx + b,, sinnx)
n=1

n=-—oo

olur [7].

Simdi de bu sonucun bir uygulamasimi verelim.

2.2.4 Ornek: f:[0,2m] - R periyodik fonksiyonu
1, 0<x<m

f(x)={0, T<x<2m
1, x =21

olsun. Dogrudan bir hesaplama ile f fonksiyonun Fourier katsayilarinin

1 21 1 s
a0=;.f f(x)dx=;f ldx =1
0 0

21 T
1 1
a, = — f(x) cosnxdx =—| cosnxdx =0
"oml o

1—cosnt 1-— (=D

nm nm

1 21 1 T
bnz—f f(x) sinnxdxz—f sinnx dx =
TJy TJo
seklinde oldugunu goriiriiz. Boylelikle, Fourier katsayilar1 her n icin a, = 1, a,, = 0, her
tek n sayisi i¢in b, = nz—n ve her ¢ift n sayisi i¢in b, = 0 degerini saglar. Bu yiizden, f

fonksiyonunun Fourier serisi

1+Z(Sinx+sin3x+sin5x+sin7x )
2 mw\ 1 3 5 7
seklinde verilir. Bu seri her x noktasinda yakisar. Sonugtan, bu Fourier serisi f’in siirekli

oldugu her x noktasinda f(x)’e yakinsar. Daha kesin olarak,

2+7T

1 2(5inx+sin3x+sin5x+sin7x )_ f(lx)' x € (0,m) U (7, 2m)
1 3 5 7 B oL x=0,m, 21

oldugunu soyleriz [7].



2.3 Zygmund Ortalamasi

2.3.1 Tamim: Fourier serisinin n. dereceden Zygmund ortalamasi

Z(f,x) = Z [1 - (%)U]Akoc)
k=0

seklinde tanimlanir [8].



3. FONKSIYON SINIFLARI

3.1 Lebesgue Uzaylan

3.1.1Tanmm: 1 < p < o i¢in

”f”Lp(T) = {f|f(x)|pdx} < 0

kosulunu saglayan Lebesgue Olgllebilir f: T — R fonksiyonlarinin uzayma Lebesgue uzay1
denir ve LP (T) ile gosterilir. LP (T), ||f|[.»(ry normuna gore bir Banach uzayidir [9].

3.2 Degisken Uslu Lebesgue Uzaylan

3.2.1 Tanmm: p(.): T — [1, ) Lebesgue dlcilebilir bir s fonksiyonu olmak tizere bir

A > 0igin

|

kosulunu saglayan Lebesgue Olctlebilir f: T — R fonksiyonlarmnin kiimesine degisken iislii

p(x)
dx < oo

F&)
A

Lebesgue uzay1 denir ve LPO(T) ile gosterilir.

Degisken iislii Lebesgue uzaylarinda lis fonksiyonu uzayin bir takim fonksiyonel
Ozelliklerini belirlemekte 6nemli rol oynamaktadir. p fonksiyonu T iizerinde tanimli

bir iis fonksiyonu oldugunda p_ := essEiTnf p(x) vep, = esssup p(x) olsun.
x X€T

Degisken tislii Lebesgue uzaylarinda norm p, < oo igin

p(x)

[
p

WAl oo 7y = Inf {/1 > 0: f dx < 1}
T

seklinde tanimlanir. LPG) (T) uzay1 bu norm ile bir Banach uzayidir [10].
3.22 Tamm: p(-): T — [1,0) ve 1 < p_ < p(x) < p, < oo olmak Uzere pozitif bir A
sabiti igin

1
O<|x—yl<=, x,y €T

lp(x) —pW)| < .

—loglx —y|’

10



kosulunu saglayan tiim Lebesgue 6lgiilebilir, 2 periyodik p iis fonksiyonlarinin kiimesi
B(T) ile gosterilir. B(T) kiimesinin p_ > 1 kosulunu saglayan alt kiimesi B°(T) ile
gosterilir [10].

3.3 Morrey Uzaylan

331 Tanm: I(x,7) = (x—r,x+71r)cR, I(x,7) =I1(x,7)NT, 0<a<1vep=>1

olmak Uzere

a
Ifll pacry = sup {r PIFll (1) X €T,0 <7 < Zn} <

p

10c(T) fonksiyonlarinmn kiimesine LP*(T) Morrey uzay denir.

kosulunu saglayan f € L
Bu tanimda LP**(T) uzay1 bir Banach uzayidir ve @ = 0 oldugu durumda L? (T) uzayiyla,
a =1 oldugu durumda da L®(T) uzayiyla ¢akisir. f € LP%(T) ise f € LP(T)dir ve
boylece f € L*(T)dir [11].

3.4 Degisken Uslii Morrey Uzaylar

3.4.1 Tamm: A(-): T — [0,1] ve p(*): T — [1, ) dlcilebilir fonksiyonlar olsun.

1
posoN=_sw  — [ ooy <e

X€ET,0<r<2m 5
I(x,1)

ozelligine sahip 6lcilebilir fonksiyonlarin smifina MPOA0O (T) degisken iislii Morrey uzay:

denir. Bu uzayda norm
. f
Il = fllypoa0qy = mf{k > 0: pp()a0) (E) < 1} veya
_ A
= su r pM = ;
Ifla=__sup 7 #Olfxiconll oo,

seklinde tanimlanir[12].

3.5 Duzgunluk Modult, Sureklilik Modulu

3.5.1 Tamm: f € LPO(T), p(-) € B(T) ve

11



ALF():= ) (=17 () a4+ ko)
k=0

olsun. Bu durumda

h

1
QO (f,8) == su —jArdt ,0>0

0 LPO(T)
ifadesine r. mertebeden diizguinliik modiilii denir. Ozel olarak r = 1 alindiginda bu ifade
stireklilik modiiliine esit olur. Bu modiil » = 1 igin ilk olarak Sharapudinov tarafindan
[13] makalesinde tanimlanmis, [14] ¢alismasinda ise r > 1durumlarina genellestirilmistir.
Bu modile denk bir modil [15] ¢alismasinda tanimlanmistir. Ayni zamanda siireklilik

moduli

x+h

1
Tnf(x) = o f f(®adt
x—h
olmak tUzere, streklilik moduli

Qp(-)(f; 8) = oilfllgsllf(x) - Thf(x)||Lp(~)(T)

seklinde de ifade edilebilir [16].

Q¢ (f, 8) diizginlik modulinin bazi 6zellikleri sunlardir;

i. f,g € LPO(T) fonksiyonlar igin
Qo (f +.9,6) < Q) (f, 6) + Qi (g, ) esitsizligi gegerlidir.

ii. pC)ep@),r=123,..o0lsun. Pozitif bir c(p,r) sabiti vardir 6yle ki f €
LPO(T) ve § > 0 igin Q7,3 (f,8) < c(, )If Il por gy esitsizligi saglanir.

iii. Eger f€LPO(T), p(-) € B(T) ise & — 0 iken her pozitif r tamsayisi igin
clsil% Qi (f,6) = 0olur.

3.5.2 Tamm: f € MPOAO(T), p(:) € B(T), A(): T — [0,1] 6lciilebilir bir fonksiyon ve

ALfG:= ) (=07 (1) e+ ko)
k=0

olsun. Bu durumda

12



h

1
Wpae) (1 6) = sup |15 f Atfdt ,6>0
o MPOAO ()

ifadesine r. mertebeden diizgunliik modiilu denir. Ozel olarak r = 1 alindiginda bu ifade

stireklilik modiiliine esit olur. Ayni zamanda stireklilik modiili

1 x+h
Thf(x)=2—h f f(®)adt
x—h
olmak Uzere

w20 (f,8) = sup If = Tufllp0a0
p(A0) Sup f = Tnf llypoa0

seklinde de ifade edilebilir [17].

3.5.3 Onerme: f € LPO(T) olmak lizere

C in kh

) =Ta@~ ) (1-227) 4o 3.1
k=1

olur.

Ispat:

a
f(t)~70 + Z(ak cos kt + by sin kt)
k=1

olmak Uzere

x+h

f f(t)dt~%(x+h—x+h)
x—h

© 1 x+h 1 x+h
+Z ay (Esin kt | )+ by, (—Ecos kt | )
k=1 h

X — x—h
N A , . . by
=ayh+ — (sink(x+ h) —sink(x — h)) + —(cosk(x — h) —cos k(x + h)))
> (% :
k

N ay . by .
= agh + 2 Z (7 cos kx sin kh + — sin kx sin kh)
k=1

13



- sin kh .
=aogh+2 z (aj cos kx + by, sin kx)
k=1

k
— sin kh
=a0h+22 . A (x)
k=1

elde edilir. Buradan

x+h

1  sin kh
GOEE N OUS %+k e 4G
x—h =1

ve
FO~F+ D A4
k=1
oldugu i¢in
— in kh
F) = Taf () ~ kZ(l -2 o)

olur.
3.6 En Iyi Yaklasim Sayisi

3.6.1 Tammm: n = 0,1, ... icin derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlarin kiimesi

I1,, ile gosterilir [6].
3.6.2 Tamm: p(-) € B(T) olsun.

En (f) LPO(T) = T;gl'f[-n“f - Tn”LP(')(T)

sayisina f € LPO)(T) nin en iyi yaklasim sayis1 denir.

Ex(f) p0 T = If — T3l ooy ise Ty trigonometrik polinomuna en iyi yaklasim
polinomu denir [18].

3.6.3 Tammm: p(-) € B(T), A():T - [0,1] &lcilebilir bir fonksiyon olsun. f €
MPOAO(T) igin

En(f) ypoa0y = Tniglgn” f = Tallypoa0 oy

sayisina derecesi n’yi agmayan trigonometrik polinomlar iizerinden f’nin en iyi yaklagim

sayis1 denir.

14



E.(f) MPOAO ) = If — T llyypoa0(ry ise Ty trigonometrik polinomuna en iyi yaklasim

polinomu denir [5].
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4. DEGISKEN USLU UZAYLARDA TRIGONOMETRIK
POLINOMLAR iLE YAKLASIM

4.1 Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Yaklasim

Degisken iisli MPOAO(T) Morrey uzaymndan olan bir fonksiyona Cesaro (Fejér) ve
Zygmund ortalamalar1 ile yaklasimlar1 degerlendirdigimiz 4.2 deki teoremimizin ispatinda
3.4 kisminda belirttigimiz |||, normunu kullanacagiz. ||-|l, normu LP®) normu ile

tanimlandigidan ispatimz igin LP() uzaylarindaki asagidaki teoremler yardimei olacaktir.

4.1.1 Teorem: f € LPO(T) ve p(-) € BO(T) ise pozitif bir c(p) sabiti vardir dyle ki
” Sn(f)”Lp(')(T) < C(p)llflle(')(T) (41)

olur [16].
4.1.2 Teorem: {/1]-};:0 reel sayilarin

2/t1_1

4] <M, z 2y = Apssl < M

v=2J
kosullarmi saglayan bir dizisi olsun. Eger p(-) € B(T) ve k = 1,2, ... igin f € LPO(T)

fonksiyonunun Fourier katsayilar1 a, (f)ve by (f) ise

apl -
02 °+ Z A (ay cos kx + by, sin kx)
k=

1
serisi bir F € LPO(T) fonksiyonunun Fourier serisidir ve f fonksiyonundan bagimsiz

pozitif bir c(p) sabiti ile
”F“LP(')(T) = C(p)“f”LP(')(T)

esitsizligi saglanir [16]. (4.2)

sin— (4.3)

16



(
I—k' =

en = n (1 _ Si“z) (4.4)
\

0, k>n

ifadeleri teoremin 6zelliklerini saglar.

4.1.3 Teorem: f € LPO(T) ve p(-) € B°(T) olmak (izere

lrO =22 0, = @5 (£.7)

PO(T)

ve

17O = 0oy < @y (1)

esitsizlikleri saglanir [16].
4.2 Degisken Uslii Morrey Uzaylarinda Yaklasim

Degisken iisli MPWA0 Morrey uzaylarinda Guliyev tarafindan elde edilen diiz teorem

asagidaki gibidir.
4.2.1 Teorem: p(-) € p°(T) ve A(:): T - [0,1] 0 < A_ < A, < 1 kosulunu saglayan T

iizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. f € MPOAO(T) olmak iizere f ve n’den

bagimsiz pozitif bir ¢ sabiti vardir ki

1
En(f) ypoaomy S CWpoac) (f ) E) (4.5)

esitsizligi saglanir [5].
4.1.3 Teoreminde LP") uzaylarmda elde edilen Zygmund ve Cesaro(Fejér) ortalamasi ile

yaklasim teoremini MP4() uzaylarinda arastirarak asagidaki teoremi elde ettik.

4.2.2 Teorem: p(-) € B°(T) ve A(): T - [0,1] 0 < A_ < A, < 1 kosulunu saglayan T

iizerinde 6lciilebilir bir fonksiyon olsun. f € MPOAO(T) olmak iizere

”f(') - ZT(IZ)(f'.)”M < c(P)Wpya0) (f; %)

pOAO(T)

ve

17



1
If ) = an(F ) lyp0a0 () < c@IN@pe) a0 (f )

n
esitsizlikleri saglanir.

Ispat: S, (f), f € MPOAO(T) fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar1 olmak

uzere

[rO =22, o0, S W = Si P Mposog + [0 = 221 |

MPOAO(T)

yazabiliriz. Oncelikle
1
If = SO ypoaoqy < c@wpeyace (f ) ;)

oldugunu gosterelim. T,, f € MPOAO(T) fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom olsun.

If = Sa(DNlypoaoqy < Nf = Tallyporo iy + 152 () = Till ypo20

= En(f) ypoaoqy + 1S2 () = Tl w00

_Mx)
= E,(f) MPOAQ(T) + xET%lilrLZn r pe ”(Sn(f) - TT:)XT(XJ‘) ”Lp(')(r)

@
= Ey (f) MPOAO(T) + xETSOliE<27T r pe ”Sn((f - Ty )Xi(x,r))”Lp(-)(T)

(4.1) den

”f - Sn (f)”Mp(-),A(.)(T)

e
= En (f) MPOAC (T) + xET,SOliB<2n-r P(X)C(p)”(f - Tn )Xf(x,r) ”Lp(')(T)

_Aw
= En(f) yp0a0y + €@ sup 1 PO|(f = T x|l LPO(T)

XET,0<r<2m

= En (f) Mp(-).l(.)(T) + C(p)”f - T‘r:”Mp(-)./'l(-)(T)
Buradan

If = Sn(Dlyporoey < c@E(f) ypoao
olur. (4.5) den

1
”f - Sn (f)”Mp(-),A(-)(T) < C(p)a)p(.),,l(.) (f, 5) (46)
elde edilir. Simdi

< c(P)wporac) (f 1>

,—
n

Is.n =220

pOAG (T)

oldugunu gosterelim.

Alx)

[5.cH - 22| - sup 0

MPOAO(T)  yero<r<an

(50 () = 22 () Xremy

LP® )

18



n
A(x)
= su r p@® E ( ) A (x) .
xeT,0<I1?<2n n+1 k Al(xr)

k=0

LPO(T)

(4.3) ten

—7@cr.
||STL (f) Zn (f' ) |Mp(')"1(')(T)

_Ax) -
= sup r P® Z Aen | 1 ——7 | A(X) | X1
X€ET,0<r<2m -
n LP(')(T)

(4.2) den

_7@(r.
||Sn (f) Zn (f' )||Mp(-),l(-)('r)

_Ax) n sm—

< c(p) sup r P® Z 1—— A | X1

X€ET,0<r<2m k=0 -

n LPO(T)
(3.1) den
(2) < - %
”Sn () —Z.7 () ||Mp(-)./1(.)(T) =) xET,SOlig<2rrr ’ ”[f(X) - Thf(x)])ﬁ(x‘r)”Lp(')(T)
=c(@) lIf ) = Taf Gl ypo.20 7
1
< c('p)a)p(.),l(.) (f, E) (4-7)

olur. (4.6) ve (4.7) den

lro-22¢0) @)y ()

<
MPOAQ (T)

elde edilir. Simdi

1
17O = 0n(F lymoa0r) < c@Inap0a (f)

oldugunu gosterelim.
1FO = 0n (w0202 < I = SaCP w20 + 1520 = 00 (F ) w0200
dir. Esitsizligin sag tarafindaki ilk terimi 4.6’da degerlendirdigimiz i¢in esitsizligin sag

tarafindaki ikinci terimi degerlendirmek yeterli olacaktir.
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_Ax)
1Sn () — o (f ) yp0a0ory = sup 7 P@||(S,(f) — U"(f")))(i("'r)”LP(')(T)

XET,0<r<2m
(|G ok
= sup r W Z (—) A () | Xier
XET,0<r<2m n+1
k=0 Lp(')(T)
(4.4) ten
152 (f) — o (F )l yp0r20 )
_A® sin —
= sup r P® Z Nen| 1—— A () | X1exem)
X€ET,0<r<2m -
k=0 n
Lp(')(T)
(4.2) den
152 (f) = o (F )l yp0r20 1)
L || & sin%
<c@n_sup oIl 1= 4@ |xieen
X€ET,0<r<2m —
k=0 n
LPO(T)
(3.1) den
_ A
15.(F) = 0a (F Myp0a0ry S €@ sup 17 PO|[f () = Tuf COLxrcem | oo
X€ET,0<r<2m )
= c(@Inllf () = Tuf (Ol ypo207)
1
< c(p) nwpoya0) (f, E) (4.8)

(4.6) ve (4.8) den

1
”f() - O-n(f")”MP(-).A(-)(T) < C(p)n(l)p(.)'/l(.) (f )

,—
n

elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde oncelikle degisken islii Lebesgue uzaylarinda bazi yaklasim teoremleri
verilmistir. Ayni yaklasim teoremleri bu uzayin genellesmesi olan degisken iislii Morrey

uzaylarimna tagmarak ispatlanmstir.

Bu c¢alisma Cesaro (Fejér) ve Zygmund ortalamalarinin degisken tsli Morrey
uzaylarindaki bazi yaklasim 6zelliklerinden olugsmaktadir. Farkli ortalamalarin da degisken

islii Morrey uzaylarindaki bazi yaklagim 6zellikleri arastirilabilir.
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