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Bu tezde istatistiksel manifoldlar üzerinde çalışılmıştır. Bilinen bazı istatistiksel 
manifoldlar üzerinde skaler eğrilik için bazı eşitsizlikler elde edilmiş ve bu manifoldlar 
üzerinde Chen- Ricci ve genelleştirilmiş Wintgen eşitsizliği bulunmuştur. Bu eşitsizliklerin 
eşitlik durumları gözönüne alınmıştır. Ayrıca farklı bir istatistiksel manifoldun 
submersiyonları incelenmiş, bu submersiyonların temel ve baz manifoldlarının bazı şartlar 
altında özellikleri araştırılmıştır.  
Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. 
Birinci bölüm giriş bölümüdür. 
İkinci bölümde tez süresince bize yardımcı olacak bazı temel kavramlara yer verilmiştir. 
Üçüncü bölümde istatistiksel manifoldlar ile ilgili tezin diğer bölümlerinde kullanılacak 
temel bazı kavramlara yer verilmiştir. 
Dördüncü bölümde yarı sabit eğrilikli istatistiksel manifold tanımı verilip; ardından bir 
örnek verilmiştir. Bu manifoldun altmanifodlarının skaler eğriliği için eşitsizlik verilmiş 
olup, yine bu tip altmanifoldlar için Chen-Ricci ve genelleştirilmiş Wintgen eşitsizliği elde 
edilmiştir. 
Beşinci bölümde Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldların istatistiksel altmanifold kavramı 
verilmiş olup; ardından çeşitli örnekler elde edilmiştir. Ayrıca bu tip altmanifodların skaler 
eğriliği için bir eşitsizlik bulunmuş olup yine bu tip altmanifoldlar için Chen-Ricci 
eşitsizliği ifade edilmiştir. 
Altıncı bölümde ise kosimplektik-benzeri istatistiksel manifoldların submersiyonları elde 
edilmiş olup; bazı şartlar altında temel ve baz manifoldlarının özellikleri incelenmiştir. Bu 
tip manifoldların eğrilik tensörlerinin sağlaması gereken bir eşitlik tanımlanmış olup yine 
bu eşitlik altında temel ve baz manifoldlarının bazı özellikleri araştırılmıştır. 
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In this thesis, statistical manifolds are studied. Some inequalities for scalar curvature on 
some known statistical manifolds have been obtained and Chen Ricci, generalized Wintgen 
inequalities on these manifolds have been found. Equality cases of these inequalities are 
examined. In addition, submersions of a different statistical manifold and the properties of 
the total and base spaces of these submersions are examined under some conditions.  
This thesis consists of six chapters. 
The first part is the introduction. 
In the second part, some basic concepts are given to help us during the thesis. 
In the third part, some basic concepts related to statistical manifolds which are used in the 
other chapters of the thesis are given. 
In the fourth part, the definition of the statistical manifolds of quasi-constant curvature and 
then an example of these manifolds are given. For the scalar curvature of the statistical 
submanifold of the these statistical manifolds, an inequlity is found.  Chen-Ricci and 
generalized Wintgen inequality are obtained for the scalar curvature of the submanifolds of 
these manifolds. 
In the fifth part, the concept of statistical submanifold of Sasaki-like statistical manifolds is 
given and then various examples are obtained. In addition, an inequality is obtained for the 
scalar curvature of such submanifolds and Chen-Ricci inequality is given for these 
submanifolds.  
In the sixth part, submersions of cosymplectic-like statistical manifolds are obtained and 
properties of total and base spaces are examined under some conditions. The equality that 
the curvature tensors of these types of manifolds should provide is defined and some 
properties of the total and base space are investigated under this equality. 
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1. GİRİŞ 
İstatistiksel manifold kavramı, istatistiksel dağılımın çalışılmasıyla ortaya çıkmıştır. 
İstatistiksel manifold, her noktasında bir olasılık dağılımını temsil eden bir 
diferensiyellenebilir manifolddur. Tüm olasılık ölçümlerinin kümesi sonsuz boyutlu bir 
istatistiksel manifold içerir. Kesikli olasılık dağılımının istatistiksel modeli için farklı bir 
geometrik yaklaşım Amari [1] tarafından 1985 yılında ortaya atılmıştır.  

İstatistiksel manifoldların afin diferensiyel geometri, Hessian geometri ve bilgi 
geometrisinde birçok uygulamaları vardır. Afin geometride eğer bir düzlemsel afin 
konneksiyon ile birlikte bir Hessian metrik var ise bu durumda bu manifold bir Hessian 
manifold olarak adlandırılır. Hessian manifoldlar istatistiksel manifoldların önemli bir 
sınıfıdır [2]. 

İstatistiksel manifoldların bilgi geometrisinde istatistiksel sonuç, lineer sistemler ve zaman 
serileri, sinir ağları ve lineer olmayan sistemler, lineer programlama, konveks analiz ve 
tamamen integrallenebilir dinamik sistemler, kuantum bilgi geometrisi ve geometrik 
modelleme gibi çeşitli uygulama alanları vardır [3].  

Reel uzay formların altmanifoldlarının iç ve dış değişmezleri arasındaki eşitsizlikler ilk 
olarak 1993 yılında B.-Y. Chen tarafından ifade edilmiştir [4]. Bu eşitsizlik bugün Chen 
eşitsizliği olarak bilinmektedir. 

Temel dış değişmez olarak ortalama eğrilik vektörü ve iç değişmez olarak da skaler eğrilik 
ve Ricci eğriliği verilebilir. Bir reel uzay formunda bir altmanifold için Ricci eğriliği ve 
ortalama eğrilik vektörü arasındaki ilişki Chen tarafından [5] çalışmasında verilmiştir. Bu 
eşitsizlik bugün Chen-Ricci eşitsizliği olarak adlandırılmaktadır. 

[6] çalışmasında I. Mihai ve [7] çalışmasında K. Matsumoto ve I. Mihai Sasakian uzay 
formlarda altmanifoldların ortalama eğrilik vektörü ve Ricci eğriliği arasındaki ilişkileri 
elde etmişlerdir. Bundan sonra birçok geometrici çeşitli uzaylarda farklı altmanifoldlar için 
benzer problemleri çalışmışlardır ([8-12]). 

Ayrıca [13] çalışmasında M. E. Aydın, A. Mihai ve I. Mihai sabit eğrilikli istatistiksel 
manifoldların altmanifoldları için iç ve dış değişmezler arasındaki ilişkiyi elde etmişlerdir. 
[14] de A. Mihai ve I. Mihai sabit Hessian eğrilikli Hessian manifoldların istatistiksel 
altmanifoldlarını çalışmışlardır. 

Bir Riemann submersiyonu uzaklıkları koruyan ve maksimal ranka sahip bir dönüşümdür 
([15-19]). [20] çalışmasında, Abe ve Hasegawa, temel uzay bir istatistiksel manifold 
olduğunda yatay distribüsyonları ile birlikte bir afin submersiyon çalışmışlardır.  

Takano [21] çalışmasında, kompleks yapıların istatistiksel submersiyonlarını, [22] 
çalışmasında, çok değişkenli normal dağılımların uzayında istatistiksel submersiyonlarını,  
[23] çalışmasında da, hemen hemen kontakt yapılar ile birlikte istatistiksel manifoldlar ve 
bunların submersiyonlarını çalışmıştır. 

Yukarıdaki çalışmalar doğrultusunda, bu çalışmada yarı sabit eğrilikli istatistiksel 
manifoldların altmanifoldları, Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldların altmanifodları ve 
kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyonlar ele alınacaktır. 
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Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş bölümüdür. 

İkinci bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlardan 
bahsedilmiştir. 

Üçüncü bölümde, bu çalışmanın temel konusunu oluşturan istatistiksel manifold kavramı, 
tanımı ve bu manifoldlar ile ilgi bazı özellikler ve teoremlere yer verilmiştir. 

Dördüncü bölümde yarı sabit eğrilikli istatistiksel manifold kavramı tanıtılmış ve bu tip bir 
istatistiksel manifold örneği verilmiştir. Bir yarı sabit eğrilikli istatistiksel manifoldun bir 
altmanifoldunun skaler eğriliği için bir eşitsizlik elde edilmiştir. Ayrıca Chen-Ricci 
eşitsizliği ve genelleştirilmiş Wintgen eşitsizliği de bu tip altmanifoldlar için ifade 
edilmiştir.  

Beşinci bölümde, Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldların istatistiksel altmanifoldları 
tanıtılmış ve örnekler verilmiştir. Bu tip bir manifoldun eğrilik tensörünün sağladığı özel 
bir eşitlik için altmanifoldun skaler eğriliği ile ilgili eşitsizlikler elde edilmiştir. Ayrıca 
devamında da bu tip istatistiksel manifoldların alt manifoldları için Chen-Ricci eşitsizliği 
bulunmuştur. 

Son bölümünde, kosimplektik-benzeri istatistiksel manifoldlar üzerinde durulmuştur. Bu 
tip bir manifoldun eğrilik tensörünün sağladığı özel bir eşitlik için örnekler verilmiştir.  
Kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyonların temel ve baz manifoldlarının bazı 
şartlar altında sağladığı özellikler incelenmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 
verilecektir. 

 
2.1 Riemann Manifoldları ve Levi-Civita Konneksiyonu 

Tanım 2.1.1. [24] M  bir diferensiyellenebilir manifold ve üzerindeki diferensiyellenebilir 
vektör alanları kümesi ( )Mχ  olsun. Bu durumda  

( ) ( ) ( ): ,g M M C Mχ χ ∞× →   

ile tanımlı g bilineer formu simetrik ve pozitif tanımlı ise, yani ( ),X Y Mχ∀ ∈  için  

 (a) ( ) ( ), ,g X Y g Y X= , 

 (b)   ( ), 0g X X ≥  ve ( )X Mχ∀ ∈  için ( ), 0 0g X X X= ⇔ =  

şartları sağlanıyorsa, g bilineer formuna Riemann metriği veya metrik tensör adı verilir. Bu 
durumda ( ),M g  ikilisine Riemann manifoldu denir. 

Tanım 2.1.2. [25] M  bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda 
( ), ,X Y Z Mχ∈ , ( ), ,f g C M∞∀ ∈   ve ,α β ∈  için  

( ) ( ) ( ): M M Mχ χ χ∇ × →  

dönüşümü 

i) ( )X X XY Z Y Zα β α β∇ + = ∇ + ∇  

ii) ( ) ( )X XfY X f Y f Y∇ = + ∇  

iii) fX gY X YZ f Z g Z+∇ = ∇ + ∇  

özelliklerini sağlıyor ise ∇ ya bir afin konneksiyon denir.  

Tanım 2.1.3. [19] M  bir diferensiyellenebilir manifold ve ∇  M  üzerinde afin 
konneksiyon olsun. Bu durumda  

( ) ( ) ( ):T M M Mχ χ χ× →  

( ) ( ) [ ], , ,X YX Y T X Y Y X X Y→ = ∇ − ∇ −  

ile tanımlı T tensör alanına ∇  afin konneksiyonunun torsion tensör alanı denir. Burada [,] 
Lie operaörünü göstermektedir. 

Tanım 2.1.4. [25] ( ),M g  bir Riemann manifoldu ve 

( ) ( ) ( ): M M Mχ χ χ∇ × →  
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afin konneksiyon olsun. ( ), ,X Y Z Mχ∈ için 

i) [ , ] 0X YY X X Y∇ − ∇ − =                            (torsiyonsuzluk özelliği) 

ii) ( ) ( ) ( ), , ,X XXg Y Z g Y Z g Y Z= ∇ + ∇        (paralellik aksiyomu) 

özelliklerini sağlıyorsa ∇  ya Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyon adı 
verilir. 

Tanım 2.1.5. [25] M  bir C∞  manifold ve ∇ M  de bir afin konneksiyon olsun. M  nin 
eğrilik tensör alanı ,R  

( ) ( ) ( ) ( ):R M M M Mχ χ χ χ× × →  

( ) [ ],, X Y Y X X YR X Y Z Z Z Z= ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇  

ile tanımlanır, burada ( ), ,X Y Z Mχ∈ dir. 

Önerme 2.1.6. [25] Eğer ∇  afin konneksiyonu torsiyonsuz ise R eğrilik tensör alanı 
aşağıdaki özellikleri sağlar: 

i) ( ) ( ), ,R X Y Z R Y X Z= −  

ii) , , , 0( ) ( ) ( )R X Y Z R Y Z X R Z X Y+ + =                                         (1. Bianchi özdeşliği) 
iii) ( )( ) ( )( ) ( )( , 0), ,X Y ZR Y Z R Z X R X Y∇ ∇ ∇+ + =                            (2. Bianchi özdeşliği) 
iv) , , ,( ( ) ),) ( ( )g R X Y V W g R V W X Y=  . 

Tanım 2.1.7. [26] M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M nin eğrilik tensör alanı 
için 

0R ≡  

ise manifolda flatdir denir. 

Tanım 2.1.8. [25] ( ),M g  bir Riemann manifoldu olsun. ,  ve p p pX Y T M p M∈ ∈ için 

2

, ,     ( ( ) )
( )

(
 

), , ( ,) ( )
p p p p

p p
p p p p p p

g R X Y Y X
K X Y

g X X g Y Y g X Y
∧ =

−
 

biçiminde tanımlanan  

( ) : p pK T M T M∏ × →   

fonksiyonuna  ve p pX Y  tarafından gerilen ∏  düzlem kesitinin eğriliği adı verilir. 

Tanım 2.1.9. [26] ( ),M g n -boyutlu Riemann manifoldu ve M üzerindeki lokal 

ortonormal vektör alanları { }1,..., nE E  olsun. Bu durumda ( ),X Y Mχ∀ ∈  için  
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( ) ( ) ( ): ,Ric M M C Mχ χ ∞× →   

( ),X Y → ( ) ( ), .,Ric X Y izR X Y=  

dönüşümü ile tanımlı ( )0,2 -tipinden 

( ) ( )( )
1

, , ,
n

i i
i

Ric X Y g R E X Y E
=

= ∑  

tensör alanına ( ),M g manifoldunun Ricci tensör alanı adı verilir. 

Tanım 2.1.10. [26] ( ),M g  bir Riemann manifoldu ve p M∈  noktasındaki tanjant uzay 

pT M olsun. pT M  uzayının 2-boyutlu altuzaylarına göre kesit eğriliklerinin toplamına M

manifoldunun skaler eğriliği denir ve τ  ile gösterilir. Buna göre pT M  uzayının bir 

ortonormal bazı { }1,..., ne e  olmak üzere  

( )
1

,
n

i i
i

Ric e eτ
=

= ∑  

dir.  

Tanım 2.1.11. [10] M  ve M  birer C∞ manifold ve  

:f M M→  

bir C∞  fonksiyon olsun. Eğer f nin *f  Jakobian dönüşümü p M∀ ∈  için regüler ise f  ye 

M den M  ye bir immersiyon denir. Bir başka deyişle *rankf boyM=  ise f  bir 
immersiyondur. 

Tanım 2.1.12. [10] ( ) ( ): , ,f M g M g→
 
bir immersiyon olmak üzere ( ),X Y Mχ∀ ∈  için 

( ) ( )( ) ( )* *, ,g f X f Y g X Y=  

ise f ye bir izometrik immersiyon adı verilir. 

( , )M g  ve M sırası ile m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve n-boyutlu bir keyfi manifold 
olsun. Bu durumda :i M M→ immersiyonunu göz önüne alalım. i  immersiyonu M
üzerine *i g  ile tanımlı simetrik, bilineer ve pozitif tanımlı form, yani bir Riemann metriği 
indirger. Bu form g  ile gösterilsin. Bu durumda ( ),M g  bir Riemann manifoldu ve i  de 

izometrik immersiyon olur. p M∈  noktasında altmanifoldun tanjant uzayı pT M  olsun. Bu 

durumda ,pT M pT M  tanjant uzayının alt vektör uzayıdır [26]. 

,∇ M üzerinde Riemann konneksiyonu ve ∇  M  üzerinde indirgenmiş konneksiyon 
olmak üzere, ( ),X Y Mχ∈   için  

10 



( ),X XY Y h X Y∇ = ∇ +                                                                                                      (2.1) 

olarak tanımlanır.  Burada XY∇   ve ( ), ,h X Y XY∇  nin sırası ile tanjant ve normal 

bileşenleridir. (2.1) formülü Gauss formülü olarak bilinir. ( ),h X Y  simetrik iki lineer 
normal vektör alanına, M  altmanifoldunun ikinci temel formu denir [26].    

,ξ M için bir normal vektör alanı ve X de tanjant vektör alanı olsun. XXξ∇  

XX XA X Dξξ ξ∇ = − +                                                                                                          (2.2) 

olarak tanımlanır. Burada A Xξ−   ve XD ξ   sırası ile XXξ∇  nin tanjant ve normal 

bileşenleridir ve D  T M⊥  normal demetinde bir metrik konneksiyondur. (2.2) formülü 
Weingarten formülü olarak bilinir ve Aξ  ye ξ  yönündeki şekil operatörü adı verilir  [26]. 

Önerme 2.1.13. [26] 

i) ,A Xξ ξ ve X  e göre iki lineerdir. 

ii) M de herhangi bir ξ  normal vektör alanı ve ,X Y  tanjant vektör alanları için 

( ) ( )( ), , ,g A X Y g h X Yξ ξ=  

dir. 

,M m-boyutlu ( , )M g  Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. R  ve R  
sırası ile M ve M nin eğrilik tensör alanları olmak üzere; ( ), , ,X Y Z W Mχ∈  için Gauss, 
Codazzi ve Ricci denklemleri sırası ile 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

, , , , , , , , ,

, , , ,

R X Y Z W R X Y Z W g h X Z h Y W

g h X W h Y Z

= +

−                                                  
(2.3) 

( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,X YR X Y Z h Y Z h X Z
⊥

= ∇ − ∇
                                                                

(2.4) 

ve 

( ) ( ) ( ), , , , , , , ,DR X Y R X Y g A A X Yξ ηξ η ξ η  = +                                                             
(2.5) 

ile verilir. Burada DR  normal konneksiyonun eğrilik tensör alanıdır ve 
,A A A A A Aξ η ξ η η ξ  = −  dir [26]. 

Tanım 2.1.14. [26] ,M  m-boyutlu ( , )M g  Riemann manifoldunun n-boyutlu bir 

altmanifoldu,{ }1,.., ,ne e { }1,...,n me e+ M üzerinde sırası ile pT M  ve pT M⊥ nin ortonormal 

çatıları olsunlar. Bu takdirde ∇  ve *∇  afin konneksiyonlarına göre ortalama eğrilik 

vektörleri sırası ile 
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( )
1 1 1

1 1, ,
n m n n

i i ii n
i i

H h e e h e
n n

α
α

α

−

+
= = =

 = =  
 

∑ ∑ ∑ ( )( ), ,ij i i nh g h e e eα
α+=   

ve 

( )* * *

1 1 1

1 1, ,
n m n n

i i ii n
i i

H h e e h e
n n

α
α

α

−

+
= = =

 = =  
 

∑ ∑ ∑ ( )( )* * , ,ij i i nh g h e e eα
α+=   

şeklinde tanımlanır. 

2.2 Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlar 

Bu kısımda hemen hemen kontakt metrik manifoldlar ile ilgili bazı temel kavramlar 
verilecektir.  

 Tanım 2.2.1. [27] ( ),M g  ( )2 1n + -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. 

( ), ,X Y Z Mχ∀ ∈ için 

2 Iϕ η ξ= − + ⊗  ,  ( ) 1η ξ =  ,   0η ϕ =  

( ) ( ) ( ) ( ), ,g X Y g X Y X Yϕ ϕ η η= −  , ( ) ( ),X g Xη ξ=  

şartlarını sağlayacak şekilde bir (1,1)-tipinde bir ϕ  tensör alanı,ξ  vektör alanı, η 1-formu 
ve g  Riemann metriği varsa, ( ), , , gϕ ξ η  dörtlüsüne hemen hemen kontakt metrik yapı, 

( ), , , ,M gϕ ξ η  beşlisine de hemen hemen kontakt metrik manifold denir. Eğer 

( ) ( ), ,d X Y g X Yη ϕ= Φ =  koşulu da sağlanıyorsa ( ), , , ,M gϕ ξ η  bir kontakt metrik 
manifold olarak adlandırılır. Buradaki Φ  dönüşümüne M nin temel 2-formu adı verilir.  

Tanım 2.2.2. [27] ( ), , , ,M gϕ ξ η  bir hemen hemen kontakt metrik manifold üzerindeki 
her , ,X Y Z  vektör alanları için 

[ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]2, , , , , ,X Y X Y X Y X Y X Yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + − −  

ile tanımlı [ ],ϕ ϕ  dönüşümüne ϕ  nin Nijenhuis torsiyon tensörü denir. Eğer ( ), , , gϕ ξ η  
hemen hemen kontakt metrik yapısı için  

[ ], 2 0dϕ ϕ η ξ+ ⊗ =  

ise bu yapıya normaldir denir. Bir normal kontakt metrik manifolda bir Sasakian manifold  
adı verilir.  

Teorem 2.2.3. [27] Bir hemen hemen kontakt metrik manifoldun Sasakian olması için 
gerek ve yeter koşul 

( ) ( ) ( ),X Y g X Y Y Xϕ ξ η∇ = −  

olmasıdır. 
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Tanım 2.2.4. [27] ( ) 0X Yϕ∇ =  ve 0Xξ∇ =  şartlarını sağlayan bir hemen hemen kontakt 
metrik manifolda bir kosimplektik manifold denir. 

2.3 Riemann Submersiyonları 

Bu kısımda Riemann submersiyonları ile ilgili temel kavramlar tanıtılacaktır. 

Tanım 2.3.1. [28] M m-boyutlu bir manifold olsun. M  üzerinde 

:
    

p

p p

M T M
p T M

→

→ ⊂




 

ile tanımlı   dönüşümüne bir distribüsyon denir.  

Tanım 2.3.2. [28] M  bir C∞ manifold;  , M manifoldu üzerinde C∞  distribüsyon ve B
M nin bir altmanifoldu olsun. Eğer B nin her p noktasında B  nin tanjant uzayı ile p  aynı 
ise B  ye   nin integral manifoldu denir. 

Tanım 2.3.3. [28] M  bir C∞ manifold ve B , M nin bir altmanifoldu olsun. Eğer B nin 
her p noktası için   nin p yi kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa   ye 
integrallenebilirdir denir.  

Tanım 2.3.4. [29] ( ),M g  ve ( ),B g′  sırasıyla m-boyutlu ve n-boyutlu Riemann 
manifoldları olmak üzere  

( ) ( ): , ,M g B gπ ′→  

bir örten C∞  dönüşümü için  

*rankd boyBπ =  

ise π  ye p M∈  noktasında bir submersiyon denir.  

Herhangi bir p B∈  için ( )1
pF pπ −=  üzerindeki lif ( ),M g  manifoldunun r=(m-n)-

boyutlu bir altmanifoldudur. ( )1 pπ −

 altmanifoldlarına submersiyonun lifleri denir [17].  

Herhangi bir q M∈  için ( ),M g  deki   integrallenebilir distribüsyonu 

*q qçekπ=  

şeklinde tanımlanır ve q  ye submersiyonun dikey distribüsyonu denir [29].  

( )q q

⊥
=   

şeklinde tanımlı distribüsyona ise submersiyonun yatay distribüsyonu denir [29]. 

Teorem 2.3.5. [29] : M Bπ →  bir submersiyon ve M nin dikey distribüsyonu   olsun. 
Bu durumda ( )q pπ =  ve q M∈  için her q  dikey distribüsyonu ( )1 pπ −  in tanjant uzayı 
ile çakışır. 
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Tanım 2.3.6. [29] M  üzerindeki bir X vektör alanı yatay distribüsyona ait ise yatay 
vektör alanı olarak adlandırılır ve yatay vektör alanların kümesi ( )h Mχ  ile gösterilir. 

Tanım 2.3.7. [29] M  üzerindeki bir X vektör alanı dikey distribüsyona ait ise dikey 
vektör alanı olarak adlandırılır ve dikey vektör alanların kümesi ( )v Mχ  ile gösterilir. 

Herhangi bir ( )E Mχ∈  için E  nin dikey ve yatay bileşenleri sırasıyla vE  ve hE  ile 
gösterilir. 

Tanım 2.3.8. [29] M  ve B  Riemann manifoldları olsunlar. Eğer bir X  yatay vektör alanı 
ve B  üzerindeki bir X ′  vektör alanı ( )* X Xπ ′=  eşitliğini sağlıyor ise X  ve X ′ vektör 
alanlarına π -bağlıdırlar denir. Bu durumda da X  vektör alanına temel vektör alanı denir. 

Tanım 2.3.9. [29] ( ),M g  ve ( ),B g′  Riemann manifoldları olsunlar. Bir 

( ) ( ): , ,M g B gπ ′→  

C∞ submersiyonu eğer 

i) π  dönüşümü maksimal ranka sahiptir, 
ii) q M∀ ∈  noktasında *qπ  dönüşümü yatay vektörlerinin uzunluğunu korur. Yani  

( ) ( ) ( )* *, , ,q q qqg u v g u vπ π π′= , qu v ∈  

şartlarını sağlıyor ise π  ye bir Riemann submersiyonu denir. Bu ise bir q M∈  noktasında 

*π  türev dönüşümünün q  yatay uzayından ( )qT Bπ  üzerine bir lineer izometri olduğunu 

söyler. 

Tanım 2.3.10. [29] ( ),M g  ve ( ),B g′  Riemann manifoldları ve ( ) ( ): , ,M g B gπ ′→ bir 
Riemann submersiyonu olsun. (1,2)-tipinden T temel tensör alanı  

( ), E vE vET E F T F h vF v hF= = ∇ + ∇ ,  ( ),E F Mχ∈  

şeklinde tanımlıdır. 

T  temel tensör alanı aşağıdaki özellikleri sağlar [17]: 

i) ( )E Mχ∈  için ET  ters-simetrik ve lineer bir operatördür. 

ii) ( )E Mχ∈  için ET  yatay ve dikey alt uzayların rollerini değiştirir.  

iii) T dikey tensör alanıdır yani ( )E Mχ∈  için E vET T= dir. 

iv) T dikey tensör alanı simetriktir. Yani ( ), vU W Mχ∈  için 

U WT W T U=  

dir. 
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Tanım 2.3.11. [29] ( ),M g  ve ( ),B g′  Riemann manifoldları ve ( ) ( ): , ,M g B gπ ′→  bir 
Riemann submersiyonu olsun. (1,2)-tipinden A  temel tensör alanı  

( ), E hE hEA E F A F v hF h vF= = ∇ + ∇ ,  ( ),E F Mχ∈  

şeklinde tanımlıdır.  

A temel tensör alanı aşağıdaki özellikleri sağlar [17]: 

i) ( )E Mχ∈  için EA  ters-simetrik ve lineer bir operatördür. 

ii) ( )E Mχ∈  için EA  yatay ve dikey alt uzayların rollerini değiştirir.  

iii) A yatay tensör alanıdır yani ( )E Mχ∈  için E hEA A= dir. 

iv) A yatay tensör alanı ters-simetriktir. Yani ( ), hX Y Mχ∈  için 

X YA Y A X= −  

dir. 
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3. İSTATİSTİKSEL MANİFOLDLAR 
Olasılık dağılımların üzerinde çalışılan bilgi geometrisi ilk olarak 1985 de ortaya çıkmıştır. 
Matematikte; istatistiksel sonuç çıkarma, lineer ve lineer olmayan sistemler, lineer 
programlama, konveks analiz, zaman serileri, sinir ağları, integrallenebilir sinir ağları, 
geometrik modelleme gibi çok geniş uygulama alanlarına sahiptir. İstatistiksel manifoldlar 
dokuların renk ve parlaklığıyla ilgili olarak görüntü analizinde kullanılır [30]. 

Tanım 3.1. [31] (Lauritzen) ( ),M g  n-boyutlu bir diferensiyellenebilir Riemann manifoldu 

olsun. ( ), ,X Y Z Mχ∈ için 

( ) ( ) ( )2: simetrik
lineerD M M Mχ χ χ−× →  

( )( ) ( ), , , ,g D X Y Z C X Y Z=  

dönüşümü yardımıyla tanımlanan  

( ) ( ) ( ) ( ): ,simetrikC M M M C M Dχ χ χ ∞× × →  

( ) ( ) ( ), , , , , ,C X Y Z C Y X Z C Y Z X= =  

( ) ( ) ( )( ), , , , , ,C X Z Y C Z Y X C Z X Y= =  

üçüncü mertebeden simetrik kovaryant C  tensörünün oluşturduğu ( ), ,M g C  yapısına bir 

istatistiksel manifold denir. C ’ye de manifoldun çarpıklığı yada kübik formu adı verilir. 
Şimdi istatistiksel manifoldun Kurose tarafından verilen tanımı verilecektir. Kurose tanımı 
[30] ile Lauritzen’ in tanımının denk olmasından Önerme 3.5 de bahsedilecektir. 

Tanım 3.2. [30] ( ),M g  Riemann manifoldu ∇  torsiyonsuz afin konneksiyon olsun. Eğer 

g∇   tamamen simetrik ise yani ( ), ,X Y Z Mχ∈  için  

( )( ) ( )( ), ,X Yg Y Z g X Z∇ = ∇  

oluyorsa, ( ), ,M g∇   üçlüsüne Kurose anlamında istatistiksel manifold denir. 

Tanım 3.3. [31] ( ), ,M g D  istatistiksel manifold ve ∇ M nin bir afin konneksiyonu olmak 
üzere α − konneksiyon 

( ), ,     
2

X XY Y D X Y D
α α α∇ = ∇ − ∈  

eşitliği ile tanımlanır. 

Tanım 3.4. [1] 
α
∇  konneksiyonu, 1α =  için üstel konneksiyon, 1α = −  için karma 

konneksiyon adını alır. 

Önerme 3.5. [31] 
α
∇  torsiyonsuz konneksiyondur ve Tanım 3.3 deki şartları sağlayacak 

şekilde var ve tektir. Daha fazlası  

( ) ( ), , ,X g Y Z C X Y Z
α

α ∇ = 
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dir. 
Tanım 3.6. [32] Eğer ( ), g∇   çifti  

( )( ) ( )( ), , 0X Yg Y Z g X Z∇ − ∇ =  
şartını sağlıyorsa istatistiksel yapı adını alır. 
Tanım 3.7. [31] ( ),M g  bir Riemann manifoldu olsun. * ve ∇ ∇ M  üzerinde iki 

torsiyonsuz afin konneksiyon olmak üzere ( ), ,X Y Z Mχ∈   için 

( ) ( ) ( )*, , ,Z ZZg X Y g X Y g X Y= ∇ + ∇                                                                             
(3.1) 

ve 
0 *2∇ = ∇ + ∇                                                                                                                     (3.2) 

eşitlikleri sağlanıyorsa, M  ye bir istatistiksel manifold denir. Burada ∇  ve *∇
konneksiyon çiftine dual konneksiyon çifti veya dualistik yapı denir ve 0∇  Levi-Civita 
konneksiyonunu göstermektedir. 
R  ve *R   sırası ile ∇  ve *∇ ın eğrilik tensör alanları olsun. Bu durumda 

( )( ) ( )( )* , , , ,g R X Y Z W g Z R X Y W= −                                                                          
(3.3) 

eşitliği sağlanır [32].  
0∇ g  metriğine göre Levi-Civita konneksiyonu olsun. (3.2) eşitliğinden ( )0 , g∇  çifti 

aşikar istatistiksel yapı veya Riemann istatistiksel yapı olarak adlandırılır. Bu durumda 
,M ( )0 , g∇

 
aşikar istatistiksel yapısı ile birlikte aşikar istatistiksel manifold adını alır [32]. 

Tanım 3.8. [32] ( ), ,M g ∇  ve ( ), ,M g ∇   iki istatistiksel manifold ve :f M M→  bir 

immersiyon olsun. Eğer ( ), g∇  çifti Tanım 3.6 daki eşitliği sağlayacak şekilde bir 

istatistiksel yapı ise, :f M M→  immersiyonuna istatistiksel immersiyon denir. Böyle bir 
immersiyon tanımlı ise M  ye M nin bir istatistiksel altmanifoldu adı verilir.  
Tanım 3.9. [33] ,M  M  nin n -boyutlu bir altmanifoldu olsun. M  nin normal vektör 
alanlarının uzayı Mχ ⊥   ile gösterilsin. h  ve *h  simetrik ve bilineer fonksiyonlar olmak 
üzere , ( )X Y Mχ∈  ve Mξ χ ⊥∈   için aşağıdaki denklemler geçerlidir: 

( ) ( )( ), , , ,g A X Y g h X Yξ ξ=  

( ) ( )( )* *, , , .g A X Y g h X Yξ ξ=  

Önerme 3.10. [33] ∇  M  üzerinde afin konneksiyon ve ∇  M  üzerinde ∇  den 
indirgenmiş konneksiyon, R  ve R  sırası ile ∇  ve ∇  nın eğrilik tensör alanları olsun. Bu 
durumda , , , ( )X Y Z W Mχ∈  ve ( ), Mξ η χ ⊥∈ için Gauss ve Ricci denklemleri sırası ile  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *, , , , , , , , , , ,g R X Y Z W g R X Y Z W g h X Z h Y W g h X W h Y Z= + −  

( )( ) ( )( ) ( )*, , , , , ,g R X Y g R X Y g A A X Yξ ηξ η ξ η⊥  = +    

şeklinde verilir. Burada * * *,A A A A A Aξ η ξ η η ξ  = −  dir. 

Önerme 3.11. [33] *∇  M  üzerinde dual konneksiyon ve *∇  M  üzerinde *∇  den 
indirgenmiş konneksiyon, *R  ve *R  sırası ile *∇  ve *∇ ın eğrilik tensör alanları olsun. Bu 
durumda Gauss ve Ricci denklemleri sırası ile  
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * * *, , , , , , , , , , ,g R X Y Z W g R X Y Z W g h X Z h Y W g h X W h Y Z= + −

( )( ) ( )( ) ( )* * *, , , , , ,g R X Y g R X Y g A A X Yξ ηξ η ξ η⊥  = +    

dir. Burada * * *,A A A A A Aξ η ξ η η ξ  = −  dir. 

Örnek 3.12. [1] x , X  uzayının rasgele değişkeni ve ( ),p x θ , θ  ile parametrelenmiş, 
X  üzerindeki yaygın ölçüm P  ye göre x  in olasılık yoğunluk fonksiyonu olmak 
üzere, ( ){ },S p x θ=   bir istatistiksel model olsun. Burada n

  n-boyutlu reel uzayın 

Θ  açık alt kümesine ait n-boyutlu ( )1,..., nθ θ θ=  şeklinde bir parametredir.  

Şimdi istatistiksel yapı örneği verelim. x , { }1,2,..., 1X n= +  kümesi üzerinde rastgele 

değişken, x i=  için ip ,  

1,    1 0,     1,..., 1i ip p i n= > > = +∑  

şeklinde verilen bir olasılık olsun. Bu durumda ip  bir çok terimli dağılım tanımlar. 
Eğer 1 2

1 2,  ,..., n
np p pθ θ θ= = =  denirse, çok terimli dağılımın olasılık fonksiyonu  

( ) ( ) ( ), 1 1i ip x x i x nθ δ θ δ θ = − + − − − 
 

∑ ∑  

olarak yazılabilir. Burada δ  kroneker deltasıdır. S  üzerinde yukarıda tanımlanan çok 
terimli dağılım bir çok terimli istatistiksel yapı oluşturur. S ye istatistiksel manifold 
denir. 

Örnek 3.13. [44] 0a >  yarıçaplı 4S  küresi  
2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5x x x x x a+ + + + =  

denklemi ile tanımlanabilir. Eğer { }1 2 3 4, , ,u u u u  
4S  küresi üzerinde ortonormal baz 

vektörleri olmak üzere 

1 1 2 3 4cos cos cos cos ,x a u u u u=  

2 1 2 3 4cos cos cos sin ,x a u u u u=  

3 1 2 3cos cos sin ,x a u u u=  

4 1 2cos sin ,x a u u=  

5 1sinx a u=  

denirse 4S  küresi üzerindeki metrik 
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( )
2

12
2 2

1 2
2 2 2

1 2 3

1 0 0 0
0 cos 0 0
0 0 cos cos 0
0 0 0 cos cos cos

ij

u
g g a

u u
u u u

 
 
 = =
 
 
 

 

şeklinde yazılabilir. Herhangi bir α  reel sayısı için α  konneksiyon ( )α∇ ve
( )/  1, 2,3, 4i iu i∂ = ∂ ∂ =  olmak üzere 

( ) ( )
1 1 1 1 1tan cot ,u uα α∂∇ ∂ = − ∂  

( ) ( ) ( )
1 22 1 1 21 tan ,uα α α∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = − − ∂  

( ) ( ) ( )
1 33 1 1 31 tan ,uα α α∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = − − ∂  

( ) ( ) ( )
1 44 1 1 41 tan ,uα α α∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = − − ∂  

( ) ( ) ( )
2 2 1 1 1 2 2 21 sin cos tan cot ,u u u uα α α∂∇ ∂ = + ∂ + − ∂  

( ) ( ) ( )
2 33 2 2 31 tan ,uα α α∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = − − ∂  

( ) ( ) ( )
2 44 2 2 41 tan ,uα α α∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = − − ∂  

( ) ( ) ( ) ( )
3

2
3 1 1 2 1 2 2 2 3 3 31 sin cos cos sin cos tan cot ,u u u u u u uα α α∂∇ ∂ = + ∂ + ∂ + − ∂  

( ) ( ) ( )
3 44 3 3 41 tan ,uα α α∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = − − ∂  

( ) ( ) ( )
( )

4

2 2 2
4 1 1 2 3 1 2 2 3 2 3 3 3

4 4 4

1 sin cos cos cos sin cos cos sin cos

tan cot ,

u u u u u u u u u

u u

α α

α
∂∇ ∂ = + ∂ + ∂ + ∂

+ − ∂
 

şeklinde tanımlanabilir. O halde ( )( )4 , ,S g α∇   üçlüsü bir istatistiksel manifolddur. 

3.1 Katlı Çarpım Manifoldlarında Dualistik Yapılar 

Tanım 3.1.1. [15] ( ),M g  ve ( ),N h  sırası ile m-boyutlu ve n-boyutlu iki Riemann 

manifoldu, :f M →  bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. ( ),X Y Bχ∀ ∈  için
B M N= ×  üzerinde, 

( )2*
fg g f hπ π= +   

şeklinde tanımlı fg  Riemann metriği ile belirli ( ), fB g   ikilisine ( ),M g  ve ( ),N h

manifoldlarının katlı çarpımı denir, fB M N= ×  şeklinde gösterilir ve f  fonksiyonu da 
katlı çarpım fonksiyonu olarak adlandırılır, fg  metriğine ise B  nin katlı metriği denir. f
bir sabit ise M N×  çarpım manifoldu elde edilir.  
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( )HL M  (veya ( )VL N ) M N×  üzerinde yatay liflerin (veya dikey liflerin) vektör alanları 
kümesi olsun. Bu durumda 

( ) ( ) ( )H VT M N L M L N× = ⊕  

yazılabilir. 

( )*, ,fg D D  
M N×  üzerinde bir dualistik yapı olsun. ( ), HX Y L M∈ ve ( ), VU V L N∈  için  

( )*
M

X XD Y Yπ = ∇ ve ( )*
*

M
X XD Y Yπ ′= ∇  

ve 

( )*
N

U UD V Vσ = ∇


 ve ( )*
*

N
U UD V Vσ ′= ∇



  

dir. D ve *D  M N×  üzerinde birer afin konneksiyonlar, π  ve σ  sırası ile M  ve N  
üzerinde M N×  nin izdüşüm fonksiyonları olduğu için M ∇  ve M ′∇  M  üzerinde, N ∇  ve 
N ′∇ N  üzerinde afin konneksiyonlardır [38].  

Önerme 3.1.2. [34] ( ), ,M Mg ′∇ ∇  üçlüsü M  üzerinde ve ( ), ,N Nh ′∇ ∇  üçlüsü N  

üzerinde dualistik yapılardır, yani  

( )*M M′∇ = ∇  g metriğine göre 

ve 

( )*N N′∇ = ∇
 
h metriğine göre 

yazılabilir. 

( )*, ,g ∇ ∇  
ve ( )*, ,h ∇ ∇   sırası ile M  ve N  üzerinde dualistik yapılar olsun. 

( ), HX Y L M∈  ve ( ), VU V L N∈  için  

(i) ( )H
X XD Y Y= ∇  

(ii) .
X U

X fD U D X U
f

= =  

(iii) ( ), V

U U

U VD V gradf V
f

< >
= − + ∇



   

ve 

(a) ( )* H

X XD Y Y′ = ∇  

(b) .
X U

X fD U D X U
f

′ ′= =  
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(c) ( )*,
U

V

U
U VD V gradf V

f
< >′ = − + ∇



   

dir [38].  

Yardımcı Teorem 3.1.3. [34] ( ), , HX Y Z L M∈  ve ( ), , VU V W L N∈  için 

(i) ( ) ( )( ), , ,MR X Y Z R X Y Z=  

(ii) ( ) ( )1, , ,f
DR V Y Z H Y Z V

f
= −  

(iii) ( ) ( ), , 0,R X Y V R V W X= =  

(iv) ( ) ( ) ( )1, , ,XR X V W g V W D gradf
f

= −  

(v) ( ) ( )( ), ,NR V W U R V W U=     

dir. 
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4. YARI SABİT EĞRİLİLİKLİ İSTATİSTİKSEL MANİFOLDLARIN 

BAZI ALTMANİFODLARI İÇİN BAZI EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde yarı sabit eğrilikli istatistiksel bir manifoldun istatistiksel altmanifoldları 

incelenecektir. Bu tip altmanifoldlar için bazı eşitsizlikler elde edilecektir ve bir örnek 

verilecektir. 

4.1 Yarı Sabit Eğrilikli İstatistiksel Manifoldlar ve Bunların Bazı Altmanifoldları 

Tanım 4.1.1. [35] Bir ( ), g∇   istatistiksel yapısı için ∇  nın eğrilik tensör alanı R

, , ( )X Y Z Mχ∈ için eğer  

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

,

,

R X Y Z a g Y Z X g X Z Y

b T Y T Z X g X Z T Y P

g Y Z T X P T X T Z Y

= −

+ −
+ − 



 





                                                                          

(4.1) 

eşitliğini sağlıyor ise, ( ), g∇   istatistiksel yapısına yarı sabit eğriliklidir denir. Burada a  ve 

b  skaler fonksiyonlar; P  birim vektör alanı olmak üzere, T ( ) ( ),g X P T X=  şeklinde 

tanımlı bir 1-formdur. Eğer bir M   istatistiksel manifoldu ( ), g∇   istatistiksel yapısı ile 

birlikte (4.1) eşitliğini sağlayan bir R  eğrilik tensör alanına sahip ise, bir yarı sabit 

eğrilikli istatistiksel manifold adını alır [35]. Eğer (4.1) eşitliğinde 0b =  alınırsa, M  

istatistiksel manifoldu bir sabit eğrilikli istatistiksel manifolda dönüşür [13]. (3.3) 

eşitliğinden, eğer ( ), g∇   bir yarı sabit eğrilikli istatistiksel yapı ise, ( )*, g∇ 

 
dual yapısı da 

bir yarı sabit eğrilikli istatistiksel yapıdır. Böylece (4.1) eşitliği ( )*, g∇   yapısı içinde 

geçerlidir. 

Örnek 4.2.2. [35] I  1-boyutlu istatistiksel manifold, ( )nM c  c  sabit eğriliğine sahip 

istatistiksel manifold ve *,  D D dualistik yapılar, ( ) ( ): n nM I M c M cπ = × →

 projeksiyon 

dönüşümü olmak üzere; ( )( )*, ,nM I M c D D= ×

 
dualistik çarpım olsun. I  üzerindeki 

metrik 2dt  ile gösterilsin. , ( )nM c  üzerindeki metrik olmak üzere, Mg
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2
Mg dt g= +  

yazılabilir. ( )I
t

χ∂
∈

∂  
olmak üzere, ( )Mχ   üzerindeki bir X vektör alanı 

( )* ,X X g X
t t

π ∂ ∂ = +  ∂ ∂ 


                                                                                               
(4.2) 

şeklindedir. ( )( ), ,nM I M c D g= ×



 
manifoldunun bir istatistiksel manifold olması için 

gerek ve yeter şart ( )2, ,I dt∇  ve ( )( ), ,n
MM c g∇  

manifoldlarının birer istatistiksel 

manifold olmasıdır [36]. Bu yüzden ( )( ), ,nM I M c D g= ×



 
bir istatistiksel manifolddur.

( )( ), ,nM I M c D g= ×



 
istatistiksel manifoldunun yarı sabit eğirilikli istatistiksel manifold 

olduğunu göstermek için eğrilik tensörünün (4.1) eşitliğini sağladığı gösterilmelidir. O 

halde (4.2) den  

( )( ) ( )* *
*, , , , ,g R X Y Z W g R X g X Y Z W

t t
π

  ∂ ∂  = +   ∂ ∂   
 

    

( )( )( )* *
* , , , , ,g R X Y Z W g X g R Y Z W

t t
π ∂  ∂    = +     ∂ ∂    

 

    

( ) ( )

( )

*
* *

*
*

, , ,

, , , ,

g R X Y g Y Z W
t t

g X g R Y g Y Z W
t t t t

π π

π

  ∂ ∂  = +   ∂ ∂   
 ∂  ∂ ∂ ∂    + +     ∂ ∂ ∂ ∂     



 



  

 

( ) ( )( )( ) ( )

( )

* *
* * *

*
*

*

, , , , ,

, , ,

, , , ,

g R X Y Z W g Y g R X Z W
t t

g X g R Y Z W
t t

g X g Y g R Z W
t t t t

π π π

π

∂  ∂    = +     ∂ ∂    
∂  ∂    +     ∂ ∂    
∂ ∂  ∂ ∂      +       ∂ ∂ ∂ ∂      

 

  



 



  

 

dır. * , 0R Z
t t

∂ ∂  = ∂ ∂ 


 
olduğu bilindiğinden, son eşitlik 
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( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

* *
* *

* *
* *

, , , ,

, , , , , ,

g R X Y Z W g R X Y Z W

g Y g R X Z W g X g R Y Z W
t t t t

π π

π π

=

∂  ∂  ∂  ∂        + +          ∂ ∂ ∂ ∂          

 

 

 

   

 

şeklinde yazılabilir. (4.2) eşitliği kullanılırsa 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

* *
* * *

*
* *

*
* *

, , , , ,

, , , ,

, , , ,

g R X Y Z W g R X Y Z g Z W
t t

g Y g R X Z g Z W
t t t t

g X g R Y Z g Z W
t t t t

π π π

π π

π π

  ∂ ∂  = +   ∂ ∂   
 ∂ ∂  ∂ ∂      + +       ∂ ∂ ∂ ∂       
 ∂ ∂  ∂ ∂      + +       ∂ ∂ ∂ ∂       

 

 



  



  

 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

*
* * *

* *
* * * *

* *
* * *

, ,

, , , , , ,

, , , , , , ,

g R X Y Z W

g Z g R X Y W g Y g R X Z W
t t t t

g Y g Z g R X W g X g R Y Z W
t t t t t t

g

π π π

π π π π

π π π

=

∂ ∂ ∂  ∂        + +        ∂ ∂ ∂ ∂        
∂ ∂  ∂ ∂  ∂  ∂          + +            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂            

+





 

   

 

    



 ( )*

*, , , ,X g Z g R Y W
t t t t

π∂ ∂  ∂ ∂      
      ∂ ∂ ∂ ∂      

 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

*
* * * *

*
* * *

*
* * *

*
*

, , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,

g R X Y Z W g W
t t

g Z g R X Y W g W
t t t t

g Y g R X Z W g W
t t t t

g Y g Z g R X
t t t

π π π π

π π π

π π π

π

 ∂ ∂  = +   ∂ ∂  
∂  ∂ ∂ ∂    + +    ∂ ∂ ∂ ∂    
∂  ∂ ∂ ∂      + +      ∂ ∂ ∂ ∂      
∂ ∂ ∂   +    ∂ ∂ ∂   



 



  



  



   ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

*

*
* * *

*
* *

, ,

, , , ,

, , , , ,

W g W
t t t

g X g R Y Z W g W
t t t t

g X g Z g R Y W g W
t t t t t t

π

π π π

π π

 ∂ ∂ ∂    +    ∂ ∂ ∂    
∂  ∂ ∂ ∂      + +      ∂ ∂ ∂ ∂      
∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂        + +        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

*
* * * *

*
* * *

*
* * *

*
* *

*
* * *

, ,

, , ,

, , ,

, , , ,

, , ,

,

g R X Y Z W

g W g R X Y Z
t t

g Z g R X Y W
t t

g Z g W g R X Y
t t t t

g Y g R X Z W
t t

g Y

π π π π

π π π

π π π

π π

π π π

=

∂ ∂   +    ∂ ∂   
∂ ∂   +    ∂ ∂   
∂ ∂ ∂ ∂     +      ∂ ∂ ∂ ∂     
∂  ∂    +     ∂ ∂    

+







 



 



  



 

 ( ) ( )

( ) ( )

( )

*
* *

*
* *

*
*

, , ,

, , , ,

, , , , ,

,

g W g R X Z
t t t t

g Y g Z g R X W
t t t t

g Y g Z g W g R X
t t t t t t

g X g R
t

π π

π π

π

∂ ∂  ∂ ∂      
      ∂ ∂ ∂ ∂      

∂ ∂  ∂ ∂      +       ∂ ∂ ∂ ∂      
∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂        +         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        
∂ +  ∂ 



 



  



   



  ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

*
* * *

*
* *

*
* *

*
*

, ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

Y Z W
t

g X g W g R Y Z
t t t t

g X g Z g R Y W
t t t t

g X g Z g W g R Y
t t t t

π π π

π π

π π

π

 ∂  
  ∂  

∂ ∂  ∂ ∂      +       ∂ ∂ ∂ ∂      
∂ ∂  ∂ ∂      +       ∂ ∂ ∂ ∂      
∂ ∂ ∂ ∂       +       ∂ ∂ ∂ ∂       



  



  



    ,
t t

 ∂ ∂ 
 ∂ ∂                                               

(4.3)

 

bulunur. Yardımcı Teorem 3.1.3 gereği, f fonksiyonunun sabit olduğu gözönüne alınırsa ve

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* * * *, , , nX Y Z W M cπ π π π χ∈  
ve ( )I

t
χ∂

∈
∂

 olduğu için  

( ) ( )( ) ( )*
* * *, , 0,g R X Y Z

t
π π π ∂  = ∂ 



  

( ) ( )( ) ( )*
* * *, , 0,g R X Y W

t
π π π∂  = ∂ 



  

( ) ( ) ( )*
* * *, , 0,g R X Z W

t
π π π ∂   =  ∂  
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( )*
* , , 0,g R X

t t t
π ∂ ∂ ∂   =  ∂ ∂ ∂  



  

ve 

( ) ( ) ( )*
* * *, , 0g R Y Z W

t
π π π ∂   =  ∂  



  

dır.  Elde edilen değerler (4.3) de yerine yazılırsa, 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

* *
* * * *

*
* *

*
* *

*
* *

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

g R X Y Z W g R X Y Z W

g Y g W g R X Z
t t t t

g Y g Z g R X W
t t t t

g X g W g R Y Z
t t t t

π π π π

π π

π π

π π

=

∂ ∂  ∂ ∂      +       ∂ ∂ ∂ ∂      
∂ ∂  ∂ ∂      +       ∂ ∂ ∂ ∂      
∂ ∂  ∂ ∂     +      ∂ ∂ ∂ ∂     

 

 



  



  



  

( ) ( )*
* *, , , ,g X g Z g R Y W

t t t t
π π


 
 

∂ ∂  ∂ ∂      +       ∂ ∂ ∂ ∂      


  

                                            

(4.4) 

bulunur. Ayrıca Yardımcı Teorem 3.1.3 gereği f sabit=  alınırsa, ( )nM c  sabit eğrilikli 

olduğu için 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) ( ) ( )( ))

*
* * * * * * * *

* * * *

, , , ,

, , ,

g R X Y Z W c g Y Z g X W

g X Z g Y W

π π π π π π π π

π π π π

=

−





 

( ) ( ) ( ) ( )* *
* * * *, , , , 0,g R X Z g R X Z

t t t t
π π π π ∂ ∂   ∂ ∂    = − =      ∂ ∂ ∂ ∂      

 

   

( ) ( ) ( ) ( )* *
* * * *, , , , 0,g R X W g R X W

t t t t
π π π π ∂ ∂   ∂ ∂    = − =      ∂ ∂ ∂ ∂      

 

   

( ) ( )*
* *, , 0,g R Y Z

t t
π π ∂ ∂   =  ∂ ∂  
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( ) ( )*
* *, , 0g R Y W

t t
π π ∂ ∂   =  ∂ ∂  



  

elde edilir. Bulunan değerler (4.4) de yerine yazılırsa 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) ( ) ( )( ))

* *
* * * *

* * * *

* * * *

, , , ,

                             , ,

                                 , ,

g R X Y Z W g R X Y Z W

c g Y Z g X W

g X Z g Y W

π π π π

π π π π

π π π π

=

=

−

 

 

                                         

(4.5) 

bulunur. Ayrıca (4.2) den 

( )* ,X X g X
t t

π ∂ ∂ = −  ∂ ∂ 
  

dir. Buradan 

( ) ( )( ) ( )* *, , , ,g X Z g X Z g Z g X
t t

π π ∂ ∂   = −    ∂ ∂   
    

yazılabilir. Benzer şekilde (4.2) uygulanılıp (4.5) kullanıldığında 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

*
* * * *, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , , ,

g R X Y Z W c g Y Z g X W g X Z g Y W

c g X Z g Y g W g Y W g X g Z
t t t t

g X W g Y g Z g Y Z g X g W
t t t t

π π π π = −

 ∂ ∂ ∂ ∂       + +        ∂ ∂ ∂ ∂       
∂ ∂ ∂ ∂        − −        ∂ ∂ ∂ ∂       



    

     

     

 

bulunur. Buda *R ın (4.1) eşitliğini sağladığını gösterir. 

4.2 Yarı Sabit Eğrilikli İstatistiksel Manifodların Bazı Altmanifoldları için Bazı 

Eşitsizlikler 

Bu bölümde yarı sabit eğrililikli istatistiksel manifoldların bazı altmanifodları için,
( )P Mχ∈  olması durumunda, bazı eşitsizlikler elde edilecektir. ( )P Mχ ⊥∈  durumunda 

[13] makalesindeki sonuçlar elde edilmektedir. 
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Önerme 4.2.1. [35] M  bir (n+k)-boyutlu yarı sabit eğrilikli istatistiksel manifold ve 
M M⊂   n-boyutlu bir altmanifold olsun. Kabul edelim ki h  ve h∗

 tensör alanları
, ( )X Y Mχ∈  için  

( ) ( ) ( ) ( )* *, ,     ve    , ,h X Y g X Y H h X Y g X Y H= =                                                       (4.6) 

eşitliğini sağlasın. Bu durumda M  yarı-sabit eğrilikli bir istatistiksel manifolddur. Burada 
H  ve *H  ortalama eğrilik vektör alanlarıdır. 

İspat. (4.6) eşitliğinin Önerme 3.10 da verilen Gauss denkleminde kullanılmasıyla 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )*

, , , ,

, , , , ,

g R X Y Z W g R X Y Z W

g X Z g Y W g X W g Y Z g H H

=

+ −



 



 

olup; M  yarı sabit eğrilikli istatistiksel manifold olduğu için (4.1) eşitliğini sağlar. Bu 
durumda 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )*

, , , ,

, ,

, , , ,

, , , , , ,

a g Y Z g X W g X Z g Y W

b T Y T Z g X W g X Z T Y T W

g Y Z T X T W T X T Z g Y W g R X Y Z W

g X Z g Y W g X W g Y Z g H H

−

+ −
+ − =

+ − 

 

dir. Buradan   

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )*

, , , , , ,

, ,

, ,

, , , , ,

g R X Y Z W a g Y Z g X W g X Z g Y W

b T Y T Z g X W g X Z T Y T W

g Y Z T X T W T X T Z g Y W

g X W g Y Z g X Z g Y W g H H

= −

+ −
+ − 

+ − 

 

dir. Yukarıdaki denklemde gerekli düzenlemeler yapıldığında 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*, , , , , , ,

, ,

, ,

g R X Y Z W a g H H g Y Z g X W g X Z g Y W

b T Y T Z g X W g X Z T Y T W

g Y Z T X T W T X T Z g Y W

= + −

+ −
+ − 



 

elde edilir. Bu da M nin yarı sabit eğrilikli bir istatistiksel manifold olduğunu gösterir.  

Önerme 4.2.2. [35] M  bir (n+k)-boyutlu yarı sabit eğrilikli istatistiksel manifold, 
M M⊂   n-boyutlu bir altmanifold ve 1{ ,..., }n n kE E+ + ( )Mχ ⊥

 nin bir ortonormal bazı olsun. 

Ric  ve *Ric sırasıyla indirgenmiş ∇ ve ∗∇  konneksiyonlarının Ricci tensör alanları olmak 
üzere Ric  ve *Ric  sırasıyla aşağıdaki eşitlikleri sağlar: 

( ) ( ), = ( ( 1) ) , ( 2) ( ) ( )Ric X Y a n b g X Y b n T X T Y+ + + −  
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( ) ( ){ }
=1

, ,
k

E E E En i n i n i n i
i

g A X Y trA g A X A Y
+ + + +

∗ ∗+ −∑
                                                               

(4.7) 

ve 

( ) ( ), = ( ( 1) ) , ( 2) ( ) ( )Ric X Y a n b g X Y b n T X T Y∗ + + + −

( ) ( ){ }
=1

, , .
k

E E E En i n i n i n i
i

g A X Y trA g A Y A X
+ + + +

∗ ∗+ −∑
                                                             

(4.8) 

İspat. ,M M  nın n -boyutlu bir altmanifoldu olsun. O halde ( )Mχ  nin bir { }1,..., nE E
ortonormal bazı için Tanım 2.1.9 gereği Ricci tensör alanı

=1
( , ) =  ( ( , ) , )

n

j j
j

Ric X Y g R E X Y E∑
 
olup;  (4.1) ve Gauss denklemi gereği 

{ }(

  )

=1
( , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

{ ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )}

( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))

n

j j j j
j

j j j j

j j j j

j j j j

Ric X Y a g X Y g E E g E Y g X E

b g E E T X T Y g E Y T X T E
g X Y T E T E g X E T Y T E

g h E E h X Y g h X E h E Y∗ ∗

−

+ −

+ −

+ −

∑

                                        

(4.9) 

dir. Diğer taraftan 

{ }

{ }
=1

=1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ( , ) )

n

j j j j
j

n

j j j j
j

a g X Y g E E g E Y g X E

a g X Y g E E g X g E Y E

−

= −

∑

∑
 

{ }( , ) ( , )a g X Y n g X Y= −
 

( 1) ( , ),a n g X Y= −                                                                                                           (4.10) 

=1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),

n

j j
j

g E E T X T Y nT X T Y=∑
                                                                           

(4.11) 

=1 =1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ( , ) , )

n n

j j j j
j j

g E Y T X T E T X g g E Y E P=∑ ∑
 

( ) ( , )T X g Y P= ( ) ( ),T X T Y=                                                                                          (4.12) 

=1 =1
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

n n

j j j j
j j

g X Y T E T E g X Y g E P g E P=∑ ∑  

=1
( , ) ( ( , ) , ) ( , )

n

j j
j

g X Y g g E P E P g X Y= =∑
                                                                       

(4.13) 

olup;  Tanım 3.9 gereği 
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=1
( ( , ), ( , )) = ( , ), = 1,...,

n

j j E En i n i
j

g h X E h E Y g A X A Y i k∗

+ +

∗∑ 

                                             
(4.14) 

ve 

=1
( ( , ), ( , )) = ( , ) , = 1,...,

n

j j E En i n i
j

g h E E h X Y g A X Y trA i k∗

+ +

∗∑ 

                                         
(4.15) 

yazılabilir. Böylece (4.10)-(4.15) eşitlikleri (4.9) da yerine yazılırsa (4.7) elde edilir. 
Benzer şekilde dual Ricci tensör alanı Ric∗  hesaplanarak (4.8) bulunur.  

Önerme 4.2.3. [35] M  ( )n k+ -boyutlu bir yarı sabit eğrilikli istatistiksel manifold ve 

M M⊂  n -boyutlu bir istatistiksel altmanifold olsun. Bu durumda ( ), ,M g∇  istatistiksel 
manifoldunun skaler eğrilik fonksiyonuτ olmak üzere  

( ) ( ) ( )2 22 2 1 ,a n n b n n g H H h hτ ∗ ∗≥ − + − + −  

dır. Eşitsizliğin eşitlik durumu *h h  olması durumunda sağlanır. 

İspat. Gauss denklemi ve (4.1) den  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 ( ) ( )( )  ( ) ( )( )

, , , = , , , ,

[ , ,

, , ]

, , , , , , .

R X Y Z W a g Y Z g X W g X Z g Y W

b g X W T Y T Z g X Z T Y T W

g Y Z T X T W g Y W T X T Z

g h X W h Y Z g h X Z h Y W∗ ∗

−  
+ −

+ −

+ −                                      

(4.16) 

yazılabilir.  

( )22

=1 , =1
=

k n

ij
i j

h hα

α
∑ ∑  

ve benzer şekilde  

( )22 *

=1 , =1
=

k n

ij
i j

h h α

α

∗ ∑ ∑  

tanımlansın. 

{ }1,..., n pe e T M⊂  bir ortonormal çatı olsun. (4.16) eşitliğinden 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
, =1 , =1

, , , = , , , ,
n n

i j j i j j i i i j i j
i j i j

R e e e e a g e e g e e g e e g e e −∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ){ , , ( ) ( )j j i i i j j ib T e T e g e e g e e T e T e+ −  

( ) ( ) }, ( ) ( ) , ( ) ( )j j i i i j j ig e e T e T e g e e T e T e+ −  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , ,i i j j i j i jg h e e h e e g h e e h e e∗ ∗ + −  

                                                        
(4.17) 

elde edilir. Diğer taraftan  

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )( ){ }
, =1

, =1

, , , ,

, , , ,

n

j j i i i j i j
i j

n

j j i i i j i j
i j

a g e e g e e g e e g e e

a g e e g e e g g e e e e

−

= −

∑

∑
 

( ) ( ){ }
=1

= , ,
n

j j j j
j

a g e e n g e e−∑ 2( ),a n n= −                                                                     (4.18)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, =1 , =1

, , , ,
n n

j j i i j j i i
i j i j

T e T e g e e g e P g e P g e e=∑ ∑  

( )( ) ( )
, =1

, , , ,
n

j j i i
i j

g g e P e P g e e n= =∑
                                                                               

(4.19) 

( ) ( ) ( ) ( )
, =1 , =1

, ( ) ( ) , , ,
n n

i j j i i j j i
i j i j

g e e T e T e g e e g e P g e P=∑ ∑ ( )( ) ( )
, =1

, , ,
n

i j j i
i j

g e g e P e g e P= ∑  

( ) ( ) ( )( ) ( )
=1 =1

, , , , , 1
n n

i i i i
i i

g e P g e P g g e P e P g P P= = = =∑ ∑
                                             

(4.20) 

dir. Benzer şekilde ( )
, =1

, ( ) ( )
n

j j i i
i j

g e e T e T e n=∑  ve ( )
, =1

, ( ) ( ) 1
n

i j j i
i j

g e e T e T e =∑  olarak 

bulunur. Buradan ve (4.19) ile (4.20) toplanırsa 

( ) ( ) ( ) ( ){
, =1

, , ( ) ( )
n

j j i i i j j i
i j

b T e T e g e e g e e T e T e−∑  

( ) ( ) }, ( ) ( ) , ( ) ( ) = 2 ( 1),j j i i i j j ig e e T e T e g e e T e T e b n+ − −
                                               

(4.21) 

elde edilir. Diğer taraftan 

( ) ( )( ) ( )2

1 ,
, , , = , ,i i j j

i j n
g h e e h e e n g H H∗ ∗

≤ ≤
∑  

                                                                   
(4.22)  

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

1 ,

*

1 ,

*

1 ,

, , ,

, , , , , ,    = 1,...,

, , , , , ,    = 1,...,

n

n

i j i j
i j n

i j n n i j e n
i j n

i j n i j e n n
i j n

g h e e h e e

g g h e e e e g h e e e e k

g h e e e g h e e e g e e k

α

α

α α α

α α α

α

α

+

+

∗

≤ ≤

+ + +
≤ ≤

+ + +
≤ ≤

=

=

∑

∑

∑



  

  

 

1 ,
= , = 1,...,ij ij

i j n
h h kα α α∗

≤ ≤
∑

                                                                                                 
(4.23) 
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dir. (4.18), (4.21), (4.22) ve (4.23) değerleri (4.17) de yerlerine yazılırsa 

( )2 2

=1 1 ,
2 = ( ) 2 ( 1) ,

k

ij ij
i j n

a n n b n n g H H h hα α

α

τ ∗ ∗

≤ ≤

− + − + − ∑ ∑

                                      
(4.24) 

elde edilir. 2h  ve  
2

h∗  nin tanımından 

( )2 22 ( ) 2 ( 1) ,a n n b n n g H H h hτ ∗ ∗≥ − + − + −

                                                       
(4.25) 

eşitsizliği bulunur. Eşitlik durumu için (4.24) ve (4.25) karşılaştırılırsa  
 

( )*

1 ,
,ij ij

i j n
h h h h g h hα α∗ ∗

≤ ≤

= =∑  

dir.  Ayrıca ( )*, cosg h h h h θ∗=  
olduğundan cos 1θ =  olup; buradan *h h  olduğu 

görülür. Burada ,θ  h  ve *h  arasındaki açıdır.  

Diğer taraftan, yarı sabit eğrilikli M  istatistiksel manifoldunun istatistiksel hiperyüzeyleri 
için ( ), ,X Y Z Mχ∈  olmak üzere; ∇  ve ∗∇  konnekiyonlarına göre Gauss denklemleri 
sırasıyla  

( ) ( ) ( ){ }, = , ,R X Y Z a g Y Z X g X Z Y−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ , , ]b T Y T Z X g X Z T Y P g Y Z T X P T X T Z Y+ − + − 

( ) ( ){ }, ,h Y Z A X h X Z A Y∗ ∗+ −                                                                                      
(4.26)  

ve 

( ) ( ) ( ){ }, = , ,R X Y Z a g Y Z X g X Z Y∗ −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ , , ]b T Y T Z X g X Z T Y P g Y Z T X P T X T Z Y+ − + − 

( ) ( ){ }, , ,h Y Z AX h X Z AY∗ ∗+ −  

dir [35]. 

Önerme 4.2.4. [35] M M⊂   (n+1)-boyutlu M  yarı sabit eğrilikli istatistiksel 
manifoldunun bir istatistiksel hiperyüzeyi olsun. Bu durumda 

2 22 ( ) 2 ( 1)a n n b n n H H h hτ ∗ ∗≥ − + − + −  

dır. Burada ,τ  ( ), ,M g∇  istatistiksel hiperyüzeyinin skaler eğriliğidir. 

İspat. { }1,..., n pe e T M⊂  bir ortonormal çatı ve 1ne + M  nin birim normal vektörü olsun. 
(4.26) dan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1 , 1 ,

( , ) , = , , , ,i j j i j j i i i j i j
i j n i j n

g R e e e e a g e e g e e g e e g e e
≤ ≤ ≤ ≤

−∑ ∑  
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( ) ( ) ( ) ( ){ , , ( ) ( )j j i i i j j ib T e T e g e e g e e T e T e+ −  

( ) ( ) }, ( ) ( ) , ( ) ( )j j i i i j j ig e e T e T e g e e T e T e+ −  

( , ) ( , ) ( , ) ( , )j j i i i j j ih e e h e e h e e h e e∗ ∗+ −   

yazılabilir. M  bir hiperyüzey olduğu için normal vektör uzayının boyutu 1 dir. Bu 
durumda  

1nH H e +=  

ve  

* *
1nH H e +=  

olup 

( )2 *

1 ,

2

( , ) ( , ) ,

=

j j i i
i j n

h e e h e e n g H H

n H H

∗

≤ ≤

∗

=∑ 

 

bulunur. Buradan

  

 

2 2

1 ,

2 2

2 = ( ) 2 ( 1)

( ) 2 ( 1) .

ij ij
i j n

a n n b n n H H h h

a n n b n n H H h h

τ ∗ ∗

≤ ≤

∗ ∗

− + − + −

≥ − + − + −

∑
 

elde edilir.  

Önerme 4.2.5. [35] M M⊂  ( 1)n + -boyutlu yarı sabit eğrilikli M  istatistiksel 
manifoldunun bir istatistiksel hiperyüzeyi olsun. Her ( )X Mχ∈  için  

( , ) = ( 1) ( 2) ( ) ( )Ric X X a n b b n T X T X− + + −  

1 1
1

( ( , ), ) i i
i n

ng h X X H h h∗ ∗

≤ ≤

+ − ∑

                                                                                          
(4.27) 

ve 

( , ) = ( 1) ( 2) ( ) ( )Ric X X a n b b n T X T X∗ − + + −  

1 1
1

( ( , ), ) ,i i
i n

ng h X X H h h∗ ∗

≤ ≤

+ − ∑

                                                                                         
(4.28) 

dir. Burada Ric  ve *Ric  ( ), ,M g∇  istatistiksel hiperyüzeyinin sırasıyla ∇  ve *∇  
konneksiyonlarına göre Ricci tensör alanı ve dual Ricci tensör alanıdır. 

İspat. { }1,..., nE E  ( )Mχ  nin bir ortonormal çatısı olsun. Böylece Tanım 2.1.9 ve (4.1) 
den 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

, ( , , , ,i i i i
i n

Ric X X a g X X g E E g X E g X E
≤ ≤

= −∑
 

{ ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )i i i ib T X T X g E E g E X T X T E+ −  

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )}i i i ig X X T E T E g X E T E T X+ −  

)( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i ih X X h E E h E X h X E∗ ∗+ −                                                                        
(4.29) 

dir. Diğer taraftan 

1 1
{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )} { ( , ) ( , ( , ) )}i i i i i i

i n i n
a g X X g E E g E X g X E a g X X n g X g E X E

≤ ≤ ≤ ≤

− = −∑ ∑  

{ } { }( , ) ( , ) 1 ( , ),a g X X n g X X a n g X X= − = −                                                               (4.30) 

1
{ ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )}i i i i

i n
T X T X g E E g E X T X T E

≤ ≤

−∑  

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )i i

i n
nT X T X g E X T X g E P

≤ ≤

= − ∑  

( )
( )

1
( ) ( ) ( ) ( ( , ) , )

( ) ( ) ( )

1 ( ) ( )

i i
i n

nT X T X T X g g E X E P

nT X T X T X T X

n T X T X

≤ ≤

= −

= −

= −

∑

                                                                   

(4.31)                                                                                

1
{ ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )}i i i i

i n
g X X T E T E g X E T E T X

≤ ≤

−∑  

1

1

{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )}

{ ( , ) ( , ( , ) ) ( ( , ) , ) ( )}

i i i i
i n

i i i i
i n

g X X g E P g E P g X E g E P T X

g X X g E g E P P g g X E E P T X
≤ ≤

≤ ≤

= −

= −

∑

∑
 

( )( , ) , ( ) ( )g X X g P P T X T X= −                                                                                     (4.32) 

bulunur. M  bir istatistiksel hiperyüzey olduğu için  

1 1
1 1

( , ) ( , )i i i i
i n i n

h E X h X E h h∗ ∗

≤ ≤ ≤ ≤

=∑ ∑
                                                                                    

(4.33) 

( )*

1
( , ) ( , ) ( , ),i i

i n
h X X h E E ng h X X H∗

≤ ≤

=∑
                                                                      

(4.34) 

dir. 1X E=  için (4.30)-(4.34) değerleri (4.29) de yerine yazılırsa (4.27) eşitliği elde edilir. 
Benzer şekilde (4.28) eşitliği de elde edilir.  
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4.3 Chen-Ricci Eşitsizliği 

Bu bölümde bir yarı sabit eğrilikli istatistiksel manifoldun altmanifoldları için Chen-Ricci 
eşitsizliği elde edilecektir. 

Bölüm boyunca 0 ,R 0Ric  ve 0H , M  istatistiksel altmanifoldunun indirgenmiş 0∇  Levi-
Civita konneksiyonuna göre sırasıyla Riemann eğrilik tensörü, Ricci tensörü ve ortalama 
eğrilik vektörünü gösterecektir. 0h  

0∇  Levi-Civita konneksiyonuna göre ikinci temel form 
olsun. 

{ }1,..., n pe e T M⊂  bir ortonormal baz olmak üzere; Gauss denkleminden 

( ) ( )( )2 2

, =1
2 = ( ) 2 ( 1) ( , ) , , ,

n

i j i j
i j

a n n b n n g H H g h e e h e eτ ∗ ∗− + − + − ∑ 

                             
(4.35) 

yazılabilir. (4.35) eşitliğine ( , ),  g H H ( , ),g H H∗ ∗
 ( ) ( )( ), , ,i j i jg h e e h e e  ve 

( ) ( )( ), , ,i j i jg h e e h e e∗ ∗
  terimleri eklenip çıkartılırsa 

2
22 = ( ) 2 ( 1) {2 ( , ) ( , )

2
na n n b n g H H g H Hτ ∗− + − + +   

( , ) ( , ) ( , )}g H H g H H g H H∗ ∗ ∗ ∗+ − −    

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
, =1

1{ 2 , , , , , ,
2

n

i j i j i j i j
i j

g h e e h e e g h e e h e e∗− +∑    

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , }i j i j i j i j i j i jg h e e h e e g h e e h e e g h e e h e e∗ ∗ ∗ ∗+ − −  

                
(4.36)

 

olup; (4.36) eşitliğinden 

2
22 = ( ) 2 ( 1) { ( , ) ( , ) ( , )}

2
na n n b n g H H H H g H H g H Hτ ∗ ∗ ∗ ∗− + − + + + − −  

( ) ( ) ( ) ( )( )
, =1

1{ , , , , ,
2

n

i j i j i j i j
i j

g h e e h e e h e e h e e∗ ∗− + +∑ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , }i j i j i j i jg h e e h e e g h e e h e e∗ ∗− − 

                                                         
(4.37) 

bulunur. * 02∇ + ∇ = ∇  eşitliğinden 02 =H H H ∗+  yazılabilir. Bu durumda (4.37) 
denklemi 

2
2 2 0 02 = ( ) 2 ( 1) 2 ( , ) ( , )

2
na n n b n n g H H g H Hτ − + − + − 

( ) ( )( )
2

0 0

, =1
( , ) 2 , , ,

2

n

i j i j
i j

n g H H g h e e h e e∗ ∗− − ∑ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
, =1

1 , , , , , ,
2

n

i j i j i j i j
i j

g h e e h e e g h e e h e e∗ ∗ + + ∑  

                                              
(4.38) 
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şekline dönüşür.  Buradan tekrar * 02∇ + ∇ = ∇  olduğu gözönüne alınırsa, h  ve *h  simetrik 
bilineer fonksiyonları içinde benzer eşitlik ifade edilebilir. Böylece (4.38) den 

2 22 222 2 02 = ( ) 2 ( 1) 2
2 2
n na n n b n n H H Hτ ∗− + − + − −  

2 220 12 ( )
2

h h h∗− + +
                                                                                                

(4.39) 

elde edilir. Diğer taraftan 

{

}

2 2

=1 , =1

2 2 2 2 2
11 12 1 21 22

=1

2 2 2
11 1

= ( )

= ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

... ( ) ( ) ... ( )

k n

ij
i j

k

n

n nn

h h

h h h h h

h h h

α

α

α α α α α

α

α α α

+ + + + + +

+ + + +

∑∑

∑  

2 2
11 22

=1

2

=1 2 =1 1 <

2 2
11 22 11 22

=1

2

=1 1 < =1 2

= ( ) ( ... )

2 ( )

1= {( ... ) ( ... ) }
2

2 ( )  

k

nn

k k

ii jj ij
i j n i j n

k

nn nn

k k

ij ii jj
i j n i j n

h h h

h h h

h h h h h h

h h h

α α α

α

α α α

α α

α α α α α α

α

α α α

α α

≤ ≠ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≠ ≤

 + + + 

− +

+ + + + − − −

+ −

∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑ ∑

 

22 2

=1 2

1 [ ( ) ]
2

k

ii jj ij
i j n

n H h h hα α α

α ≤ ≠ ≤

≥ − −∑ ∑
                                                                          

(4.40) 

ve benzer şekilde 

2 22 2

=1 2

1 [ ( ) ]
2

k

ii jj ij
i j n

h n H h h hα α α

α

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤

≥ − −∑ ∑
                                                               

(4.41) 

yazılabilir. (4.40) ile (4.41) eşitsizlikleri toplanırsa 

2 22 22 21 1
2 2

h h n H n H∗ ∗+ ≥ +  

2 2

=1 2 =1 2
 [ ( ) ] [ ( ) ]

k k

ii jj ij ii jj ij
i j n i j n

h h h h h hα α α α α α

α α

∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− − − −∑ ∑ ∑ ∑
                                                    

(4.42) 

elde edilir [13]. Ayrıca 
2 2[ ( ) ] [ ( ) ] ( )( )ii jj ij ii jj ij ii ii jj jj ii jj ii jjh h h h h h h h h h h h h hα α α α α α α α α α α α α α∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + − = + + − −  

eşitliği (4.42) de kullanılırsa ve *,  h h  simetrik bilineer fonksiyonlar olduğu için 
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2 22 22 21 1
2 2

h h n H n H∗ ∗+ ≥ +  

( )
=1 2 =1 2

2 2

=1 2

 ( )( ) 2  

( ) ( )

k k

ii ii jj jj ii jj
i j n i j n

k

ij ij
i j n

h h h h h h

h h

α α α α α α

α α

α α

α

∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

∗

≤ ≠ ≤

− + + +

+ +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
                                                          (4.43)

 

bulunur. (4.43) eşitsizliği (4.39) da kullanılırsa 

2 22 222 2 0( ) 2 ( 1) 2 2
2 2
n na n n b n n H H Hτ ∗− + − ≤ − + +  

2 220 2 21 12
4 4

h n H n H ∗+ − −
=1 2 =1 2

1 ( )( )
2

k k

ii ii jj jj ii jj
i j n i j n

h h h h h hα α α α α α

α α

∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

+ + + −∑ ∑ ∑ ∑  

( )2 2

=1 2

1 ( ) ( )
2

k

ij ij
i j n

h hα α

α

∗

≤ ≠ ≤

− +∑ ∑  

olup; buradan 

2 22 2 222 2 0 0( ) 2 ( 1) 2 2 2
4 4
n na n n b n n H H H hτ ∗− + − ≤ − + + +

0 0

=1 2 =1 2
2

k k

ii jj ii jj
i j n i j n

h h h hα α α α

α α

∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

+ −∑ ∑ ∑ ∑ ( )2 2

=1 2

1 ( ) ( )
2

k

ij ij
i j n

h hα α

α

∗

≤ ≠ ≤

− +∑ ∑
                                   

(4.44) 

elde edilir. (4.44) de ( )2 2 2( ) ( ) ( ) 2ij ij ij ij ij ijh h h h h hα α α α α α∗ ∗ ∗+ = + −   olduğu kullanılırsa, 

22 22 2 0( ) 2 ( 1) 2 2
4
na n n b n n H Hτ− + − ≤ − +  

2 2 20 0 0

=1 2
2 2

4

k

ii jj
i j n

n H h h hα α

α

∗

≤ ≠ ≤

+ + + ∑ ∑  

( ) 2

=1 2 =1 2

1 ( )
2

k k

ii jj ij ij ij ij
i j n i j n

h h h h h hα α α α α α

α α

∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− − − +∑ ∑ ∑ ∑
                                                        

(4.45) 

bulunur. Diğer taraftan 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 1 , 1,1

1,1 1

( , ) , ( , ) , ( , ) ,

( , ) , ( , ) ,

i j j i i j j i i j j i
i j n i j n i j n

i j j i i j j i
j i n i j n

g R e e e e g R e e e e g R e e e e

g R e e e e g R e e e e
≤ ≠ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤ = ≤

= −

− −

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

dir. ( )
1

( , ) , 0i j j i
i j n

g R e e e e
≤ = ≤

=∑  olduğu için  
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( ) ( )

( ) ( )
2 1 ,

1,1 1,1

( , ) , ( , ) ,

( , ) , ( , ) ,

i j j i i j j i
i j n i j n

i j j i i j j i
i j n j i n

g R e e e e g R e e e e

g R e e e e g R e e e e
≤ ≠ ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ = ≤ ≤

=

− −

∑ ∑

∑ ∑
                                                         

(4.46)

 

değerini hesaplamak yeterlidir. (4.17) eşitliğinden  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1
1,1 1

( , ) , , , , ,i j j i j j j j
i j n j n

g R e e e e a g e e g e e g e e g e e
= ≤ ≤ ≤ ≤

= −∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ){ 1 1 1 1, , ( ) ( )j j j jb T e T e g e e g e e T e T e+ −  

( ) ( ) }1 1 1 1, ( ) ( ) , ( ) ( )j j j jg e e T e T e g e e T e T e+ −

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , ,j j j jg h e e h e e g h e e h e e∗ ∗ + −    

yazılabilir. Buradan 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2
1

1,1

1 1 1 1
1,1

( , ) , 1 1 2

, , , , , ,

i j j i
i j n

j j j j
i j n

g R e e e e a n b n T e

g h e e h e e g h e e h e e

= ≤ ≤

∗ ∗

= ≤ ≤

= − + + −

+ − 

∑

∑  

                                            

(4.47) 

bulunur. (4.47) eşitliğine benzer şekilde, ( )
1,1

( , ) ,i j j i
j i n

g R e e e e
= ≤ ≤
∑  değeri de hesaplanabilir. O 

halde (4.46) den 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )

2

2

2
1

=1 2

( , ) , 2 1 2 1

2 1 2

i j j i
i j n

k

ii jj ij ij
i j n

g R e e e e a n n b n a n

b n T e h h h hα α α α

α

≤ ≠ ≤

∗ ∗

≤ ≠ ≤

= − + − − −

 − + − + − 

∑

∑ ∑
                                             (4.48) 

bulunur. (4.48) den 

2
( , , , ) = ( 1)( 2)i j j i

i j n
R e e e e a n n

≤ ≠ ≤

− −∑  

2
1

=1 2
2 ( 2)(1 ( ) )

k

ii jj ij ij
i j n

b n T e h h h hα α α α

α

∗ ∗

≤ ≠ ≤

 + − − + − ∑ ∑
                                                       

(4.49)
 

olup; (4.49) eşitliği (4.45) de yerine yazılırsa 
2 22 222 2 0( ) 2 ( 1) 2 2

4 4
n na n n b n n H H Hτ ∗− + − ≤ − + +  

20 0 0 2
1

=1 2
2 2 ( 1)( 2) 2 ( 2)(1 ( ) )

k

ii jj
i j n

h h h a n n b n T eα α

α ≤ ≠ ≤

+ + + − − + − −∑ ∑  
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2

2 =1 2

1( , , , ) ( )
2

k

i j j i ij ij
i j n i j n

R e e e e h hα α

α

∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− − +∑ ∑ ∑
                                                                 

(4.50) 

elde edilir. 0( ) 2ij ij ijh h hα α α∗+ =  ve 

( )( )
1 ,

2 , ,i j j i
i j n

g R e e e eτ
≤ ≤

= ∑  

( )( ) ( )( )

( )( )

1 1
2 2

1
2

2 , , , ,

2 , ,

n

j j i j j i
j i j n

i j j i
i j n

g R e e e e g R e e e e

Rice g R e e e e

= ≤ ≠ ≤

≤ ≠ ≤

= +

= +

∑ ∑

∑
 

olduğu (4.50) de kullanılırsa 

( )( )
2 22 222 2 0

1
2

( ) 2 ( 1) 2 , , 2
4 4i j j i

i j n

n na n n b n Rice g R e e e e n H H H ∗

≤ ≠ ≤

− + − ≤ + − + +∑  

20 0 0 2
1

=1 2
2 2 ( 1)( 2) 2 ( 2)(1 ( ) )

k

ii jj
i j n

h h h a n n b n T eα α

α ≤ ≠ ≤

+ + + − − + − −∑ ∑  

0 2

2 =1 2
( , , , ) 2 ( )

k

i j j i ij
i j n i j n

R e e e e h α

α≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− −∑ ∑ ∑
                                                                         

(4.51) 

dir. Burada 1e X=  ve 1 1
1

( , , , ) ( )j j
j n

R e e e e Ric X
≤ ≤

=∑  denirse, (4.51) den 

( )
2 22 2 222 0 0

8 8
n nRic X n H H H h∗≥ − − −  

( )20 0 0 2

=1 2
( 1) ( 2) ( )

k

ii jj ij
i j n

h h h a n b b n T Xα α α

α ≤ ≠ ≤

 
− − + − + + − 

 
∑ ∑

                                            
(4.52) 

elde edilir. Levi-Civita konneksiyonuna göre Gauss denkleminden  
0 0

1 1
( , , , ) = { ( , , , )i j j i i j j i

i j n i j n
R e e e e R e e e e

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤
∑ ∑  

0 0 0 0( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))}i j i j i i j jg h e e h e e g h e e h e e+ −   

20 2 0 0 0= 2 ( , )n g H H hτ − +

                                                                                           
(4.53) 

ve  
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0 0

2 2
( , , , ) = ( , , , )i j j i i j j i

i j n i j n
R e e e e R e e e e

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤
∑ ∑  

( )20 0 0

=1 2

k

ii jj ij
i j n

h h hα α α

α ≤ ≠ ≤

 − −  ∑ ∑
                                                                                           

(4.54) 

yazılabilir. (4.53)  ve  (4.54) eşitlikleri (4.52) de kullanılırsa 

( )
2 22 2 220 0 02

8 8
n nRic X h H H hτ ∗≥ + − − −  

2( 1) ( 2) ( )a n b b n T X+ − + + −  



0 0

2 2
( , , , ) ( , , , )i j j i i j j i

i j n i j n
R e e e e R e e e e

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

−∑ ∑
                                                                   

(4.55) 

bulunur. 
0 0 0

1 1
2 1

2 ( , , , ) 2 ( , , , )i j j i j j
i j n j n

R e e e e R e e e eτ
≤ ≠ ≤ ≤ ≤

= +∑ ∑  

ve  
0 0 0

1 1
1 2 1

( , , , ) ( , , , ) 2 ( , , , )i j j i i j j i j j
i j n i j n j n

R e e e e R e e e e R e e e e
≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤ ≤ ≤

= +∑ ∑ ∑    

eşitlikleri (4.55) de kullanıldığında  

( )
2 2 220( ) 2

8 8
n nRic X Ric X H H ∗≥ − −  

( )2 0

=2
( 1) ( 2) ( ) 2

n

i
i

a n b b n T X K X e+ − + + − − ∧∑   

elde edilir. Burada ( )0 0

1
. ( , , , )j j

j n
K X R X e e X

≤ ≤

∧ = ∑  dır. Eşitlik durumu için 

11 22 1

11 22 1

= ... , = 0, 2   ve  1 ,
= ... , = 0, 2   ve  1

nn j

nn j

h h h h j n k
h h h h j n k

α α α α

α α α α

α
α∗ ∗ ∗ ∗

+ + ≤ ≤ ≤ ≤
+ + ≤ ≤ ≤ ≤

 

veya denk olarak 

( )
( )

2 ( , ) = ( ), ( , ) = 0,  ve ,
2 ( , ) = ( ), ( , ) = 0,  ve 

h X X nH p h X Y Y M X Y
h X X nH p h X Y Y M X Y

χ
χ∗ ∗ ∗

∀ ∈ ⊥
∀ ∈ ⊥

 

olduğu kolayca görülebilir. Böylece aşağıdaki teorem ifade edilebilir: 

Teorem 4.3.1. [35] M M⊂   (n+k)-boyutlu yarı sabit eğrilikli M  istatistiksel 
manifoldunun n-boyutlu bir istatistiksel altmanifoldu olsun. Bu durumda 

( )
2 2 2202 ( )

8 8
n nRic X Ric X H H ∗≥ − − ( )2 0

=2
( 1) ( 2) ( ) 2

n

i
i

a n b b n T X K X e+ − + + − − ∧∑   
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dır. Eşitlik durumunda ise 

( )
( )

2 ( , ) = ( ), ( , ) = 0, ve ,
2 ( , ) = ( ), ( , ) = 0,  ve 

h X X nH p h X Y Y M X Y
h X X nH p h X Y Y M X Y

χ
χ∗ ∗ ∗

∀ ∈ ⊥
∀ ∈ ⊥

 

geçerlidir. Burada pX T M∈  bir birim vektördür. 

4.4 Genelleştirilmiş Wintgen Eşitsizliği 

Bu bölümde yarı sabit eğrilikli istatistiksel bir manifoldun altmanifoldları için 
genelleştirilmiş Wintgen eşitsizliği ispatlanacaktır. 

M M⊂    (n+k)-boyutlu yarı sabit eğrilikli M  istatistiksel manifoldunun n-boyutlu bir 
istatistiksel altmanifoldu olsun. 1 2, pe e T M∈  ortonormal vektörler ve 1 2{ , }sp e e∏ =  olmak 
üzere ∏  nin kesitsel eğriliği K ([37] ve [38]) 

1 2 1 2 2 1 1 2 2 1
1( ) = [ ( ( , ) , ) ( ( , ) , )]
2

K e e g R e e e e g R e e e e∗∧ +
                                                     

(4.56) 

ve { }1,..., n pe e T M⊂ bir ortonormal baz olmak üzere M nin normalize skaler eğriliği ρ [39]  

1 <

2= ( )
( 1) i j

i j n
K e e

n n
ρ

≤ ≤

∧
− ∑

                                                                                           
(4.57) 

olarak tanımlanır. (4.56) den (4.57) eşitliği 

1 <

1= ( ( , ) , ) ( ( , ) , )
( 1) i j j i i j j i

i j n
g R e e e e g R e e e e

n n
ρ ∗

≤ ≤

 + − ∑
                                              

(4.58) 

şeklinde yazılabilir. (4.1) den  

( ( , ) , ) = { ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}
{ ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )}

( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))

i j j i i i j j i j i j

i i j j i j j i

j j i i j i i j

i i j j i j j i

g R e e e e a g e e g e e g e e g e e
b g e e T e T e g e e T e T e
g e e T e T e g e e T e T e

g h e e h e e g h e e h e e∗ ∗

−

+ −

+ −

+ − 

 

dir. 1 <i j n≤ ≤ için (4.58) de toplam alınırsa i j≠  için ( ), 0i jg e e =  olduğundan 

1 <

( 1)( ( , ) , ) = ( 1)
2i j j i

i j n

n ng R e e e e a b n
≤ ≤

−
+ −∑

 { }
1 <

( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , )i i j j i j j i
i j n

g h e e h e e g h e e h e e∗ ∗

≤ ≤

+ −∑  

bulunur. Benzer şekilde 

1 <

( 1)( ( , ) , ) = ( 1)
2i j j i

i j n

n ng R e e e e a b n∗

≤ ≤

−
+ −∑

 

1 <
{ ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))}i i j j i j j i

i j n
g h e e h e e g h e e h e e∗ ∗

≤ ≤

+ −∑  
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dir. Elde edilen iki eşitlik (4.58) denkleminde yerine yazılırsa 

 ( )
 

1 <

2 1= {2 ( , ), ( , )
( 1)

( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))}

i j j i
i j n

i i j j i i j j

a b g h e e h e e
n n n

g h e e h e e g h e e h e e

ρ ∗

≤ ≤

∗ ∗

+ −
−

− −

∑

                                                 

(4.59) 

bulunur. 

= ( ( , ), ), = ( ( , ), )
, = 1,..., and = 1,..., ,

r r
ij i j n r ij i j n rh g h e e e h g h e e e
i j n r k

∗ ∗
+ +

∀
 

olduğu için, (4.59) eşitliği 

( )
1 <

2 1= 2
( 1)

r r r r r r
ij ij ii jj ii jj

i j n
a b h h h h h h

n n n
ρ ∗ ∗ ∗

≤ ≤

+ − − −
− ∑                                                        (4.60) 

şeklinde de ifade edilebilir. 

ρ ⊥ normalize normal skaler eğiriliği ise 

1 < 1 <

1= { [ ( ( , ) , )
( 1) i j n r n s

r s k i j n
g R e e e e

n n
ρ ⊥ ⊥

+ +
≤ ≤ ≤ ≤− ∑ ∑ 2 1/2( ( , ) , )] }i j n r n sg R e e e e∗⊥

+ ++               (4.61) 

şeklinde tanımlanır [39]. Böylece aşağıdaki teorem elde edilir: 

Teorem 4.4.1. [35] M M⊂   (n+k)-boyutlu yarı sabit eğrilikli M  istatistiksel 
manifoldunun n-boyutlu bir istatistiksel altmanifoldu olsun. Bu durumda 

2 22 03 3 24
2 2

H H Hρ ⊥ ∗≤ + + 0 063 3 30( )a b
n

ρ ρ ρ+ − − + −
                                    

(4.62) 

dır. Burada 0ρ  ve 0ρ sırasıyla 
0

∇  Levi-Civita konneksiyonu ve 0∇  indirgenmiş Levi-

Civita konneksiyonuna göre normalize skaler eğriliği göstermektedir ve ρ ⊥ ( ), ,M g∇  
istatistiksel altmanifoldunun normalize normal skaler eğriliğidir. 

İspat. Önerme 3.10 ve Önerme 3.11 den ∇  ve *∇   dual konneksiyon çifti için Ricci 
denklemi kullanılırsa, ,  ve ,i j p n r n s pe e T M e e T M⊥

+ +∈ ∈ olmak üzere; 

( ( , ) , ) = ( ( , ) , ) , ,i j n r n s i j n r n s e e i jn r n s
g R e e e e g R e e e e g A A e e⊥

+ + + + + +

 ∗  +     
  

ve 

*( ( , ) , )] = ( ( , ) , ) , ,i j n r n s i j n r n s e e i jn r n s
g R e e e e g R e e e e g A A e e∗⊥

+ + + + + +

 ∗  +     
  

dir.  (4.1) eşitliğinden  

( ( , ) , ) = 0i j n r n sg R e e e e+ +
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ve 

*( ( , ) , ) = 0i j n r n sg R e e e e+ +
  

olup; buna göre (4.61) eşitliği yeniden yazılırsa 

1 < 1 <

1= { [ , ,
( 1) e e i jn r n s

r s k i j n
g A A e e

n n
ρ ⊥

+ +
≤ ≤ ≤ ≤

 ∗     −  ∑ ∑  

2 1/2, , ] }e e i jn r n s
g A A e e

+ +

 ∗  +                                                                                                
(4.63) 

dir. * * *,A A A A A Aξ η ξ η η ξ  = −   olduğundan, Tanım 3.9 gereği  

( ), , = ,e e i j e e e e i jn r n s n r n s n s n r
g A A e e g A A A A e e

+ + + + + +

 ∗  ∗ ∗   −       

( )( ) ( )= , , , ,e i j n r e i j n sn s n r
g h A e e e g h A e e e∗

+ ++ +

∗ −  
 

 

yazılabilir.  ( ),e e i k kn s n s
A g A e e e

+ +
=  yazılabileceğinden, Tanım 3.9 gereği 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )

, , ,

, ,

, , ,

e i j e i k k jn s n s

e i k k jn s

i k n s k j

h A e e h g A e e e e

g A e e h e e

g h e e e h e e

∗ ∗

+ +

∗

+

∗
+

=

=

=

 

bulunur. Buradan  

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

, , , , , ,

, , , ,

e i j n r i k n s k j n rn s

i k n s k j n r

g h A e e e g g h e e e h e e e

g h e e e g h e e e

∗ ∗
+ + ++

∗
+ +

=

=
 

dir. Benzer şekilde  

( ) ( )( ) ( )( )*, , , , , ,e i j n s i k n r k j n sn r
g h A e e e g h e e e g h e e e+ + ++

∗  = 
 

 

yazılabilir. Bu durumda  

, , = s r r s
e e i j ik jk ik jkn r n s

g A A e e h h h h∗ ∗

+ +

 ∗   −                                                                                
(4.64) 

ve (4.64) eşitliğine benzer şekilde 

( ), , = ,e e i j e e e e i jn r n s n r n s n s n r
g A A e e g A A A A e e

+ + + + + +

 ∗  ∗ ∗   −       

( ) ( )( )= , , , ,e i j n r e i j n sn s n r
g h A e e e g h A e e e∗

+ ++ +

∗  − 
 

= s r r s
ik jk ik jkh h h h∗ ∗−                                 (4.65) 
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elde edilir. (4.64) ve (4.65) eşitlikleri (4.63) de kullanılırsa 

( )
1/22

1 < 1 < =1

1=
( 1)

n
s r r s s r r s
ik jk ik jk ik jk ik jk

r s k i j n k
h h h h h h h h

n n
ρ ⊥ ∗ ∗ ∗ ∗

≤ ≤ ≤ ≤

   − + −  −    
∑ ∑ ∑  

veya eşiti olarak 

( )( )
1 < 1 < =1

1= { [ (
( 1)

n
s s r r s r s r
ik ik jk jk ik jk ik jk

r s k i j n k
h h h h h h h h

n n
ρ ⊥ ∗ ∗ ∗ ∗

≤ ≤ ≤ ≤

+ + − −
− ∑ ∑ ∑  

( )( ) 2 1/2)] }r r s s r s r s
ik ik jk jk ik jk ik jkh h h h h h h h∗ ∗ ∗ ∗− + + + +                                                                    

(4.66) 

dır. 0h , 0∇  Levi-Civita konneksiyonuna göre nM  in ikinci temel formu olmak üzere; (3.2) 
den 0 *2 r r r

ik ik ikh h h= +  yazılabilir. O halde, (4.66) eşitliği 

( )0 0 0 0

1 < 1 < =1

1= { [ (4
( 1)

n
s r r s

ik jk ik jk
r s k i j n k

h h h h
n n

ρ ⊥

≤ ≤ ≤ ≤

−
− ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) 2 1/2)] }r s s r r s s r
ik jk ik jk ik jk ik jkh h h h h h h h∗ ∗ ∗ ∗+ − + −                                                                         

(4.67)    

şekline dönüşür. (4.67) de  

( ) ( )2 2 2 23 ,     , ,a b c a b c a b c+ + ≤ + + ∀ ∈  

cebirsel eşitsizliği kullanılırsa 

( )
2

0 0 0 0

1 <  1 < =1

3 { [16
( 1)

n
s r r s

ik jk ik jk
r s k i j n k

h h h h
n n

ρ ⊥

≤ ≤ ≤ ≤

 ≤ − −  
∑ ∑ ∑  

( ) ( )
2 2

1/2

=1 =1
]}

n n
r s s r r s s r
ik jk ik jk ik jk ik jk

k k
h h h h h h h h∗ ∗ ∗ ∗   + − + −      

∑ ∑
                                                      

(4.68) 

elde edilir. Diğer taraftan 

( ) ( )
2

2

=1  1 =1 1
2

k k
r r r
ii jj ij

r i j n r i j n
h h n h

≤ < ≤ ≤ < ≤

− +∑ ∑ ∑ ∑  

( )
1/22

1  1 =1 
2

n
r s r s
jk ik ik jk

i j n r s k k
n h h h h

≤ < ≤ ≤ < ≤

  ≥ −  
   

∑ ∑ ∑
                                                                    

(4.69) 

eşitsizliği benzer şekilde 

( ) ( )
2

2* * *

=1  1 =1 1
2

k k
r r r

ii jj ij
r i j n r i j n

h h n h
≤ < ≤ ≤ < ≤

− +∑ ∑ ∑ ∑  
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( )
1/22

* * * *

1  1 =1 
2

n
r s r s

jk ik ik jk
i j n r s k k

n h h h h
≤ < ≤ ≤ < ≤

  ≥ −  
   

∑ ∑ ∑
                                                                  

(4.70) 

ve 

( ) ( )
2

20 0 0

=1  1 =1 1
2

k k
r r r

ii jj ij
r i j n r i j n

h h n h
≤ < ≤ ≤ < ≤

− +∑ ∑ ∑ ∑  

( )
1/22

0 0 0 0

1  1 =1 
2

n
r s r s

jk ik ik jk
i j n r s k k

n h h h h
≤ < ≤ ≤ < ≤

  ≥ −  
   

∑ ∑ ∑
                                                                  

(4.71) 

şeklinde yazılabilir. (4.69)-(4.71) eşitsizlikleri toplanırsa  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2* * *

=1  1

1 { 2 2
2

k
r r r r r r
ii jj ij ii jj ij

r i j n
h h n h h h n h

n ≤ < ≤

− + + − +∑ ∑  

( ) ( ) ( )
1/22

2 20 0 0

1  1 =1 
16 32 }

n
r r r r s r s

ii jj ij jk ik ik jk
i j k r s m k

h h n h h h h h
≤ < ≤ ≤ < ≤

  + − + ≥ −  
   

∑ ∑ ∑  

( ) ( )
1/2 1/22 2

* * * * 0 0 0 0

1  1 =1 1  1 =1 

16
n n

r s r s r s r s
jk ik ik jk jk ik ik jk

i j n r s k k i j n r s k k

h h h h h h h h
≤ < ≤ ≤ < ≤ ≤ < ≤ ≤ < ≤

+ − + −
      
      

      
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

            (4.72)
 

bulunur. Diğer traftan ,j ja b  reel sayıları için 

1 1 1

1 1 1

p p qp p q

j j j j
j j j

a b a b
∞ ∞ ∞

= = =

     
− ≤ +     

     
∑ ∑ ∑  

olarak verilen eşitsizlik Minkowski eşitsizliği olarak bilinir. (4.72) eşitsizliğinde 
Minkowski eşitsizliği kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2* * *

=1  1

1 { 2 2
2

k
r r r r r r
ii jj ij ii jj ij

r i j n
h h n h h h n h

n ≤ < ≤

− + + − +∑ ∑  

( ) ( ) ( )
2

2 20 0 0

1  1 =1 
16 32 } {

n
r r r r s r s

ii jj ij jk ik ik jk
i j n r s k k

h h n h h h h h
≤ < ≤ ≤ < ≤

 + − + ≥ − 
 

∑ ∑ ∑  

( ) ( )
2 2

* * * * 0 0 0 0 1/2

=1 =1 
16 }

n n
r s r s r s r s

jk ik ik jk jk ik ik jk
k k

h h h h h h h h   − + −   
   
∑ ∑

                                                   
(4.73) 

elde edilir. (4.73) eşitsizliği (4.68) de kullanılırsa 

( ) ( ) ( )
2

2 2* * 0 0
2

=1  1

3 [ { 16 }]
2 ( 1)

k
r r r r r r
ii jj ii jj ii jj

r i j n
h h h h h h

n n
ρ ⊥

≤ < ≤

≤ − + − + −
− ∑ ∑  
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( ) ( ) ( )2 2 2* 0

=1  1

3 { 16 }
( 1)

k
r r r

ij ij ij
r i j n

h h h
n n ≤ < ≤

+ + +
− ∑ ∑

                                                                
(4.74) 

bulunur. Diğer taraftan 

( )
2

222

1 1 1 1 1 1

1 2
1 1

k n k k
r r r r r
ii ii jj ii jj

r i r i j n r i j n

nn H h h h h h
n n= = = ≤ < ≤ = ≤ < ≤

 = = − +  − − 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

ve benzer şekilde 

( )222 * * * * *

1 1 1 1

1 2
1 1

k k
r r r r

ii jj ii jj
r i j n r i j n

nn H h h h h
n n= ≤ < ≤ = ≤ < ≤

= − +
− −∑ ∑ ∑ ∑  

ve 

( )222 0 0 0 0 0

1 1 1 1

1 2
1 1

k k
r r r r

ii jj ii jj
r i j n r i j n

nn H h h h h
n n= ≤ < ≤ = ≤ < ≤

= − +
− −∑ ∑ ∑ ∑  

olup; buradan 

( ) ( )2 22

1 1 1 1
1 2 ,

k k
r r r r
ii jj ii jj

r i j n r i j n
h h n n H n h h

= ≤ < ≤ = ≤ < ≤

− = − −∑ ∑ ∑ ∑  

( )2 2* * 2 * * *

1 1 1 1
( 1) 2 ,

k k
r r r r

ii jj ii jj
r i j n r i j n

h h n n H n h h
= ≤ < ≤ = ≤ < ≤

− = − −∑ ∑ ∑ ∑  

( )2 20 0 2 0 0 0

1 1 1 1
( 1) 2

k k
r r r r

ii jj ii jj
r i j n r i j n

h h n n H n h h
= ≤ < ≤ = ≤ < ≤

− = − −∑ ∑ ∑ ∑  

eşitlikleri (4.74) de kullanılırsa 

2 22 03 3 24
2 2

H H Hρ ⊥ ∗≤ + +  

( ) ( )

* 0 0

=1  1 <

2 2* 0 2

=1  1 <

3 ( 16 )
( 1)

3 ( 16( ) )
( 1)

k
r r r r r r r
ii jj ii jj ii jj ii jj

r i j n

k
r r r
ij ij ij

r i j n

h h h h h h h h
n n

h h h
n n

∗ ∗

≤ ≤

≤ ≤

− + − +
−

+ + +
−

∑ ∑

∑ ∑
                                                       

(4.75) 

bulunur. (4.75) eşitsizliğinde 0 *2 r r r
ik ik ikh h h= +  eşitliği kullanılırsa 

2 22 03 3 24
2 2

H H Hρ ⊥ ∗≤ + +  

0 0 0 2

=1  1 <

3 (20 2 20( ) )
( 1)

k
r r r r r r r r

ii jj ii jj ii jj ij ij ij
r i j n

h h h h h h h h h
n n

∗ ∗ ∗

≤ ≤

− − − + −
− ∑ ∑

                                    
(4.76)  

elde edilir. (4.60) dan  
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( )
1 <

2 1= 2
( 1)

r r r r r r
ij ij ii jj ii jj

i j n
a b h h h h h h

n n n
ρ ∗ ∗ ∗

≤ ≤

− − − − −
− ∑  

eşitliği (4.76) da kullanılırsa 

2 22 03 3 624 3 3
2 2

H H H a b
n

ρ ρ⊥ ∗≤ + + + − −  

0 0 0 2

=11 <

60 ( ( ) )
( 1)

k
r r r

ii jj ij
r i j n

h h h
n n ≤ ≤

− −
− ∑ ∑                                                                                  (4.77) 

dir. Normalize skaler eğrilik fonksiyonu tanımı gereği  

0 0

1 <

2= ( , , , )
( 1) i j j i

i j n
R e e e e

n n
ρ

≤ ≤− ∑ 

  

olduğundan, Levi-Civita konneksiyonu için Gauss denkleminden 

0 0 0 0 0 2

=11 <

2= ( ( ) )
( 1)

k
r r r

ii jj ij
r i j n

h h h
n n

ρ ρ
≤ ≤

− − −
− ∑ ∑  

yazılabilir. Elde edilen eşitliğin (4.77) de yerine yazılmasıyla, (4.62) eşitsizliği elde edilir. 
Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 
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5. SASAKİ-BENZERİ İSTATİSTİKSEL MANİFOLDLARIN BAZI 

ALTMANİFOLDLARI İÇİN BAZI EŞİTSİZLİKLER 
5.1 Sasaki-Benzeri İstatistiksel Manifoldlar ve Bunların Bazı Altmanifoldları 

Bu bölümde Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldların invaryant ve anti-invaryant 

altmanifoldları incelenip, örnekler verilecektir. 

[21] numaralı kaynakta ( ), ,φ ξ η  hemen hemen kontakt yapısı ve ( ),X Y Mχ∈  için   

( ) ( )*, , 0g X Y g X Yφ φ+ =
                                                                                               

(5.1)  

koşulunu sağlayan ( )1,1  tipinde bir *φ  tensör alanının varlığı ile birlikte bir ( ),M g  yarı 

Riemann manifoldu ele alınmıştır. Bu durumda ( ), , , ,M g φ ξ η  hemen hemen kontakt 
metrik manifoldun bir çeşidi olarak adlandırılır [23].  

( ) ( )2* X X Xφ η ξ= − +  

ve 

( ) ( ) ( ) ( )*, ,g X Y g X Y X Yφ φ η η= −                                                                                (5.2) 

olduğu kolayca görülebilir. (5.1) eşitliği gereği φ  tensör alanı g  metriğine göre simetrik 
değildir. Bu da * 0φ φ+ ≠ olmasını gerektirir. 0φξ =  ve ( ) 0Xη φ =  denklemleri bir hemen 
hemen kontakt manifold üzerinde sağlandığından, hemen hemen kontakt metrik 
manifoldun bir çeşidi üzerinde  

* 0φ ξ =  ve ( )* 0Xη φ =  

denklemleri elde edilir.    

[23] numaralı kaynakta Takano hemen hemen kontakt metrik manifoldun bir çeşidi 
üzerinde bir istatistiksel manifold tanımlamıştır. Eğer 

X Xξ φ∇ = − ,   ( ) ( ) ( ),X Y g X Y Y Xφ ξ η∇ = −                                                                 (5.3)        

ise, ( ), , , , ,M g φ ξ η∇  bir Sasaki-benzeri istatistiksel manifold olarak adlandırılır.  

( ), , , , ,M g φ ξ η∇  bir Sasaki-benzeri istatistiksel manifold olsun. c  bir reel sabit olmak 
üzere;  M nin ∇  ya göre eğrilik tensör alanı R nin 
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( ) ( ) ( ) ( ){ ( )3 1, , ,
4 4

c cR X Y Z g Y Z X g X Z Y X Z Yη η+ −
= − +    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,Y Z X g X Z Y g Y Z X g X Z Yη η η ξ η ξ φ φ− + − +   

( ) ( ) ( ) }, , , .g Y Z X g X Y g X Y Zφ φ φ φ φ− + −                                                                     (5.4) 

denklemini sağladığını varsayalım. (5.4)  denkleminde φ  yerine *φ  alınırsa *R  eğrilik 
tensör alanı elde edilir [23]. 

( )X Mχ∈  için PX  ve FX  Xφ  in, *P X  ve *F X  * Xφ  in sırası ile tanjant ve normal 
bileşenleri olmak üzere 

X PX FXφ = +  

ve 
* * *X P X F Xφ = +  

yazılabilir. 

( )2 2

, 1
,

n

i j
i j

P g e eφ
=

= ∑  

ve 

izPλ =  

ile gösterilsin. 

M (2m+1)-boyutlu bir Sasaki-benzeri istatistiksel manifold ve M M⊂   n-boyutlu bir 
altmanifold olsun. { }1,.., ne e  ve { }1 2 1,...,n me e+ +  sırası ile pT M  ve pT M⊥

 nin birer 
ortonormal çatısı olsun.  

Klasik anlamda bir Sasakian manifoldun invariant ve anti-invariant altmanifold tanımına 
benzer olarak, aşağıdaki tanım verilebilir: 

Tanım 5.1.1. [40] M  bir Sasaki-benzeri istatistiksel manifold ve M M⊂   bir altmanifold 
olsun. ( )X Mχ∀ ∈  için eğer ( )X Mφ χ∈  ise, M  ye M  nın bir invaryant altmanifoldu, 

eğer ( )X Mφ χ ⊥∈  ise bir anti-invaryant altmanifoldu adı verilir.  

Örnek 5.1.2. [23] { }1 1,..., , ,..., ,n nx x y y z  standart koordinat sistemi olmak üzere; 2 1n
n

+


( )2 1n + -boyutlu bir afin uzay olsun. 2 1n
n

+
  üzerinde g  yarı-Riemann metriğini, ∇  afin 

konneksiyonunu, ,φ ξ  ve η  yi sırası ile  
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2 0
0 0

0 1

ij i j i

ij

j

y y y
g

y

δ
δ

 + −
 

= − 
 − 

 , 

ve i
i

x
x
∂

∂ =
∂

 , i
i

y
y
∂

∂ =
∂

 ve z
z

∂
∂ =

∂
 olmak üzere 

,
ix j j i i jx y y y y∂∇ ∂ = − ∂ − ∂  

( )2 ,
i jx j y i i j i j ijy x y x y y zδ∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = ∂ + − ∂  

,
ix z i iz x y∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = ∂  

,
iy z i i iz y x y z∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = −∂ − ∂  

0,
iy i zy z∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ =  

0 0
0 0 ,

0 0

ij

ij

iy

δ
φ δ

 
 = − 
 
 

0
.
.

,
.
0
1

zξ

 
 
 
 

= ∂ =  
 
 
  
 

( )1 2,0, ,..., ,0,1ny y yη = − − −  

biçiminde tanımlayalım. Böylece ( )2 1, , , , ,n
n g φ ξ η+ ∇  bir Sasaki-benzeri istatistiksel 

manifold olur ve 2 1n
n

+
  in eğrilik tensör alanı R, 3c = −  için (5.4) denklemini sağlar. 

Buradan  

*

0 0
1 4 0 0 ,
2

0 0

ij

ij

iy

δ
φ δ

− 
 =  
 − 

 

olduğu kolayca görülebilir.  

[41] makalesindeki verilen örneklere benzer şekilde, Örnek 5.1.2 de verilen Sasaki-benzeri 
istatistiksel yapıyı göz önüne alarak 5

  ve 9
  Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldlarda 

aşağıdaki örnekler verilebilir: 

Örnek 5.1.3. [40] M  

( ) ( ), , ,0, ,0,x u v t u v t=  

eşitliği ile verilen 3-boyutlu bir alt manifold olsun. Örnek 5.1.2 gereği 
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3 4

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
0 0 0x x

φ

 
 
 
 = −
 

− 
 
 

 

dir. 

( )1,0,0,0,0uX x= =  , 

( )0,0,1,0,0vY x= =  , 

( )0,0,0,0,1tZ x= =  , 

olduğundan, ( )U Mχ∈ , , ,a b c ∈  olmak üzere  

( ),0, ,0,U aX bY cZ a b c= + + = , 

biçiminde yazılabilir. Buradan;  

3 4

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
0 0 0

a

U b

x x c

φ

  
  
  
  = −
  

−  
    

 

( )30 0b a bx= −  

bulunur. Böylece 3U bX aY bx Zφ = − +  yazılabileceğinden ( )U Mφ χ∈  dir. Benzer 

şekilde ( )*U Mφ χ∈  olduğu için, M  istatistiksel manifoldu Sasaki-benzeri 

( )5 , , , , ,g φ ξ η∇  istatistiksel manifoldunun bir invaryant altmanifoldudur.  

Örnek 5.1.4. [40] M  

( ) ( ), , 0, , ,0,x u v t v u t=  

eşitliği ile verilen 3-boyutlu bir altmanifold olsun. 5
  de koordinat fonksiyonları 

{ }1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  olmak üzere; Örnek 5.1.2 den 

3 4

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
0 0 0x x

φ

 
 
 
 = −
 

− 
 
 

 

dir. 

51 



( )0,0,1,0,0uX x= = , 

( )0,1,0,0,0vY x= = , 

( )0,0,0,0,1tZ x= = , 

olduğundan, ( )U Mχ∈ , , ,a b c ∈  olmak üzere  

( )0, , ,0,U aX bY cZ b a c= + + =  

biçiminde yazılabilir. Buradan; 

3 4

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
0 0 0

b
U a

x x c

φ

  
  
  
  = −
  

−  
    

( )30 0a b ax= −  

bulunur. Örnek 5.1.2. deki yapı göz önüne alınarak, 

( ), . . Tg U U U g Uφ φ=  

( )

2
3 3 4 3

2
3 4 4 4

3

3 4

02 0 0
2 0 0

0 0 00 0 1 0 0
00 0 0 1 0

0 0 1

x x x x
bx x x x

a b ax a

cx x

 + −  
  + −  
  = − =−
  

−  
  − −   

 

ve benzer şekilde 

*

3 4

10 0 0 0
2

10 0 0 0
2

2 0 0 0 0
0 2 0 0 0

0 0 0
2 2
x x

φ

 − 
 
 − 

=  
 
 
 
 − − 
 

 

olduğu göz önüne alınırsa,  
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*

3 4

10 0 0 0
2 0

10 0 0 0
2

2 0 0 0 0
00 2 0 0 0

0 0 0
2 2

b
U a

cx x

φ

 − 
  
  −   
 =  
  
  
   

 − − 
 

 

30 0 2
2 2

axa b = − − 
 

 

olduğundan,  

( )* *, . . Tg U U U g Uφ φ=  

2
3 3 4 3

2
3 4 4 4

3

3 4

02 0 0
2 0 0

0 0 2 00 0 1 0 0
2 2

00 0 0 1 0
0 0 1

x x x x
bx x x x

axa b a

cx x

 + −  
  + −     = − − =−    

−  
  − −   

 

elde edilir. Böylece ,M  ( )5 , , , , ,g φ ξ η∇

 
Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldunun bir 

anti-invaryant altmanifoldu olur. Diğer taraftan, 

3 4

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
0 0 0 1

Z

x x

φ

  
  
  
  = −
  

−  
    

0=  

olduğundan, ( )Z Mξ χ= ∈  dir. ( )U Mχ∈  için, ( )U Mφ χ ⊥∈  ve ( )*U Mφ χ ⊥∈  

olduğundan ,M  ( )5 , , , , ,g φ ξ η∇

 
Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldunun bir anti-

invaryant altmanifoldudur ve ( )Mξ χ∈ dir.  

Örnek 5.1.5. [40] M  

( ) ( ), , , 0,0,0,0, , , , ,0x u v w s u v w s=  

eşitliği ile verilen 4 boyutlu bir altmanifold olsun. 9
 da koordinat fonksiyonları 

{ }1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , , ,x x x x y y y y z  olmak üzere; Örnek 5.1.2 den; 
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1 2 3 4

0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0y y y y

φ

 
 
 
 
 
 
 = −
 

− 
 −
 

− 
 
 

 

dır.  

( )0,0,0,0,1,0,0,0,0 ,uX x= =  

( )0,0,0,0,0,1,0,0,0 ,vY x= =  

( )0,0,0,0,0,0,1,0,0 ,wZ x= =  

( )0,0,0,0,0,0,0,1,0sW x= =  

olup, ( )U Mχ∈  için , ,a b c ∈  olmak üzere 

U aX bY cZ dW= + + + ( )0,0,0,0, , , , ,0a b c d=  

şeklinde yazılabilir. ( )0,0,0,0,0,0,0,0,1V =  vektörünü ele alalım.  

1 2 3 4

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0

V

y y y y

φ

  
  
  
  
  
  
  = −
  

−  
  −
  

−  
  

  
=

 

olduğundan V ξ=  dir. Örnek 5.1.2 deki yapıdan 
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2
1 1 2 1 3 1 4 1

2
1 2 2 3 2 4 2 2

2
1 3 3 2 3 3 4 3

2
1 4 4 2 3 4 4 4

1 2 3 4

2 0 0 0 0
2 0 0 0 0

2 0 0 0 0
2 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

y y y y y y y y
y y y y y y y y
y y y y y y y y
y y y y y y y y

g

y y y y

 + −
 

+ − 
 + −
 

+ − 
 = −
 

− 
 − 
 −
 − − − − 

 

dir. Buradan 

( ), . . Tg U g Uξ ξ=  

( )
2 0

. 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 ,
0 1

ij i j i

ij

j

y y y
g

y

δ
ξ δ

 + −
 

= − 
 − 

1 , 4i j≤ ≤  

( )1 2 3 4 0 0 0 0 1y y y y= − − − −  

( ) ( )1 2 3 4

0
0
0
0

, 0 0 0 0 1 0

0

g U y y y y a
b
c
d

ξ

 
 
 
 
 
 
 = − − − − =
 
 
 
 
 
 
 

 

bulunduğundan, ξ  bir normal vektör alanıdır. Yani, ( )Mξ χ ⊥∈ dir. Diğer taraftan 

1 2 3 4

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

U a
b
c
b

y y y y

φ

  
  
  
  
  
  
  = −
  

−  
  −
  

−  
  

  

 

( )1 2 3 40 0 0 0a b c d ay by cy dy= + + +  
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elde edilir. Ayrıca, 

( ), . . Tg U U U g Uφ φ=  

( )1 2 3 4

2 0
. 0 0 0 0 0 0

0 1

ij i j i

ij

j

y y y
U g a b c d ay by cy dy

y

δ
φ δ

 + −
 

= + + + − 
 − 

1 , 4i j≤ ≤  

( )2 2 2 2 0 0 0 0 0a b c d=  

( ) ( )

0
0
0
0

, 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0

0

g U U a b c d a
b
c
b

φ

 
 
 
 
 
 
 = =
 
 
 
 
 
 
 

 

bulunur. Benzer şekilde 

( )* *, . . 0Tg U U U g Uφ φ= =  

olduğu gösterilebilir. ( )U Mχ∈  için ( )U Mφ χ ⊥∈  ve ( )*U Mφ χ ⊥∈  olduğundan, M

( )9 , , , , ,g φ ξ η∇

 
Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldunun bir anti-invaryant 

altmanifoldudur ve ( )Mξ χ ⊥∈ dir.  

5.2 Sasaki-Benzeri İstatistiksel Manifoldların Bazı Altmanifoldları için Eşitsizlikler 

Bu bölümde, Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldların istatistiksel altmanifoldları için bazı 
eşitsizlikler elde edilecektir. 

Önerme 5.2.1. [40] M eğrilik tensör alanı (5.4) eşitliğini sağlayan (2m+1)-boyutlu Sasaki-
benzeri istatistiksel manifold ve M M⊂   n-boyutlu bir altmanifold olsun.  

(i) ξ M ’ye teğet olsun. 

(a) Eğer M invaryant ise bu durumda 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
2 1

* *

1

3, 1 ,
4

1 2 , 1 ,
4

, ,
n i n i n i n i

m n

E E E E
i

cRic X Y n g X Y

c g PX PY n X Y g X PY

g A X Y izA g A X A Y

η η λ

+ + + +

− +

=

+
= −

−
+ − − −

+ −∑
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dir. 

(b) Eğer M  anti-invaryant ise bu takdirde 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
2 1

* *

1

3, 1 ,
4

1 2 ,
4

, ,
n i n i n i n i

m n

E E E E
i

cRic X Y n g X Y

c n X Y g X Y

g A X Y izA g A X A Y

η η

+ + + +

− +

=

+
= −

−
− − +

+ −∑

 

dir.  

(ii) Eğer ,ξ M ’ye normal ve M anti-invaryant ise 

( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }
2 1

* *

1

3, 1 ,
4

, ,
n i n i n i n i

m n

E E E E
i

cRic X Y n g X Y

g A X Y izA g A X A Y
+ + + +

− +

=

+
= −

+ −∑
 

dir.  

İspat. Gauss denklemi ve (5.4) eşitliğinden, 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )3, , , , , ,
4

cg R X Y Z W g Y Z g X W g X Z g Y W+
= −    

( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ,
4

c X Z g Y W Y Z g X Wη η η η−
+ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,g X Z Y W g Y Z X W g X Z g Y Wη η η η φ φ+ − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )}, , , , ,g Y Z g X W g X Y g X Y g Z Wφ φ φ φ φ− + −    

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
_ _

* *, , , , , ,g h X Z h Y W g h X W h Y Z− +
                                                           

(5.5) 

yazılabilir.{ }1,..., nE E ve{ }1 2 1,...,n mE E+ +  ( )Mχ  üzerinde sırası ile teğet ve normal çatılar 

olsun. (5.5) den  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

3, , , , , ,
4

n

j j j j j j
j

cg R E X Y E g X Y g E E g E Y g X E
=

+  = −  
∑  

( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ,
4 j j j j

c E Y g X E X Y g E Eη η η η−
+ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,j j j j j jg E Y X E g X Y E E g E Y g X Eη η η η φ φ+ − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )}, , , , ,j j j j jg X Y g E E g E X g E X g Y Eφ φ φ φ φ − + −   
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 ( ) ( )( )  ( ) ( )( )}* *, , , , , ,j j j jg h E Y h X E g h E E h X Y− +
                                                      

(5.6) 

dir. Buradan hesaplamalar yapılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1

1

3 , , , ,
4
3 , , , ,

4

n

j j j j
j

n

j j j j
j

c g X Y g E E g E Y g X E

c g X Y g E E g X g E Y E

=

=

+  − 

+  = − 

∑

∑
 

( ) ( )3 1 , ,
4

c n g X Y+
= −

                                                                                                     
(5.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , ,
n n

T
j j j j

j j
E Y g X E g E Y g X Eη η ξ η

= =

=∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ), ,TY g X Y Xη ξ η η= =                                                                                        
(5.8) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, ,
n

j j
j

X Y g E E n X Yη η η η
=

=∑
                                                                        

(5.9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , ,
n n

T
j j j j

j j
g E Y X E X g E Y g Eη η η ξ

= =

=∑ ∑  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

, , ,
n

T T
j j

j
X g g E Y E X g Yη ξ η ξ

=

= =∑ ( ) ( ) ,X Yη η=                                    (5.10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

, , , ,
n n

T T
j j j j

j j
g X Y E E g X Y g g E Eη η ξ ξ

= =

=∑ ∑  

( ) ( ) ( ) 2
, , , ,T T Tg X Y g g X Yξ ξ ξ= =

                                                                          
(5.11) 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , ,
n n

j j j j
j j

g X Y g E E g X PY g PE Eφ φ
= =

=∑ ∑ ( ), ,g X PY λ=                             (5.12) 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , ,
n n

j j j j
j j

g E Y g X E g E PY g PX Eφ φ
= =

=∑ ∑  

( )( ) ( )
1

, , , ,
n

j j
j

g PX g E PY E g PX PY
=

= =∑
                                                                    

(5.13) 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , ,
n n

j j j j
j j

g E X g Y E g PE X g PY Eφ φ
= =

=∑ ∑  

( ) ( ) ( )( )* *

1 1
, , , ,

n n

j j j j
j j

g E P X g PY E g PY g E P X E
= =

= − = −∑ ∑ ( )*,g PY P X= −                
(5.14) 

bulunur.  
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Diğer taraftan h  ve *h  simetrik bilineer fonksiyonları için aşağıdaki eşitlikler yazılabilir: 

( )  ( )( )
2 1

1
, , ,

m n

n i n i
i

h X Y g h X Y E E
− +

+ +
=

= ∑ ,                                                                           (5.15) 

( )  ( )( )
2 1

* *

1
, , ,

m n

j j j j n i n i
i

h E E g h E E E E
− +

+ +
=

= ∑ .                                                                    (5.16) 

Bu durumda, yukarıdaki (5.15) ve (5.16) dan 

 ( ) ( )( )  ( ) ( )( ){ }* *

1
, , , , , ,

n

j j j j
j

g h E E h X Y g h E Y h X E
=

−∑  

  ( )( )  ( )( )

  ( )( )  ( )( )

2 1 2 1
*

1 1 1

2 1 2 1
*

1 1

, , , , ,

, , , , ,

n m n m n

n i n i j j n i n i
j i i

m n m n

j n i n i j n i n i
i i

g g h X Y E E g h E E E E

g g h Y E E E g h X E E E

− + − +

+ + + +
= = =

− + − +

+ + + +
= =

  =   
 

 −  
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

( ) ( ){ }
2 1

* *

1
, ,

n i n i n i n i

m n

E E E E
i

g A X Y izA g A X A Y
+ + + +

− +

=

= −∑
                                                           

(5.17) 

olup; bulunan (5.7)-(5.14) eşitlikleri ile (5.17) eşitliği, (5.6) da yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 *

3 1, 1 , 2 ,
4 4

2 , , ,T

c cRic X Y n g X Y g PX PY

n X Y g X PY g X Y g P X PYη η λ ξ

+ −
= − +

− − − − +
 

( ) ( ){ }
2 1

* *

1
, ,

n i n i n i n i

m n

E E E E
i

g A X Y izA g A X A Y
+ + + +

− +

=

+ −∑
                                                             

(5.18)  

elde edilir. 

i) ,ξ  M ye teğet olsun. Bu durumda 1Tξ =  olup; iki durum söz konusudur:  

a) M invaryant olsun. Böylece X PXφ =  ve * *X P Xφ =  olup;  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *, , ,g X Y g P X PY g X Y X Yφ φ η η= = −  

eşitliği (5.18) denkleminde kullanılırsa 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ){ }
2 1

* *

1

3, 1 ,
4

1 2 , 1 ,
4

, ,
n i n i n i n i

m n

E E E E
i

cRic X Y n g X Y

c g PX PY n X Y g X PY

g A X Y izA g A X A Y

η η λ

+ + + +

− +

=

+
= −

−
+ − − −

+ −∑
 

elde edilir. 

b) M anti-invaryant olsun. Bu durumda (5.18) den  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
2 1

* *

1

3 1, 1 , 2 ,
4 4

, ,
n i n i n i n i

m n

E E E E
i

c cRic X Y n g X Y n X Y g X Y

g A X Y izA g A X A Y

η η

+ + + +

− +

=

+ −
= − + − − −

+ −∑
 

elde edilir. 

ii) ,ξ  M ye normal ve M anti-invaryant olsun. O halde (5.18) eşitliği 

( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }
2 1

* *

1

3, 1 ,
4

, ,
n i n i n i n i

m n

E E E E
i

cRic X Y n g X Y

g A X Y izA g A X A Y
+ + + +

− +

=

+
= −

+ −∑
 

şekline dönüşür.  

(3.3) eşitliği gözönüne alınarak benzer hesaplamalar ( )* ,Ric X Y  için yapılırsa aşağıdaki 

önerme elde edilir:  

Önerme 5.2.2. [40] M  eğrilik tensör alanı (5.4) eşitliğini sağlayan (2m+1)-boyutlu 
Sasaki-benzeri istatistiksel manifold ve M M⊂   n-boyutlu bir altmanifold olsun. 

(i) ,ξ M ’ye teğet olsun. 

(a) Eğer M invaryant ise bu durumda 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

*

* *

2 1
* *

1

3, 1 ,
4

1 2 , 1 ,
4

, ,
n i n i n i n i

m n

E E E E
i

cRic X Y n g X Y

c g P X P Y n X Y g PX Y

g A X Y izA g A Y A X

η η λ

+ + + +

− +

=

+
= −

−
+ − − −

+ −∑

 

dir. 

(b) Eğer M  anti-invaryant ise bu takdirde 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

*

2 1
* *

1

3, 1 ,
4

1 2 ,
4

, ,
n i n i n i n i

m n

E E E E
i

cRic X Y n g X Y

c n X Y g X Y

g A X Y izA g A Y A X

η η

+ + + +

− +

=

+
= −

−
− − +

+ −∑

 

dir.  

(ii) Eğer ,ξ M  ye normal ve  M  anti-invaryant ise 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

*

2 1
* *

1

3, 1 ,
4

, ,
n i n i n i n i

m n

E E E E
i

cRic X Y n g X Y

g A X Y izA g A Y A X
+ + + +

− +

=

+
= −

+ −∑
 

dir. 

Teorem 5.2.3. [40] M  eğrilik tensör alanı (5.4) eşitliğini sağlayan (2m+1)-boyutlu Sasaki-
benzeri istatistiksel manifold ve M M⊂   n-boyutlu bir altmanifold olsun. Bu takdirde 

( ) ( ){ 2223 12 2 2 2
4 4

Tc cn n P nτ ξ+ −
≥ − + − −  

( ) ( )2 * 2 * *

1
, ,

n

i i
i

g Pe P e n g H H h hλ
=

− + + −


∑ 

                                                              
(5.19) 

dir. Burada τ  ile ( )*, , ,M g ∇ ∇ nin skaler eğriliği gösterilmektedir. (5.19) eşitsizliğinin 

eşitlik durumu *h h  olması durumunda sağlanır. 

İspat. { }1,.., n pe e T M⊂  bir ortonormal baz olsun. ( )
2 1 22

=1 , =1
=

m n n

ij
i j

h hα

α

− +

∑ ∑ olarak tanımlansın. 

Benzer tanım 
2

h∗  içinde yapılabilir. 

(5.5) denkleminden 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
, =1 , =1

3, , = [ , , , ,
4

n n

i j j i j j i i i j i j
i j i j

cg R e e e e g e e g e e g e e g e e+
−∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ){1 , ( ) ( ) ,
4 i j j i j j i i

c g e e e e e e g e eη η η η−
+ −  

( ) ( ), ( ) ( ) , ( ) ( )i j j i j j i ig e e e e g e e e eη η η η+ −  

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,i j i j j j i ig e e g e e g e e g e eφ φ φ φ+ −  

( ) ( ) ( )}, , ,i j i j i jg e e g e e g e eφ φ φ −   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , ,i i j j i j i jg h e e h e e g h e e h e e∗ ∗ + −  

                                                        
(5.20) 

dir. Buradan hesaplamalar yapılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ){ } 2

, =1

3 , , , , ,
4

n

j j i i i j i j
i j

c g e e g e e g e e g e e n n+
− = −∑

                                              
(5.21) 

( ) ( ) ( ) ( )
, =1 , =1

, ( ) ( ) , , ,
n n

T T
i j j i i j i j

i j i j
g e e e e g e e g e g eη η ξ ξ=∑ ∑  
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( )( ) ( )
, =1

, , ,
n

T T
i j j i

i j
g e g e e g eξ ξ= ∑ ( ) ( ) ( )( )

=1 =1
, , , ,

n n
T T T T

i i i i
i i

g e g e g g e eξ ξ ξ ξ= =∑ ∑  

( ) 2
, ,T T Tg ξ ξ ξ= =                                                                                                       

(5.22) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, =1 =1

, , ,
n n

T T
j j i i j j

i j j
e e g e e n g e g eη η ξ ξ=∑ ∑  

( )( ) ( )
=1

, , ,
n

T T T T
j j

j
n g g e e ngξ ξ ξ ξ= =∑

2
,Tn ξ=
                                                         

(5.23) 

( ) ( ) ( ) ( )
, =1 , =1

, , , ,
n n

j j i i j j i i
i j i j

g e e g e e g e Pe g Pe eφ φ =∑ ∑  

( ) ( )
=1 =1

, ,
n n

j j i i
j i

g e Pe g Pe e
  =   

  
∑ ∑ 2. ,λ λ λ= =                                                                 (5.24) 

( ) ( ) ( ) ( )
, =1 , =1

, , , ,
n n

i j i j i j i j
i j i j

g e e g e e g e Pe g e Peφ φ =∑ ∑  

( )( )
, =1

, ,
n

i j i j
i j

g g e Pe e Pe= ∑ ( ) 2

=1
, ,

n

j j
j

g Pe Pe P= =∑
                                                       

(5.25) 

( ) ( )( ) ( )2 *

, =1
, , , , ,

n

i i j j
i j

g h e e h e e n g H H∗ =∑  

                                                                      
(5.26) 

( ) ( )( )
2 1

*

, =1 =1 , =1
, , ,  

n m n n

i j i j ij ij
i j i j

g h e e h e e h hα α

α

− +
∗ =∑ ∑ ∑

                                                                    
(5.27) 

bulunur. Diğer taraftan ,i j pe e T M∈  için ( ) ( )*, , 0i j i jg e e g e eφ φ+ =
 
olduğundan  

( ) ( )*, , 0i j i jg Pe e g e P e+ =  

yazılabilir. Buradan, 

( ) ( ) ( ) ( )
, =1 , =1

, , , ,
n n

i j i j i j i j
i j i j

g e e g e e g Pe e g e Peφ φ =∑ ∑  

( ) ( ) ( )( )* *

, =1 , =1
, , , ,

n n

i j i j i j i j
i j i j

g e P e g e Pe g g e P e e Pe= − = −∑ ∑  

( )*

=1
,

n

j j
j

g P e Pe= −∑
                                                                                                         

(5.28) 
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bulunur. Elde edilen (5.21)-(5.28) eşitlikleri (5.20) de yerine yazılırsa ve 

( )( )
, =1

2 , ,
n

i j j i
i j

g R e e e eτ = ∑  olduğu gözönüne alınırsa 

( ) ( ){
( )  ( )

222

2 1
2 2

=1 =1 1 ,

3 12 = 2 2 2
4 4

, ,  

T

n m n

i i ij ij
i i j n

c cn n P n

g Pe P e n g H H h hα α

α

τ ξ

λ
− +

∗ ∗ ∗

≤ ≤

+ −
− + − −

− + + −


∑ ∑ ∑
                                               

(5.29) 

( ) ( ){ 222 23 1 2 2 2
4 4

Tc cn n P n ξ λ+ −
≥ − + − − −  

( ) ( )2

=1
, ,

n

i i
i

g Pe P e n g H H h h∗ ∗ ∗+ + −


∑   

eşitsizliği elde edilir. Eşitlik durumu için (5.19) eşitsizliği ile (5.29) eşitliği 

karşılaştırılırsa 

( )*

1 ,
,ij ij

i j n
h h h h g h hα α∗ ∗

≤ ≤

= =∑  

dir.  Diğer taraftan ( )*, cosg h h h h θ∗=  
olduğundan cos 1θ =  olup; buradan *h h  

olduğu görülür. Burada ,θ h  ve *h  arasındaki açıdır.  

5.3 Chen-Ricci Eşitsizliği 

Bu bölümde Sasaki-benzeri istatistiksel manifoldların altmanifoldları için Chen-Ricci 
eşitsizliği elde edilecektir. 

,M  eğrilik tensör alanı (5.4) eşitliğini sağlayan (2m+1)-boyutlu Sasaki-benzeri istatistiksel 
manifold ve M M⊂   n-boyutlu bir altmanifold olsun. { }1,.., n pe e T M⊂  bir ortonormal baz 
olmak üzere 

( ) ( ) ( )222 2

=1

3 12 = 2 2 2 ,
4 4

n
T

i i
i

c cn n P n g Pe P eτ ξ λ ∗+ −  − + − − − + 
 

∑  

( ) ( )( )2

, =1
( , ) , , ,

n

i j i j
i j

n g H H g h e e h e e∗ ∗+ − ∑ 

                                                                      
(5.30) 

dir. (5.30) eşitliğinde ( , ),  ( , )g H H g H H∗ ∗
  , ( ) ( )( ), , ,i j i jg h e e h e e  ve

( ) ( )( ), , ,i j i jg h e e h e e∗ ∗
  terimleri eklenip çıkartılırsa 

( ) ( ) ( )222 2

=1

3 12 = 2 2 2 ,
4 4

n
T

i i
i

c cn n P n g Pe P eτ ξ λ ∗+ −  − + − − − + 
 

∑
2

{2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}
2
n g H H g H H g H H g H H g H H∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ + + − −    
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
, =1

1 { 2 , , , , , ,
2

n

i j i j i j i j
i j

g h e e h e e g h e e h e e∗− +∑  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , }i j i j i j i j i j i jg h e e h e e g h e e h e e g h e e h e e∗ ∗ ∗ ∗+ − −  

                
(5.31) 

bulunur. (5.31) eşitliğinden 

( ) ( ) ( )222 2

=1

3 12 = 2 2 2 ,
4 4

n
T

i i
i

c cn n P n g Pe P eτ ξ λ ∗+ −  − + − − − + 
 

∑  

2

{ ( , ) ( , ) ( , )}
2
n g H H H H g H H g H H∗ ∗ ∗ ∗+ + + − −    

( ) ( ) ( ) ( )( )
, =1

1{ , , , , ,
2

n

i j i j i j i j
i j

g h e e h e e h e e h e e∗ ∗− + +∑   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , }i j i j i j i jg h e e h e e g h e e h e e∗ ∗− − 

                                                         
(5.32) 

elde edilir. * 02∇ + ∇ = ∇  eşitliğinden 02 =H H H ∗+  yazılabileceğinden, (5.32) eşitliği 

( ) ( ) ( )222 2

=1

3 12 = 2 2 2 ,
4 4

n
T

i i
i

c cn n P n g Pe P eτ ξ λ ∗+ −  − + − − − + 
 

∑  

( ) ( )( )
2 2

2 0 0 0 0

, =1
2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 , , ,

2 2

n

i j i j
i j

n nn g H H g H H g H H g h e e h e e∗ ∗+ − − − ∑   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
, =1

1 , , , , , ,
2

n

i j i j i j i j
i j

g h e e h e e g h e e h e e∗ ∗+ +∑  

                                                  
(5.33) 

şekline dönüşür. (5.33) den 

( ) ( ){ 222 23 12 = 2 2 2
4 4

Tc cn n P nτ ξ λ+ −
− + − − −  

( )
2 22 222 0

=1
, 2

2 2

n

i i
i

n ng Pe P e n H H H∗ ∗+ + − −


∑  

2 220 12 ( )
2

h h h∗− + +
                                                                                                

(5.34) 

bulunur. Diğer taraftan 

{

}

2 1
2 2

=1 , =1

2 1
2 2 2 2 2

11 12 1 21 22
=1

2 2 2
11 1

= ( )

     = ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

        ... ( ) ( ) ... ( )

m n n

ij
i j

m n

n

n nn

h h

h h h h h

h h h

α

α

α α α α α

α

α α α

− +

− +

+ + + + +

+ + + + +

∑ ∑

∑  
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2 1
2 2

11 22
=1

2 1 2 1
2

=1  2 =1  1 <

2 1
2 2

11 22 11 22
=1

2 1 2 1
2

=1  1 < =1 2

= ( ) ( ... )

2 ( )

1= {( ... ) ( ... ) }
2

2 ( )  

m n

nn

m n m n

ii jj ij
i j n i j n

m n

nn nn

m n m n

ij
i j n i j n

h h h

h h h

h h h h h h

h

α α α

α

α α α

α α

α α α α α α

α

α

α α

− +

− + − +

≤ ≠ ≤ ≤ ≤

− +

− + − +

≤ ≤ ≤ ≠ ≤

 + + + 

− +

+ + + + − − −

+ −

∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑ ii jjh hα α∑

 

2 1
22 2

=1 2

1 [ ( ) ]
2

m n

ii jj ij
i j n

n H h h hα α α

α

− +

≤ ≠ ≤

≥ − −∑ ∑
                                                                       

(5.35) 

dir. Benzer şekilde 

2 12 22 2

=1  2

1 [ ( ) ]
2

m n

ii jj ij
i j n

h n H h h hα α α

α

− +
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤

≥ − −∑ ∑
                                                            

(5.36) 

yazılabilir. (5.35) ile (5.36) toplanırsa 

2 22 22 21 1
2 2

h h n H n H∗ ∗+ ≥ +  

2 1 2 1
2 2

=1 2 =1  2
 [ ( ) ] [ ( ) ]

m n m n

ii jj ij ii jj ij
i j n i j n

h h h h h hα α α α α α

α α

− + − +
∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− − − −∑ ∑ ∑ ∑
                                             

(5.37) 

elde edilir [13]. Ayrıca 
2 2[ ( ) ] [ ( ) ] ( )( )ii jj ij ii jj ij ii ii jj jj ii jj ii jjh h h h h h h h h h h h h hα α α α α α α α α α α α α α∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + − = + + − −  

eşitliği (5.37) de kullanılırsa ve *,h h  simetrik bi-lineer fonksiyonlar olduğundan 

2 22 22 21 1
2 2

h h n H n H∗ ∗+ ≥ +  

2 1 2 1

=1 2 =1 2
 ( )( ) 2  

m n m n

ii ii jj jj ii jj
i j n i j n

h h h h h hα α α α α α

α α

− + − +
∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− + + +∑ ∑ ∑ ∑  

( )
2 1

2 2

=1  2
( ) ( )

m n

ij ij
i j n

h hα α

α

− +
∗

≤ ≠ ≤

+ +∑ ∑
                                                                                         

(5.38) 

dir. (5.38) eşitsizliği (5.34) de kullanılırsa 

( ) ( ) ( )222 2

=1

3 1 2 2 2 ,
4 4

n
T

i i
i

c cn n P n g Pe P eξ λ ∗+ −  − + − − − + 
 

∑
2 22 2 22 22 0 0 212 2 2

2 2 4
n nn H H H h n Hτ ∗≤ − + + + −
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2 1 2 122

=1 2 =1 2

1 1 ( )( )
4 2

m n m n

ii ii jj jj ii jj
i j n i j n

n H h h h h h hα α α α α α

α α

− + − +
∗ ∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− + + + −∑ ∑ ∑ ∑

( )
2 1

2 2

=1  2

1 ( ) ( )
2

m n

ij ij
i j n

h hα α

α

− +
∗

≤ ≠ ≤

− +∑ ∑  

olup; buradan 

( ) ( ) ( )222 2

=1

3 1 2 2 2 ,
4 4

n
T

i i
i

c cn n P n g Pe P eξ λ ∗+ −  − + − − − + 
 

∑  

2 22 2 222 0 02 2 2
4 4
n nn H H H hτ ∗≤ − + + +  

2 1 2 1
0 0

=1  2 =1  2
2

m n m n

ii jj ii jj
i j n i j n

h h h hα α α α

α α

− + − +
∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

+ −∑ ∑ ∑ ∑  

( )
2 1

2 2

=1 2

1  ( ) ( )
2

m n

ij ij
i j n

h hα α

α

− +
∗

≤ ≠ ≤

− +∑ ∑
                                                                                     

(5.39) 

dir. ( )2 2 2( ) ( ) ( ) 2ij ij ij ij ij ijh h h h h hα α α α α α∗ ∗ ∗+ = + −  eşitliği (5.39) da kullanılırsa 

( ) ( ) ( )222 2

=1

3 1 2 2 2 ,
4 4

n
T

i i
i

c cn n P n g Pe P eξ λ ∗+ −  − + − − − + 
 

∑  

2 2 2 12 2 222 0 0 0 0

=1 2
2 2 2 2  

4 4

m n

ii jj
i j n

n nn H H H h h hα α

α

τ
− +

∗

≤ ≠ ≤

≤ − + + + + ∑ ∑  

( )
2 1 2 1

2

=1 2 =1  2

1 ( )
2

m n m n

ii jj ij ij ij ij
i j n i j n

h h h h h hα α α α α α

α α

− + − +
∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− − − +∑ ∑ ∑ ∑
                                               

(5.40) 

elde edilir. Diğer taraftan 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 1 , 1,1

1,1 1

( , ) , ( , ) , ( , ) ,

( , ) , ( , ) ,

i j j i i j j i i j j i
i j n i j n i j n

i j j i i j j i
j i n i j n

g R e e e e g R e e e e g R e e e e

g R e e e e g R e e e e
≤ ≠ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤ = ≤

= −

− −

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

yazılabilir. ( )
1

( , ) , 0i j j i
i j n

g R e e e e
≤ = ≤

=∑  olduğu için  

( ) ( )

( ) ( )
2 1 ,

1,1 1,1

( , ) , ( , ) ,

( , ) , ( , ) ,

i j j i i j j i
i j n i j n

i j j i i j j i
i j n j i n

g R e e e e g R e e e e

g R e e e e g R e e e e
≤ ≠ ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ = ≤ ≤

=

− −

∑ ∑

∑ ∑
                                                         

(5.41) 

değerini hesaplamak yeterlidir. (5.20) eşitliğinden 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1
1,1 =1

3, , = [ , , , ,
4

n

i j j i j j j j
i j n j

cg R e e e e g e e g e e g e e g e e
= ≤ ≤

+
−∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ){ 1 1 1 1
1 , ( ) ( ) ,

4 j j j j
c g e e e e e e g e eη η η η−

+ −  

( ) ( )1 1 1 1, ( ) ( ) , ( ) ( )j j j jg e e e e g e e e eη η η η+ −  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , ,j j j jg e e g e e g e e g e eφ φ φ φ+ − ( ) ( ) ( )}1 1 1, , ,j j jg e e g e e g e eφ φ φ + −   

 ( ) ( )( )  ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , , ,j j j jg h e e h e e g h e e h e e∗ ∗ + −                                                         
(5.42) 

olup; buradan 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( ){ }1 1 1 1 1 1 1 1
=1 =1

, , , , , , , ,
n n

j j j j j j j j
j j

g e e g e e g e e g e e g e e g e e g e g e e e− = −∑ ∑

( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1
=1

, , ,
n

j j
j

g e e g e e g e e= −∑ ( ) ( )1 1
=1

, , 1 1,
n

j j
j

g e e g e e n
 

= − = − 
 
∑

                       
(5.43) 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
=1 =1

2 , ( ) ( ) 2 ( ) , ,
n n

j j j j
j j

g e e e e e g e e g eη η η ξ=∑ ∑  

( )( )1 1
=1

2 ( ) , ,
n

j j
j

e g g e e eη ξ= ∑ 2
1 1 12 ( ) ( ) 2 ( ) ,e e eη η η= =                                                     (5.44) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
=1 =1 =1

, , ,
n n n

T T
j j j j j j

j j j
e e g e e e e g e g eη η η η ξ ξ= =∑ ∑ ∑  

( )( ) 2

=1
, , ,

n
T T T

j j
j

g g e eξ ξ ξ= =∑
                                                                                    

(5.45) 

( ) 2
1 1 1

=1
, ( ) ( ) ( ) ,

n

j j
j

g e e e e n eη η η=∑
                                                                                    

(5.46) 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
=1

, , ,
n

j j
j

g e e g e e g Pe eφ φ λ=∑ ,                                                                            (5.47) 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
=1 =1

, , , ,
n n

j j j j
j j

g e e g e e g e Pe g e Peφ φ =∑ ∑  

( ) ( ) ( )( )* * * *
1 1 1 1

=1 =1
, , , ,

n n

j j j j
j j

g P e e g P e e g P e g P e e e= =∑ ∑ ( )* *
1 1, ,g P e P e=                        

(5.48) 
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( ) ( ) ( ) ( )*
1 1 1 1

=1 =1
, , , ,

n n

j j j j
j j

g e e g e e g Pe e g P e eφ φ = −∑ ∑  

( )( ) ( )* *
1 1 1 1

=1
, , ,

n

j j
j

g P e g Pe e e g P e Pe= − = −∑
                                                                  

(5.49) 

bulunur. (5.43)-(5.49) değerleri (5.42) de yerine yazılırsa  

( )( ) {

( ) ( ) ( )}
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

22
1

1,1

2 * * *
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

3 1, , ( 1) 2 ( )
4 4

( ) , 2 , ,

, , , , , ,

T
i j j i

i j n

j j j j

c cg R e e e e n e

n e g Pe e g P e P e g Pe P e

g h e e h e e g h e e h e e

η ξ

η λ

= ≤ ≤

∗ ∗

+ −
= − + −

− − + +

+ −

∑

 

 

elde edilir. Buradan  

( )( ) ( ){

( ) ( ) ( )}

2
1

1,1

2 * * *
1 1 1 1 1 1

3 1, , ( 1) 2 ( )
4 4

, 2 , ,

i j j i
i j n

T

c cg R e e e e n n e

g Pe e g P e P e g Pe P e

η

ξ λ

= ≤ ≤

+ −
= − + −

− − + +

∑
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , ,j j j jg h e e h e e g h e e h e e∗ ∗+ − 

                                                          
(5.50) 

olur. Benzer şekilde  

( )( ) ( ){

( ) ( ) ( )}

2
1

1,1

2 *
1 1 1 1 1 1

3 1, , ( 1) 2 ( )
4 4

, 2 , ,

i j j i
j i n

T

c cg R e e e e n n e

g Pe e g Pe Pe g Pe P e

η

ξ λ

= ≤ ≤

+ −
= − + −

− − + +

∑
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )*
1 1 1 1, , , , , ,i i i ig h e e h e e g h e e h e e∗+ − 

                                                            
(5.51) 

hesaplanır. Son olarak 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 ,

1 1 1 1
1,1

*
1 1 1 1

1,1

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

i i j j i j i j
i j n

j j j j
i j n

i i i i
j i n

g h e e h e e g h e e h e e

g h e e h e e g h e e h e e

g h e e h e e g h e e h e e

∗ ∗

≤ ≤

∗ ∗

= ≤ ≤

∗

= ≤ ≤

 − 

 − − 

 − − 

∑

∑

∑

 

 

 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

, , , , , ,i i j j i j i j
i j n

g h e e h e e g h e e h e e∗ ∗

≤ ≠ ≤

 = − ∑  

                                             
(5.52) 

dir. (5.50)-(5.52) değerleri (5.41) de yerine yazılırsa 
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( ) 2

2

3 1( , ) , = ( 1)( 2) {2
4 4i j j i

i j n

c cg R e e e e n n P
≤ ≠ ≤

+ −
− − +∑  

( ) ( )2 2 2
1 1 12 4 2( 2) ( ) 2 ,Tn n e g Pe eξ λ η λ− − − + − +

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 12 , 2 , 2 ,g Pe P e g P e P e g Pe Pe∗ ∗ ∗− − −

( ) ( )
2 1

=1 =1 2
, }  

n m n

i i ii jj ij ij
i i j n

g Pe P e h h h hα α α α

α

− +
∗ ∗ ∗

≤ ≠ ≤

+ + −∑ ∑ ∑  

bulunur. Buradan  

( )
2 1

2

=1 2

3 1 = ( 1)( 2) {2
4 4

m n

ii jj ij ij
i j n

c ch h h h n n Pα α α α

α

− +
∗ ∗

≤ ≠ ≤

+ −
− − − − +∑ ∑

( ) ( )2 2 2
1 1 12 4 2( 2) ( ) 2 ,Tn n e g Pe eξ λ η λ− − − + − +

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 12 , 2 , 2 ,g Pe P e g P e P e g Pe Pe∗ ∗ ∗− − −  

( ) ( )
=1 2

, } ( , ) ,
n

i i i j j i
i i j n

g Pe P e g R e e e e∗

≤ ≠ ≤

+ −∑ ∑
                                                                     

(5.53) 

dir. (5.53) eşitliği (5.40) da yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( )222 2

=1

3 1 2 2 2 ,
4 4

n
T

i i
i

c cn n P n g Pe P eξ λ ∗+ −  − + − − − + 
 

∑  

2 2 2 12 2 222 0 0 0 0

=1 2
2 2 2 2  

4 4

m n

ii jj
i j n

n nn H H H h h hα α

α

τ
− +

∗

≤ ≠ ≤

≤ − + + + + ∑ ∑  

( ) 22 2 2
1

3 1( 1)( 2) {2 2 4 2( 2) ( )
4 4

Tc cn n P n n eξ λ η+ −
+ − − + − − − + −  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 12 , 2 , 2 , 2 ,g Pe e g Pe P e g P e P e g Pe Peλ ∗ ∗ ∗+ − − −  

( ) ( )
2 1

2

=1 2 =1  2

1, } ( , ) , ( )
2

n m n

i i i j j i ij ij
i i j n i j n

g Pe P e g R e e e e h hα α

α

− +
∗ ∗

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

+ − − +∑ ∑ ∑ ∑
                            

(5.54) 

elde edilir. (5.54) eşitsizliği düzenlenir ve 0( ) 2ij ij ijh h hα α α∗+ =  olduğu (5.54) de kullanılırsa 

( ) ( )2 2
1 1 1

3 11 { ( 2) ( ) ,
2 2

Tc cn n e g Pe eξ η λ+ −
− − + − +  

( ) ( ) ( )}1 1 1 1 1 1, , ,g Pe P e g P e P e g Pe Pe∗ ∗ ∗− − −  

2 22 2 222 0 02 2 2
4 4
n nn H H H hτ ∗≤ − + + +  
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( )
2 1 2 1

0 0 0 2

=1  2 2 =1  2
2 ( , ) , 2 ( )

m n m n

ii jj i j j i ij
i j n i j n i j n

h h g R e e e e hα α α

α α

− + − +

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

+ − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑
                               

(5.55) 

elde edilir. Ayrıca 

( )( )
1 ,

2 , ,i j j i
i j n

g R e e e eτ
≤ ≤

= ∑  

( )( ) ( )( )

( )( )

1 1
2 2

1
2

2 , , , ,

2 , ,

n

j j i j j i
j i j n

i j j i
i j n

g R e e e e g R e e e e

Rice g R e e e e

= ≤ ≠ ≤

≤ ≠ ≤

= +

= +

∑ ∑

∑
 

değeri (5.55) de kullanılırsa 

( ) ( )2 2
1 1 1

3 11 { ( 2) ( ) ,
2 2

Tc cn n e g Pe eξ η λ+ −
− − + − +  

( ) ( ) ( )}1 1 1 1 1 1, , ,g Pe P e g P e P e g Pe Pe∗ ∗ ∗− − −  

( )( )
2 22 2 222 0 0

1
2

2 , , 2 2
4 4i j j i

i j n

n nRice g R e e e e n H H H h∗

≤ ≠ ≤

≤ + − + + +∑  

( )
2 1 2 1

0 0 0 2

=1  2 2 =1  2
2 ( , ) , 2 ( )

m n m n

ii jj i j j i ij
i j n i j n i j n

h h g R e e e e hα α α

α α

− + − +

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

+ − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

elde edilir. Buradan 

( ) 2 2
1 1

3 1( ) 1 { ( 2) ( )
4 4

Tc cRic e n n eξ η+ −
≥ − − + −

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1, , ,g Pe e g Pe P e g P e P eλ ∗ ∗ ∗+ − −

( )}
2 22 2 222 0 0

1 1,
8 8
n ng Pe Pe n H H H h∗− + − − −  

( )
2 1 20 0 0

=1  2

m n

ii jj ij
i j n

h h hα α α

α

− +

≤ ≠ ≤

 − −  ∑ ∑
                                                                                      

(5.56) 

bulunur. Diğer taraftan Levi-Civita konneksiyonuna göre Gauss denkleminden
{0 0

1 1
( , , , ) = ( , , , )i j j i i j j i

i j n i j n
R e e e e R e e e e

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤
∑ ∑

}0 0 0 0( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))i j i j i i j jg h e e h e e g h e e h e e+ − 

20 2 0 0 0= 2 ( , )n g H H hτ − +   

yani  
22 0 0 0 0 0

1
( , ) = 2 ( , , , )i j j i

i j n
n g H H h R e e e eτ

≤ ≠ ≤

+ − ∑ 



                                                          
(5.57) 

elde edilir. Benzer şekilde 
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( )

0 0

2 2

2 1 20 0 0

=1  2

( , , , ) = ( , , , )i j j i i j j i
i j n i j n

m n

ii jj ij
i j n

R e e e e R e e e e

h h hα α α

α

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− +

≤ ≠ ≤

 − −  

∑ ∑

∑ ∑



 

yani  



( )

0 0

2 2

2 1 20 0 0

=1  2

( , , , ) ( , , , ) =i j j i i j j i
i j n i j n

m n

ii jj ij
i j n

R e e e e R e e e e

h h hα α α

α

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− +

≤ ≠ ≤

−

 − −  

∑ ∑

∑ ∑
                                                         

(5.58) 

yazılabilir. (5.57) ve (5.58) değerleri (5.56) da yerine yazılmasıyla 

( ) 2 2
1 1

3 1( ) 1 { ( 2) ( )
4 4

Tc cRic e n n eξ η+ −
≥ − − + −  

( ) ( ) ( ) ( )}1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,g Pe e g Pe P e g P e P e g Pe Peλ ∗ ∗ ∗+ − − −  

2 22 2 220 0 0 0

1
2 ( , , , )

8 8i j j i
i j n

n nh R e e e e H H hτ ∗

≤ ≠ ≤

+ + − − − −∑   

0 0

2 2
( , , , ) ( , , , )i j j i i j j i

i j n i j n
R e e e e R e e e e

≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

+ −∑ ∑

                                                              
(5.59) 

bulunur. Diğer taraftan 
0 0 0

1 1
2 1

2 ( , , , ) 2 ( , , , )i j j i j j
i j n j n

R e e e e R e e e eτ
≤ ≠ ≤ ≤ ≤

= +∑ ∑
                                                          

(5.60) 

ve  
0 0 0

1 1
1 2 1

( , , , ) ( , , , ) 2 ( , , , )i j j i i j j i j j
i j n i j n j n

R e e e e R e e e e R e e e e
≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤ ≤ ≤

= +∑ ∑ ∑  

                                 
(5.61) 

dir. (5.60) ile (5.61) değerleri (5.59) da yerine yazılırsa 1X e=  için 

( ) 20 3 1( ) 2 ( ) 1 {
4 4

Tc cRic X Ric X n ξ+ −
≥ + − −

( ) ( ) ( )2( 2) ( ) , , ,n X g PX X g PX P X g P X P Xη λ ∗ ∗ ∗+ − + − −

( )}
2 2 22 0

1
, 2 ( , , , )

8 8 j j
j n

n ng PX PX H H R X e e X∗

≤ ≤

− − − − ∑ 

                                          
(5.62) 

elde edilir. Burada ( )0 0

1
. ( , , , )j j

j n
K X R X e e X

≤ ≤

∧ = ∑ 

 
olduğundan, (5.62) eşitsizliği 
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( ) 20 3 1( ) 2 ( ) 1 {
4 4

Tc cRic X Ric X n ξ+ −
≥ + − −

( ) ( ) ( )2( 2) ( ) , , ,n X g PX X g PX P X g P X P Xη λ ∗ ∗ ∗+ − + − −

( )} ( )
2 2 22 0, 2 .

8 8
n ng PX PX H H K X∗− − − − ∧

                                                         
(5.63) 

şeklinde yazılabilir. Eşitlik durumu için (5.63) ile (5.34) eşitliği karşılaştırılırsa 

11 22 1

11 22 1

= ... , = 0, 2   ve  1 2 1,
= ... , = 0, 2   ve  1 2 1

nn j

nn j

h h h h j n m n
h h h h j n m n

α α α α

α α α α

α
α∗ ∗ ∗ ∗

+ + ≤ ≤ ≤ ≤ − +
+ + ≤ ≤ ≤ ≤ − +

 

veya denk olarak 

( )
( )

2 ( , ) = ( ), ( , ) = 0,  ve ,
2 ( , ) = ( ), ( , ) = 0,  ve 

h X X nH p h X Y Y M X Y
h X X nH p h X Y Y M X Y

χ
χ∗ ∗ ∗

∀ ∈ ⊥
∀ ∈ ⊥

 

olduğu kolayca görülebilir. Bu durumda aşağıdaki teorem elde edilir: 

Teorem 5.3.1. [40] M eğrilik tensör alanı (5.4) eşitliğini sağlayan bir (2m+1)-boyutlu,  
Sasaki-benzeri istatistiksel manifold ve M M⊂   n-boyutlu bir istatistiksel altmanifold 
olsun. 

(i) ,ξ M ye teğet olsun. 

(a) Eğer M  invaryant ise, bu durumda 

( ) ( ){0 3 1( ) 2 ( ) 1 ,
4 4

c cRic X Ric X n g PX Xλ+ −
≥ + − −

( ) ( )2( 1) ( ) , , }n X g P X P X g PX PXη ∗ ∗+ − − −  

( )
2 2 22 0

=2
2

8 8

n

i
i

n nH H K X e∗− − − ∧∑   

dir. 

(b) Eğer M  anti-invaryant ise, bu taktirde 

( ) { }0 23 1( ) 2 ( ) 1 1 ( 2) ( )
4 4

c cRic X Ric X n n Xη+ −
≥ + − − + −  

 ( )
2 2 2 02

=2
2

8 8

n

i
i

n nH H K X e∗− − − ∧∑  

dir. 

(ii) Eğer ,ξ M ye normal ve M  anti-invaryant ise, 
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( )0 3( ) 2 ( ) 1
4

cRic X Ric X n+
≥ + −  

 ( )
2 2 2 02

=2
2

8 8

n

i
i

n nH H K X e∗− − − ∧∑  

dir. 

Eşitlik durumunda ise, 

( )
( )

2 ( , ) = ( ), ( , ) = 0,  ve ,
2 ( , ) = ( ), ( , ) = 0,  ve 

h X X nH p h X Y Y M X Y
h X X nH p h X Y Y M X Y

χ
χ∗ ∗ ∗

∀ ∈ ⊥
∀ ∈ ⊥

 

geçerlidir. Burada pX T M∈  bir birim vektördür. 
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6. KOSİMPLEKTİK-BENZERİ İSTATİSTİKSEL 

SUBMERSİYONLAR VE ÖZELLİKLERİ 
[21]  numaralı çalışmada,Takano herhangi X ve Y  vektör alanları için 

( ) ( ), , = 0g JX Y g X J Y∗+                                                                                                (6.1) 

eşitliğini sağlayan ( )1,1  tipinde J ve J ∗  hemen hemen kompleks yapısı ile birlikte bir 

( ),M g  yarı-Riemann  manifoldunu ele almıştır. Bu durumda ( ), ,M g J  bir hemen hemen 
Hermit-benzeri manifold adını alır.  

( ) =J J
∗∗ , ( )2

=J I∗ −  ve ( ) ( ), = ,g JX J Y g X Y∗  olduğunu görmek kolaydır [21]. 
2 =J I−  olduğu için J tensör alanı g  metriğine göre simetrik değildir. 

[21] numaralı makalede, hemen hemen Hermit-benzeri manifold üzerinde bir istatistiksel 
yapı ele alınmıştır. Eğer ,J  ∇  afin konneksiyonuna göre paralel ise bu durumda 

( ), , ,M g J∇  bir Kähler-benzeri istatistiksel manifolddur. 

(6.1) den  

( )( ) ( )( ), , = 0X Xg J Y Z g Y J Z∗ ∗∇ + ∇
                                                                              

(6.2) 

yazılabilir.  

[21] numaralı makalede, ∇  afin konneksiyonuna göre R  eğrilik tensörü  

( ) ( ) ( ) ( ){, = , , ,
4
cR X Y Z g Y Z X g X Z Y g Y JZ JX− −  

( ) ( ) ( ) }, , ,g X JZ JY g X JY g Y JX JZ+ + −                                                                     (6.3) 

olan bir ( ), , ,M g J∇  Kähler-benzeri istatistiksel manifoldu üzerinde çalışılmıştır. 

6.1 İstatistiksel Submersiyonlar 

( , )M g  ve ˆ( , )B g  sırasıyla m ve n-boyutlu Riemann manifoldları, :F M B→  bir Riemann 
submersiyonu olsun. p B∈  için g  indirgenmiş metriği ile tanımlı ( )1F p−  Riemann 

altmanifoldu bir lif adını alır ve M  ile gösterilir. Her bir lifin boyutu her zaman 
( ) =m n s− şeklindedir. M  nin tanjant demeti TM de,  ( )M  ve ( )M  distribüsyonları 
sırasıyla dikey ve yatay distribüsyon olarak adlandırılır. M  üzerinde bir X  vektör alanına 
eğer B  üzerinde her q M∈  için ( ) ( )=q F qF X X∗ ∗ eşitliğini sağlayan bir X∗  vektör alanı 

karşılık geliyorsa izdüşürülebilir vektör alanı denir. Bu durumda X  ve X∗ , F-bağlıdır. 

Eğer ( )M  üzerinde bir X vektör alanı izdüşürülebilir ise temel vektör alanı adını alır 
[23]. 
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Bir Riemann submersiyonun temel tensörleri [16] numaralı çalışmada O'Neill tarafından 
tanımlanmıştır. Bu tensörler bir immersiyonda ikinci temel formun oynadığı rolü oynarlar. 
O'Neill tensörleri olarak da bilinen bu tensörler T  ve A  ile gösterilmek üzere M  
üzerindeki E , F  vektör alanları için 

=E E ET F h F hFυ υυ υ∇ + ∇                                                                                                  (6.4) 

ve  

=E hE hEA F h F hFυ υ∇ + ∇                                                                                                  (6.5) 

şeklinde tanımlanır.  

( ), ,M g∇  bir istatistiksel manifold, :F M B→  bir Riemann submersiyon, ∇  ve 
∗

∇ M  

üzerinde birer afin konneksiyon olsun. =U UV Vυ∇ ∇  ve =U UV Vυ
∗ ∗∇ ∇  olduğu açıktır. ∇  

ve 
∗

∇  afin konneksiyonları g  metriğine göre torsiyonsuz ve dual konneksiyonlardır [23]. 

∇ , B  üzerinde bir afin konneksiyon olsun. Eğer q M∈  için ,X Y  temel vektör alanları 

( ) ( )
( )

= XX q F q
F Y Y∗ ∗∗∇ ∇ eşitliğini sağlıyor ise ( ) ( )ˆ: , , , ,F M g B g∇ → ∇  Riemann 

submersiyonu bir istatistiksel submersiyon adını alır [23]. (6.4) ve (6.5) de ∇  yerine ∗∇  
yazılırsa T ∗ ve A∗  tanımlanır.  

( ),X Y M∈ ve ( ),U V M∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ), = , , , = ,U U X Xg T V X g V T X g A Y U g Y A U∗ ∗− −                                                    
(6.6) 

dir [23].  

Yardımcı Teorem 6.1.1. [23] ( ),X Y M∈  için =X YA Y A X∗− dir. 

Yardımcı Teorem 6.1.2. [23] ( ),X Y M∈  ve ( ),U V M∈  için 

= , = ,U UU U U UV T V V V T V V
∗∗ ∗∇ + ∇ ∇ + ∇  

= , = ,U U U U U UX h X T X X h X T X∗ ∗ ∗∇ ∇ + ∇ ∇ +  

= , = ,X X X X X XU A U U U A U Uυ υ∗ ∗ ∗∇ + ∇ ∇ + ∇  

= , =X X X X X XY h Y A Y Y h Y A Y∗ ∗ ∗∇ ∇ + ∇ ∇ +  

dir. Ayrıca eğer X temel vektör alanı ise =U Xh X A U∇  ve =U Xh X A U∗ ∗∇ olur.  

R  her bir lifin ∇  indirgenmiş konneksiyonuna göre eğrilik tensörü olsun. Ayrıca 
 ( ),R X Y Z ,  ( )( )  ( ), ,F R X Y Z R F X F Y F Z∗ ∗ ∗ ∗=  ile tanımlı bir yatay vektör alanı olsun. 

Burada R , ∇  afin konneksiyonuna göre B  nin eğrilik tensör alanıdır [23]. 
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Teorem 6.1.3. [23] Eğer ( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇
 

bir istatistiksel submersiyon ise,

( ), , ,X Y Z Z M′∈  ve ( ), , ,U V W W M′∈  için  

( )( ) ( )( ) ( )) , , , , ,U Vi g R U V W W g R U V W W g T W T W∗′ ′ ′= +  

( ), ,V Ug T W T W∗ ′−  

( )( ) ( )( ) ( )( )) , , , ,X UU X
ii g R X U V Y g T V Y g A V Y= ∇ − ∇  

( ) ( ), , ,X Y U Vg A U A V g T X T Y∗ ∗+ −  

( )( ) ( )( ) ( )( )) , , , ,X UU X
iii g R X U Y V g T Y V g A Y V= ∇ − ∇  

( ) ( ), , ,U V X Yg T X T Y g A U A V+ −  

( )( )  ( )( ) ( )) , , , , ,Y Xiv g R X Y Z Z g R X Y Z Z g A Z A Z∗′ ′ ′= −  

( ) ( )( ), ,X Y X X Zg A Z A Z g A A Y A Z∗ ∗ ∗′ ′+ + +  

dır. { }1,..., mE E , { }1,.., nX X  ve { }1,...,U Uα  sırasıyla ( )Mχ , ( )M  ve ( )M  nin

( ),  1i iE X i n= ≤ ≤  ve ( )= ,  1nE U sα α α+ ≤ ≤  olacak şekilde ortonormal bazları olsunlar.  

a
bω ve b

aω∗ , 1 , ,a b m≤ ≤  sırasıyla  ∇  afin konneksiyonu ve ∗∇  dual konneksiyonuna göre 

{ }1,..., mE E  lokal koordinatlarının konneksiyon formu olmak üzere (3.1) den  

= ,b a
a bω ω∗ −                                                                                                                         (6.7) 

yazılabilir. [23] den ( ),X Y M∈  ve ( )E Mχ∈  için 

( ) ( )
=1

, = ,
s

U Ug TX TY g T X T Y
α α

α
∑  

dir. Bir lifin ortalama eğrilik vektör alanı ∇  ve ∗∇  dual konneksiyon çiftine göre sırasıyla  

=1
=

s

UH T Uαα
α
∑                                                                                                                     (6.8) 

ve 

=1
=

s

UH T Uαα
α

∗ ∗∑                                                                                                                   (6.9) 

şeklinde verilen birer yatay vektör alanlarıdır [23]. 

,A ( )M  in integrallenebilirliği ile ilişkili olduğu için aşağıdaki yardımcı teorem 
verilebilir: 
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Yardımcı Teorem 6.1.4. ( )M  in ∇  konneksiyonuna göre integrallenebilir olması için 

gerek ve yeter koşul A  ve A∗  ın sıfır olmasıdır. 

İspat: İlk olarak  A  ve A∗  ın sıfır olduğu kabul edilsin. Bu durumda ( )M nin 

integrallenebilir olduğunu göstermek için ( ),X Y M∈  için [ ] ( ),X Y M∈  olduğu 

gösterilmelidir. Bunun için [ ], 0v X Y =  olduğunu göstermek yeterlidir. Lie operatörü 
tanımından ve ∇  torsiyonsuz olduğundan 

[ ], X Yv X Y v Y v X= ∇ − ∇  

yazılabilir. Yardımcı Teorem 6.1.2 den, 

[ ], X Yv X Y v Y v X= ∇ − ∇  

*
X Y

X X

A Y A X
A Y A Y

= −

= +
 

olup; buradan A  ve A∗  sıfır olduğundan [ ], 0v X Y =  dır. Bu ispatın yeter kısmını 
tamamlar.  

Gerek kısmın ispatı için ( )M  nin integrallenebilir olduğu kabul edilsin. Bu durumda 

yukarıdaki işlemler gereği [ ], 0v X Y =  ve * 0X XA Y A Y+ =  dır. Buradan *
X XA Y A Y= −  ve 

Yardımcı Teorem 6.1.1 den *
X X YA Y A Y A X= − =  olur. Bu da A  nın simetrik olması 

demektir. Böylece çelişki elde edilir. O halde * 0X XA Y A Y= =  dır. Şimdi A  ve A∗  ın 

( )M  üzerinde de sıfır olduğunu gösterelim. ∇  ve ∗∇  dual konneksiyon çifti olup, 

istatistiksel yapı belirttiklerinden, ( )M∈   için 

( ) ( ) ( )*, , ,X XXg Y U g Y U g Y U= ∇ + ∇  

ve  

( ) ( ) ( )*, , ,X XXg U Y g U Y g U Y= ∇ + ∇  

dir. Yardımcı Teorem 6.1.2 den 

( ) ( ) ( )*0 , , ,X XXg Y U g A Y U g Y A U= = +  

ve 

( ) ( ) ( )*0 , , ,X XXg U Y g A U Y g U A Y= = +  

bulunur. * 0X XA Y A Y= =  olduğu için yukarıdaki denklemlerden ( )*, 0Xg Y A U =  ve 

( ), 0Xg A U Y =  elde edilir. Keyfi ( )Y M∈  için * 0XA U =  ve 0XA U = dır. O halde A  ve 

A∗  sıfırdır. Böylece gerek kısmın ispatı da tamamlanmış olur.  
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6.2 Belirli Koşullar Altında Kosimplektik-Benzeri İstatistiksel Submersiyonlar 

( ), , , ,M g φ ξ η  hemen hemen kontakt metrik manifoldun bir çeşidi olsun. Eğer ( )E Mχ∈  
için 

= 0, = 0,E Eξ ϕ∇ ∇                                                                                                       (6.10) 

ise, bu durumda ( ), , , , ,M g ϕ ξ η∇  yapısı kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold adını 
alır [42].  

Yardımcı Teorem 6.2.1. [42] ( ), , , , ,M g ϕ ξ η∇  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

manifold olması için gerek ve yeter şart ( ), , , , ,M g ϕ ξ η∗ ∗∇  dual yapısının bir 

kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold olmasıdır. 

Bu bölümde, c  bir sabit olmak üzere, ∇  konneksiyonuna göre R eğrilik tensör alanı 

( ) ( ) ( ) ( ){, = , , ,
4
cR E F G g F G E g E G F g E G Fϕ ϕ− +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,g F G E g E F g E F G E G Fϕ ϕ ϕ ϕ ϕ η η− + − +    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }, , ,F G E g E G F g F G Eη η η ξ η ξ− + −                                                    (6.11) 

olan bir kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold üzerinde çalışılacaktır. (6.11) de ϕ  
yerine ϕ∗

 alınırsa R∗  eğrilik tensör alanının eşitliği elde edilir [43]. 

Şimdi aşağıdaki örnekler verilecektir. 

Örnek 6.2.2. [43] 4  { }1 2 1 2, , ,x x y y  lokal koordinat sistemi ile birlikte bir Öklid uzayı 

olsun. 4  üzerinde J  kompleks yapısı 

0 0 1 0
0 0 0 1

=
1 0 0 0

0 1 0 0

J

 
 
 
 −
 

− 

 

ve Riemann metriği olarak 2 2 2 2
4 1 2 1 2= 2 2g dx dx dy dy+ − −

  
alındığında; flat afin 

konneksiyonu 
4

∇ ile birlikte ( )44 , , ,g J∇
 
bir Kähler-benzeri istatistiksel manifold olur 

[23]. ( )2, ,dt∇  
aşikar istatistiksel manifold olmak üzere  ( )4 2

4, , =g dt g× ∇ +


   

çarpım manifoldu [42] numaralı çalışma gereği  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

manifold olur.  ( )4 2
4, , = , , ,g dt g ϕ ξ η× ∇ +


   manifoldunun eğrilik tensör alanı (6.11) 

eşitliğini = 0c  için sağlar [43]. Çünkü 4 üzerindeki afin konneksiyon flat olduğu için 
0R =  dır. Benzer şekilde ( )2, ,dt∇  aşikar istatistiksel manifoldu içinde 0R = dır. 
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,ϕ ξ  veη  

0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0

= , = =0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

dtϕ ξ

   
   
   
   
   

−   
   −   

 

( )1 2= 1,0, ,0,y yη − −  şeklindedir. Bu durumda  

0 0 0 0 0
10 0 0 0
2

= 10 0 0 0
2

0 2 0 0 0
0 0 2 0 0

ϕ∗

 
 
 −
 
 

− 
 
 
 
 

 

bulunur.  

Örnek 6.2.3. [43] 2  { },x y  lokal koordinat sistemi ile verilen bir Öklid uzayı olsun. J  
kompleks yapısı 

0 1
=

1 0
J  

 − 
 

ve Riemann metriği olarak 2 2
2 2 2

2 1=g dx dy
y y

+
  

alındığında; 
2

∇ afin konneksiyonu 

4= = ,
3xx y

y y
y∂ ∂∇ ∂ −∇ ∂ ∂  

ve 

4= =
3yx y

x x
y∂ ∂∇ ∂ ∇ ∂ − ∂  

şeklinde tanımlanır ise bu yapı ile birlikte ( )22 , , ,g J∇  bir Kähler-benzeri istatistiksel 

manifold olur [22]. ( )2, ,dt∇  bir aşikar istatistiksel manifold olsun. Bir önceki örneğe 

benzer olarak [42] numaralı çalışma gereği  ( )2 2
2, , =g dt g× ∇ +


   yapısı bir 

kosimplektik-benzeri istatistiksel manifolddur. ϕ  ve ξ  
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0 0 0 1
= 0 0 1 , = = 0

0 1 0 0
dtϕ ξ

   
   
   
   −   

 

dir. Ayrıca 

0 0 0
1= 0 0
2

0 2 0

ϕ∗

 
 
 
 
 − 

 

olarak bulunur. 

 ( )2 2
2, , = , , ,g dt g ϕ ξ η× ∇ +


   kosimplektik-benzeri istatistiksel manifoldunun eğrilik 

tensör alanı (6.11) eşitliğini 8=
9

c −
 

için sağlar. Gerçekten, konneksiyon tanımından 

[ ], 0x y∂ ∂ =  dır. (6.11) eşitliği gereği  

( ), x y y xR x y y y y∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ = ∇ ∇ ∂ − ∇ ∇ ∂  

4 4
3 3x yy x

y y∂ ∂

   
= ∇ − ∂ − ∇ − ∂   

   
 

2

2

4 4 4 4 4
3 3 3 3 3

4
3

x x x
y y y y y

x
y

= ∂ − ∂ − ∂

= − ∂
 

dir. Benzer şekilde ( ) 2

4,
3

R x y x y
y

∂ ∂ ∂ = ∂  bulunur. (6.11) eşitliğinde ,X x= ∂ Y y= ∂  ve 

Z y= ∂  alınırsa ( )0 1JX = −  , ( )1 0JY JZ= = , ( ), 0g X Z =  ve ( ), 0g Y JZ =  olup; 

böylece ( ) 2, xg Y Z X
y
∂

= , ( ) 2

2, xg X JZ JY
y
∂

=
 

ve ( ) ( ) 2

3, , xg X JY g JX Y JZ
y
∂

− =     

bulunur. Hesaplanan değerler (6.11) de yerine yazılırsa  

( ) 2 2 2

2 3,
4
c x x xR x y y

y y y
 ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ = + + 
 

 

2 2

6 3
4 2
c x c x

y y
∂

= = ∂  

elde edilir. ( ),R x y y∂ ∂ ∂  değerleri her iki eşitlikte de karşılaştırılırsa 8=
9

c −  bulunur. 

Benzer işlemler ( ),R x y x∂ ∂ ∂  içinde yapılabilir.  
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( ), , , ,M g ϕ ξ η  hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eğer :F M B→  bir Riemann 
submersiyonu, her bir lif M nin ξ  vektör alanına teğet olan bir ϕ -invariant Riemann 
altmanifoldu ise F  bir hemen hemen kontakt metrik submersiyon adını alır. Eğer, X M
üzerinde temel vektör alanı ise, yani B  üzerindeki X∗  ile X F bağlantılı ise, bu durumda 

Xϕ  (ve Xϕ∗ ) temel vektör alanı ve JX∗  (ve J X∗
∗ ) e F  bağlantılı demektir. Bir F

istatistiksel submersiyonu için yatay ve dikey distribüsyonların ϕ -invaryant olması için 
gerek ve yeter şart *ϕ -invaryant olmasıdır [23]. 

Eğer ( ), , , , ,M g ϕ ξ η∇  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold ise,

( ) ( )ˆ: , , , ,F M g B g∇ → ∇  istatistiksel submersiyonu bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon adını alır, her bir lif M  nin ϕ -invariant Riemann altmanifoldudur ve ξ  ye 
teğettir [43]. Böylece aşağıdaki yardımcı teoremler verilebilir:  

Yardımcı Teorem 6.2.4. [43] ( ) ( )ˆ: , , , ,F M g B g∇ → ∇  bir kosimplektik-benzeri 

istatistiksel submersiyon olsun. Bu durumda ( )X M∈  ve ( )U M∈  için 

= 0,XA ξ  

= 0,UT ξ  

= 0Xυ ξ∇  

ve 

= 0,Uξ∇  

dir. 

İspat. ξ  dikey vektör alanı olduğu için Yardımcı Teorem 6.1.2 den 

X X XA vξ ξ ξ∇ = + ∇  

dir. M bir kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold olduğundan 0Xξ∇ = dır. Buradan  

0X XA vξ ξ+ ∇ =  

elde edilir. Son denklemde dikey ve yatay kısımlar ayrı ayrı sıfıra eşit olacağından 

0
0

X

X

A
v

ξ
ξ
=

∇ =
 

dır. Benzer şekilde  

0U U UT vξ ξ ξ∇ = + ∇ =  

yazılabilir. Bu denklemin de dikey ve yatay kısımları ayrı ayrı sıfıra eşit olacağından  
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0
0

U

U

T
v

ξ
ξ
=

∇ =
 

bulunur. UUv ξ ξ∇ = ∇  olduğu için buradan 0Uξ∇ =  elde edilir.  

Yardımcı Teorem 6.2.5. [43] Eğer ( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇  bir kosimplektik-benzeri 

istatistiksel submersiyon ise ( ),X Y M∈  ve ( ),U V M∈  için 

( ) = 0,Xh Yϕ∇  

= ,X XA Y A Yϕ ϕ  

= ,X XA U A Uϕ ϕ  

= ,U UT X T Xϕ ϕ  

= ,X XA U A Uϕ ϕ  

( ) = 0X Uυ ϕ∇  

ve 

( ) = 0,U Vϕ∇  

dir. 

İspat. Dikey ve yatay distribüsyonlar ϕ -invaryant olduğundan, ( ),X Y M∈  için 
Yardımcı Teorem 6.1.2 den ve M  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold 
olduğundan (6.10) eşitliğinden 

( ) 0,X Yϕ∇ =  

( ) 0X X XY Y Yϕ ϕ ϕ∇ = ∇ − ∇ =  

ve 

= 0X X X XA Y h Y A Y h Yϕ ϕ ϕ ϕ+ ∇ − − ∇  

yazılabilir. Yukarıdaki eşitliğin dikey ve yatay kısımlarının ayrı ayrı sıfıra eşit olduğu 
düşünüldüğünde  

X XA Y A Yϕ ϕ=  

ve 

( )
0

0
X X

X

h Y h Y
h Y

ϕ ϕ
ϕ

∇ − ∇ =

∇ =
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bulunur. Benzer şekilde, ( )U M∈  ve ( )X M∈  için  Yardımcı Teorem 6.1.2 den ve 
(6.10) eşitliğinden 

= 0U U U UT X h X T X h Xϕ ϕ ϕ ϕ+ ∇ − − ∇   

dir. X  temel vektör alanı ise Yardımcı Teorem 6.1.2 gereği =U Xh X A U∇  eşitliği 
kullanılırsa, yatay distribüsyon ϕ -invaryant olduğundan, yukarıdaki eşitlikte dikey ve 
yatay kısımlar ayrıldığında 

0,
= 0

U U

U U

T X T X
h X h X

ϕ ϕ
ϕ ϕ

− =
∇ − ∇

 

olup, buradan 

,U U

X X

T X T X

A U A Uϕ

ϕ ϕ

ϕ

=

=
 

elde edilir. Yardımcı Teorem 6.1.2 ve (6.10) eşitliğinden 

( ) 0,X Uϕ∇ =  

( ) 0,X X XU U Uϕ ϕ ϕ∇ = ∇ − ∇ =  

0X X X XA U v U A U v Uϕ ϕ ϕ ϕ+ ∇ − − ∇ =  

dir. Yatay ve dikey kısımların ayrı ayrı sıfıra eşit oldukları düşünüldüğünde 

= ,X XA U A Uϕ ϕ  

( )
0,

0
X X

X

v U v U

v U

ϕ ϕ

ϕ

∇ − ∇ =

∇ =
 

bulunur. Son olarak ( ),U V M∈  için (6.10) eşitliği ve Yardımcı Teorem 6.1.2 den 

= 0U U U UT V V T V Vϕ υ ϕ ϕ ϕυ+ ∇ − − ∇  

yazılabilir. Yukarıdakine benzer şekilde yatay ve dikey kısımların ayrı ayrı sıfıra eşit 
oldukları düşünüldüğünde 

( ) = 0U Vϕ∇  

olduğu görülür.  

Yardımcı Teorem 6.2.4 ve Yardımcı Teorem 6.2.5 den aşağıdaki teorem elde edilir: 

Teorem 6.2.6. [43] ( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon olsun. Bu durumda  ( ), ,B g∇
 
bir Kähler-benzeri istatistiksel manifold ve 

83 



( ), , , , ,M g ϕ ξ η∇  istatistiksel altmanifoldu bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

manifolddur. 

İspat. Yardımcı Teorem 6.2.4 ve Yardımcı Teorem 6.2.5 den 0Uξ∇ =  ve ( ) = 0U Vϕ∇  

olduğundan (6.10) eşitliği sağlanmış olur. Bu durumda ( ), , , , ,M g ϕ ξ η∇  bir kosimplektik-

benzeri istatistiksel manifolddur. 

Şimdi  ( ), ,B g∇  manifoldunun bir Kähler-benzeri istatistiksel manifold olduğu 

gösterilecektir. 

, ,X Y Z  temel vektör alanı ve , ,X Y Z B∗ ∗ ∗ ∈  ile F -bağlantılı olduğu kullanılırsa 

 

yazılabilir ve  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyon olduğundan, 

 

dir.  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel manifold olduğundan,  

dır. Bu durumda yukarıdaki eşitlikten  olduğu görülür. Bu da  nin 

bir Kähler-benzeri istatistiksel manifold olduğunu gösterir.  

Yardımcı Teorem 6.2.7. [43]  bir kosimplektik-benzeri 

istatistiksel submersiyon olsun. Eğer  ise  integrallenebilirdir. 

İspat. Yardımcı Teorem 6.2.5 den  dir. Burada yerine  alınırsa ve 

,  

 

olup böylece 

 

bulunur. Yardımcı Teorem 6.2.4 den  olup, buradan  elde edilir. 

 olduğundan  yazılabilir. Böylece  olduğu görülür. Buradan 

da Yardımcı Teorem 6.1.4 kullanıldığında  nin integrallenebilir olduğu sonucuna 
ulaşılır.  

 ( )( )   ( ), = ,X X Xg J Y Z g JY J Y Z∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∇ ∇ − ∇

F

  ( )   ( ) ( )
 ( ) ( )( )

( ) ( )( )

, = ,

= ,

= , = ,

X X F X F X

X X

X X X

g JY J Y Z g F Y J F Y F Z

g F Y F Y F Z

g Y Y Z g Y Z

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗

∗ ∗ ∗

∇ − ∇ ∇ − ∇

∇ − ∇

∇ − ∇ ∇

( ), ,M g∇ ( ) = 0X Yϕ∇

( ) = 0X J Y∗∗∇  ( ), ,B g∇



( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

dim = 1M ( )M

=X XA Y A Yϕ ϕ Y Yϕ

( )2Y Y Yϕ η ξ= − +

( )( )2 = =X X XA Y A Y Y A Yϕ η ξ ϕ ϕ− +

( ) 0X X XA Y Y A A Yη ξ ϕ ϕ− + − =

0XA ξ = =X XA Y A Yϕ ϕ−

dim = 1M XA Yϕ λξ= 0XA Y =

( )M
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(5.2) eşitliğinde  alınırsa 

                                                                                                            (6.12) 

dir. 

Önerme 6.2.8. [43]  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon olsun. Eğer  ise integrallenebilirdir. 

İspat. Yardımcı Teorem 6.2.5 den dir. ,  üzerinde 

bir ortonormal çatı olsun.  olduğu için ,  , 

...,  vektör alanları lineer bağımsızdır. Böylece 

                                                                   (6.13) 

dir. (6.13)  eşitliğine  ve  uygulanırsa 

 

ve 

 

dir. (6.12) den 

 

ve  ,  , ...,  vektör alanları lineer bağımsız olduğundan 

 

bulunur. O halde (6.13) den 

 

ve  

 

XE F A Y= =

( ) = 0XA Yϕ ϕ
∗

+

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

( ) = dim 1rank Mϕ ϕ
∗

+ − ( )M

=X XA Y A Yϕ ϕ− { }1 2 1, ,..., ,sU U U ξ− M

( ) = dim 1rank Mϕ ϕ
∗

+ − ( ) 1Uϕ ϕ
∗

+ ( ) 2Uϕ ϕ
∗

+

( ) 1sUϕ ϕ
∗

−+

( ) ( )
1

1
, ,

n

X X i i X
i

A Y g A Y U U g A Yϕ ϕ ϕ ξ ξ
−

=

= +∑

ϕ
*

ϕ

( )
1

1
,

n

X X i i
i

A Y g A Y U Uϕ ϕ ϕ ϕ
−

=

= ∑

( )
1* *

1
,

n

X X i i
i

A Y g A Y U Uϕ ϕ ϕ ϕ
−

=

= ∑

( ) ( )( )1* *

1
, 0

n

X X i i
i

A Y g A Y U Uϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
−

=

+ = + =∑

( ) 1Uϕ ϕ
∗

+ ( ) 2Uϕ ϕ
∗

+ ( ) 1sUϕ ϕ
∗

−+

( ), 0X ig A Y Uϕ =

( )= ,X XA Y g A Yϕ ϕ ξ ξ

= 0XA Yϕ ϕ
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elde edilir. Yani  dır. Yukarıdakine benzer şekilde Yardımcı Teorem 6.1.4 

kullanıldığında  nin integrallenebilir olduğu görülür.  

Sonuç 6.2.9. [43]  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon olsun. Eğer  ise  integrallenebilirdir. 

İspat.  ise (6.12) denkleminden  dır. Yardımcı Teorem 6.2.5 den 

 olup, bir önceki önermede  olduğundan burada  

bulunur. O halde, Yardımcı Teorem 6.1.4  gereği  integrallenebilirdir.  

6.3 Kosimplektik-benzeri İstatistiksel Submersiyonların Eğrilik Tensörü için Bazı 

Sonuçlar 

 bir kosimplektik-benzeri istatiksel submersiyon olsun. Böylece 

Teorem 6.1.3 ve (6.11) eşitliğinden 

 

 

 

                                   (6.14) 

                             (6.15) 

                             (6.16) 

 

                                      (6.17) 

eşitlikleri elde edilir.  

Böylece aşağıdaki önerme verilebilir: 

0XA Y =

( )M 

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

=ϕ ϕ
∗ ( )M

=ϕ ϕ
∗

0XA Yϕ =

=X XA Y A Yϕ ϕ =X XA Y A Yϕ ϕ− 0XA Y =

( )M 

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){, , , , = , ,
4

' ' ' '

U V V U
cg R U V W W g T W T W g T W T W g V W g U W∗ ∗+ −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
' ' '

g U W g V W U W g V W V W g U Wη η η η− + −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
' ' '

V W g U W U W g V W g V W g W Uη η η η ϕ ϕ+ − −

( ) ( ) ( ) ( ) ( )}, , , , , ,
' '

g U W g V W g U V g U V g W Wϕ ϕ ϕ ϕ ϕ + + − 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )}

, , , ,

, , , , ,
4

X U X Y U VU X
g T V Y g A V Y g A U A V g T X T Y

c g U V U V g X Y g U V g X Yη η ϕ ϕ

∗ ∗∇ − ∇ + −

= − −  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )}
, , , ,

, , , , ,
4

X U U V X YU X
g T Y V g A Y V g T X T Y g A U A V

c g U V U V g X Y g U V g X Yη η ϕ ϕ

∇ − ∇ + −

= − − −  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )
, , , , ,

= , , , , , ,
4

' ' ' '

Y X X Y X X Z

' ' '

g R X Y Z Z g A Z A Z g A Z A Z g A A Y A Z

c g Y Z g X Z g X Z g Y Z g Y Z g X Zϕ ϕ

∗ ∗ ∗ ∗− + + +

− −

( ) ( ) ( ) ( ) ( )}, , , , ,
' '

g Y Z g X Z g X Y g X Y g Z Zϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + −  
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Önerme 6.3.1. [43]  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon olsun. Eğer  integrallenebilir ve  nin eğrilik tensör alanı (6.11) 
formunda ise  nin eğrilik tensör alanı (6.3) formundadır. 

İspat.  integrallenebilir olduğundan  ve  sıfırdır.  nin eğrilik tensörü (6.11) 
eşitliğini sağladığından (6.17) elde edilir. 

 temel vektör alanları ve  vektör alanlarına -bağlantılı olduğundan 
(6.17) den  

 

 

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.  

Sonuç 6.3.2. [43]  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon olsun. Eğer  veya  ve  nin eğrilik 

tensör alanı (6.11) formunda ise  nin eğrilik tensör alanı (6.3) formundadır. 

İspat.  veya  olması durumunda Yardımcı Teorem 

6.2.5 ve Önerme 6.2.8 gereği  integrallenebilirdir. Böylece Önerme 6.3.1 
kullanıldığında  nin eğrilik tensör alanı (6.3) formunda olduğu görülür.  

Şimdi  integrallenebilir olsun. Bu durumda (6.15) den  

 

 

elde edilir. Yukarıdaki denklemde  ve  üzerinden toplam alınırsa 

 

                                                                                                         (6.18) 

bulunur. Diğer taraftan 

 

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

( )M M
B

( )M A *A M

, ,X Y Z , ,X Y Z∗ ∗ ∗ F

 ( )( )  ( )  ( )  ( ){, = , = , ,
4
cF R X Y Z R F X F Y F Z g Y Z X g X Z Y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗−

 ( )  ( ) ( ) ( ) }, , , ,g Y JZ JX g X JZ JY g X JY g JX Y JZ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + + −  



( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

dim = 1M ( ) = dim 1rank Mϕ ϕ
∗

+ − M

B

dim = 1M ( ) = dim 1rank Mϕ ϕ
∗

+ −

( )M

B 

( )M

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){, , = , ,
4X U VU

cg T V Y g T X T Y g U V U V g X Yη η∗∇ − −  

( ) ( )}, ,g U V g X Yϕ ϕ−

U V

( )( ) ( ) ( ) ( ){
=1 =1

, , = 1 ,
4

s s

X U UU

cg T U Y g T X T Y s g X Yα α ααα α

∗∇ − −∑ ∑

( ) ( )}, ,tr g X Yϕ ϕ−

( )( ) ( )( )
( ) ( )

=1 =1
, { ,

, , }
X

s s

X X UU

U U X

g T U Y g T U Y

g T U Y g T U Y
α

α αααα α

α αα∇

∇ = ∇

− − ∇

∑ ∑
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olup,  nin simetri özelliği ve (6.8) kullanıldığında 

 

yazılabilir. (6.6) dan 

 

                                                                                                          (6.19) 

dir. (6.7)  den   ve  yazılabilir. Diğer taraftan 

 

olduğundan 

                                                                         (6.20) 

ve 

                                                                          (6.21) 

yazılabilir. (6.20) ve (6.21) eşitlikleri toplanırsa 

                                 (6.22) 

elde edilir. (6.7) eşitliğinden  dır. O halde (6.22) den 

                                                                      (6.23) 

bulunur. (6.23) eşitliği (6.19) da kullanılırsa  

 

 

elde edilir. Burada  ve  torsiyonsuz afin konneksiyonlar oldukları için  

T

( )( ) ( ) ( )
( )

=1 =1
, , { ,

, }

s s

X X U XU

U X

g T U Y g H Y g T U Y

g T U Y

α

α

α α
αα α

α

∇ = ∇ − ∇

+ ∇

∑ ∑

( )( ) ( ) ( ){
=1 =1

, = , ,
s s

X X U XU
g T U Y g H Y g T Y Uα αααα α

∗∇ ∇ + ∇∑ ∑

( )},U Xg T Y Uαα

∗+ ∇

*

=1

s
j

X j
j

U w Uα α
∗∇ = ∑

=1

s
j

X j
j

U w Uα α∇ = ∑

( )* *

=1
,

U U

s

j j
j

T Y g T Y U U
α α

= ∑

( ) ( )* * *

=1 =1
, ,

U U

s s
j

X j
j

g T Y U w g T Y U
α αα α

α

∗∇ = ∑∑

( ) ( )* *

=1 =1
, ,

U U

s s
j

X j
j

g T Y U w g T Y U
α αα α

α

∇ = ∑∑

( ) ( ) ( ) ( )* * * *

=1 =1
, , ,

U U U

s s
j j

X X j
j

g T Y U g T Y U w w g T Y U
α α αα α α α

α

∗∇ + ∇ = +∑∑

( )* 0j jw wα α+ =

( ) ( )
=1 =1

, = ,
s s

U X U Xg T Y U g T Y Uα αα α
α α

∗∗ ∗∇ − ∇∑ ∑

( )( ) ( ) ( ){
=1 =1

, = , ,
s s

X X U XU
g T U Y g H Y g T Y Uα αααα α

∗∇ ∇ + ∇∑ ∑

( )
=1

,
s

U Xg T Y Uαα
α

∗ ∗− ∇ 


∑

∇ *∇
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yazılabilir. Bu durumda  

 

 

olup, Yardımcı Teorem 6.1.2 kullanılırsa 

                                  (6.24) 

yazılabilir. (6.24) ve  eşitlikleri (6.18) de kullanılırsa 

                              (6.25) 

sonucuna ulaşılır. Eğer  ise (6.25) den 

                                                  (6.26) 

bulunur. (6.26) eşitliğinden aşağıdaki teorem ve sonuç elde edilir: 

Teorem 6.3.4. [43]  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon ve  nin eğrilik tensör alanı (6.11) formunda olsun. Kabul edelim ki 
 integrallenebilir ve keyfi  için  olsun. 

 Eğer  ise   ve  flattir ve her bir lif nin total geodezik altmanifoldudur. 

 Eğer  ise  dir. 

Sonuç 6.3.5. [43]  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon ve  nin eğrilik tensör alanı (6.11) formunda olsun. Eğer   
integrallenebilir ve  sabit ise  Teorem 6.3.4 ün sonuçları elde edilir. 

Şimdi afin konneksiyonuna göre Teorem 6.3.4 ün karşılığı incelenecektir. 

 ve ,  ve  dual konneksiyon çiftinin eğrilik tensör alanları olduğundan (3.3) 
gereği 

 

X X U UU U X X
α αα α

∗ ∗∇ − ∇ = ∇ − ∇

( )( ) ( ) ( ){
=1 =1

, = , ,
s s

X X U UU
g T U Y g H Y g T Y X

αα ααα α

∗∇ ∇ + ∇∑ ∑

( )
=1

,
s

U Ug T Y X
αα

α

∗ ∗− ∇ 


∑

( )( ) ( ) ( )
=1 =1

, = , ,
s s

X X U U UU
g T U Y g H Y g T Y T X T Xα α α ααα α

∗ ∗∇ ∇ + −∑ ∑

( ) ( )
=1

, = ,
s

U Ug TX TY g T X T Y
α α

α
∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , = 1 , ,
4X
cg H Y g T Y T X s g X Y tr g X Yϕ ϕ∗ ∗∇ − − −

= 0Xh H∇

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, = 1 , ,
4
cg T Y T X s g X Y tr g X Yϕ ϕ∗ ∗− − −

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

M
( )M ( )X M∈ = 0Xh H∇

( )i 0c = M B M

( )ii = 0trϕ dim > 1M

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

M ( )M

H
*∇

R *R ∇ *∇

( )( ) ( )( )*, , , ,g R X U Y V g R X U V Y= −
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dir. Burada  değerini hesaplamak için Yardımcı Teorem 6.1.2 

kullanılırsa 

 

bulunur. Son iki eşitlik ve (6.16) eşitliği gözönüne alınırsa 

                           (6.27) 

bulunur.  nin integrallenebilir olduğu kabul edilsin. O halde (6.27) den 

 

                                                                                                   (6.28) 

elde edilir. (6.28) denkleminde  ve  üzerinde toplam alındığında 

 

                                                                                                          (6.29) 

bulunur. T nin simetri özelliği, (6.6) ve (6.8) den 

                                       (6.30) 

 

yazılabilir. (6.7) den   ve  yazılabilir. Diğer taraftan 

 

olduğundan 

                                                                         (6.31) 

ve 

( )( )* , ,g R X U V Y

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

* * * * *

* *

, , , ,

, ,

X U

U

U X

V Y X

g R X U V Y g T V Y g A V Y

g T X T Y g A V A U

= ∇ − ∇

− +

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )}

* * * * * *, , , ,

, , , ,
4

X U U V Y XU X
g T V Y g A V Y g T X T Y g A V A U

c g U V U V g X Y g U V g X Yη η ϕ ϕ

∇ − ∇ − +

= − −  

( )M

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){, , = , ,
4X U VU

cg T V Y g T X T Y g U V U V g X Yη η∗ ∗ ∗∇ − −  

( ) ( )}, ,g U V g X Yϕ ϕ−

U V

( ) ( ) ( ) ( ){
=1

, , = 1 ,
4

s

X U UU

cg T U Y g T X T Y s g X Yα α ααα

∗ ∗   ∗∇ − −  
  

∑

( ) ( )},tr g X Yϕ ϕ−

( ) ( ) ( ){
=1 =1

, = , ,
s s

X X U XU
g T U Y g H Y g T Y Uα αααα α

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∇ ∇ + ∇ 
 ∑ ∑

( )},U Xg T Y Uαα

∗+ ∇

*

=1

s
j

X j
j

U w Uα α
∗∇ = ∑

=1

s
j

X j
j

U w Uα α∇ = ∑

( )
=1

,
s

U U j j
j

T Y g T Y U U
α α

= ∑

( ) ( )*

=1 =1
, ,

s s
j

U X U j
j

g T Y U w g T Y U
α αα α

α

∗∇ = ∑∑

90 



                                                                          (6.32) 

yazılabilir. (6.31) ve (6.32) eşitlikleri toplanırsa 

                                (6.33) 

elde edilir. (6.7) eşitliğinden  dır. O halde (6.31) ve (6.32) den  

                                                                      (6.34) 

bulunur. (6.34) eşitliği (6.30) da kullanılırsa  

 

 

elde edilir. Burada  ve  torsiyonsuz afin konneksiyonlar oldukları için  

 

yazılabilir. Bu durumda   

 

 

olup, Yardımcı Teorem 6.1.2 kullanılırsa 

                               (6.35) 

yazılabilir. (6.35) ve  eşitlikleri (6.29) da kullanılırsa 

 

elde edilir. Burada  ise aşağıdaki teorem ve sonucu elde edilir: 

( ) ( )
=1 =1

, ,
s s

j
U X U j

j
g T Y U w g T Y U

α αα α
α

∇ = ∑∑

( ) ( ) ( ) ( )*

=1 =1
, , ,

s s
j j

U X U X U j
j

g T Y U g T Y U w w g T Y U
α α αα α α α

α

∗∇ + ∇ = +∑∑

( )* 0j jw wα α+ =

( ) ( )
=1 =1

, = ,
s s

U X U Xg T Y U g T Y Uα αα α
α α

∗∇ − ∇∑ ∑
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s s

X X U XU
g T U Y g H Y g T Y Uα αααα α

 ∇ ∇ + ∇ 
 ∑ ∑

( )
=1

,
s

U Xg T Y Uαα
α

∗ − ∇ 


∑

∇ *∇

X X U UU U X X
α αα α
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s s

X X U UU
g T U Y g H Y g T Y X

αα ααα α

 ∇ ∇ + ∇ 
 ∑ ∑
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,
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U Ug T Y X
αα

α

∗ − ∇ 


∑

( ) ( ) ( )* * * * *

=1 =1
, = , ,

U

s s

X X U UU
g T U Y g H Y g T Y T X T X

αα α ααα α

 ∇ ∇ + − 
 ∑ ∑

( ) ( )
=1

, = ,
s

U Ug TX TY g T X T Y
α α

α
∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , = 1 , ,
4X
cg H Y g TY TX s g X Y tr g X Yϕ ϕ∗ ∗∇ − − −

= 0Xh H∗ ∗∇
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Teorem 6.3.6. [43]  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon ve  nin eğrilik tensör alanı (6.11) formunda olsun. Kabul edelim ki 
 integrallenebilir ve keyfi  için  olsun. 

 Eğer  ise   ve  flattir ve her bir lif nin total geodezik altmanifoldudur. 

 Eğer  ise dir. 

Sonuç 6.3.7. [43]  bir kosimplektik-benzeri istatistiksel 

submersiyon ve  nin eğrilik tensör alanı (6.11) formunda olsun. Eğer   

integrallenebilir ve sabit ise Teorem 6.3.6 nın sonuçlarının benzeri elde edilir. 

[23] numaralı çalışmada Takano,  istatistiksel submersiyonunu konformal lifler ile 
birlikte ele almıştır.  için eğer  ise  istatistiksel submersiyonu  

isometrik lifli, eğer  ise konformal lifli istatistiksel submersiyon adını 

alır. Böylece aşağıdaki önerme verilebilir: 

Önerme 6.3.8. [43] Eğer  bir konformal lifli kosimplektik-

benzeri istatistiksel submersiyon ise nin izometrik lifleri vardır. 

İspat.  bir konformal lifli kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyon olsun. Bu 
durumda 

 

dir. Eğer  alınırsa Yardımcı Teorem 6.2.4 den,  yazılabilir. Bu 

durumda  olduğu için  bulunur. Bu da ispatı tamamlar.  

Önerme 6.3.9. [43]  bir konformal lifli kosimplektik-benzeri 

istatistiksel submersiyon ve  nin eğrilik tensör alanı (6.11) formunda olsun. Bu durumda 
her bir lif  nin total geodezik altmanifoldudur ve eğrilik tensör alanı (6.11) formundadır. 

İspat. Kabul edelim ki  nin konformal lifleri olsun. Önerme 6.3.8 den, nin izometrik 
liflerinin olduğu açıktır. Bu durumda  dır. Böylece her bir lif total geodeziktir.  
nin eğrilik tensör alanı (6.11) formunda olduğundan, (6.14) den, liflerin de eğrilik tensör 
alanının (6.11) formunda olduğu görülür.  

Teorem 6.3.10. [43]  bir izometrik lifli kosimplektik-benzeri 

istatistiksel submersiyon ve  nin eğrilik tensör alanı (6.11) formunda olsun. Eğer 
 integrallenebilir ise  ve  flatdir. 

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

M
( )M ( )X M∈ = 0Xh H∗ ∗∇

( )i 0c = M B M

( )ii = 0trϕ dim > 1M

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

M ( )M
*H

F
( ),U V M∈ = 0UT V F

( )1= ,UT V g U V H
s

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

F

F

( )1= ,UT V g U V H
s

=V ξ ( )1 , = 0g U H
s

ξ

( ),U Mξ ∈ = 0H 

( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

M
M

F F
0T = M



( )  ( ): , , , ,F M g B g∇ → ∇

M
( )M M B
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İspat: (6.16) dan, 

 

                         (6.36) 

ve  

 

                         (6.37) 

yazılabilir.  integrallenebilir ve nin izometrik lifleri olsun. Bu durumda (6.36) 
eşitliği ve (6.37) eşitliği 

                         (6.38) 

ve 

                         (6.39) 

şekline dönüşür. (6.38) ve (6.39) birbirinden çıkarılırsa 

                                                                        (6.40) 

elde edilir. (6.40) eşitliğinde ve  üzerinde toplam alınırsa  

                                                                               (6.41) 

bulunur. (6.41) denkleminde  olduğu için,  veya  dır. 
nin izometrik lifleri olduğundan, (6.26) eşitliği  

                                                                       (6.42) 

şeklinde yazılabilir.  

Şimdi kabul edilsin ki  olsun. Bu durumda (6.42) den, 

 

elde edilir. Buradan  olduğu için bulunur. Böylece  ve  flat 

dir. Bu da ispatı tamamlar.  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,X U U V X YU X
g T Y V g A Y V g T X T Y g A U A V∇ − ∇ + −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }= , , , , ,
4
c g X Y g U V g X Y U V g X Y g U Vη η ϕ ϕ− − −

( )( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,Y U U V Y XU Y
g T X V g A X V g T Y T X g A U A V∇ − ∇ + −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }= , , , , ,
4
c g Y X g U V g Y X U V g Y X g U Vη η ϕ ϕ− − −

( )M F

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 = , , , , ,
4
c g X Y g U V g X Y U V g X Y g U Vη η ϕ ϕ− −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 = , , , , ,
4
c g X Y g U V g X Y U V g X Y g U Vη η ϕ ϕ− −

( ) ( ) ( ){ }0 = , , ,
4
c g U V g X Y g X Yϕ ϕ ϕ−

U V

( ) ( ) ( ){ }0 = , ,
4
c tr g X Y g X Yϕ ϕ ϕ−

( ) ( ), ,g X Y g X Yϕ ϕ≠ 0c = 0trϕ =

F

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 = 1 , ,
4
c s g X Y tr g X Yϕ ϕ− −

0trϕ =

( ) ( )0 = 1 ,
4
c s g X Y−

> 1s 0c = ( ), ,M g∇ ( )ˆ ˆ, ,B g∇
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Örnek 6.3.11. [43] Örnek 6.2.2 de verilen  bir kosimplektik-

benzeri istatistiksel manifolddur. Şimdi  kosimplektik-

benzeri istatistiksel submersiyonu 

 

izdüşüm fonksiyonu ile tanımlansın. Burada   ve 

 dir.  olduğu için buradan 

 elde edilir. 

Örnek 6.3.12. [43] Örnek (6.2.3) de verilen  bir kosimplektik-

benzeri istatistiksel manifolddur. Şimdi  kosimplektik-

benzeri istatistiksel submersiyonu  

 

izdüşüm fonksiyonu ile tanımlansın. Burada ,  

ve  olduğu açıktır. 

 

 

 ( )4 2
4, , =g dt g× ∇ +


 

 ( ) ( )44 4
4: , , , ,F g g× ∇ → ∇


  

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , = , , ,F t x x y y x x y y

( ) =M span
t

∂ 
 ∂ 



( )
1 2 1 2

= , , ,M span
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ( )
1 2 1 2

, , , M
x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

∈
∂ ∂ ∂ ∂



0A =

 ( )2 2
2, , =g dt g× ∇ +  

 ( ) ( )22 2
2: , , , ,F g g× ∇ → ∇


  

( ) ( ), , = ,F t x y x y

( ) =M span
t

∂ 
 ∂ 

 ( ) = ,M span
x y

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 



dim = 1M
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