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OZET

BAZI FONKSiYON UZAYLARINDA TRIGONOMETRIK YAKLASIM
PROBLEMLERI
DOKTORA TEZI
ALi DOGU
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. YUNUS EMRE YILDIRIR)
BALIKESIR, MART - 2020

Bu tez ¢aligmasinda agirlikli Lorentz ve agirlikli Orlicz uzaylarinda konvolisyon tipli
doniistimlerin en iyi yaklagim sayilar1 yardimiyla degerlendirilmesi elde edilmistir. Ayrica
bu fonksiyon uzaylarinda Fourier serileri yardimiyla elde edilen bazi trigonometrik
polinomlar ile fonksiyonlarin kesirli tiirevlerine yaklagim ile ilgili teoremler ispatlanmistir.
Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, tezde incelenen problemin 6nemi vurgulanmis ve konu ile ilgili literatiir
bilgisi verilmistir.

Ikinci boliimde, iizerinde calisilan fonksiyon uzaylarmin tanimlar1 ve temel 6zellikleri
verilmistir.

Uclincli boliimde, agirlikli Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlarin kesirli tiirevleri igin
tanimlanan konvoliisyon tipli doéniisiimlerin en iyi yaklasim sayilar ile iyilestirilmis
degerlendirilmesi elde edilmistir.

Dordincl bolimde, konveks olmasi gerekmeyen Young fonksiyonlart ile iiretilen agirlikli
Orlicz uzaylarinda benzer problem incelenmistir.

Besinci boliimde ise bu iki fonksiyon uzayinda Fourier serilerinin bazi lineer toplam
metotlari ile trigonometrik yaklagim problemleri incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: En iyi yaklasim, konvoliisyon tipli doniisiim, lineer metotlar.
Bilim Kod: 20404 Sayfa sayist: 44



ABSTRACT

TRIGONOMETRIC APPROXIMATION PROBLEMS IN SOME FUNCTION
SPACES
PH.D THESIS
ALi DOGU
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. YUNUS EMRE YILDIRIR)
BALIKESIR, MARCH - 2020

In this thesis, convolution type transforms are evaluated with the best approximation
numbers in weighted Lorentz and Orlicz spaces. In addition, some theorems related to
approximation to fractional derivatives of functions by some trigonometric polynomials
obtained by means of Fourier series in these function spaces are proved. This thesis consists
of five sections.

In the first section, the importance of the problem examined in the thesis is emphasized and
literature information about the subject is given.

In the second section, definitions and basic properties of the function spaces studied are
given.

In the third section, it is achieved the improved evaluation of the convolution type transforms
which is defined for fractional derivatives of functions in weighted Lorentz spaces with the
best approximation numbers.

In the fourth section, similar problems are examined in the weighted Orlicz spaces produced
by Young functions which do not need to be convex.

In the fifth section, trigonometric approximation problems by some linear summation
methods of Fourier series are investigated in these two function spaces.

KEYWORDS: Convolution type transform, the best approximation, linear methods.
Science Code: 20404 Page Number: 44
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SEMBOL LISTESI

C : Kompleks sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

N : Dogal sayilar kiimesi

T . [—m, ] arahig:

w . Agirlik fonksiyonu

L, : Lebesque uzay1

LP(T, w) . Agirlikli Lebesque uzay1

LP9(T) : Lorentz uzay1

LY (T . Agirlikli Lorentz uzay1

Ly o, (T) : Agirlikli Orlicz uzayi

£l 0 : Orlicz normu

WF 1m0 : Luxemburg normu

E.(f) : En iyi yaklasim sayisi

F@(x) . f fonksiyonunun kesirli tiirevi

T,.(f) . f fonksiyonuna yaklasan en iyi trigonometrik polinom
f*xg . f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu

Mf . f’nin Hardy Little-Wood Maximal fonksiyonu

D(f,u, h, M) :Konvoliisyon doniisiimii

g : Karakteristik fonksiyon
Tn : Trigonometrik polinomlar sinifi
A, : Muchkenhoupt sinifi
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1. GIRIS

Yaklagim teorisinde belirli 6zelliklere sahip fonksiyonlara daha iyi 6zelliklere sahip basit
fonksiyonlar ile yaklasim problemleri incelenir. Bu basit fonksiyonlar kiimesi genellikle
incelenen fonksiyon uzaymin bir alt uzayr olarak alinir. Cebirsel polinomlar veya

trigonometrik polinomlar yaklasan fonksiyonlara 6rnek olarak verilebilir.

Verilen bir fonksiyon uzayindan olan fonksiyonlara, polinomlar kiimesinden en iyi yaklasan
polinomu bulmak ve yaklagim hizini belirlemek yaklasim teorisinin diger problemleridir.
Yaklasilan fonksiyon ile yaklasan polinom arasindaki farkin fonksiyon uzayi normunda
derecesi n’yi agsmayan polinomlar kiimesi tizerinden infimum degerine en iyi yaklasim sayis1
denir. En iyi yaklasim sayilari dizisinin sifira gitme hizi yaklagimin kalitesini belirler. Bu
hizin belirlenmesi problemi, farkli fonksiyon uzaylarinda bir¢gok matematik¢i tarafindan

ayrintili bicimde incelenmistir.

Yaklasim teorisinde yaklasan polinomlarin insasi i¢in ¢esitli yontemler kullanilmaktadir. Bu
yontemlerden biri de konvoliisyon ve konvoliisyon tipli doniistimleri kullanmaktir. Bu
dontisiimler yaklasan polinomlarin elde edilmesinde 6nemli bir rol oynar. Ayrica bu
doniisiimlerin teorik ve uygulamali matematigin bir¢ok alaninda 6nemli uygulamalar1 vardir.
Bu yiizden, 6zellikle trigonometrik yaklasim teorisinde, konvoliisyon tipli doniistimleri en
iyl yaklasim sayilar1 dizisi ile degerlendirme problemi bircok matematik¢i tarafindan
incelenmis 6nemli bir problemdir. Biz bu problemi bu tez ¢aligmasinda agirlikli Lorentz ve
agirhikli  Orlicz uzaylarinda inceledik ve daha Onceki c¢alismalarda bulunmayan,

fonksiyonlarin kesirli tiirevleri i¢in ve iyilestirilmis degerlendirmeler elde ettik.

Lorentz uzaylari ilk olarak 1951 yilinda G. G. Lorentz tarafindan tanimlanmistir. Bu uzaylar
iyl bilinen Lebesgue uzaylarinin bir genellesmesi oldugundan bir¢ok matematik¢i bu
uzaylardaki yaklagim problemleri ile ilgilenmistir. Bir agirlik fonksiyonu yardimiyla bu
uzaylardan daha genel olan agirlikli Lorentz uzaylari tanimlanmis ve agirlik fonksiyonunun
Muckenhoupt kosulu denilen bir kosulu saglamas1 durumunda trigonometrik yaklagimin

temel teoremleri bu uzaylarda gesitli galismalarda elde edilmistir [1-3]

Orlicz uzaylart ise 1931 yilinda Z.W. Birnbaum ve W.Orlicz tarafindan Lebesgue
uzaylarmin farkli bir genellemesi olarak ortaya ¢ikmistir. Lebesgue uzaylarinin tanimindaki
xP fonksiyonu, Young fonksiyonu denilen daha genel bir konveks fonksiyon ile yer
degistirilir. Bu haliyle Orlicz uzaylarinin bir¢ok uygulamalari ortaya ¢ikmistir [4-6]. Orlicz
uzaylar ile ilgili ayrintili bilgi [7,8] kaynaklarinda bulunabilir. Bu uzaylar da agirlik
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fonksiyonlar1 yardimiyla agirlikli Orlicz uzaylari denilen fonksiyon uzaylarina
genellestirilmis ve yine Muckenhoupt kosulunu saglayan agirlik fonksiyonlar igin

trigonometrik yaklasim problemleri bir¢ok ¢alismada incelenmistir [9-13].

Diger yandan, bu uzaylarla ilgili farkli bir tanimlama [14] nolu kaynakta ortaya ¢ikti. Bu
tanimlamada Orlicz uzay1 tanimi, uzayin hemen hemen biitiin bilinen 6zellikleri korunarak
genellestirildi. Bu genellestirmede uzayi tireten Young fonksiyonu konveks olmak zorunda
degildir. Daha sonra [15] nolu kaynakta bu uzay Muckenhoupt agirliklari ile genellestirilmis

ve bu haliyle trigonometrik yaklagimin temel teoremleri elde edilmistir.

Yaklasim teorisinin dnemli problemlerinden olan konvoliisyon tipli doniisiimler ile en iyi
yaklagim sayilar1 arasindaki iliskinin incelenmesi problemi ¢esitli fonksiyon uzaylarinda
¢cozlilmils olmakla beraber yukarida tanmitti§imiz agirlikli Lorentz ve agirlikli Orlicz
uzaylarinda incelenmemistir. Biz bu calismada, problemi biraz daha ileri tasiyarak bu
uzaylardaki fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirevleri i¢in konvoliisyon tipli donilisiim
tanimin1 verdik ve bu doéniisiimiin en iyi yaklasim sayilar1 yardimiyla iyilestirilmis

degerlendirmesini elde ettik [16-18].

Bununla beraber, bu tez ¢alismasinda iiggen matrisler ile iiretilen Fourier serilerinin lineer
toplam metotlarinin yaklasim 6zelliklerini bu iki fonksiyon uzayinda inceledik. Bu lineer
toplamlar Fourier serisinin kismi toplamlar dizisine gore daha iyi yaklasim ozelliklerine
sahiptir. Fourier serisini iireten iiggen matrislerin farkli kombinasyonlari, fonksiyonlar
teorisinin bir¢ok taninmis uzmaninin ilgisini ¢ekmistir. Son yillarda bu toplamlarin ve
onlarin 6zel durumlari olan Fejer ve Zygmund toplamlarinin yogun bir sekilde incelendigi
goriilmektedir. Bu alanda yapilan en 6nemli calismalar ise ¢esitli fonksiyon siniflarinda bu

toplamlarin yaklagim 6zelliklerinin incelendigi ¢aligmalardir.

Biz, agirlikli Lorentz ve agirlikli Orlicz uzaylarinda bu lineer toplamlar ile fonksiyonlarin
kesirli tiirevlerine yaklasim problemlerini inceledik. Ayrica 6zel olarak belirlenmis liggen

matrisler yardimiyla elde edilen Fejer ve Zygmund toplamlar: i¢in yaklasim sonuglarini
verdik [19-26].



2. ON BILGILER
2.1 Agirlikh Lorentz Uzaylar:

2.1.1 Tammm [16] T:=[-r,x] olsun. Hemen her yerde pozitif ve sonlu bir w:T —

[0, o] Blclilebilir fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.

2.1.2 Tamm[16] w agirlik fonksiyonu ve e 6lculebilir bir kiime olmak tzere

w(e) =f w(x)dx

Borel 6l¢limiinii g6z 6niine alalim.

fo®) =inf{t=20wxeT:|f(x)|>1) <t}

bi¢iminde tamimlanan f;(t) fonksiyonuna f:T - [0,00]  fonksiyonunun azalan

rearrangament fonksiyonu denir.

2.1.3 Tanim[16] 1 < p,q < o olsun.

1

o ade)
Fllpgo = | [ U @107 | <0
T

kosulunu saglayan biitiin 27 periyotlu ve olctlebilir f: T — [0, oo] fonksiyonlarinin sinifina

agirlikli Lorentz uzay1 denir ve LE;?(T) ile gosterilir.

Burada
v L[ s
.m(w—;!mw)u

dir.
LY (T) agirlikh Lorentz uzayt || f || 4 ., normuna gére bir Banach uzayidir. Eger p =

q ise L2 (T), iyi bilinen agirlikli Lebesgue uzayina doniisiir.
2.1.4 Tamm[16] 1<p < ove p’=ﬁ olsun. A, Muckenhoupt simifi

p-1

1 1 '
supmj w(x)dx mJ w!™P (x)dx < oo
I 1



kosulunu saglayan w agirlik fonsiyonlarinin sinifi olarak tanimlanir[27]. Burada supremum,
uzunlugu 27 den kiigiik esit olan | araliklari tizerinden alinir. |I],1 araliginin uzunlugunu

gosterir.

2.1.5 Tamm[16] w € A,(T) ve 1<p,q <o icin LY,?(T) c L*(T) [2] oldugundan
f € LP(T) fonksiyonunun Fourier serisini asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

o)

> La(Pe™ =" A(xf) @.1)

Burada

1 )
() =5 | Fle ax
T

f fonksiyonunun Fourier katsayilaridir. x noktasinda (2.1) serisinin n. mertebeden kismi

toplamlar dizisi

SaCo )= D Ay f)

r=—n

biciminde tanimlanir.

2.1.6 Tamm[16] 7,, derecesi n’yi gegmeyen trigonometrik polinomlarin kiimesi olsun.
f € L24(T) fonksiyonuna, derecesi n’yi gecmeyen trigonometrik polinomlar ile en iyi
yaklasim sayilari dizisi En (f) pa ile gosterilir ve

En(f)LZL’Jq(T): = Tire‘llfn“f - Tn”pq,w

olarak tanimlanir.

2.1.7 Tamm[28, sayfa 112] f ve g, R Uzerinde yerel integrallenebilir fonksiyonlar olsun.

(f * ) (x) = j f&—y)g)dy

fonksiyonuna f ve g’nin konvoliisyonu denir.

2.1.8 Tanm[16] 1 < p,q < o ve f € LY%(T) olmak lizere o}, ortalama deger operatdrii

asagidaki gibi tanimlanir.



h
1
(on f)(x,u) ==ﬁff(x+tu)dt, 0O<h<m, x€T, —00 < U < oo,
“h

1<p,q <o icin w€A,(T) oldugundan f € L};(T) igin Hardy-Littlewood Maximal
fonksiyonu agirhikli Lorentz uzaylarinda sinirl olur [29]. Boylece oy, f operatérii LP:7(T)

uzayinda sinirli bir lineer operatordiir.

Agirlikli Lorentz uzaylart f(x —tu) alisilmis Otelemede degismez olmadigindan
konvoliisyon tipli doniistimleri (oj f)(x,u) ortalama deger fonksiyonu yardimiyla

tanimliyoruz.

2.1.9 Tamm[16] f € L2%(T) icin konvoliisyon tipli déniisiimleri

[ @pcwdueo

bi¢giminde tanimlanir. Burada p(u) reel eksen tizerinde siirli degisimli bir fonksiyondur.

Bu déntisiim-0n normunu ise

D(f,ﬂ,h,pQ)! =

[ P Cwdueo
—® pq,w

biciminde gosteriyoruz.

2.1.10 Tamim[30, Sayfa 356] @ > 0 olsun. f € L,(T) fonksiyonunun Kesirli tlrevini

asagidaki gibi tanimlanir.

FoG= 20 4 Zlv% (Fx+ o) =:UZ=OAV(f(“),x).

2.1.11 Tamm[30, Sayfa 356] a > 0 igin W& ,, ile f(© € LEI(T) ozelligindeki f € LE}(T)

fonksiyonlarinin uzaymi gosterilir. Wz ,, uzay:

1wy, = 1 llpg.o + 1F L, .

bi¢iminde tanimlanan norm ile bir Banach uzay1 olur.



2.2 Agirlikh Orlicz Uzaylar

2.2.1 Tamm([14] f fonksiyonu (a, b) araliginda tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonu her 0 < t < 1 ve her x,y € (a, b) icin

fax+ A -0y) <tf )+ A -f(¥)
kosulunu sagliyorsa f fonksiyonuna (a, b) araliginda konveks fonksiyon denir.

2.2.2 Tanmm[15] @& ile ¢@(o0) = o Ozelligindeki kesin artan ¢:[0,00) — [0, )

fonksiyonlarinin sinifin1 gosterilir.

2.2.3 Tanmm [15] @:[0, o) — [0, o) strekli ve konveks fonksiyonu @(0) = 0, x > 0 i¢in

o)

®(x) >0, lin?)(p—x) =0 ve lim = oo kosullarin1 sagliyorsa @ fonksiyonuna Young
X—

(

X X—0co
fonksiyonu denir. y > 0 igin
Y(y):= max{xy — ®(x):x = 0}

bigiminde tanimlanan ¥ fonksiyonuna @’nin tamamlayict Young fonksiyonu denir.

2.2.4 Tamm[15] N[p,q] ile asagidaki sartlar1 saglayan M € @ fonksiyonlarmin simifi
gosterilir.

(i) |xI, (0,0) da artarken, M(x).x~P azalmayan,
(ii)]x|, (0, o0) da artarken, M(x).x~? artmayandir.

p < q ise yeterince kiiclik &,8 > 0igin M € N[p + ¢,q — &] fonksiyonlarmin simifi N <
p,q > ile gosterilir.

@, ilel1 <p<g<ooigin N<p,q > smfindaki M fonksiyonlarinin smifi gosterilir.

2.2.5 Tamm[15] Eger, her u > u, icin M(2u) < cM(u) olacak bigcimde biruy, > 0 vec >

0 sabitleri varsa M fonksiyonu A, kosulunu sagliyor denir ve M € A, bigiminde gosterilir.
@, smifindaki her M fonksiyonu siireklidir ve M(0) = 0 ve M € A, kosullarini saglar.
@, smifindaki fonksiyonlar konveks olmak zorunda degildir [14].

Ornegin,



M(x) =

fonksiyonu konveks olmadig1 halde @, sinifindandur.

2.2.6 Tamm[15] M € @,, p > 1ve w, T iizerinde bir agirlik fonksiyonu olsun.

pu(t) = M(t)/t
fonksiyonunu tanimlayalim. 1 < p < g < o igin t — oo oldugunda ¢, (t) — oo olur.

Yy (t) ile pozitif, azalmayan, strekli ¢, (t) fonksiyonun ters fonksiyonunu gosterillir.
®,, ve ¥,, fonksiyonlarini

X

By (x) = f ow(©)dt

0

ve

¥ 00) = [ (01
0

biciminde tanimlanir.

2.2.7 Tammm[15] Bir ¢ > 0 sabiti icin

f B (clf GO D) dx < 0

T

kosulunu saglayan Lebesgue Ol¢iilebilir f: T — R fonksiyonlarinin uzayina agirlikli Orlicz
uzayr denir.

Bu uzaylarda Orlicz normunu ve Luxemburg normunu sirastyla

1 lln,00: = sup j(lf(x)g(x)l)w(x)dx:j Pu(lg)Dw(x)dx <1
g

T

Ifllmy, = inf Yk >0 : f Py (kO Dw()dx < 1

T

biciminde tanimliyoruz. Yukarida verilen normlarla ilgili

1 ey, o~ N0

denkligi gecerlidir. Ayrica, Orlicz normu Luxemburg normunun yardimiyla asagidaki gibi
tanimlanabilir.



£l = sup {J; (FCIgEIDW 0 gl < 1}

Ly, (T) yukarida verilen normlara gore bir Banach uzayidir. Bu Banach uzayina agirlikli

Orlicz uzayi denir. Eger 1 < p < oo igin
M(x,p) = xP

alirsak Ly ., (T) uzay1 LP (T, w) agirlikli Lebesgue uzayimna doniisiir.

2.2.8 Tamm|[28, sayfa 492] t,deki polinomlarile f € Ly, ,,(T) nin en iyi yaklasim say1lari
dizisi

En(f)M,w = inf ”f_Tn“M,w

Thetn

ile gosterilir. Burada t,, derecesi n yi gegmeyen trigonometrik polinomlarin kiimesidir.

2.2.9 Tanmm[17] f € Ly, ,,(T) fonksiyonunun Fourier serisi

o)

F0~ ) e

k=—o0

olur. Burada

1 .
() = 5 | Fee ax

dir. x noktasinda serinin n. kismi toplami

n

S (x, f) = Z ce(fe ™ n=0,1,.2,..

k=—n
olur.

Med,, p>1, w€A, Ve fE€Ly,(T)icin Sy:Ly,(T) > Ly,(T) operatdrinin

p
smirliligi [11] ispatlandi. Boylece

IS0 (O lny,0 < ClF Nl ar),0 n=012..

ve

If = SN llan,w < C-Ex(Nane n=012,..

olu. Med,,p>1,w€A, icin [31, Lemma 3] deki kosullar saglandigindan,
trigonometrik polinomlarin kiimesi Ly ,,(T) de yogundur. Béylece n — o igin E,(f)p,0 —

0 olurve fin Fourier serisi f fonksiyonuna Ly, ., (T) normunda yakinsaktir, yani

8



o)

fE)= D alpe

k=—o0

2.2.10 Tanm([17] p > 1, f € Ly ,(T) ve w € A,(T) igin oy, operatdrii asagidaki gibi

tanimlanir.

h
1
(on fH(x,u) = ff(x+tu)dt, O<h<mx€T,—oo<u< oo,
“h

Med,,p>1,w €A, icin Hardy-Littlewood Maximal operatorii Ly, . (T) uzayinda

siirhdir[15]. Boylece oy, f operatorii Ly, ,,(T) uzayinda sinirhi olur.

Ly (T) wuzaylan klasik 6teleme doéniisiimii f(x — tu) ya gore invaryant degildir. Bu

yilizden konvoliisyon dontistimiinii (g, f)(x, u) fonksiyonu yardimi ile tanimliyoruz.

2.2.11 Tanm[17] f € Ly, (T) i¢in konvoliisyon tipli doniisiim asagidaki gibi tanimlanur.

| @ pewdueo

Bu déniistimiin normu ise

[00]

| apr e wdue

— M,w

D(f,,u,h,M) =

seklinde tanimlanir ve burada p(u) reel eksen tizerinde sinirlt degisimli bir fonksiyondur.
2212 Tamm a > 0icinWgZ, ile f@ €Ly,(T) ozelligindeki f € Ly ,(T)

fonksiyonlarinin uzayini gosteriyoruz. Wyg ,, uzay1

1w, = 1f e + IF9,,

bi¢iminde tanimlanan norm ile bir Banach uzay1 olur.



3. AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA TRIGONOMETRIK
YAKLASIM

Bu boliimde, Agirlikli Lorentz uzaylarindaki fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirevleri
icin konvolisyon tipli doniisiim tanimini verdik ve bu doniisiimiin en iyi yaklagim sayilari
yardimiyla iyilestirilmis degerlendirmesini elde ettik

3.1 Yardimec1 Teoremler

311 Lemma ([32]) 1<pg<o ve feLX!T) olsun. Bu durumda

21T

Il gy < sup || FE9@0@| < el o
0

esitsizlikleri saglanacak bi¢imde bir ¢ > 0 vardir. Burada supremum || g”L”""’(T) <

kosulunu saglayan biitiin g ler igin alinir ve p’ = p/(p — 1) dir.

3.1.2 Lemma (Carpanlar Teoremi): Ay, A1, 15, ... reel sayilarin her 9,1 € N igin

2t-1
A<M, D g =lgul <M
9=21-1

kosulunu saglayan bir dizisi olsun. 1 < p,q < 0, w € A,(T) i¢in f € LY,*(T) nin Fourier
serisi

oo

Z (ag(f) cosIx + by (f) sinIx)

v=0

ise Fourier serisi

z g (as(f) cos9x + by (f) sin 9x)
9=0

olan ve

Ihllpg,0 < Clifllpge

kosulunu saglayan bir h € LP:%(T") fonksiyonu vardir. Burada C, f den bagimsiz bir sabittir.

Ispat

Tf(x):= Z(alg(f) cos9x + by (f) sinYx)
9=0

10



bigiminde tanimlanan Tf operatorii LY (T) de sinirli lineer bir operatordiir [33, Teorem 4.4].
Bdylece agirlikli Lorentz uzaylari igin interpolasyon teoremi bu operatére uygulanabilir [2,

Teorem 4.13]. Bu teoremi uyguladigimizda

Ihllpg,w < Cllfllpg,e

sonucunu elde ederiz. [

3.1.3 Lemma (Littlewood-Paley teoremi): 1 < p,q < o, w € 4,(T) i¢in f € LY,*(T)

fonksiyonunun Fourier serisi

Z(a,g(f) cos 9x + by (f) sinIx)
9=0

olsun. Bu durumda, f den bagimsiz c;, ¢, sabitleri igin

o 1/2 [e] 1/
e[| el <Mfleo < caf| ) 18T
u=9 u=9

prq,w pq,w

2

esitsizligi saglanir. Burada

2H-1

Ay=A8,0xf) = Z (ay(f) cosIx + by (f) sinIx)

Y=2#-1
dir.
Ispat Kuasilineer bir T f operatoriini
o ,
TG = D 1aG NP
p=0

biciminde tanimlayalim. Bu operator p > 1 igin L2, (T) uzayinda simirlidir [28, teorem 4.5].

Dolayisiyla istenen esitsizligin sol tarafi Lorentz uzaylari i¢in interpolasyon teoremi yardimi

ile elde edilir [34, teorem 4.13].

FEPAT)NLIA(T), g€ L% (T)n I2(T) icin Holder esitsizligini ve esitsizligin sol

tarafini kullanarak

[1reg@loedr = [ 3 8, PG )| 0Gdx
T u=1

T

11



Z |Au(x, f)Au(x,g)| w(x)dx

<

N—

=
[

1/2

oo 1/2 oo
SJ. Z|A#(x,f)|2‘ Z:|A#(x,g)|2 w(x)dx
T p=1

p=1

2

[00]

1/2 - 1/
<[ 1aucenr lZlAuo@g)lz
pq,w =

p=1
p'qd

2

oo 1/
2
<C |:Z|Ay(xjf)| ”g”p’q’,a)
u=1

Pq.w
elde edilir. Burada p’ = p/(p — 1), ¢' = q/(q — 1), dir. [[gll, 47, < 1 sartin1 saglayan

tim g € Lﬁ:q, ler igin son esitsizligin supremumunu aldigimizda, 3.1.1 Lemmadan

asagidaki esitsizligi buluruz.

1/2

1Fllpgo < € |[|[Z2i]8, ]

pq,w
2T N L2 (T) nin L[29(T) de yogunlugu herhangi bir f € LE;%(T) icin istenen

esitsizligin sag tarafini verir.m

314 Lemma 1<p,q<o ve ¢ iki degiskenli dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

j oo dx|| < j 1o, g odx
T P T

esitsizligi gecerlidir.

Ispat 3.1.1 Lemma, Fubini Teoremi ve Holder esitsizliginden

Jw(-,u)du <c sup J flqo(x.y)ldx lgw(y)dy
a pao ”g”p’q"“)ﬂT a

12



—c sup f f G IgO)wG)dy |dx

lgll,rgr =1
pa.emtr \T

<c sup f 190G Mg ollglyrar o dx
T

<
gll,rgr =1

< cfllgo(x,.)llpq,wdx.
T

]
3.15Lemmal <p,q <o ve w € A,(T) olsun. Budurumda her fe Ll (T)ven=>1
icin
”f - Sn(f)” fELZ)'q(T) <c. En(f) feLﬂ;q(T)
esitsizligini saglayan bir ¢ > 0 pozitif sabiti vardir.

Ispat
152 () llpg0 < cllf llpgw

esitsizligi w € A, (T) kosulu altinda L2 (T) de eslenik fonksiyonun smirliliginin bir sonucu

olarak standart bir seklilde elde edilir [35, bolim 6]. T,, en iyi yaklasan trigonometrik
polinom olmak tizere

If = Sn(PDllpge < If = Tallpgeo + 1Th = Sa(PHllpgw

= lIf = Tullpge + 152(T = Nllpg.o

<c. En(f)LZ;q

elde edilir. -

316 Lemma 1<p<o ve 1<qg<2 olsun. Keyfi bir {(pj(x)};n:l , @ LY
fonksiyonlar sistemi igin

m 1/2 m
Doy <c( Dol
j=1 j=1

rq,w

esitsizligi saglanir, burada c, ¢; fonksiyonlarindan m den bagimsizdir.

1/q

13



Ispat [34, sayfa 41, 54 ve 129] de ispatlar1 verilen, iyi tanimli (f*)% = (f%)* ve
(f +9)” < (f™ + g™) bagintilarin1 ve Hardy esitsizligini kullanarak

Y

m 1/2 ( / m 1/2 "\
q_
I:= Z(pjz <c f Z(pjz (OtP 'dt
j=1 \T \ j=1
Pq,w

« 1
m q/z fa
44
=c f Z<pj2 (O)tr dt
T j=1
m * l/q
44
<c f Zq)jq (Otp “dt
T \Jj=1
elde ederiz ve boylece
1/q

m * %
a_
I<c f Zq;jq (Ot? dt
T \J=1

IA
a
N—

J=1

m l/q
<Z(<Pﬂ)** © |t

l/q
*kk g_
[ (@)

I
NgE

j=1

olur. Hardy esitsizligini tekrar uyguladigimizda

1
m /a
j:

I<c ZTf(q)jq)*((t))t%"ldt

1

l/q

<c Ej(goj*)q(t)t%_ldt

j=1

14



1/CI

<c if(wj**)q(t)t%_ldt

j=1
1
m /a
q

= C .

Z le; ”pq,w

j=1
elde edilir ve ispat tamamlanir. [

317Lemma2<p<o ve 2<q olsun. Keyfi bir{<pj(x)};,n=1 , @ € L7 fonksiyonlar

sistemi igin
m 1/2 m 1/2
2
2
Do <c( Dol
j=1 j=1
rq,w

esitsizliini saglayan m ve ¢; den bagimsiz bir ¢ sabiti vardir.

Ispat Agirlikli Lorentz uzay1 normunun tanimia gore

. . q Yq
m /2 m 2
q_

I:= Zq;jz <c f Zq)ﬁ @ | 2 de

j=1 T j=1

Pq.w
pa

yazilabilir. L%? bir normlu uzay oldugundan, Hardy esitsizligine gore

. q Ya
m Y2
q_
I<c j Zq)jz &) | 2 de
T j=1

Q/Z 1/‘1
=cf Zq)jz (t) 5t
T j=1
21
m q2
:C<Zf (o) @) v "ae
j=1r

15



elde edilir. Hardy esitsizligini toplamin i¢ine tekrar uygularsak

> [ (o) (@) ae
Jj=1rT
21
m q2
Sc<z [ (b))’
j=1rt
1
2

QN

INGE:

Il
[y

J T

-
y

(Zuw,n,,qw

bulunur ve ispat tamamlanir.

f (¢ )(t) t%_ldt \‘
J

2

3.1.8Lemmal<p,<p<2<q< o olsun. Keyfibir {(pj(x)}:,nzl @; € LET ve, ¢;

ve m den bagimsiz bir ¢ sabiti i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

1/po
P s C( 1||(P1||qu> :
w

Ispat Lemma 3.1.6 ve Lemma 3.1.7 nin ispatindaki yontemleri kullanarak

”(21'"51 ‘sz)l/z

y Pol
m 2 m 2 po
2 _ 2

j=1 =1
p.q
Ly P4
1
m 0
| |po
Pj
Jj=1
b

16



1
0

m p
<c|Dlol”
j=1

b
m Po
Po
se| 2Nl
]_

1/p0

m
<c| Dl
j=1

elde edilir ve ispat tamamlanur. ]

Agirlikl Lorentz uzaylarinda Bernstein teoremi sdyle ifade edilir:

319Lemmal <p,q <o ve w € Ay(T)olsun. Eger T, € 7,, ve a > 0 ise,
|71, < enITullg

esitsizligi saglanacak sekilde sadece p, g ve a ya bagl bir ¢ > 0 sabiti vardr.
Ispat1 < p,q < ve w € A,(T) icin

1Sn (P llpg.w < cllifllpgw

171, < €l Tpgo

esitsizlikleri [29, BOlUm 6] da ispatlanmistir. Bu esitsizlikleri kullanip [36] daki ispat
yontemini takip ederek istenen esitsizlik elde edilir. [

pq,w

3.1.10 Lemma f € Wy, ,(T),a € R§ = [0,0],1 < p,q < oo ve w € A,(T) olsun. T,, €
T, f fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom olsun. Bu durumda

7@ =@, < CEn(F@) a1 =012,
olur. Burada ¢ > 0 sabiti f ve n den bagimsizdir.

Ispat

2n
1
W, (x, ) = mz S,f), n=012,..
v=n

W (., f@) =W, N

oldugundan

IF90 -1,9CHN < |IF D90 = W, F@)

pq,w prq,w

17



HIT W) =T O Ny, + [ROCH =T O]

rq,w

olur ve
I:=11+12+13

yazilabilir.

T, (x, f), agirlikl Lorentz uzaylarinda f fonksiyonuna derecesi n yi ge¢cmeyen en iyi

yaklagan polinom olsun. Bu uzaylarda W}, in sinirliligin1 kullanarak

L |FfO0-T.( f).  +|T(,f@) = w, (., f@)|

pq,w rqw

< cE(f Ny + [WOC TG @) O < EaF gy
elde edilir ve 3.1.7 Lemma’dan

I < en®|ITu( Wo(F)) = T Allpge

ve

Is < c@mWal, f9) = T WP

< c@n)*En(Wh(f))pa

olur.

1T Wa(F)) = T Pllpg,w
S TG Wa () = Wal, Dllpge + IIWa (e, ) = FOllpgo+IIfC) = TaC Allpgw
=< CEn(Wn(f))Lg)q + CEn(f)LZ;q(T) + CEn(f)Lz;q

ve

En((Wn(£)) 20 < cEn(f @) pa
esitsizligini gdz Oniine alarak

IF 90 -, H

pq,w

=< CEn(f(a))le),q + cn® En(Wn(f))Lz)q + CnaEn(f)LZ;q(T) + C(Zn)aEn(Wn(f))Lz)q

< CE"(f(a))L’Z;" + cn® En(f)ij)q

elde edilir.

18



c
En(f)ppa < TN En(f)pa

oldugundan ve [3] dan
lF @ = Tl pa < CEnlF@) 0,

elde edilir ve ispat tamamlanr.

3.2 Agirhikh Lorentz Uzaylarinda Trigonometrik Yaklasim Teoremleri

3.2.1Teorem 1<p,q<o, w €A,(T), f€ WIEZ‘L(T) ve a = 0 olsun. Bu durumda her

m dogal sayis1 igin

m 1/)/

D(f(a),,u, h,pQ) < (Z Eyzr—l (f(a))pq,w. 5y2T,h> + E2m+1(f(a))pq,w
r=0

olur. Burada

y = min (2, q)

21"+1_1

Sorni= ) AR = (A + DR)| + 12@7R)I,

=27

A()._f‘”sinuxd() 0<h<
alx) : = @, <.

—00

fspat h<2 ™1 fe Wp(g,)w (T) ve

2m+1

52m+1f(a): = Z Cr(f(a))eirx
r=1

@ e [29(T) fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi olsun.

D ( f (@), w,h, pq) ifadesinin tanimi1 ve normun 6zelliginden

D(f, u, h,pq) =

[ e wdua

rq,»

19



<

f (0nf ) (x,u) = (0pSymer f @) (x, w)dp(w)

rq,»

_.|_

f (OnSyma f@) (o, 1) dpa(w)
—® Pq,0

yazilabilir. 3.1.10 Lemma, 3.1.4 Lemma ve g}, operatdriiniin sinirliligt kullanilarak

[ O = @m0

pq,w

< [IEf @) = (@S f@)ewll,, , duw

co

~ [ l(ontre@ = Spraf@)) || du

— 00

<c ] IF 9 = Spmen fO| - du(u)

< cEymei(f D) g 0
elde edilir. Diger yandan,

[ @i f Ot

o) h
1

= f o f Symer f @ (x + tu)dt) | du(u)
—0 —-h
(0] 1 h pm+1

— j ﬁjz Cr(f(a))eir(x+tu)dt d,u(u)
—00 —h =1
o 1 om+1 h

= f i Z cr(f@)el™ feirt“dt du(u)
—o0o r=1 -h

20



om+1 o .
irhu _ ,—irhu

= Z Ar(f(“),x) 1% du(w)

r=1

2m+1

= Y7 A (F@,0a(rh)
yazilabilir. Boylece

2m+1

D(f @, u,h,pq) < Z Ar(OACR)||  + cEpmar (@)
r=1

pq,w

bulunur. 3.1.3 Lemma 3.1.7 Lemma ve 3.1.8 Lemma kullanilarak

2m+1 m 2T+1

> aaen| <l D[ awaan
r=1

r=0 [l=27
rq,w

m % m WY
14
- (ZA;#) <c > (8,
=0 r=0

rq,»

"l

rq,w

elde edilir. A, , ifadesine Abel doniisiimiinii uygularsak

2T+1

Bry= Y [Sf D) = Sy O] @A — A + 1))
=27

+ [Syreaf @ (x) = Sor f@ ()] a2 h).

olur ve 3.1.10 Lemma’dan

2T+1_1

8rall g = Y IS @C) = Sraf @O, G = A+ D)

=27

+ |[Syrea f@(x) — Syr f@ (x)”pq,wﬂ(Zrh).

S Ep-1(f@®) 8y

pq.w

esitsizligine ulasilir. Bu bizi

2m+1_1

i 7
> AWk sc(ZEyzr-l(f@)m.avzr,h)

21
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sonucuna ulastirir ve bu ispat1 tamamlar. |

3.22Teorem:1<p,q<o,w€Ay(T), f€Wg,,(T) olsun. F(x) fonksiyonu, c;, c;
sabitleri ile

2H+1_q

IFCONI < ¢y, |F(kh) — F((k + DR)| < c,

=2

=

kosullarin1 saglasin. Eger u; ve u, fonksiyonlar1 asagidaki kosulu sagliyorsa

bu durumda

D(f@, w1, h,pq) < D(f @, uz, h,pq) + Egmaa (F©)

olur.

Ispat f € Wég?w (T) igin 3.2.1 Teorem’in ispatindaki gibi

D(f®, uy, h,pq) < + CEyme (f (@)

[ @S r ) w0

rq,w
pq,w
yazabiliriz. (*) ve 3.1.2 Lemma’dan
[ee] 2m+1
[ @smar@@wan|| =D ar@er e
—oo Pq,® r=1 PG,
2m+1
=D e a,anFan
r=1
rq,w
2m+1
<cl| D e ey irh)
r=1 PG,
—c|| [ @uSameif 0w 0
-® pq.®
—clsame [ (onf @) winr 0
-® pq,0

22



<c

f (0 f ) (x, Wtz ()

olur ve ispat tamamlanir. m

rq,»
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4. AGIRLIKLI ORLICZ UZAYLARINDA TRIGONOMETRIK
YAKLASIM

4.1 Yardimeci Teoremler

4.1.1 Lemma ¢ iki degiskenli 6lgiilebilir bir fonksiyon ve ¢ (.,u) € Ly ,(T) olsun. Bu
durumda asagidaki esitsizlik saglanir.

f¢(.,u)du < f”‘/’(-'u)”M,wdu.
T

T M,w

Ispat Fubini Teoremi ve Holder esitsizliginden

f oCwdul| < sup f f o (G, wldu | 190w dx: lgllwye < 1

T M,w

= sup f j 0 WIlg@loEdx | du: lgllw, o < 1
g
T T

= sup fI|<P(-,u)IIM,wIIgll(wM),wdu= gllcwr0 <1
g
T

< j (., w)dully o du.
T

4.1.2 Lemma (Multiplier Teoremi) ([15]) (4,,) reel sayilarin bir dizisi ve A > 0 olmak
Uzere
2l-1
Ly Y P Y P Y
9=2l-1

olsun. M € ®,, p>1, w € A, ve f € Ly, (T) ise Oyle bir h € Ly, (T) fonksiyonu
vardir ki bu fonksiyonun Fourier serisi

Z Ag(ag(f) cosIx + by (f) sinIx)
9=0

24



bicimindedir ve [[Alp ¢ < Cllf|lp, Olur, burada C, f den bagimsiz bir sabittir.

4.1.3 Lemma (L.ittlewood-Paley teoremi) ([15]) M € ®,,, p > 1,w € Ay, , f € Ly ,(T)
olsun. Bu durumda
o oe
il < || D 18l < collfllwe
u=9

M,w

esitsizlikleri saglanacak bicimde f den bagimsiz c; Ve c, katsayilar1 vardir. Burada

2H-1

Ay=4,0xf) = Z (ay(f) cosIx + by (f) sinIx)

Y=24"1
dir.
414 Lemma ([15)M € d,, p>1,w € Apve f € Ly, (T) ise

Iy

m 1/2 m 1
2
ol <c( Dol
j=1 j=1
M,w

esitsizligini saglayan m ve @; den bagimsiz bir ¢ sabiti vardir. Burada y := min (2,p + ¢€)
ve ¢ kiigtik bir pozitif sayidir.

4.1.5 Lemma Ly, (T) c L*(T) dir.

Ispat f € L, (T) aldigimizda

2T
[ Medreolax <o
0

olur. M konveks bir fonksiyon oldugundan ax + b < M(x) olacak sekilde a,b € R vardir
[37]. Buradan

alf()| +b < Mk|f(x)|

olur ve

f (@lf () + b) dx < f M(klf () dx
0 0

25



yazilabilir. M fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundan M|f(x)| = Mf(x) olur. Oyleyse f €
Ly, (T) kullanilarak

2T 2T
f (@lf (ol +b) dx < f M(k|£GO) dx < oo

ve

2T
f (alf (@) + b) dx < oo

elde edilir. Buradan da

al|l|lf()]dx+b| dx|<o0 = | |[f(x)|dx<oo=f€L,
et w)<o =

olur.
| |

4.2 Agirhikh Orlicz Uzaylarinda Trigonometrik Yaklasim Teoremleri

42.1Teorem M€ ®,, p>1,w€A,, fE W,\%(T) a = 0 olsun. Bu durumda her m

dogal sayis1 i¢in
m HW
D(f(a): U h, M) = (Z EYyr (f(a))M,w' 61/2”’) + Eyma (f(a))M,w
r=0

olur. Burada y: = min (2,p + ¢€), € kiigiik bir pozitif say1 ve

2T+1

52ﬂh::: :E:

=27

ACtR) — A(U+ DR)| + 2@ h),

A()._f‘”sinuxd() 0<h<
alx) : = @, <7n

dir.

Ispath <2 ™! fe WI\SIQJ) (T) ve
n

Symer f@: = Z c(f)etkx

k=—-n
f@ € Ly, (T) fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. Normun
ozelliginden
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D(f(“), w h, M) =

f (0 @) (x, W) dpr ()

M,w
< f[(ahf(“))(x, u) — (0h52m+1f(“))(x,u)]d,u (w)
—® M,®
+|| [ @Samaaf @) nurduco

M,w

elde edilir. 4.1.1 Lemma, [15, teorem 1.5] ve g}, operatoriiniin sinirliligi kullanilarak

[ L6 = (arSamesf @) )] du @0

M,w
<c [l - @S f @@, duw

co

= [ (0(r® = ausamnr@)@w), duew

—00

<c ] | @ - 52m+1f(“)||M'wdu(u)

= [IF@ = $ymar @], dua

= j”f(a)_ Sz(%)+1 Mmd:“(u)

< cEpmei(f )

elde edilir. Boylece asagidaki esitsizlik elde edilmis olur.

D(f@,u,h,M) < + cEpmai (f9), .

[ @S ameat @)

M,®

Diger yandan
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oo h

( 1
f(ahSzme(“))(x,u)du(u) = f 5 f52m+1f(“)(x+tu)dt du(u)

—o0 —h

0 h pm+1
1 .
— J. ﬂ f Z Cr(f(a))elr(x+tu) dt d,u(u)
—o0 —h =1
e om+1 h
1 . .
— f ﬂz Cr(f(a))elrx felrtudt d,u(u)
—0o0 r=1 —-h
2mt (@n i eirhu_ —irhu
— a)y ,irx
> G @e [t duw
r=1 — 00
2m+1
= > A0
r=1
oldugundan
2m+1
DIFOmh M) < || ) AGF@ A +Ema(F9),,
r=1

M,®

elde edilir. Lemma 4.1.3 ve Lemma 4.1.4’ten

1

2m+1 m 2T+1 2 E
> ag@pen| <[ D) acoaaw
r=1 Mo r=0 |l=2"
M,w
1
m E m 1
= ¢ (ZA%M) <c Z(A;M)E
r=0 r=0 M,

M,w

()| =edtenl,
r=0 r=0
M,®

olur. A, , ifadesine Abel doniisiimiinii uygularsak

2T+1

Bry= D[S = Syra f O] @) - AU+ D)
=27

+ [Syraf @ (x) — Sor f@ ()] a2 h).
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olur ve

21’+1

18rally, = D IS Q@ = Spraaf @@, , @UR) - (A + D)
=27
+ ||Syrer f@(x) — Syr f@ (x)||M‘wﬁ(2rh).
S EYpr(f@), 8 2rn

elde edilir. Bu durumda

2m+1_1

m
Z A Feraarm)|| < (Z EY i (f@),, - 5V2r,h>
r=1 r=0

M,»

1
Y

olur ve istenilen degerlendirme saglanmis olur:

1

D(f(a):.“r h, M) s¢ (Z7rn=o Eyzr‘l(f(a))M w'é‘yzr,h); + CEyma (f(a))M,w-
|

422 Teorem ME®,, p>1,w€EA,, fE W,ﬁ,ﬂ(T) olsun. F(x) fonksiyonunun, c¢;
Ve c, katsayilari ile asagidaki sartlar1 sagladigini kabul edelim.

IFGOI < ¢ , X2u™ | F(kh) = F((k + Dh)| < c,.

Eger u, ve u, fonksiyonlari

t (x) = pu(X)F (x), x| <1

kosulunu sagliyorsa
D(f, us, b, M) < D(f D, , b, M) + Eyms (@) .

olur.
Ispat f € WI\E,‘X; (T) igin normun 6zelliginden, 4.2.1 Teoremin ispatindaki gibi

D(f @, g, h, M) < + Egna (f9),,

[ @S

M,w

elde edilir. Tlgili yardimc1 sonuglar kullanilarak,

2m+1

=11> a¢@eru,@h)

M, r=1 M,w

[ @S @) ) 0
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2m+1

=11 e e myFeh

r=1

M,w
om+1 0
<c|| Y ar@emuen|| = || [ @Samer e wdu o
r=1 M’w —® M,(D
= |[Symes f Of Do wdp)||  <e¢ f (0 f @) (x, w)dpty ()
— M,w —oo M,»

olur ve boylece ispat tamamlanir.m
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5. FOURIER SERILERININ BAZI LINEER TOPLAM METOTLARI

ILE YAKLASIM
5.1 Agirhikh Lorentz Uzaylarinda Yaklasim

{Af,")},nzo,l,..., k =0,1,..nicin keyfi sonsuz Ucgen matris olsun.

{Af,")} yardimiyla f € L'(T) fonksiyonunu bir

n
a
Ru(f,2) =228 + ) 250 Ay(f, %)
v=1

trigonometrik polinomu ile eslestiriyoruz, burada A, (f, x) = a, (f)cosvx + b, (f)sinvx ve
a,(f), b,(f), v=0,1,2,.. f fonksiyonunun Fourier katsayilaridir. Bdylece {/11(,”)},

R, (f,2) polinomlarinin olusturulmast igin bir metot belirler. L*(T) de tanimlanan R,,(f, 1)
operatoru 6zel bir polinom dizisidir. R,,(f, A) operat6rinln lineer oldugu agiktir. Bu ylizden

bu metot, Fourier serisinin lineer toplam metodu olarak adlandirilir [31].

Bu tez ¢alismasinda, agirlikli Lorentz ve agirlikli Orlicz uzaylarinda bu lineer metotlar ile
fonksiyonlarin tiirevlerine yaklagim problemlerini inceledik. Rn(f (“),A) — f@ farkinin
sifira gitme hizini Kesirli diizgiinliik modiilii ve en iyi yaklasim sayis1 yardimiyla uzaylarin

normunda degerlendirdik.

5.1.1Tamm :1<p,q <o, f € Lg*(T) ve w € Ay(T) igin o, operatorii
1 t
(Utf)‘=§jf(x+u)du, 0<t<m, x€eT.
-t

biciminde tamimlanir ve L29(T) de smurhdir [2]. x,t €T, r>0, f € L2(T) igin

of f (x)asagidaki gibi tanimlanir.
of f()=(1 = 0 )£ () = Do~ DMCE G [y o [ f G+ wdduy .,

Burada [C;]:=w k> 1,[C]]:=1r ve [C{]:= 1 binom katsayilaridir ve

k!
iuc,:n <o

k=0

olur [30, Sayfa 14].
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Boylece eger w € A,(T), 1 < p,q < o ise asagidaki esitsizlik gecerlidir.

ot f(Olpgew < cllfllpgew < o (5.1)

5.1.2 Tanm w € 4,(T), 1 <p,q < o ver > 0olsun. f € L (T) fonksiyonunun kesirli

duzginlik modiilii asagidaki gibi tanimlanir.

Boo(f,8) = sup |- )a—a)tr| .
) pq,w

0<h;t=<

Burada [r], r sayisinin tam kismini gosterir.

o, operatorli L5, (T) de 1 < p,q < o ve w € 4, i¢in smurh oldugundan, (5.1) geregince

Qpgw(f6) < clliflpge

esitsizligi gecerlidir.

5.1.3 Teorem 1 <p,q <o, w € A,(T), a >0 ve f € Wy, ,,(T) olsun. Bu durumda
keyfi bir {/’l,(,n)} (/18") =1, /11(,“) =0,v>n, n=0,12..) sayr dizisi i¢in asagidaki

esitsizlik saglanir.

1
[RaGF @20 = £, S Vg F 0.

rq,w

Ispat 2" <n < 2™l fe€ Wp(f;_)w(T) ve

Sa(F@,x):= ) Ay (£, )

@ € [PI(T) fonksiyonunun kismi toplamlar dizisi olsun. Normun 6zelliginden

n
IRuCF@, 20 = £ = ‘ DA AL(F@,x) - (F9, )
v=0 Pqw
n (o]
< 2(1 —2)4,(F @, x) + Z A, (9, x) =L+
v=0 Pq.w v=n+1 Pq,w

elde edilir. [1, Teorem 1.2], [2, Lemma 3.2], [3, Teorem 1.3] den I, normu

o)

> 4, (F,x)

v=n+1 pq,w

() r (a) 1
I, = S E(f )pq,w < qu,w(f 'E)

biciminde degerlendirilebilir.
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Simdi

r

rq,w

normunu degerlendirelim.
(n)
1-21
(1-4 )r, v <n ]

o, _ {T |
A

v

" )

0 v>n

olsun. {,uvr } dizisi igin 3.1.2 Lemmanin kosullari saglanir [38]. 3.1.2 Lemmay1 uygulayarak
ve [38] de Teorem 1’in ispatin1 takip ederek

r v T

EA (r @) | 1- ==
n

pq,w pq,w

Z(z—am (=) " @

in v
n

v
n

<7 = a1/a) 7

pgw
Pq,@
[r] 1
< swp || [0-a) a0 @l <05, £,
0<hi,tS£ i=1
Pq,w
elde edilir ve teorem ispatlanmis olur. [ ]

5.1.4 Teorem 1<p<o,1<q<2veyap>2 Ve q=2, € A,(T), f € Wr,(T)

olsun. Keyfi bir {/15,”)} (/18”) =1, 11(,") =0,v>nn=0,12,..) saydizisiigin

m 1/y
IRaCF @) = @I <[ D B (F9) 8 |+ En(F s
u=0
olur. Burada
y = min (2,q)
2K+1_q
Samp = Z Aty =2 |1 Ao,
v=2H

2M < n < 2mtl,
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Ispat 2™ < n < 2™** olsun. Onceki teoremin ispatindaki gibi

n
|RuF @, = £ @, = ‘ D AP AL(F@,x) - (9, )
v=0 Pqw
n [oe)
v=0 pq,w v=n+1 PqW
n
< Z(l — A4, (@, x) + E(f ) pg
v=1

rq,w

yazilabilir. 3.1.3 Lemmadan

Il 5 1
n m |2#t1-q 2
2(1 — A4, (f @, x) <c Z Z 1 = 27)4,(f @, x)
v=1 Pq,w u=0| v=2+#¢

elde edilir. Abel doniisiimii uygulandiginda

Gu(i= ) (1= 2A(F @)
v=2H iy
= > (ulf) = Sus (£, 0) (A7 - 287
v=2H#

+ (Souer g (F, ) = Squ_a (F,20) (1= A5 ).

olur. Minkowski esitsizliginden ve en iyi yaklasim dizisinin monotonlugundan

2ht1q
lonu@@l,, < D ISuCF 0 = Sons (£ D) g oA = AT
v=2H
11850011 (£, = S 1 (£, ) llpgo |1 = A5k
2Kt_q
< cEpu 1 (Npagw z A, =20 + |1 - 282
v=2H

< cEzu_q (f)pq,w 52”.71'

elde edilir. Diger yandan [2] de ispatlanan

1/
= C(Zzl=o||0n,y(x)||y) V, Y = min (q, 2)
pqw

H(Z!T=O|O—n,u(x) |2)%
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esitsizligi kullanilarak

n m 1/V
2(1 A4 (F@. )| = Z EY s (F9), 87
v=0 Pq,w u=0
sonucuna ulasilir. [ |

516 Sonu¢ 0<v <nigin ,15,")=1—ﬁ ve v>n icin /15,”)=0,v>n,n=

0,1,2, ...olsun. Bu durumda Fejer ortalamasi i¢in agsagidaki sonug elde edilir.

m 1/)/
C
1RaGF @20 = £, <5 | Gt D),
n=0

vk

aoE Ve v>nm icin A,(,n)zo,nz

517 Sonug 0<v<n icn AW =1-
0,1,2, ...olsun. Bu durumda Zygmund ortalamasi i¢in asagidaki sonug elde edilir.

1/]/

m
c
IR GF .0 = F 9N, < Gy D+ DB (),
u=0

L) =r(0<r<1,v=012) icinR.(f,4) toplamin

R(F ) = ) (A, )
v=0

biciminde tanimliyoruz.

5.1.8 Teorem 1<p<o,1<q<2veyap>2 Ve q =2, € A,(T), f € W, (T)

olsun. Bu durumda, Abel-Poisson ortalamasi igin
1/]/
pPq.w

IR GF@,20 = F@| el A=) ) rtGu+ DB (F)
u=0

degerlendirmesi gegerlidir.

Ispat 2" <n = [ﬁ] <2mtl fePI(T)ved,(r)=7r",0<r<1, v=
0,1,2, ... olsun.
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R F .20 = £, = 12,0 = TA(F,)
v=0 pq,w
2m+1_1 (o)
Z (1 -1m)A4,(f@,x) + (1—=1")A4,(f@,x) =L+
v=0 pqw vl Pq.w
yazilabilir.

3.1.2 Lemmanin kosullar1 {1 — rV} dizisi i¢in saglandigindan, 3.1.2 Lemma, [2, Lemma 3.2]
ve [3, Teorem 1.3] kullanilarak

[00]

L, <c < cEn(f“)pgw

pq,w

Ay (f @, x)

p=2m+1

elde ederiz. 3.1.3 Lemma’dan ve [2] den

1
II m 2V+1_1 2 EII
L < Z Z (1—7rMA,(f9,x)
v=0| u=2v?
Pq,w
1
m Qv+1_q Y Y
<( D D a=ra(r@.)
v=0 || u=2v Pqw
elde ederiz. [3, Teorem 1.3] ve Abel doniigiimiinii uyguladigimizda
217+1_1
> a=r4,(F@,x)
u=2" pq.
2V+1_1
(a) — S, (a) U+l _ u
< D ISuF @ x) = s (F@. )], It =]
u=2v
v+1
F S0 2 (7, 5) = S a (PO, 1= 72
< » (a) v+1 — 7).
< cEp_4(f )pq'wz (1-7)
olur ve E,,(f)'in monotonlugundan
V+1_q Y
14
> A= O S (1), 20y
=2 pqw

36



2V-1

<c(1-r) EY, (f@)
u;‘l

pq,w

elde edilir. Dolayisiyla

1
2V-1 Y
< — )Y (@) Y _ yz Y-1gY(£(@)
L<c| A=) [a(f@ ), a- W)
u=2v—1
n Yy
< — y-1pY( ()
<cl@=n) @+ O E(F®)
u=0
olur. Boylece asagidaki esitsizlik elde edilir ve ispat tamamlanir.
1,

IR (F®,2) = fF@|

n
- y-1gY( (@ (@)
e S D @A DTEL(FD) )+ B (g
u=0

1
/
<c(1-7) ( n_oTh(u+ DY_lEZ‘/(f(a))pq,w) 4

5.2 Agirhikh Orlicz Uzaylarinda Yaklasim

Asagida verilen teoremler, 5.1 boluminde agirlikli Lorentz uzaylari igin ifade edilen
teoremlerin agirlikli Orlicz uzay1 versiyonlaridir. Ispat yontemleri benzer oldugundan

ispatsiz olarak verilmistir.

52.1Teorem M€ ®,, p>1,w € Ay(T),Ve f € Ly, (T) olsun. Bir a € (0, ) igin

(o]

D VI (i < 0

v=1
oldugunu varsayalim. Bu durumda keyfi bir {/11(,")} (/18”) = 1,/1,(,’1) =0,v>n,n=

0,1,2, ) say1 dizisi i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

1
| Ra(F @, 2) = £©l,,,, < Q0 F @,
522Teorem M€E d,, p>1, w € Ay(T),ve f € Ly, (T) olsun. Bir a € (0, ) igin
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co

D VI (P < o0

v=1
oldugunu varsayalim. Bu durumda keyfi bir {ll(,n)} (/1(()”) = 1,/15,71) =0,v>n,n=
0,1,2, ) say1 dizisi i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

1
| Ra(F@,2) = £, 0 < € (B2 (F ),y 0 82)” + EnlF i

Burada, bire > 0 icin y:= (2,p+¢), 2™ <n<2mtlye

+1_
8 = T2 AT, = 207 | + |1 - A0
dir.
523 Sonug 0<v<nigin Af,”) =1-—— ve v>n icn /15,”) =0, v>nn=

n+1

0,1,2, ...olsun. Bu durumda Fejer ortalamasi i¢in asagidaki sonug elde edilir.

1
/
IRa(F@,2) = £, < = (Sl + DB (F@), )

n+1

vk

(n+1)k

524 Sonug 0 <v<n igin /11(,") =1- ve v >n icin /15,") =0,v>n n=

0,1,2, ...olsun. Bu durumda Zygmund ortalamasi igin asagidaki sonug elde edilir.

1
Iy
[RaGF@,2) = £, < i (S + 787, (7))

_r
(n+1)k

AL =rY(0<r<1,v=0,12) icinR.(f,A) toplami

RA(LD) = ) JAf, %)
v=0

bigiminde tanimlanir.

525TeoremM € ®,, p > 1, w € A,(T),ve f € Ly, (T) olsun. Bir a € (0, o) igin

co

D v (i < 0

v=1

oldugunu varsayalim. Bu durumda Abel-poission ortalamasi igin
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1
Y

IR (£, 2) = £, ., < ((1 -7) Z (v + 1)Y‘1E2Vv_1(f(“>)M,w>
v=0

olur. Burada bir ¢ > 0 igin y:= (2,p + ¢) dir.
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6. SONUC VE ONERILER

Agirlikli Lorentz uzaylarinda ve konveks olmasi gerekmeyen Young fonksiyonlari ile
iretilen agirlikli Orlicz uzaylarinda trigonometrik yaklagim teorisinin bazi O6nemli
problemlerini inceledigimiz bu tez ¢alismasinda elde edilen orijinal sonuclar 3. 4. ve 5.
boliimde verilmistir.

Bu uzaylardaki fonksiyonlarin kesirli tlirevleri i¢in konvoliisyon tipli doniistimler
tanimlanmig ve bu donisiimler en iyi yaklagim sayilari yardimiyla degerlendirilmistir.
Ayrica kesirli tiirev fonksiyonlarin Fourier serileri yardimiyla elde edilen trigonometrik
polinomlarin bu fonksiyonlara yaklasim hatasi kesirli diizgiinliik modiilii ve en iyi yaklagim
sayilari ile degerlendirilmistir.

Bu tezde elde edilen sonugclar, trigonometrik yaklagimin diiz teoremi, birlikte yaklasim
teoremi, carpanlar teoremi ve Littlewood-Paley teoremi ispatlandiktan sonra farkli
fonksiyon uzaylarinda da elde edilebilir.
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