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Bu tez çalışmasında bazı fonksiyon uzaylarında Fourier serilerinin kısmi toplamlarının bazı
alt toplanabilme metotları ile yaklaşım sonuçları incelenmiştir. Ağırlıklı Lorentz, değişken
üslü ağırlıklı Lebesgue, ağırlıklı Orlicz ve Morrey uzaylarında elde edilen bu yaklaşım
sonuçları Fourier serilerinin kısmi toplamları kullanılarak elde edilen alt Nörlund, alt Riesz
ve alt Matris toplanabilme metotları ile elde edilmiştir. Bu toplanabilme metotları ile verilen
fonksiyonlara yaklaşım sonuçları grafikler ve nümerik sonuçlarla desteklenmiştir. 

Bu tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, trigonometrik yaklaşımla ilgili literatür özetine değinilmiştir. 

İkinci bölümde, Fourier serileri ve bu serilerin alt toplanabilme metotlarının tanımları ve
bazı temel özellikleri verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, çalışılan fonksiyon uzayları tanımları ve bu uzaylarla ilgili temel bilgiler
aktarılmıştır. 

Dördüncü bölümde, bazı trigonometrik yaklaşım teoremlerinin ifadelerine ve ispatlarına yer
verilmiştir. Ayrıca, bu teoremlerin ispatlarında kullanılan yardımcı teoremler verilmiştir. Bu
bölümde verilen yaklaşım sonuçlarında Nörlund, Riesz ve Matris alt toplamları ile yaklaşım
hızı değerlendirilmiştir. 

Beşinci bölümde, trigonometrik polinomların yaklaşımı ile ilgili yaklaşım hatası örnekleri
verilmiştir. Yaklaşım hatası örnekleri grafikler ve nümerik sonuçlarla desteklenmiştir. 
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In this thesis the approximation results of the partial sums of the Fourier series in some
function spaces with some sub-summability methods are examined. The results of these
approximation obtained on weighted Lorentz, variable exponential weighted Lebesgue,
weighted Orlicz and Morrey spaces are obtained by using the sub Nörlund, sub Riesz and
sub-matrix summability methods obtained by using the partial sums of the Fourier series.
The approximation results to functions given by these summability methods are supported
by graphs and numerical results. 
 
This thesis consists of five chapters. 

 
In the first chapter, the literature summary about the trigonometric approach is mentioned. 

 
In the second chapter, the definition and some basic properties of Fourier series and sub-
summability methods of these series are given. 

 
In the third chapter, the definitions of function spaces and basic information about these
spaces are given. 

 
In the fourth chapter, expressions and proofs of some trigonometric approximation theorems
are given. Also, auxiliary results used in the proofs of these theorems are given. In  these
approximation results, the errors of approximation are evaluated by sub-Nörlund, sub-Riesz
and sub-Matrix methods. 
 
In the fifth chapter, examples of approximation errors related to the approximation of
trigonometric polynomials are given. Approximation examples are supported by graphs and
numerical results. 
 

KEYWORDS: Lorentz spaces, variable exponent Lebesgue spaces, Orlicz spaces, Morrey
spaces, sub-Nörlund method, sub-Riesz method, sub-Matrix method. 
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1. GİRİŞ 

Yaklaşım teorisi, fonksiyonlara daha basit ve daha kolay hesaplanabilen fonksiyonlarla 

yaklaşım durumlarını inceleyen bir matematiksel analiz alanıdır. Yaklaşım teorisinde 

incelenen problemler, nitelik ve nicelik problemleri olarak iki ana gruba ayrılmaktadır. 

Nitelik problemlerinin yapısını yoğun alt uzayın varlığı oluştururken, nicelik problemlerinin 

yapısını yaklaşımın tekliği, yaklaşım hızının değerlendirilmesi ve yaklaşım teorisinin düz ve 

ters teoremleri oluşturmaktadır. En iyi yaklaşımın üstten sınırlandırıldığı teoremler yaklaşım 

teorisinin düz teoremleri, en iyi yaklaşım sayısının alttan sınırlandırıldığı teoremler yaklaşım 

teorisinin ters teoremleri olarak adlandırılır. Diğer birçok analiz alanı gibi, temel kökleri 19. 

yüzyıl matematiğine dayanan bir matematik alanıdır. 

Reel değerli fonksiyonların yaklaşım teorisi tarihinin başlangıç noktası P. L. Chebyshev [1] 

ve Weierstrass [2] tarafından verilen çalışmalara dayanmaktadır. 

Weierstrass tarafından 1885’te verilen sonuçlar yaklaşım teorisinin geliştirilmesinde büyük 

öneme sahiptir. Bu çalışmada kapalı aralıktaki sürekli bir 𝑓 fonksiyonuna düzgün 

yakınsayan bir polinom dizisinin varlığı problemi çözülmüştür. 

Bu çalışma neticesinde fonksiyonların önemli özelliklerinin derinlemesine incelenmesi için 

Weierstrass tarafından elde edilen sonuçların genelleştirilmesi ve iyileştirilmesi 

kaçınılmazdır. Bu bağlamda, P. L. Chebyshev tarafından verilen “en iyi yaklaşım” kavramı 

fonksiyonların modern konstrüktif teorisinin temelleri için de büyük bir öneme sahiptir. 

En iyi yaklaşım sayısı ile ilgili diğer önemli çalışmalar, D. Jackson [3], N. I. Akhiezer [4], 

S. B. Stechkin [5], S. N. Bernstein tarafından [6-8] de verilen, en iyi yaklaşım dizisine sahip 

bir fonksiyonun varlığına ilişkin düz-ters teoremlerin ispatlandığı çalışmalardır. 

Ağırlıklı Lebesgue uzaylarında trigonometrik yaklaşımın düz ve ters teoremleri Gadjieva [9] 

tarafından ispatlanmıştır. 

Orlicz uzaylarında trigonometrik yaklaşımın düz teoremleri Ramazanov [10], Runovski [11] 

ve Wu [12] tarafından elde edilmiştir. Ağırlıklı Orlicz uzaylarında trigonometrik yaklaşımın 

düz ve ters teoremleri Akgün ve İsrafilov [13] tarafından ispatlanmıştır. 

Ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan fonksiyonların türevleri için trigonometrik yaklaşımın 

ters ve eş zamanlı teoremleri Yıldırır ve İsrafilov [14] tarafından elde edilmiştir. Ağırlıklı 

Lorentz uzaylarında trigonometrik yaklaşımın düz teoremleri  Akgün ve Yıldırır [15] 

tarafından ispatlanmıştır. 
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En iyi yaklaşım kavramıyla bağlantılı problemleri ele aldıktan sonra, bu yaklaşımı 

gerçekleştiren polinomları karakterize eden kriterleri bulma ve bu yaklaşımdaki en küçük 

farkı belirleme problemleri ortaya çıkmaktadır.  Bu bağlamda ortaya çıkan problemlerin inşa 

edilmesi ve iyileştirilmesi için farklı toplanabilme yöntemleri kullanılmaktadır. Buna ek 

olarak, toplanabilme metotları Fourier serisi teorisindeki temel problemlerden biri olan 

yaklaşım hızının incelenmesi probleminde de kullanılmaktadır. Bu anlamda karşılaşılan en 

önemli sonuçlardan biri Quade [16] tarafından elde edilmiştir. Bu çalışmada Lebesgue 

uzaylarından olan fonksiyonlara, bu fonksiyonların Fourier serilerinin kısmi toplamlarının 

klasik Cesàro metodu ile yaklaşım özellikleri incelenmiştir. 

Şimdi de doğal olarak, “Bu yaklaşım metodunu ve yaklaşım hızını nasıl genelleştirebiliriz 

ya da iyileştirebiliriz?” sorusu ortaya çıkmaktadır. Öncelikli olarak, farklı toplanabilme 

metotları kullanılabilir. Yani, Cesàro metot yerine, bu metodun daha genel versiyonları olan 

Nörlund, Riesz, Matris metotları ya da bu toplanabilme metotlarının alt toplamları 

kullanılarak daha genel sonuçlar elde edilebilir. İkincisi, verilen toplanabilme metodu 

üzerindeki monotonluk koşulu zayıflatılarak iyileştirme yapılabilir. Bir diğer genelleştirme 

ise yaklaşım özelliklerinin incelendiği fonksiyon uzayından daha geniş bir fonksiyon uzayı 

seçilerek sağlanabilmektedir. Bu tez çalışmasında, yukarıda verilen genelleştirme 

yöntemleri göz önünde bulundurularak çalışma problemleri inşa edilmiştir. Bu tezde elde 

edilen sonuçlara değinmeden önce alan yazında yer alan bazı yaklaşım teorisi sonuçları 

aşağıda verilmiştir. 

Lebesgue uzaylarında, Quade [16] tarafından klasik Cesàro metot kullanılarak verilen 

sonuçların genellemeleri bir çok matematikçi tarafından elde edilmiştir [5-23]. 

Ayrıca klasik metotların yerine bunların alt metotları yardımıyla da genellemeler elde 

edilebilir. Bu genelleme çalışmalarının temelini [36] ve [37] nolu çalışmalarda elde edilen 

sonuçlar oluşturmaktadır. [36] nolu çalışmada Armitage ve Maddox tarafından alt Cesàro 

metot tanımı ve temel özellikleri ilk defa incelenmiştir. [37] nolu çalışmada Osikiewicz 

tarafından alt Cesàro metot ve klasik Cesàro metot arasındaki bazı bağıntılar verilmiştir. 

[38] nolu çalışmada  Değer ve arkadaşları tarafından alt Cesàro metot kullanılarak yaklaşım 

özellikleri Lebesgue uzaylarında incelenmiştir. 

[39] nolu çalışmada Değer ve Kaya tarafından Lebesgue uzaylarından olan fonksiyonlara 

yaklaşım hızı alt Nörlund metot ve alt Riesz metotları yardımıyla değerlendirilmiştir. 
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Değer ve arkadaşları tarafından [38] nolu çalışmada verilen sonuçların Lebesgue uzayındaki 

iyileştirmeleri Mittal ve Singh [40]  tarafından matrisin satırları üzerindeki monotonluk 

koşulu kaldırılarak elde edilmiştir. 

[41] nolu çalışmada Mittal ve Singh tarafından Lebesgue uzayından olan fonksiyonlara alt 

Matris metotları yardımıyla yaklaşım incelenmiş ve iki farklı nümerik dizi sınıfı için iki 

teorem ispatlanmıştır. 

[39] nolu çalışmada verilen sonuçlar Sonker ve Munjal [42] tarafından daha genel 

toplanabilme metodu kullanılarak ve daha geniş nümerik dizi sınıfı üzerinde çalışılarak 

iyileştirilmiştir. 

[24] nolu çalışmada klasik metotlar kullanılarak elde edilen sonuçlar, Krasniqi [43] 

tarafından üç farklı yönden iyileştirilmiştir. Bu yönler; daha geniş nümerik dizi sınıfları 

üzerinde çalışmak, daha keskin bir yaklaşım derecesi ile yaklaşımı üstten sınırlandırmak ve 

klasik metot yerine alt metot kullanmaktır. 

[44] nolu çalışmada Değer tarafından değişken üslü Lebesgue uzaylarından olan 

fonksiyonlara yaklaşım alt Nörlund ve alt Riesz metotları yardımıyla incelenmiştir. Bu 

çalışmada, [24] nolu çalışmada verilen sonuçlar hem yaklaşım metodu genelleştirilerek hem 

de yaklaşım metodundaki dizilerin üzerindeki monotonluk koşulu kaldırılarak 

iyileştirilmiştir. 

[45] nolu çalışmada Avşar ve Yıldırır tarafından ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan 

fonksiyonlara, bu fonksiyonların Fourier serilerinin kısmi toplamlarının  alt Matris metotları 

yardımıyla yaklaşım hızı incelenmiştir. Bu çalışmada, [41] de Lebesgue uzaylarında elde 

edilen sonuçlar ağırlıklı Lorentz uzaylarına taşınmıştır. 

[46] nolu çalışmada Avşar ve Yıldırır tarafından ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan 

fonksiyonların türevlerine, bu fonksiyonların alt Nörlund ve alt Riesz metotları kullanılarak 

yaklaşım  incelenmiştir. Bu çalışmada, [34] nolu çalışmada verilen sonuçların daha keskin 

yaklaşım versiyonları daha az bağlayıcı koşullar altında elde edilmiştir. 

[47] nolu çalışmada Avşar ve Yıldırır tarafından değişken üslü ağırlıklı Lebesgue 

uzaylarından olan fonksiyonlara, iki farklı alt Matris metodu ile yaklaşım incelenmiştir. Bu 

çalışmada, [35] de klasik metot kullanılarak verilen sonuçlar hem alt Riesz metodunun 

genellemesi olan alt Matris metodu hem de alt Nörlund metodunun genellemesi olan alt 

Matris metodu kullanılarak iyileştirilmiştir. 
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Bu çalışmalarda ispatlanan ana teoremlerde 𝑆௡ ve 𝑀 operatörlerinin sınırlılığı oldukça 

önemlidir. 

Fourier serisinin kısmi toplamlarının sınırlılığı, ağırlıklı Lebesgue uzaylarında Hunt ve 

arkadaşları [48] tarafından, ağırlıklı Lorentz uzaylarında Kokilashvili ve Yıldırır  [49] 

tarafından, değişken üslü Lebesgue uzaylarında Sharapudinov [50] tarafından, ağırlıklı 

değişken üslü Lebesgue uzaylarında İsrafilov ve Testici [35] tarafından, Morrey uzaylarında 

İsrafilov ve Tozman [51] tarafından ve ağırlıklı Orlicz uzaylarında İsrafilov ve Güven [52] 

tarafından elde edilmiştir. 

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun sınırlılığı, ağırlıklı Lebesgue uzaylarında 

Muckenhoupt [53] tarafından, ağırlıklı Lorentz uzaylarında Chung ve arkadaşları [54] 

tarafından, değişken üslü Lebesgue uzaylarında birçok araştırmacı [55]–[58] tarafından, 

ağırlıklı değişken üslü Lebesgue uzaylarında Cruz-Uribe ve arkadaşları [59], [60] tarafından, 

Morrey uzaylarında Chiarenza ve Frasca [61] ve Jafarov [62] tarafından, ağırlıklı Orlicz 

uzaylarında Genebashvili ve arkadaşları [63] tarafından elde edilmiştir. 

Ağırlıklı Orlicz uzaylarında öteleme operatörünün sınırlılığı İsrafilov ve Güven [52] 

tarafından elde edilmiştir. 

Bu tez çalışmasında Lorentz, değişken üslü Lebesgue, Morrey ve Orlicz uzaylarında elde 

edilen bazı yaklaşım teoremlerinin ifadelerine ve ispatlarına yer verilmiştir. Çalışılan bu dört 

fonksiyon uzayı iyi bilinen Lebesgue uzayının farklı genellemeleridir. Başka bir ifadeyle, bu 

tezde elde edilen sonuçlar Lebesgue uzaylarında elde edilen yaklaşım sonuçlarının daha 

genel versiyonlarıdır. 

4.1. bölümde, ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan fonksiyonların türevlerine, bu 

fonksiyonların Fourier serilerinin kısmi toplamlarının alt Nörlund ve alt Riesz metotları 

yardımıyla yaklaşım hızı incelendi.  

 4.2. bölümde, değişken üslü ağırlıklı Lebesgue uzaylarından olan fonksiyonlara, bu 

fonksiyonların Fourier serilerinin kısmi toplamlarının iki farklı alt Matris metodu yardımıyla 

yaklaşım hızı incelendi. 

4.3. bölümde, Morrey uzaylarından olan fonksiyonlara, bu fonksiyonların Fourier serilerinin 

kısmi toplamlarının iki farklı alt Matris metodu yardımıyla yaklaşım hızı incelendi. Buna ek 

olarak, Morrey uzaylarında eşlenik fonksiyonun sınırlılığı da ispatlandı. 
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4.4. bölümde, ağırlıklı Orlicz uzaylarından olan fonksiyonların türevlerine, bu 

fonksiyonların Fourier serilerinin kısmi toplamlarının alt Nörlund ve alt Riesz metotları 

aracılığıyla yaklaşım hızı incelendi.  

5. bölümde, bu tezde verilen yaklaşım sonuçlarının uygulamalarına yer verilmiştir. 

Fonksiyonlar ve bu fonksiyonların Fourier serisinden elde edilen toplanabilme metotları 

arasındaki yaklaşım hatası, fonksiyonun seçildiği uzayın normu dikkate alınarak grafiklerle 

ve nümerik sonuçlarla açıklanmıştır. 
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2. FOURİER SERİLERİ 

2.1 Fourier Serisi 

2.1.1 Tanım 𝑎௞ ve 𝑏௞ ሺ𝑘 ൌ 0, 1, 2, … ሻ sabitleri reel sayılar kümesinin elemanları olmak 

üzere 

𝑎଴

2
൅ ෍ሺ𝑎௞cos𝑘𝑥 ൅ 𝑏௞sin𝑘𝑥ሻ

ஶ

௞ୀଵ

 (2.1)

serisine trigonometrik seri denir. 

෍ሺ𝑎௞sin𝑘𝑥 െ 𝑏௞cos𝑘𝑥ሻ
ஶ

௞ୀଵ

 

serisine de (2.1) serisinin eşlenik serisi denir. |𝑎௡| ൅ |𝑏௡| ൐ 0 için 

𝑡௡ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑎଴

2
൅ ෍ሺ𝑎௞𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 ൅ 𝑏௞𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥ሻ,

௡

௞ୀଵ

               𝑛 ൌ 0,1,2, …. 

biçiminde tanımlanan 𝑡௡ሺ𝑥ሻ ifadesine ise n. dereceden bir trigonometrik polinom denir. 

 2.1.2 Tanım 𝑓 ∈ 𝐿ଵሺ𝕋ሻ olsun. 

𝑎௞ሺ𝑓ሻ ൌ
1
𝜋

න 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡𝑑𝑡

ଶగ

଴

, 𝑘 ൌ 0,1,2, … 

ve 

𝑏௞ሺ𝑓ሻ ൌ
1
𝜋

න 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡𝑑𝑡

ଶగ

଴

, 𝑘 ൌ 1,2, … 

olmak üzere  

𝑎଴

2
൅ ෍ሺ𝑎௞ሺ𝑓ሻ𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 ൅ 𝑏௞ሺ𝑓ሻ𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥ሻ

ஶ

௞ୀଵ

 

serisine 𝑓 fonksiyonunun Fourier serisi denir. 𝑓 fonksiyonunun eşlenik Fourier serisi 

෍ሺ𝑎௞ሺ𝑓ሻ𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥 െ 𝑏௞ሺ𝑓ሻ𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥ሻ
ஶ

௞ୀଵ

 

biçiminde tanımlanır. 

2.1.3 Tanım 𝑈଴ሺ𝑥, 𝑓ሻ ≔ ௔బ

ଶ
 ve 𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ ≔ 𝑎௞ሺ𝑓ሻ𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 ൅ 𝑏௞ሺ𝑓ሻ𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥, 𝑘 ൌ 1,2, … 

olmak üzere 
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𝑆௡ሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ ෍ 𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ,

௡

௞ୀ଴

        𝑛 ൌ 0,1,2, … 

biçiminde tanımlı ൫𝑆௡ሺ𝑓ሻ൯ dizisine 𝑓 fonksiyonunun Fourier serisinin kısmi toplamlar dizisi 

denir. 

2.2 Cesàro Alt Metot 

2.2.1 Tanım  𝜆 ൌ ሺ𝜆௡ሻ  pozitif tamsayıların kesin artan bir dizisi olsun. ሺ𝑥௞ሻ reel ya da 

kompleks sayı dizisi için 𝐶ఒ
௡ Cesàro alt metodu 

𝐶ఒ
௡ሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ

1
𝜆௡

෍ 𝑥௞

ఒ೙

௞ୀ଴

, 𝑛 ൌ 1,2, … 

biçiminde tanımlanır. 

Eğer 𝜆௡ ൌ 𝑛 alırsak 𝐶ఒ Cesàro alt metodu ve klasik Cesàro metodu çakışır. Cesàro alt 

metodu hakkında daha detaylı bilgiye [36] ve [37] nolu referanslardan ulaşılabilir. 

2.2.2 Tanım ൫𝑝ఒ೙
൯ pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. 𝑝ିଵ ൌ 𝑃 ଵ ≔ 0 ve 𝑃ఒ೙

ൌ 𝑝ଵ ൅ 𝑝ଶ ൅

𝑝ଷ ൅ ⋯ ൅ 𝑝ఒ೙
 olmak üzere 𝑓 fonksiyonunun Fourier serisinin kısmi toplamının  alt Nörlund 

ve alt Riesz metotları sırasıyla 

𝑁௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠𝑆௠ሺ𝑥, 𝑓ሻ,

ఒ೙

௠ୀ଴

 

𝑅௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝௠𝑆௠ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

biçiminde tanımlanır. 

Eğer 𝜆௡ ൌ 𝑛 seçersek, 𝑁௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ve 𝑅௡

ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ  alt metotları sırasıyla klasik Nörlund ve klasik 

Riesz metotları ile çakışır. 

2.2.3 Tanım 𝐴 ≔  ൫𝑎௡,௠൯ reel sayıların alt üçgensel regüler matrisi, m൑ 𝑛 için 𝑎௡,௠ ൒ 0 

ሺ𝑛 ൌ 0,1,2, … ሻ ve satır toplamlarının 1 olması koşulunu sağlamak üzere 𝑇௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ alt matris 

metodu 

𝑇௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,௠𝑆௠ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௠ୀ଴
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biçiminde tanımlanır. 

Eğer 𝑎ఒ೙,௠ ൌ ௣೘

௉ഊ೙
 seçersek, 𝑇௡

ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ alt matris metodu ile 𝑅௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ alt Riesz metodu çakışır. 

2.2.4 Tanım 𝐴 ≔  ൫𝑎௡,௠൯ reel sayıların alt üçgensel regüler matrisi, m൑ 𝑛 için 𝑎௡,௠ ൒ 0 

ሺ𝑛 ൌ 0,1,2, … ሻ ve satır toplamlarının 1 olması koşulunu sağlamak üzere  𝜏௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ alt matris 

metodu 

𝜏௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௠𝑆௠ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

biçiminde tanımlanır. 

Eğer 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௠ ൌ
௣ഊ೙ష೘

௉ഊ೙
 alırsak 𝜏௡

ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ alt matris metodu ile 𝑁௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ alt Nörlund metodu 

çakışır. 

2.2.5 Tanım Eğer 𝑢௡ ൑ 𝐾𝑢௠  ሺ𝑢௠ ൑ 𝐾𝑢௡ሻ eşitsizliğini sağlayan 𝑢 ya bağlı bir K sabiti 

varsa, negatif olmayan 𝑢 ≔ ሺ𝑢௡ሻ dizisi hemen her yerde monoton artan (azalan) dizi olarak 

adlandırılır. Kısaca 𝑢 ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑆 ሺ𝑢 ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑆ሻ şeklinde gösterilir. 

2.2.6 Tanım 

𝐴௡,௞ ≔
1

𝑘 ൅ 1
෍ 𝑎௡,௜

௡

௜ୀ௡ି௞

 

olsun. Eğer ൛𝐴௡,௞ൟ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑆 ൫൛𝐴௡,௞ൟ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑆൯  ise bu durumda ൛𝑎௡,௞ൟ dizisi hemen her 

yerde monoton azalan üst ortalama dizi olarak adlandırılır. Kısaca ൛𝑎௡,௞ൟ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑈𝑀𝑆 

൫൛𝑎௡,௞ൟ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑈𝑀𝑆൯ biçiminde gösterilir. 

2.2.7 Tanım 

𝐴௡,௞
∗ ≔

1
𝑘 ൅ 1

෍ 𝑎௡,௜

௞

௜ୀ଴

 

olsun. Eğer ൛𝐴௡,௞
∗ ൟ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑆 ൫൛𝐴௡,௞

∗ ൟ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑆 ൯  ise bu durumda ൛𝑎௡,௞ൟ dizisi hemen her 

yerde monoton azalan ortalama dizi olarak adlandırılır. Kısaca ൛𝑎௡,௞ൟ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑀𝑆 

൫൛𝑎௡,௞ൟ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑀𝑆൯ biçiminde gösterilir. 

2.2.8 Tanım 

∆௞ operatörü ∆௞𝑎௡,௞ ൌ 𝑎௡,௞ െ 𝑎௡,௞ାଵ biçiminde tanımlanır. 
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2.2.9 Tanım 

≼ bağıntısı aşağıdaki biçimde tanımlanmaktadır. 

 𝐴 ≼ 𝐵 ⇔ Temel parametreden bağımsız, pozitif bir C sabiti vardır öyle ki  𝐴 ൑ 𝐶𝐵 

2.2.10 Tanım 

ሾ𝑥ሿ: ൌ 𝑚𝑎𝑥ሼ𝑛 ∈ ℤ: 𝑛 ൑ 𝑥ሽ.  

2.2.11 Tanım 

𝑂 notasyonu aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑂൫𝑔ሺ𝑥ሻ൯ ⇔ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൑ 𝐾𝑔ሺ𝑥ሻ.  

Buradaki pozitif 𝐾 sabiti temel parametreden bağımsızdır. 
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3. FONKSİYON UZAYLARI 

Bu bölümde bazı fonksiyon uzaylarının tanımları ve bazı temel özellikleri verilmektedir. 

3.1 Lebesgue Uzayları 

3.1.1 Tanım 1 ൑ 𝑝 ൏ ∞  olsun. 

‖𝑓‖୮ ൌ ቌන |𝑓ሺ𝑥ሻ|௣𝑑𝑥

ଶగ

଴

ቍ

ଵ
௣

൏ ∞ 

şartını sağlayan bütün ölçülebilir 2𝜋 periyotlu 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonlarının uzayı Lebesgue 

uzayı olarak adlandırılır ve 𝐿௣ሺ𝕋ሻ ile gösterilir. 𝐿௣ሺ𝕋ሻ Lebesgue uzayı, ‖𝑓‖୮ normuna göre 

bir Banach uzayıdır. 

𝐿௣ሺ𝕋ሻ Lebesgue uzaylarında integral süreklilik modülü aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

3.1.2 Tanım 𝑝 ൐ 1 için 𝑓 ∈ 𝐿௣ሺ𝕋ሻ fonksiyonunun integral süreklilik modülü 

𝜔௣ሺ𝛿;  𝑓ሻ ൌ sup
|௛|ஸఋ

ቐ
1

2𝜋
න |𝑓ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|௣𝑑𝑥

ଶగ

଴

ቑ

ଵ
௣

, 𝛿 ൐ 0 

biçiminde tanımlanır [64, p. 45]. 

 3.1.3 Tanım 𝛿 ൐ 0, 0 ൏ 𝛼 ൑ 1 ve 1 ൑ 𝑝 ൏ ∞ olsun. 𝑓 ∈ 𝐿௣ሺ𝕋ሻ fonksiyonlarının 

oluşturduğu Lipschitz sınıfı 

𝐿𝑖𝑝ሺ𝛼, 𝐿௣ሻ ൌ ൛𝑓 ∈ 𝐿௣ሺ𝕋ሻ: 𝜔௣ሺ𝛿;  𝑓ሻ ൌ 𝑂ሺ𝛿ఈሻൟ 

biçiminde tanımlanır. 

 

3.2 Ağırlıklı Lorentz Uzayları 

3.2.1 Tanım 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 𝜇௙ 

fonksiyonu 

𝜇௙ሺλሻ ൌ 𝜇ሼ𝑥 ∈ 𝕋: |𝑓ሺ𝑥ሻ| ൐ 𝜆ሽ, 𝜆 ൐ 0  

biçiminde tanımlanır ve 𝑓 fonksiyonunun dağılım fonksiyonu olarak adlandırılır. Burada, 𝜇 

ℝ üzerinde Lebesgue ölçümüdür [65, p. 37]. 
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3.2.2 Tanım 𝑓 fonksiyonu, 2𝜋 periyotlu ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 𝑓 

fonksiyonunun 𝜇௙ dağılım fonksiyonu negatif olmayan, azalan ve ሾ0, ∞ሻ aralığı üzerinde 

sağdan sürekli bir fonksiyondur [65, p. 37]. 

3.2.3 Tanım 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 𝑓∗: ሾ0, ∞ሻ →

ሾ0, ∞ሻ fonksiyonu 

𝑓∗ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑖𝑛𝑓൛λ: 𝜇௙ሺλሻ ൑ 𝑡ൟ, 𝑡 ∈ ሾ0, ∞ሻ 

biçiminde tanımlanır ve 𝑓 fonksiyonunun azalan rearrangement fonksiyonu olarak 

adlandırılır [66, p. 238]. 

 3.2.4 Tanım 𝑓 fonksiyonu hemen her yerde sonlu, ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu 

durumda 𝑓∗∗ fonksiyonu 

𝑓∗∗ሺ𝑡ሻ: ൌ
1
𝑡

 න 𝑓∗ሺ𝑢ሻ𝑑𝑢

௧

଴

, 𝑡 ൐ 0 

biçiminde tanımlanır. 𝑓∗∗ fonksiyonu 𝑓∗ fonksiyonunun ortalama fonksiyonu olarak 

adlandırılır [66, p. 249]. 

3.2.5 Tanım 1<p,q൏ ∞ olsun. 

‖𝑓‖௣௤,ఠ ൌ ቆන ൤𝑡
ଵ
௣𝑓∗∗ሺ𝑡ሻ൨

௤ 𝑑𝑡
𝑡

 
𝕋

ቇ

𝟏
௤

 (3.1)

ve ‖𝑓‖௅೛,೜ normunun sonlu olma koşulunu sağlayan 𝕋 üzerinde tanımlı bütün ölçülebilir 𝑓 

fonksiyonlarının uzayına Lorentz uzayı denir ve 𝐿௣,௤ሺ𝕋ሻ ile gösterilir. 

Lorentz uzayları (3.1) verilen norma göre Banach uzayıdır [65, pp. 216–219]. 

1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞ için 𝑝 ve 𝑞 indislerini birbirine eşit seçersek 𝐿௣,௣ሺ𝕋ሻ Lorentz uzayı ile 𝐿௣ሺ𝕋ሻ 

Lebesgue uzayı çakışır ve 𝑓 ∈ 𝐿௣ሺ𝕋ሻ fonksiyonu için ‖𝑓‖௣,௣ ൌ ‖𝑓‖௣ elde edilir [63, p. 20].  

3.2.6 Tanım Eğer 𝜔ିଵሺሼ0, ∞ሽሻ kümesinin Lebesgue ölçümü sıfır ise bu durumda 2π-

periyotlu ve ölçülebilir ω: 𝕋 → [0,∞] fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu denir. 

3.2.7 Tanım ω bir ağırlık fonksiyonu, e ölçülebilir bir küme ve 
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ωሺ𝑒ሻ ≔ න ωሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
௘

 (3.2)

olsun. Bu durumda 𝑓ఠ
∗ሺ𝑡ሻ fonksiyonu (3.2) Borel ölçümüne göre 

𝑓ఠ
∗ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑖𝑛𝑓ሼτ ൒ 0: 𝜔ሼ𝑥 ∈ 𝕋: |𝑓ሺ𝑥ሻ| ൐ 𝜏ሽ ൑ 𝑡ሻሽ 

biçiminde tanımlanır ve 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonunun azalan rearrangement fonksiyonu olarak 

adlandırılır. Buna göre 𝑓ఠ
∗∗ሺ𝑡ሻ integral ortalama fonksiyonu 

𝑓ఠ
∗∗ሺ𝑡ሻ: ൌ

1
𝑡

 න 𝑓ఠ
∗ሺ𝑢ሻ𝑑𝑢

௧

଴

 

biçiminde tanımlanır. 

3.2.8 Tanım 1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞ ve 𝑓: 𝕋 → ℝ 2𝜋 periyotlu ve ölçülebilir bir fonksiyon olsun. 

‖𝑓‖௣௤,ఠ ൌ ቆන  ൫𝑓ఠ
∗∗ሺ𝑡ሻ൯

௤

𝕋
𝑡

௤
௣  

𝑑𝑡
𝑡

ቇ

ଵ
௤

൏ ∞ 

ve ‖𝑓‖௣௤,ఠ normunun sonlu olma koşulunu sağlayan 𝕋  üzerinde tanımlı bütün  ölçülebilir 

2𝜋 periyotlu 𝑓 fonksiyonlarının sınıfına ağırlıklı Lorentz uzayı denir ve 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ ile gösterilir 

[63, p. 21]. 

𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ uzayı ‖𝑓‖௣௤,ఠ normuna göre  bir Banach uzayıdır [63, p. 21]. 

𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ ağırlıklı Lorentz uzayları ile ilgili daha detaylı bilgiye [66]–[69] nolu kaynaklardan 

ulaşılabilir. 

3.2.9 Tanım 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan 𝑓 fonksiyonuna, derecesi n yi 

geçmeyen trigonometrik polinomlar ile en iyi yaklaşım sayıları dizisi 𝐸௡ሺ𝑓ሻ௅ഘ
೛,೜ ile gösterilir 

ve 

 𝐸௡ሺ𝑓ሻ௅ഘ
೛,೜ ൌ 𝑖𝑛𝑓

௧೙∈ ೙்

‖𝑓 െ 𝑡௡‖௣௤,ఠ 

biçiminde tanımlanır. Burada 𝑇௡, derecesi n yi geçmeyen trigonometrik polinomların 

kümesidir. 

𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ ağırlıklı Lorentz uzaylarında süreklilik modülü aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

3.2.10 Tanım 𝛿 ൐ 0 olsun. 𝐴௛ሺ𝑥, 𝑓ሻ Steklov fonksiyonu 
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𝐴௛ሺ𝑥, 𝑓ሻ ≔
1
ℎ

න|𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑡

௛

଴

 

biçiminde tanımlı olmak üzere, 𝑓 ∈ 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ fonksiyonunun 𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ௅ഘ

೛,೜ süreklilik modülü 

𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ௅ഘ
೛,೜ ൌ sup

|௛|ஸఋ
‖𝐴௛ሺ𝑓ሻ‖௣௤,ఠ 

biçiminde tanımlanır. 

3.2.11 Tanım 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ ve 𝑝ᇱ ൌ ௣

௣ିଵ
 olsun. 𝐴௣ሺ𝕋ሻ Muckenhoupt sınıfı 

𝑠𝑢𝑝
1

|𝐼|
න 𝜔ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ቌ

1
|𝐼|

න 𝜔ଵି௣ᇲሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
ூ

ቍ

௣ିଵ

൏ ∞
ூ

 

koşulunu sağlayan 𝜔 ağırlık fonksiyonlarının sınıfı olarak tanımlanır. Burada supremum, 𝕋 

nin herhangi bir alt aralığı üzerinden alınır ve |𝐼|, I aralığının uzunluğunu gösterir [53]. 

3.2.12 Tanım 𝑓 fonksiyonunun Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu 

𝑀ሺ𝑥, 𝑓ሻ ≔ sup
௫∈ூ

1
|𝐼|

න 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑑𝑡,   𝑥 ∈ 𝕋
ூ

 (3.3)

biçiminde tanımlanır. Burada supremum 𝕋 nin bütün açık alt aralıkları üzerinden alınır. 

𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ ve 1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞ olsun. Bu durumda 𝑓 ∈ 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ fonksiyonunun Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu ağırlıklı Lorentz uzaylarında sınırlıdır [54]. Bu nedenle 

𝐴௛ሺ𝑓ሻ Steklov operatörü 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ ağırlıklı Lorentz uzayından olur. Böylece 𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ௅ഘ

೛,೜ 

süreklilik modülü 𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ için iyi tanımlıdır. 

Buna ek olarak 𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ௅ഘ
೛,೜ süreklilik modülü azalmayan, negatif olmayan, sürekli bir 

fonksiyondur ve 

lim
ఋ→଴

𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ௅ഘ
೛,೜ ൌ 0 ve 𝛺ሺ𝑓ଵ ൅ 𝑓ଶ, 𝛿ሻ௅ഘ

೛,೜ ൑ 𝛺ሺ𝑓ଵ, 𝛿ሻ௅ഘ
೛,೜ ൅ 𝛺ሺ𝑓ଶ, 𝛿ሻ௅ഘ

೛,೜ 

özelliklerini sağlar. 

3.2.13 Tanım 𝛿 ൐ 0 olsun. 0 ൏ 𝛼 ൑ 1, 1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞ için 𝑓 ∈ 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ fonksiyonlarının 

oluşturduğu Lipschitz sınıfı 

𝐿𝑖𝑝൫𝛼, 𝐿ఠ
௣,௤൯ ൌ ቄ𝑓 ∈ 𝐿ఠ

௣,௤ሺ𝕋ሻ: 𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ௅ഘ
೛,೜ ൌ 𝑂ሺ𝛿ఈሻቅ 
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biçiminde tanımlanır. 

1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞ ve 𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ olduğunda 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ ⊂ 𝐿ଵሺ𝕋ሻ olur ve ağırlıklı Lorentz 

uzaylarından olan fonksiyonların Fourier seri açılımı yapılabilir [49]. 

3.2.14 Tanım 𝑟 ൌ 1,2, … için ağırlıklı Sobolev tipli uzaylar 

𝑊௣௤,ఠ
௥ ൌ ൛𝑓 ∈ 𝐿ఠ

௣,௤ሺ𝕋ሻ: 𝑓ሺ௥ିଵሻ mutlak süreklidir ve 𝑓ሺ௥ሻ ∈ 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ ൟ 

𝑊௣௤,ఠ
௥,ఈ ൌ ൛𝑓 ∈ 𝑊௣௤,ఠ

௥ : 𝑓ሺ௥ሻ ∈ 𝐿𝑖𝑝൫𝛼, 𝐿ఠ
௣,௤൯ ൟ 

biçiminde tanımlanır. 

 

3.3 Ağırlıklı Değişken Üslü Lebesgue Uzayları 

 

𝑝ሺ∙ሻ: 𝕋 → ሾ0, ∞ሻ fonksiyonu Lebesgue ölçülebilir 2𝜋 periyotlu fonksiyon olsun. 

⍴௣ሺ∙ሻሺ𝑓ሻ ≔ න 𝑓ሺ𝑥ሻ௣ሺ௫ሻ𝑑𝑥 ൏ ∞
𝕋

 

koşulunu sağlayan ve 

‖𝑓‖௣ሺ∙ሻ ≔ inf ൜𝜉 ൐ 0, ⍴௣ሺ∙ሻ ൬
𝑓
𝜉

൰  ൑ 1 ൠ 

biçiminde tanımlanan 2𝜋 periyotlu Lebesgue ölçülebilir f fonksiyonlarının sınıfı değişken 

üslü Lebesgue uzayı olarak adlandırılır ve 𝐿௣ሺ௫ሻሺ𝕋ሻ ile gösterilir. 𝑝ሺ∙ሻ fonksiyonu 

1 ൏ 𝑝ି ≔ 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
௫∈𝕋

𝑝ሺ𝑥ሻ ൑ 𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝
௫∈𝕋

𝑝ሺ𝑥ሻ ≔ 𝑝ା ൏ ∞ (3.4)

ve 

|𝑝ሺ𝑥ሻ െ 𝑝ሺ𝑦ሻ| ൑ 𝐶 ln ൬
1

|𝑥 െ 𝑦|
൰ , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝕋, |𝑥 െ 𝑦| ൑

1
2

 (3.5)

koşullarını sağlar. (3.4) ve (3.5) ile verilen koşulları sağlayan 𝑝ሺ∙ሻ  fonksiyonlarının sınıfını 

℘଴ሺ𝕋ሻ ile gösterelim. Değişken üslü Lebesgue uzayları hakkında daha detaylı bilgiye [66], 

[67], [70], [71] nolu referanslardan ulaşılabilir. 

𝑓𝜔 ∈ 𝐿௣ሺ௫ሻሺ𝕋ሻ ve ‖𝑓‖௣ሺ∙ሻ,ఠ ൌ ‖𝜔𝑓‖௣ሺ∙ሻ ൏ ∞ koşullarını sağlayan bütün Lebesgue 

ölçülebilir 2𝜋 periyotlu fonksiyonların kümesi 𝐿ఠ
௣ሺ௫ሻሺ𝕋ሻ değişken üslü ağırlıklı Lebesgue 

uzayı olarak adlandırılır. 



15 
 

3.3.1 Tanım 
ଵ

௣ሺ∙ሻ
൅ ଵ

௤ሺ∙ሻ
ൌ 1 olsun. 𝐴௣ሺ∙ሻሺ𝕋ሻ Muckenhoupt sınıfı 

sup
ூ

|𝐼|ିଵ ‖𝜔𝜒ூ‖௣ሺ∙ሻ‖𝜔ିଵ𝜒ூ‖௤ሺ∙ሻ ൏ ∞ 

koşulunu sağlayan 𝜔 ağırlık fonksiyonlarının sınıfı olarak tanımlanır. Burada supremum, 𝕋 

nin herhangi bir alt aralığı üzerinden alınır. |𝐼|, I aralığının uzunluğunu ve 𝜒ூ karakteristik 

fonksiyonu gösterir. 

3.3.2 Tanım 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻሺ𝕋ሻ uzaylarından olan 𝑓 fonksiyonuna, derecesi n yi geçmeyen 

trigonometrik polinomlar vasıtasıyla en iyi yaklaşım 𝐸௡ሺ𝑓ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ ile gösterilir ve 

𝐸௡ሺ𝑓ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ ൌ 𝑖𝑛𝑓
்ೖ

‖𝑓 െ 𝑇௞‖௣ሺ∙ሻ,ఠ 

biçiminde tanımlanır. Burada 𝑇௞, derecesi n yi geçmeyen trigonometrik polinomların 

kümesidir. 

Eğer 𝑝ሺ∙ሻ fonksiyonu (3.4) ve (3.5) koşullarını sağlıyorsa, bu durumda (3.3) ile verilen 

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyon 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻሺ𝕋ሻ değişken üslü Lebesgue uzaylarında 

sınırlıdır [56]. 𝑐ሺ𝑝ሻ pozitif sabit olmak üzere, eğer 𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ∙ሻሺ𝕋ሻ ise, bu durumda 

‖𝑀ሺ𝑓ሻ‖௣ሺ∙ሻ,ఠ ൑ 𝑐ሺ𝑝ሻ‖𝑓‖௣ሺ∙ሻ,ఠ (3.6)

eşitsizliği sağlanır [59]. 

𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻሺ𝕋ሻ uzaylarında süreklilik modülü aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

3.3.3 Tanım 𝛿 ൐ 0 olsun. 𝐴௛ሺ𝑥, 𝑓ሻ Steklov fonksiyonu 

𝐴௛ሺ𝑥, 𝑓ሻ ≔
1
ℎ

න|𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑡

௛

଴

 

biçiminde tanımlı olmak üzere, 𝑓 ∈ 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻሺ𝕋ሻ fonksiyonunun 𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ

௅ഘ
೛ሺ∙ሻ süreklilik modülü 

𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ ൌ sup
|௛|ஸఋ

‖𝐴௛ሺ𝑓ሻ‖௣ሺ∙ሻ,ఠ , δ ൐ 0 

biçiminde tanımlanır. 

Maksimal fonksiyonun sınırlılığından 𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ süreklilik modülü iyi tanımlıdır. 
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Buna ek olarak 𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ sürekllik modülü azalmayan, negatif olmayan, sürekli bir 

fonksiyondur ve 

lim
ఋ→଴

𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ ൌ 0 ve 𝛺ሺ𝑓ଵ ൅ 𝑓ଶ, 𝛿ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ ൑ 𝛺ሺ𝑓ଵ, 𝛿ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ ൅ 𝛺ሺ𝑓ଶ, 𝛿ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ 

özelliklerini sağlar. 

3.3.4 Tanım 𝛿 ൐ 0 olsun. 0 ൏ 𝛼 ൑ 1, 1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞ için 𝑓 ∈ 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻሺ𝕋ሻ fonksiyonlarının 

oluşturduğu Lipschitz sınıfı 

𝐿𝑖𝑝 ቀ𝛼, 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻቁ ൌ ቄ𝑓 ∈ 𝐿ఠ

௣ሺ∙ሻሺ𝕋ሻ: 𝛺ሺ𝑓, 𝛿ሻ
௅ഘ

೛ሺ∙ሻ ൌ 𝑂ሺ𝛿ఈሻቅ 

biçiminde tanımlanır. 

 

3.4 Morrey Uzayları 

3.4.1 Tanım 0 ൑ 𝛼 ൑ 2  ve 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ olsun. Bu durumda 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ Morrey uzayı 

‖𝑓‖௅೛,ഀሺ𝕋ሻ ൏ ∞ koşulunu sağlayan 𝑓 ∈ 𝐿௟௢௖
௣ ሺ𝕋ሻ fonksiyonlarının bir kümesi olarak aşağıda 

verilen biçimde tanımlanır. 

‖𝑓‖௅೛,ഀሺ𝕋ሻ: ൌ ቐ𝑠𝑢𝑝
ூ

൭
1

|𝐼|ଵିఈ
ଶ

൱ න|𝑓ሺ𝑡ሻ|௣|𝑑𝑡|
ூ

ቑ

ଵ
௣

. 

Burada supremum bütün 𝐼 ⊂ 𝕋  aralıkları üzerinden alınmaktadır ve |𝐼|, 𝐼 aralığının 

uzunluğunu gösterir. 

𝛼 ൌ 2 olması durumunda, Morrey uzayı ve Lebesgue uzayı çakışır. 

0 ൑ 𝛼ଵ ൑ 𝛼ଶ ൑ 2 için 𝐿௣,ఈభሺ𝕋ሻ ⊂ 𝐿௣,ఈమሺ𝕋ሻ olduğundan 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ ⊂ 𝐿ଵሺ𝕋ሻ elde edilir [51]. 

Morrey uzayları hakkında daha detaylı bilgiye [72], [73] nolu kaynaklardan ulaşılabilir. 

3.4.2 Tanım 𝑓 ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ, 0 ൑ 𝛼 ൑ 2 ve 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ olsun. Bu durumda 𝑓 ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ 

fonksiyonunun  𝜔௣,ఈሺ𝑓, 𝛿ሻ: ሾ0, ∞ሻ → ሾ0, ∞ሻ  süreklilik modülü 

𝜔௣,ఈሺ𝑓, 𝛿ሻ ൌ sup
௛ஸఋ

‖𝛥௛𝑓‖௅೛,ഀሺ𝕋ሻ  , 𝛿 ൒ 0, 

biçiminde tanımlanır, burada 𝛥௛ሺ𝑓; 𝑥ሻ Steklov fonksiyonudur ve 

𝛥௛ሺ𝑓; 𝑥ሻ ൌ
1
ℎ

න|𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑡

௛

଴

 

biçiminde tanımlanır. 
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3.4.3 Tanım 0 ൏ 𝛽 ൑ 1, 0 ൑ 𝛼 ൑ 2 ve 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ olsun. Bu durumda 𝑓 ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ  

fonksiyonunun Lipschitz sınıfı 

𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ𝛽ሻ: ൌ ൛𝑓 ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ: 𝜔௣,ఈሺ𝑓, 𝛿ሻ ൌ 𝑂൫𝛿ఉ൯, 𝛿 ൐ 0ൟ 

biçiminde tanımlanır. 

3.4.4 Tanım 0 ൑ 𝛼 ൑ 2, 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ ve 𝑓 ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ olsun. Bu durumda, 𝑛 ൌ 1,2,3, …  için  

𝐸௡ሺ𝑓ሻ௅೛,ഀሺ𝕋ሻ ൌ 𝑂 ቆ𝜔௣,ఈ ൬𝑓,
1
𝑛

൰ቇ (3.7)

elde edilir  [51]. 

(3.3) ile verilen Hardy Littlewood maksimal fonksiyonu 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ Morrey uzaylarında 

sınırlıdır [61]. 

 

3.5 Ağırlıklı Orlicz Uzayları 

3.5.1 Tanım 𝑀ሺ𝑢ሻ fonksiyonu u reel değişkenine bağlı reel değerli bir fonksiyon olsun. 
Bu durumda her 𝑢ଵ ve 𝑢ଶ için 

𝑀 ൬
𝑢ଵ ൅ 𝑢ଶ

2
൰ ൑

1
2

ሾ𝑀ሺ𝑢ଵሻ ൅ 𝑀ሺ𝑢ଶሻሿ 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑀ሺ𝑢ሻ konveks fonksiyondur [74]. 

3.5.2 Tanım 𝛷: ሾ0, ∞ሻ → ሾ0, ∞ሻ fonksiyonu 𝑢 ൐ 0 için 𝛷ሺ0ሻ ൌ 0, 𝛷ሺ𝑢ሻ ൐ 0 koşulunu 

sağlayan konveks ve sürekli fonksiyon olsun. Eğer  𝛷ሺ𝑢ሻ fonksiyonu çift fonksiyon ve  

lim
௨→଴

𝛷ሺ𝑢ሻ
𝑢

ൌ 0  ve lim
௨→ஶ

𝛷ሺ𝑢ሻ
𝑢

ൌ ∞, 

koşullarını sağlıyorsa, bu durumda 𝛷ሺ𝑢ሻ fonksiyonu Young fonksiyonu olarak adlandırılır 

[74, p. 7]. 

3.5.3 Tanım 𝛷 bir Young fonksiyonu olsun. 𝑣 ൒ 0  için 𝛹 fonksiyonu  

𝛹ሺ𝑣ሻ ≔ maxሼ𝑢𝑣 െ 𝛷ሺ𝑢ሻ: 𝑢 ൒ 0ሽ 

biçiminde tanımlanır ve tümleyen Young fonksiyonu olarak adlandırılır [74, p. 11].  

3.5.4 Tanım 

න 𝛷ሺ|𝑓ሺ𝑥ሻ|ሻ𝑑𝑥 ൏ ∞

ଶగ

଴

 

koşulunu sağlayan ölçülebilir  𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonlarının sınıfını 𝐿ఃሺ𝕋ሻ ile göstereceğiz. 

𝐿ఃሺ𝕋ሻ uzayı 
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‖𝑓‖ః ≔ 𝑠𝑢𝑝 ቐන |𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑥: 𝑔 ∈

ଶగ

଴

𝐿అሺ𝕋ሻ, න 𝛹ሺ|𝑓ሺ𝑥ሻ|ሻ𝑑𝑥 ൑ 1

ଶగ

଴

 ቑ, 

Orlicz normuna göre ya da 

‖𝑓‖ః
∗ ≔ 𝑖𝑛𝑓 ቐ𝑘 ൐ 0: න 𝛷 ቆ

|𝑓ሺ𝑥ሻ|

𝑘
ቇ 𝑑𝑥 ൑ 1

ଶగ

଴

 ቑ 

Luxemburg normuna göre bir Banach uzayıdır. Bu Banach uzayı, 𝛷 tarafından üretilen 

Orlicz uzayı olarak adlandırılır [74, pp. 60–69]. 

1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ için 𝐿ఃሺ𝕋ሻ  Orlicz uzayı, 𝐿௣ሺ𝕋ሻ Lebesgue uzayının genellemelerinden biridir. 

1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ için, eğer 𝛷ሺ𝑢ሻ ≔ ௨೛

௨
 alırsak, bu durumda 𝐿ఃሺ𝕋ሻ uzayı 𝐿௣ሺ𝕋ሻ Lebesgue uzayı 

ile çakışır. 𝐿ఃሺ𝕋ሻ uzayından olan her fonksiyon 𝕋 üzerinde integrallenebilirdir [75, p. 50], 

yani, 𝐿ఃሺ𝕋ሻ ⊂ 𝐿ଵሺ𝕋ሻ. 

Orlicz uzayları hakkında daha detaylı bilgiye [66], [68], [74], [75]  nolu kaynaklardan 

ulaşılabilir. 

Orlicz ve Luxemburg normları 

‖𝑓‖ః
∗ ൑ ‖𝑓‖ః ൑ 2‖𝑓‖ః

∗ , 𝑓 ∈ 𝐿ఃሺ𝕋ሻ, 

eşitliklerini sağlar ve böylece bu iki normun denk olduğu görülür. Buna ek olarak, 

Luxemburg normuna göre Orlicz normu [74, pp. 79–80] 

‖𝑓‖ః ≔ sup ቐන |𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑥 ∶ ‖𝑔‖అ
∗ ൑ 1 

ଶగ

଴

ቑ 

biçiminde tanımlanır. 

3.5.5 Tanım 𝛷ିଵ: ሾ0, ∞ሻ → ሾ0, ∞ሻ fonksiyonu 𝛷 Young fonksiyonunun ters fonksiyonu 

olsun ve 

ℎሺ𝑡ሻ ≔ limsup
௫→ஶ

𝛷ିଵሺ𝑥ሻ

𝛷ିଵሺ𝑡𝑥ሻ
,  𝑡 ൐ 0 

koşulunu sağlasın. 𝛼ః ve 𝛽ః   

𝛼ః: ൌ lim
௧→ஶ

ቆ
െ𝑙𝑜𝑔 ℎሺ𝑡ሻ

𝑙𝑜𝑔 𝑡
ቇ  ve 𝛽ః: ൌ lim

௧→ஶ
ቆ

െ𝑙𝑜𝑔 ℎሺ𝑡ሻ

𝑙𝑜𝑔 𝑡
ቇ 

biçiminde tanımlanır ve alt ve üst Boyd indisleri olarak adlandırılır [76]. Boyd indisleri 

0 ൑ 𝛼ః ൑ 𝛽ః ൑ 1, 𝛼ః ൅ 𝛽అ ൌ 1 ve 𝛼అ ൅ 𝛽ః ൌ 1 koşullarını sağlar. Bu indisler ilk defa 

Matuszewska ve Orlicz tarafından [77] nolu çalışmada incelenmiştir. 

𝐿ఃሺ𝕋, ωሻ Orlicz uzayının yansımalı olması için gerek ve yeter koşul 0 ൏ 𝛼ః ൑ 𝛽ః ൏ 1. 



19 
 

Eğer 1 ൑ 𝑞 ൏ ଵ

ఉ೻
൑ ଵ

ఈ೻
൏ 𝑝 ൑ ∞ ise, bu durumda 𝐿௣ሺ𝕋ሻ ⊂ 𝐿ఃሺ𝕋ሻ ⊂ 𝐿௤ሺ𝕋ሻ elde edilir. Bu 

kapsamaya devam edilirse 𝐿ஶሺ𝕋ሻ ⊂ 𝐿ఃሺ𝕋ሻ ⊂ 𝐿₁ሺ𝕋ሻ elde edilir [78]. 

Boyd indisleri hakkında daha detaylı bilgiye [76], [79]–[81] nolu referanslardan ulaşılabilir. 

𝜔𝑓 ∈ 𝐿ఃሺ𝕋ሻ  koşulunu sağlayan 𝕋 üzerinde tanımlı ölçülebilir 𝑓 fonksiyonlarının sınıfı 

‖𝑓‖ః,ఠ: ൌ ‖𝜔𝑓‖ః 

normuna göre 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ ağırlıklı Orlicz uzayı olarak adlandırılır. 

Her 𝑓 ∈ 𝐿ఃሺ𝕋ሻ ve 𝑔 ∈ 𝐿అሺ𝕋ሻ fonksiyonları için Hölder eşitsizlikleri 

න |𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑥 ൑ ‖𝑓‖ః‖𝑔‖అ
∗

ଶగ

଴

 

ve 

න |𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑥 ൑ ‖𝑓‖ః
∗ ‖𝑔‖అ

ଶగ

଴

 

biçiminde tanımlanır [74, p. 80]. 

Eğer  𝜔 ∈ 𝐿ఃሺ𝕋ሻ ve 
ଵ

ఠ
∈ 𝐿అሺ𝕋ሻ ise, bu durumda Hölder eşitsizliğinden 𝐿ஶሺ𝕋ሻ ⊂

𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ ⊂ 𝐿ଵሺ𝕋ሻ elde edilir.  

3.5.6 Tanım 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞, ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 olsun. ω ağırlık fonksiyonlarının sınıfı olan 𝐴௣ሺ𝕋ሻ 

Muckenhoupt sınıfı 

ቆ
1

|𝐼|
න𝜔௣ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ூ
ቇ

ଵ
௣

ቆ
1

|𝐼|
න𝜔ି௤ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ூ
ቇ

ଵ
௤

൑ 𝐶 

koşulunu sağlar. Burada, 𝐼 dan bağımsız olan 𝐶 sabiti sonludur. 𝐼, 𝕋 de herhangi bir alt 

aralıktır ve |𝐼| ile 𝐼 nın uzunluğu gösterilir. 

Muckenhoupt sınıfı hakkında daha detaylı bilgiye [53], [78] nolu referanslardan ulaşılabilir. 

3.5.7 Tanım 𝑓 ∈ 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ fonksiyonlarına 𝑇௡ polinomları tarafından en iyi yaklaşım  

𝐸௡ሺ𝑓ሻ௅೻ሺ𝕋,ఠሻ: ൌ inf
೙்

‖𝑓 െ 𝑇௡‖ః,ఠ 

biçiminde tanımlanır, burada 𝑇௡ derecesi n den küçük olan trigonometrik polinomlar 

kümesidir. 

3.5.8 Tanım 0 ൏ 𝛼ః ൑ 𝛽ః ൏ 1 ve 𝜔 ∈ 𝐴 భ
ഀ೻

ሺ𝕋ሻ ∩  𝐴 భ
ഁ೻

ሺ𝕋ሻ Boyd indislerine göre  𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ 

ağırlıklı Orlicz uzayı olsun.  𝑓 ∈ 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ fonksiyonlarının k- düzgünlük modülü 
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𝛺ః,ఠ
௞ ሺ𝑓; 𝛿ሻ ൌ sup

|௛೔|ஸఋ
ଵஸ௜ஸ௞

ะෑ൫𝐼 െ 𝜎௛೔
൯𝑓

௞

௜ୀଵ

ะ
ః,ఠ

,   𝛿 ൐ 0, 

biçiminde tanımlanır ve burada 𝐼 özdeşlik operatörüdür ve 

ሺ𝜎௛ሻሺ𝑓; 𝑥ሻ: ൌ
1

2ℎ
න 𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ𝑑𝑡

௛

ି௛

, 0 ൏ ℎ ൏ 𝜋, 𝑥 ∈ 𝕋. 

biçiminde tanımlanır. 𝜎௛, 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ üzerinde tanımlı sınırlı operator olduğundan dolayı  

𝛺ః,ఠ
௞ ሺ𝑓; 𝛿ሻ düzgünlük modülü iyi tanımlıdır [21, Lemma 1]. 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ  uzayı ötelemede 

değişmez olduğundan düzgünlük modülü bu şekilde tanımlanmıştır. 

𝛺ః,ఠ
௞ ሺ𝑓; ∙ሻ  düzgünlük modülü azalmayan, pozitif ve sürekli fonksiyondur ve 𝑓, 𝑔 ∈

𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ fonksiyonları için 

𝛺ః,ఠ
௞ ሺ𝑓 ൅ 𝑔, 𝛿ሻ ൑ 𝛺ః,ఠ

௞ ሺ𝑓; 𝛿ሻ ൅ 𝛺ః,ఠ
௞ ሺ𝑔; 𝛿ሻ 

koşullarını sağlar. 

3.5.9 Tanım 𝛼 ൐ 0 için, 𝑘 ൌ ቂఈ

ଶ
ቃ ൅ 1 olsun. 𝐿𝑖𝑝൫𝛼, 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ൯ genelleştirilmiş Lipschitz 

sınıfı  

𝐿𝑖𝑝൫𝛼, 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ൯ ൌ ൛𝑓 ∈ 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ: 𝛺ః,ఠ
௞ ሺ𝑓; 𝛿ሻ ൌ 𝑂ሺ𝛿ఈሻ, 𝛿 ൐ 0ൟ 

olarak tanımlanır. 

3.5.10 Tanım 𝑟 ൌ 1,2, … için ağırlıklı Sobolev tipli uzaylar 

𝑊௅೻,ഘ
௥ ൌ ൛𝑓 ∈ 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ: 𝑓ሺ௥ିଵሻ mutlak süreklidir ve 𝑓ሺ௥ሻ ∈ 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ ൟ 

𝑊௅೻,ഘ

௥,ఈ ൌ ൛𝑓 ∈ 𝑊௅೻,ഘ
௥ : 𝑓ሺ௥ሻ ∈ 𝐿𝑖𝑝൫𝛼, 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ൯ ൟ 

biçiminde tanımlanır. 
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4. ANA TEOREMLER 

4.1 Ağırlıklı Lorentz Uzaylarında Yaklaşım 

Bu kısımda 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan fonksiyonların türevlerine, bu 

fonksiyonların Fourier serisinin kısmi toplamlarının alt Nörlund ve alt Riesz metotları ile 

yaklaşım hızı incelenmiştir. 

 

4.1.1 Yardımcı Sonuçlar 

4.1.1.1 Önerme [82] 1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞, 𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ ve 𝑟 ∈ ℕ olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝൫1, 𝐿ఠ
௣௤൯ ise bu 

durumda 𝑓ሺ௥ሻ mutlak süreklidir ve 𝑓ሺ௥ାଵሻ ∈ 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ. 

4.1.1.2 Önerme [82] 1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞, 𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ ve r ∈ ℕ olsun. Bu durumda her 𝑓 ∈ W୮୯.ன
୰,ଵ  

ve 𝑓 ∈ 𝐿ఠ
௣,௤ሺ𝕋ሻ için 

ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
௣௤,ఠ

ൌ 𝑂ሺ𝑛ିଵሻ,               n=1,2,…  

olur. 

4.1.1.3 Önerme [82] 1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞, 𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ, 0 ൏ 𝛼 ൑ 1 𝑣𝑒 𝑟 ∈ ℕ olsun. Bu durumda 

her 𝑓 ∈ 𝑊௣௤.ఠ
௥,ఈ  için 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
௣௤,ఠ

ൌ 𝑂ሺ𝑛ିఈሻ, 𝑛 ൌ 1,2, … (4.1)

olur. 

4.1.1.4 Önerme [82] ൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi pozitif sayıların artmayan bir dizisi olsun. Bu durumda 

0 ൏ 𝛼 ൏ 1 için 

෍ 𝑚ିఈ𝑝ఒ೙ష೘
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିఈ𝑃ఒ೙
൯

ఒ೙

௠ୀଵ

 

elde edilir. 

4.1.2 Ana Teoremler 

4.1.2.1 Teorem 𝟏 ൏ 𝒑, 𝒒 ൏ ∞, 𝝎 ∈ 𝑨𝒑ሺ𝕋ሻ, 𝟎 ൏ 𝜶 ൑ 𝟏, 𝒓 ∈ ℕ ve ൫𝒑𝝀𝒏
൯ dizisi 

ሺ𝜆௡ ൅ 1 ሻ𝑝ఒ೙
ൌ 𝑂൫𝑃ఒ೙

൯ (4.2)

koşulunu sağlayan pozitif sayıların bir dizisi olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝑊௣௤,ఠ
௥,ఈ  ise, bu durumda 
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ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ, 𝑛 ൌ 1,2, … 

olur.  

İspat. 1. Durum 

0 ൏ 𝛼 ൏ 1 olsun. 

𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ ൌ
1

𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

olduğundan 

𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠ൣ𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑆௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯൧

ఒ೙

௠ୀ଴

 

elde edilir. 4.1.1.3 Önerme, 4.1.1.4 Önerme ve  (4.2) kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
൑

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑆௠൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
௣௤,ఠ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

ൌ
1

𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠𝑂ሺ𝑚ିఈሻ ൅
𝑝ఒ೙

𝑃ఒ೙

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑆଴൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
௣௤,ఠ

ఒ೙

௠ୀଵ

 

ൌ
1

𝑃ఒ೙

𝑂൫𝜆௡
ିఈ𝑃ఒ೙

൯ ൅ 𝑂 ൬
1

𝜆௡ ൅ 1
൰ 

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ 

elde edilir. 

2. Durum  

𝛼 ൌ 1 olsun. 

𝑁௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠𝐴௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௠ୀ଴

 

olmak üzere Abel dönüşümü kullanılarak 
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𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ ൫𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠൯𝐴௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௠ୀଵ

 

ൌ
1

𝑃ఒ೙

෍ ൬
𝑃ఒ೙

െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
൰ ൭෍ 𝑘𝐴௞൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

௠

௞ୀଵ

൱

ఒ೙

௠ୀଵ

 

൅
1

𝜆௡ ൅ 1
ቌ෍ 𝑘𝐴௞൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௞ୀଵ

ቍ 

elde edilir ve böylece 

ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
൑

1
𝑃ఒ೙

෍ ฬ
𝑃ఒ೙

െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ฬ

ఒ೙

௠ୀଵ

 

⨯ ะ෍ 𝑘𝐴௞൫𝑓ሺ௥ሻ൯

௠

௞ୀଵ

ะ
௣௤,ఠ

൅
1

𝜆௡ ൅ 1
ቯ෍ 𝑘𝐴௞൫𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௞ୀଵ

ቯ

௣௤,ఠ

 

olur. 

𝑆௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ
1

𝜆௡ ൅ 1
෍ 𝑘𝐴௞

ఒ೙

௞ୀଵ

൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ 

olmak üzere, 4.1.1.2 Önerme kullanılarak 

ቯ෍ 𝑘𝐴௞൫𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௞ୀଵ

ቯ

௣௤,ఠ

ൌ ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
௣௤,ఠ

ൌ 𝑂ሺ1ሻ 

elde edilir. Böylece 

ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
 

൑
1

𝑃ఒ೙

෍ ฬ
𝑃ఒ೙

െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ฬ  𝑂ሺ1ሻ ൅ 𝑂 ሺ𝜆௡

ିଵሻ

ఒ೙

௠ୀଵ
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ൌ 𝑂 ቆ
1

𝑃ఒ೙

ቇ ෍ ฬ
𝑃ఒ೙

െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ฬ

ఒ೙

௠ୀଵ

൅ 𝑂 ሺ𝜆௡
ିଵሻ (4.3)

elde edilir. 

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ൌ

1
𝑚ሺ𝑚 ൅ 1ሻ

ቌ ෍ 𝑝௞ െ 𝑚𝑝ఒ೙ି௠

ఒ೙

௞ୀఒ೙ି௠ାଵ

ቍ. 

Bu eşitlik ൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi azalmayan olduğunda ቀ

௉ഊ೙ି௉ഊ೙ష೘

௠
ቁ

௠ୀଵ

ఒ೙ାଵ
 dizisinin artmayan olmasını, 

൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi artmayan olduğunda ቀ

௉ഊ೙ି௉ഊ೙ష೘

௠
ቁ

௠ୀଵ

ఒ೙ାଵ
 dizisinin azalmayan olmasını gerektirir. 

Son eşitlik aynı zamanda 

෍ ฬ
𝑃௡ െ 𝑃௡ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ฬ ൌ ฬ𝑝ఒ೙

െ
𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
ฬ ൌ

1
𝜆௡ ൅ 1

𝑂൫𝑃ఒ೙
൯

௡

௠ୀଵ

 

eşitsizliğini gösterir. Bu eşitsizlik ve (4.3) kullanılarak 

ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ (4.4)

elde edilir. (4.1) ve (4.4) kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir. ∎ 

4.1.2.2 Teorem 1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞, 𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ, 0 ൏ 𝛼 ൑ 1, 𝑟 ∈ ℕ ve ൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi 

෍ ฬ∆ ൬
𝑃ఒ೘

𝜆௠ ൅ 1
൰ฬ ൌ 𝑂 ൬

𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
൰

ఒ೙ିଵ

ఒ೘ୀ଴

 (4.5)

koşulunu sağlayan pozitif sayıların bir dizisi olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝑊௣௤,ఠ
௥,ఈ  ise, bu durumda 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ, 𝑛 ൌ 1,2, … 

olur. 

İspat. 1. Durum 

0 ൏ 𝛼 ൏ 1 olsun. 
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𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ ൌ
1

𝑃ఒ೙

෍ 𝑝௠𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

olmak üzere 𝑅௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ tanımı da kullanılarak 

𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝௠ൣ𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑆௠ሺ𝑥, 𝑓ሺ௥ሻሻ൧

ఒ೙

௠ୀ଴

 

elde edilir. 4.1.1.3 Önerme kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
൑

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝௠ฮ𝑓 െ 𝑆௠൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
௣௤,ఠ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

ൌ 𝑂 ቆ
1

𝑃ఒ೙

ቇ ෍ 𝑝௠𝑚ିఈ ൅
𝑝଴

𝑃ఒ೙

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑆଴൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
௣௤,ఠ

ఒ೙

௠ୀଵ

 

ൌ 𝑂 ቆ
1

𝑃ఒ೙

ቇ ෍ 𝑝௠𝑚ିఈ

ఒ೙

௠ୀଵ

 (4.6)

elde edilir ve Abel dönüşümü kullanılarak  

෍ 𝑝௠𝑚ିఈ ൌ ෍ 𝑃௠ሾ𝑚ିఈ െ ሺ𝑚 ൅ 1ሻିఈሿ ൅ 𝜆௡
ିఈ𝑃ఒ೙

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

ఒ೙

௠ୀଵ

 

൑ ෍ 𝑚ିఈ 𝑃௠

𝑚 ൅ 1
൅ 𝜆௡

ିఈ𝑃ఒ೙

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

 

elde edilir ve (4.5) kullanılarak 

෍ 𝑚ିఈ 𝑃௠

𝑚 ൅ 1
ൌ ෍ ൬

𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
൰ ൅ ൭෍ 𝑘ିఈ

௠

௞ୀଵ

൱

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

൅
𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
෍ 𝑚ିఈ

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

 

ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିఈ𝑃ఒ೙

൯ 

elde edilir. Bu durum 
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෍ 𝑝௠𝑚ିఈ ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିఈ𝑃ఒ೙

൯

ఒ೙

௠ୀଵ

 

olmasını gerektirir. Bu eşitsizlik ve (4.6) kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ 

elde edilir. 

2. Durum 

𝛼 ൌ 1 olsun. Abel dönüşümünü kullanarak 

𝑅௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ ቂ𝑃௠ ቀ𝑆௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑆௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ ൅ 𝑃ఒ೙
𝑆௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ቃ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

ൌ െ
1

𝑃ఒ೙

෍ 𝑃௠ ቀ𝐴௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ ൅ 𝑆௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯,

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

ve böylece 

𝑅௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑆௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ െ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑃௠ ቀ𝐴௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

olur. Abel dönüşümünü tekrar uygulayarak 

෍ 𝑃௠𝐴௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

ൌ ෍
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
ሺ𝑚 ൅ 1ሻ𝐴௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

ൌ ෍ ൬
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
൰ ൭෍ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝐴௞ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

௠

௞ୀ଴

൱

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

൅
𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝐴௞ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴
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elde edilir. (4.1) ve (4.5) kullanılarak 

ቯ ෍ 𝑃௠ ቀ𝐴௠ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ ൯ቁ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

ቯ

௣௤,ఠ

൑ ෍ ฬ
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
ฬ ะ෍ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ቀ𝐴௞ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ

௠

௞ୀ଴

ะ
௣௤,ఠ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

൅
𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
ቯ ෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ቀ𝐴௞ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

ቯ

௣௤,ఠ

 

ൌ ෍ ฬ
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
ฬ ሺ𝑚 ൅ 2ሻฮ𝑆௠ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௠ାଵሺ𝑓ሺ௥ሻሻฮ

௣௤,ఠ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

൅𝑃ఒ೙
ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
 

ൌ 𝑂ሺ1ሻ ෍ ฬ
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
ฬ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

൅ 𝑂 ൬
𝑃ఒ೙

𝜆௡
൰ 

elde edilir. Bu durumda 

ฮ𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
ൌ

1
𝑃ఒ೙

ቯ ෍ 𝑃௠ ቀ𝐴௠ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

ቯ

௣௤,ఠ

 

ൌ
1

𝑃ఒ೙

𝑂 ൬
𝑃ఒ೙

𝜆௡
൰ ൌ 𝑂 ൬

1
𝜆௡

൰ 

olur. Bu durum ve (4.1) kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

௣௤,ఠ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

Eğer 𝑝ఒ೙
ൌ 𝐴ఒ೙

ఉିଵሺ𝛽 ൐ 0ሻ ise, 𝑘 ൒ 1 için 𝐴଴
ఉ ൌ 1, 𝐴௞

ఉ ൌ ఉሺఉାଵሻ…ሺఉା௞ሻ

௞!
 olmak üzere 

𝑁௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ 𝜎ఒ೙

ఉ ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ
1

𝐴ఒ೙

ఉ ෍ 𝐴ఒ೙ି௠
ఉିଵ 𝑆௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௠ୀ଴
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elde edilir. Dolayısıyla 𝜎ఒ೙

ఉ ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ Cesàro alt toplamları ile 𝑓 ∈ 𝐿ఠ
௣௤ሺ𝕋ሻ fonksiyonuna 

yaklaşım ile ilgili aşağıdaki sonuç elde edilir. 

4.1.2.3 Sonuç  1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞, 𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ, 0 ൏ 𝛼 ൑ 1, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 𝛽 ൐ 0 olsun. Eğer 𝑓 ∈

𝑊௣௤,ఠ 
௥,ఈ  ise, bu durumda  

ቛ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝜎ఒ೙

ఉ ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ቛ
௣௤,ఠ

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ,                  𝑛 ൌ 1,2, … 

olur. 

 

4.2 Ağırlıklı Değişken Üslü Lebesgue Uzaylarında Yaklaşım 

4.2.1 Yardımcı Sonuçlar 

4.2.1.1 Önerme [35] 𝑝ሺ∙ሻ ∈ ℘଴ሺ𝕋ሻ, 𝜔ሺ∙ሻ ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ ve 0 ൏ 𝛼 ൏ 1 olsun. Eğer 𝑓 ∈

𝐿𝑖𝑝 ቀ𝛼, 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻቁ ise, bu durumda 

‖𝑓 െ 𝑆௡ሺ𝑓ሻ‖௣ሺ∙ሻ,ఠ ൌ 𝑂ሺ𝑛ିఈሻ,                   n=1,2,… 

olur. 

4.2.1.2 Önerme [35] 𝑝ሺ∙ሻ ∈ ℘଴ሺ𝕋ሻ, 𝜔ሺ∙ሻ ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 ቀ1, 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻቁ ise, bu 

durumda 

‖𝑆௡ሺ𝑓ሻ െ 𝜎௡ሺ𝑓ሻ‖௣ሺ∙ሻ,ఠ ൌ 𝑂ሺ𝑛ିଵሻ,                   n=1,2,… 

olur. 

4.2.1.3 Önerme [41] 𝑇 ൌ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ matrisi negatif olmayan tamsayıların alt üçgensel regüler 

matrisi ve satır toplamı 1 olsun. Eğer 

ሺ𝑖ሻ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑀𝑆 

ሺ𝑖𝑖ሻ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑀𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑎ఒ೙,଴ ൌ 𝑂ሺ1ሻ 

koşullarından biri sağlanıyorsa 0 ൏ 𝛼 ൏ 1  için 

෍ 𝑎ఒ೙,௞ሺ𝑘 ൅ 1ሻିఈ ൌ 𝑂ሺሺ𝜆௡ ൅ 1ሻିఈሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

 

elde edilir. 
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4.2.1.4 Önerme [47] 𝑇 ൌ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ matrisi negatif olmayan tamsayıların alt üçgensel regüler 

matrisi ve satır toplamı 1 olsun. Eğer 𝑟 ൌ ሾఒ೙

ଶ
ሿ için 

ሺ𝑖ሻ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑎ఒ೙,଴ ൌ 𝑂ሺ1ሻ 

ሺ𝑖𝑖ሻ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑎ఒ೙,௥ ൌ 𝑂ሺ1ሻ 

koşullarından biri sağlanıyorsa 0 ൏ 𝛼 ൏ 1  için 

෍ 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௞ሺ𝑘 ൅ 1ሻିఈ ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

 

elde edilir. 

4.2.1.5 Önerme [47] 𝑘 ൌ 1,2, … , 𝑛 için 

อ ෍ 𝑎ఒ೙,௠ െ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑎ఒ೙,௞

௞

௠ୀ଴

อ ൑ ෍ 𝑚ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀଵ

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

4.2.2 Ana Teoremler 

4.2.2.1 Teorem 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 ቀ𝛼, 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻቁ , 𝜔ሺ∙ሻ ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ, 𝑝ሺ∙ሻ ∈ ℘଴ሺ𝕋ሻ ve 𝐴 ൌ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ matrisi 

|𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1| ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ  koşulunu sağlayan alt üçgensel regüler matris olsun. Eğer 

ሺ𝑖ሻ 0 ൏ 𝛼 ൏ 1, ൫𝑎ఒ೙,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑎ఒ೙,௥ ൌ 𝑂ሺ1ሻ, 

ሺ𝑖𝑖ሻ 0 ൏ 𝛼 ൏ 1,  ൫𝑎ఒ೙,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑎ఒ೙,଴ ൌ 𝑂ሺ1ሻ,  

ሺ𝑖𝑖𝑖ሻ 𝛼 ൌ 1  ෍ ሺ𝜆௡ െ 𝑘ሻห𝑎ఒ೙,௞ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௞ห

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

ൌ 𝑂ሺ1ሻ 

koşullarından biri sağlanıyorsa ve 𝑟 ൌ ሾఒ೙

ଶ
ሿ ise, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝜏௡
ఒฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ 

elde edilir. 

İspat. 1. ve 2. Durum 
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𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 ቀ𝛼, 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻቁ , 𝜔ሺ∙ሻ ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ, 0 ൏ 𝛼 ൏ 1, 𝑝ሺ∙ሻ ∈ ℘଴ሺ𝕋ሻ ve 𝐴 ൌ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ matrisi 

|𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1| ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ  koşulunu sağlayan alt üçgensel regüler matrisi olsun. Varsayalım ki 

ሺ𝑖ሻ ve ሺ𝑖𝑖ሻ koşulları sağlansın. Bu durumda 𝜏௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ve 𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ tanımlarını kullanarak 

𝑇௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,௞൫𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

ఒ೙

௞ୀ଴

 

ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,௞൫𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

ఒ೙

௞ୀ଴

൅ 𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻሺ𝑥, 𝑓ሻ 

ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,௞൫𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯ ൅ 

ఒ೙

௞ୀ଴

ቀ𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1ቁ𝑓ሺ𝑥ሻ 

elde edilir. ቚ𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1ቚ ൌ ሺ𝜆௡
ିఈሻ olduğundan, 4.2.1.1 Önerme ve 4.2.1.4 Önerme 

kullanılarak 

ฮ𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
൑ 𝑎ఒ೙,଴‖𝑆଴ሺ𝑓ሻ െ 𝑓‖௣ሺ∙ሻ,ఠ ൅ ෍ 𝑎ఒ೙,௞‖𝑆௞ሺ𝑓ሻ െ 𝑓‖௣ሺ∙ሻ,ఠ 

ఒ೙

௞ୀଵ

 

൅ ቚ𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1ቚ‖𝑓‖௣ሺ∙ሻ,ఠ ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ ൅ 𝑂ሺ1ሻ ෍ 𝑎ఒ೙,௞𝑘ିఈ ൅ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ 

ఒ೙

௞ୀଵ

 

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ. 

3. Durum 

4.2.1.1 Önerme kullanılarak  

ฮ𝑓 െ 𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
൑ ฮ𝑆௡

ఒሺ𝑓ሻ െ 𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
൅ ฮ𝑓 െ 𝑆௡

ఒሺ𝑓ሻฮ
௣ሺ∙ሻ,ఠ

 

ൌ ฮ𝑆௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝜏௡

ఒሺ𝑓ሻฮ
௣ሺ∙ሻ,ఠ

൅ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ 

elde edilir. Bu durumda ispatı tamamlamak için 

ฮ𝑆௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝜏௡

ఒሺ𝑓ሻฮ
௣ሺ∙ሻ,ఠ

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ 

eşitsizliğinin doğruluğu gösterilmelidir. 𝐴ఒ೙,௞ ≔ ∑ 𝑎ఒ೙,௠
ఒ೙
௠ୀ௞  olsun. Böylece 

𝜏௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,௞𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ

ఒ೙

௞ୀ଴

෍ 𝑎ఒ೙,௞

ఒ೙

௞ୀ଴

൭ ෍ 𝑈௠ሺ𝑥, 𝑓ሻ
௞

௠ୀ଴

൱ 

ൌ ෍ ቌ ෍ 𝑎ఒ೙,௠

ఒ೙

௠ୀ௞

ቍ 𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ

ఒ೙

௞ୀ଴

෍ 𝐴ఒ೙,௞𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

 

olur. Ayrıca 
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𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ ෍ 𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

ൌ 𝐴ఒ೙,଴ ෍ 𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

൅ ൫1 െ 𝐴ఒ೙,଴൯ ෍ 𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

 

ൌ ෍ 𝐴ఒ೙,଴𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

൅ ቀ1 െ 𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻቁ𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ. 

Böylece 

𝑇௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,଴൯𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ ൅ ቀ𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1ቁ𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀଵ

. 

Kısmi toplamların sınırlılığından 

ฮ𝑆௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝜏௡

ఒሺ𝑓ሻฮ
௣ሺ∙ሻ,ఠ

൑ ቯ෍൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,଴൯𝑈௞ሺ𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀଵ

ቯ

௣ሺ∙ሻ,ఠ

൅ ቚ𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1ቚ‖𝑓‖௣ሺ∙ሻ,ఠ 

ቯ෍൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,଴൯𝑈௞ሺ𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀଵ

ቯ

௣ሺ∙ሻ,ఠ

൅ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ (4.7)

elde edilir. Şimdi ise 

ቯ෍൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,଴൯𝑈௞ሺ𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀଵ

ቯ

௣ሺ∙ሻ,ఠ

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ (4.8)

eşitsizliğinin doğruluğunu gösterelim. 

𝑏ఒ೙,௞ ൌ
𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,଴

𝑘
, 𝑘 ൌ 1,2, … , 𝑛 

olsun. Abel dönüşümü uygulanarak 

෍൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,଴൯𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀଵ

ൌ ෍ 𝑏ఒ೙,௞𝑘𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀଵ

 

ൌ 𝑏ఒ೙,ఒ೙
෍ 𝑚𝑈௠ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௠ୀଵ

൅ ෍ ൫𝑏ఒ೙,௞ െ 𝑏ఒ೙,௞ାଵ൯

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

൭ ෍ 𝑚𝑈௠ሺ𝑥, 𝑓ሻ
௞

௠ୀଵ

൱ 

elde edilir. Dolayısıyla 

ቯ෍൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,଴൯𝑈௞ሺ𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀଵ

ቯ

௣ሺ∙ሻ,ఠ

 

൑ ห𝑏ఒ೙,ఒ೙
ห ቯ ෍ 𝑚𝑈௠ሺ𝑓ሻ

ఒ೙

௠ୀଵ

ቯ

௣ሺ∙ሻ,ఠ

൅ ෍ ห𝑏ఒ೙,௞ െ 𝑏ఒ೙,௞ାଵห

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

ะ ෍ 𝑚𝑈௠ሺ𝑓ሻ
௞

௠ୀଵ

ะ
௣ሺ∙ሻ,ఠ

 (4.9)
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olur. 4.2.1.2 Önerme kullanılarak 

ቯ ෍ 𝑚𝑈௠ሺ𝑓ሻ

ఒ೙

௠ୀଵ

ቯ

௣ሺ∙ሻ,ఠ

ൌ ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻฮ𝜎௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑆௡

ఒሺ𝑓ሻฮ
௣ሺ∙ሻ,ఠ

 

ൌ ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ ൌ 𝑂ሺ1ሻ (4.10)

elde edilir. (4.9) ve (4.10) kullanılarak 

ቯ෍൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,଴൯𝑈௞ሺ𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀଵ

ቯ

௣ሺ∙ሻ,ఠ

ൌ 𝑂ሺ1ሻห𝑏ఒ೙,ఒ೙
ห ൅ 𝑂ሺ1ሻ ෍ ห𝑏ఒ೙,௞ െ 𝑏ఒ೙,௞ାଵห

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

 (4.11)

elde edilir. |𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1| ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ olduğundan 

ห𝑏ఒ೙,ఒ೙
ห ൌ

ห𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,଴ห

𝜆௡
ൌ

ቚ𝑎ఒ೙,ఒ೙
െ 𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻቚ

𝜆௡
 

ൌ
1

𝜆௡
ቀ𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 𝑎ఒ೙,ఒ೙
ቁ ൑

1
𝜆௡

𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ 

ൌ
1

𝜆௡
𝑂ሺ1ሻ ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିଵሻ. (4.12)

Son olarak 

෍ ห𝑏ఒ೙,௞ െ 𝑏ఒ೙,௞ାଵห

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ (4.13)

eşitsizliğinin doğruluğunu göstermeliyiz. 

෍ ሺ𝜆௡ െ 𝑘ሻห𝑎ఒ೙,௞ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௞ห

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

ൌ 𝑂ሺ1ሻ 

ve 𝑟: ൌ ሾఒ೙

ଶ
ሿ olmak üzere 4.2.1.5 Önerme kullanılarak 

෍ ห𝑏ఒ೙,௞ െ 𝑏ఒ೙,௞ାଵห ൑ ෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
෍ ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀଵ

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

 

൑ ෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
෍ ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀଵ

௥

௞ୀଵ

൅ ෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
෍ 𝑚ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀଵ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 (4.14)

elde edilir. (4.14) ile verilen toplamın ilk terimine Abel dönüşümü ve ሺ𝑖𝑖𝑖ሻ koşulu 

uygulanırsa 

෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
෍ ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀଵ

௥

௞ୀଵ

൑ ෍ห𝑎ఒ೙,௞ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௞ห

௥

௞ୀଵ
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ൌ ෍
1

ሺ𝜆௡ െ 𝑘ሻ
ሺ𝜆௡ െ 𝑘ሻห𝑎ఒ೙,௞ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௞ห

௥

௞ୀଵ

 

൑
1

ሺ𝜆௡ െ 𝑟ሻ
෍ሺ𝜆௡ െ 𝑘ሻห𝑎ఒ೙,௞ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௞ห

௥

௞ୀଵ

 

൑
1

ሺ𝜆௡ െ 𝑟ሻ
𝑂ሺ1ሻ ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିଵሻ (4.15)

elde edilir. (4.14) ile verilen toplamın ikinci terimi için 

෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
෍ 𝑚ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀଵ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 

൑ ෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
൝ ෍ 𝑚ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௥

௠ୀଵ

൅ ෍ 𝑚ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀ௥

ൡ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 

ൌ ෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
෍ 𝑚ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௥

௠ୀଵ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

൅ ෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
෍ 𝑚ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀ௥

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 

≔ 𝐼ଵ ൅ 𝐼ଶ 

elde edilir. ∑ ห𝑎ఒ೙,௞ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௞ห ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ௥

௞ୀଵ  olduğundan 𝐼ଵ ve 𝐼ଶ için 

𝐼ଵ ൑ ෍
1

𝑘 ൅ 1
෍ ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௥

௠ୀଵ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 

൑
1

𝑟 ൅ 1
෍ ൭ ෍ ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀ௥

൱

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 

൑
2

𝜆௡
෍ ൭ ෍ ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀ௥

൱

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 

൑
2

𝜆௡
෍ ሺ𝜆௡ െ 𝑘ሻห𝑎ఒ೙,௞ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௞ห

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

ൌ
2

𝜆௡
𝑂ሺ1ሻ ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିଵሻ 

ve 

𝐼ଶ ൌ ෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
෍ 𝑚ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀ௥

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 

൑ ෍
1

𝑘 ൅ 1
෍ ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀ௥

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥
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൑
1

𝑟 ൅ 1
෍ ൭ ෍ ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀ௥

൱

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 

൑
2

𝜆௡
෍ ൭ ෍ ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀ௥

൱

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

 

൑
2

𝜆௡
෍ ሺ𝜆௡ െ 𝑘ሻห𝑎ఒ೙,௞ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௞ห

ఒ೙ିଵ

௞ୀఒ೙ି௥

 

൑
2

𝜆௡
෍ ሺ𝜆௡ െ 𝑘ሻห𝑎ఒ೙,௞ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௞ห

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

ൌ
2

𝜆௡
𝑂ሺ1ሻ ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିଵሻ 

elde edilir. Böylece 

෍
1

𝑘ሺ𝑘 ൅ 1ሻ
෍ 𝑚ห𝑎ఒ೙,௠ିଵ െ 𝑎ఒ೙,௠ห

௞

௠ୀଵ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ௥

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ 

olur ve dolayısıyla 

෍ ห𝑏ఒ೙,௞ െ 𝑏ఒ೙,௞ାଵห

ఒ೙ିଵ

௞ୀଵ

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ 

elde edilir. Böylece (4.13) nin doğruluğu elde edilmektedir. Bu da ispatı tamamlamaktadır.∎ 

4.2.2.1 Sonuç 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 ቀ𝛼, 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻቁ , 𝜔ሺ∙ሻ ∈ 𝐴௣, 𝑝ሺ∙ሻ ∈ ℘଴ሺ𝕋ሻ ve ൫𝑝ఒ೙

൯ pozitif tamsayıların 

kesin artan bir dizisi olsun. Eğer 

ሺ𝑖ሻ 0 ൏ 𝛼 ൏ 1  ൫𝑝ఒ೙
൯ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑆, 

ሺ𝑖𝑖ሻ 0 ൏ 𝛼 ൏ 1   ൫𝑝ఒ೙
൯ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑝ఒ೙

ൌ 𝑂൫𝑃ఒ೙
൯,  

ሺ𝑖𝑖𝑖ሻ 𝛼 ൌ 1, ෍ |∆௞𝑝௞ |

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

ൌ 𝑂 ൬
𝑃ఒ೙

𝜆௡
൰ 

koşullarından biri sağlanıyorsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝑁௡
ఒฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ 

elde edilir. 

4.2.2.2 Teorem 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 ቀ𝛼, 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻቁ , 𝜔ሺ∙ሻ ∈ 𝐴௣ሺ∙ሻ𝕋, 𝑝ሺ∙ሻ ∈ ℘଴ሺ𝕋ሻ ve 𝐴 ൌ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ satır 

toplamı 1 olan alt üçgensel regüler matris olsun. Eğer 

ሺ𝑖ሻ 0 ൏ 𝛼 ൏ 1  ሼ𝑎ఒ೙,௞ሽ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑀𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑎ఒ೙,଴ ൌ 𝑂ሺ1ሻ, 
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ሺ𝑖𝑖ሻ 0 ൏ 𝛼 ൏ 1   ሼ𝑎ఒ೙,௞ሽ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑀𝑆,  

ሺ𝑖𝑖𝑖ሻ  𝛼 ൌ 1  ෍ ห∆௞𝐴ఒ೙,௞ห

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିଵሻ 

koşullarından biri sağlanıyorsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝑇௡
ఒฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ 

elde edilir. 

İspat. 

1. ve 2. Durum 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 ቀ𝛼, 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻቁ , 0 ൏ 𝛼 ൏ 1, 𝑝ሺ∙ሻ ∈ ℘଴ሺ𝕋ሻ ve 𝐴 ൌ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ matrisi |𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1| ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ  

koşulunu sağlayan alt üçgensel regüler olsun. 4.2.1.1 Önerme ve  4.2.1.3 Önerme birlikte 

kullanılarak 

𝑇௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,௞൫𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

ఒ೙

௞ୀ଴

 

ve böylece 

ฮ𝑇௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
൑ ෍ 𝑎ఒ೙,௞‖𝑆௞ሺ𝑓ሻ െ 𝑓‖௣ሺ∙ሻ,ఠ 

ఒ೙

௞ୀ଴

≼ ෍ሺ𝑘 ൅ 1ሻିఈ𝑎ఒ೙,௞ ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

 

elde edilir. Bu da ሺ𝑖ሻ ve ሺ𝑖𝑖ሻ nin ispatlarını tamamlamaktadır. 

 

3. Durum 

|𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1| ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ ve Abel dönüşümü iki kez uygulanarak 

𝑇௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,௞൫𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

ఒ೙

௞ୀ଴

 

ൌ ෍ ሺ𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑆௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ ሻ ෍ 𝑎ఒ೙,௜ ൅ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ 

௞

௜ୀ଴

 

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

ൌ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ ෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑈௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ𝐴ఒ೙,௞

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

ൌ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ ෍ ൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵ൯ ෍ሺ𝑖 ൅ 1ሻ

௞

௜ୀ଴

𝑈௜ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴
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െ𝐴ఒ೙,ఒ೙ିଵ ෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

𝑈௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ 

ൌ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ ෍ ൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵ൯ ෍ሺ𝑖 ൅ 1ሻ

௞

௜ୀ଴

𝑈௜ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

 

െ
1

𝜆௡
෍ 𝑎ఒ೙,௜

ఒ೙ିଵ

௜ୀ଴

෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

𝑈௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ 

elde edilir. Böylece 

ฮ𝑇௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
൑ ฮ𝑆௡

ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ
௣ሺ∙ሻ,ఠ

 

൅ ෍ ห𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵห

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

ะ෍ 𝑖

௞ାଵ

௜ୀଵ

𝑈௜ሺ𝑓ሻะ
௣ሺ∙ሻ,ఠ

൅
1

𝜆௡
ቯ෍ 𝑘

ఒ೙

௞ୀଵ

𝑈௞ሺ𝑓ሻቯ

௣ሺ∙ሻ,ఠ

 (4.16)

elde edilir. 

𝜎௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ െ 𝑆௡

ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ ൌ
1

𝜆௡ ൅ 1
෍ 𝑘𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ,

ఒ೙

௞ୀଵ

 

olduğundan, 4.2.1.2 Önerme kullanılarak 

ቯ෍ 𝑘

ఒ೙

௞ୀଵ

𝑈௞ሺ𝑓ሻቯ

௣ሺ∙ሻ,ఠ

ൌ ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻฮ𝜎௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑆௡

ఒሺ𝑓ሻฮ
௣ሺ∙ሻ,ఠ

ൌ 𝑂ሺ1ሻ (4.17)

elde edilir. (4.16) ve (4.17) ve  4.2.1.1 Önerme kullanılarak 

ฮ𝑇௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ሺ∙ሻฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
≼

1
𝜆௡

൅ ෍ ห𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵห

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

elde edilir. Eğer 

෍ ห𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵห ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିଵ൯

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

, 

ise , bu durumda 

ฮ𝑇௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir ve bu da ispatı tamamlar. ∎ 

4.2.2.2 Sonuç 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 ቀ𝛼, 𝐿ఠ
௣ሺ∙ሻቁ , 𝜔ሺ∙ሻ ∈ 𝐴௣ሺ∙ሻ𝕋, 𝑝ሺ∙ሻ ∈ ℘଴ሺ𝕋ሻ ve ൫𝑝ఒ೙

൯ pozitif 

tamsayıların kesin artan bir dizisi olsun. Eğer 

ሺ𝒊ሻ  0 ൏ 𝛼 ൏ 1  ൫𝑝ఒ೙
൯ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑀𝑆 
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ሺ𝑖𝑖ሻ 0 ൏ 𝛼 ൏ 1   ൫𝑝ఒ೙
൯ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑀𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑝ఒ೙

ൌ 𝑂൫𝑃ఒ೙
൯,  

ሺ𝑖𝑖𝑖ሻ 𝛼 ൌ 1  ෍ ฬ∆௞
𝑃௞

𝑘 ൅ 1
 ฬ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

ൌ 𝑂 ൬
𝑃ఒ೙

𝜆௡
൰ 

koşullarından biri sağlanıyorsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝑅௡
ఒฮ

௣ሺ∙ሻ,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ 

elde edilir. 

 

4.3 Morrey Uzaylarında Yaklaşım 

4.3.1 Yardımcı Sonuçlar 

Morrey uzaylarında ekstrapolasyon teoremi Duoandikoetxea ve Rosenthal [19, Corollary 

4.4] tarafından elde edilmişitir. Hilbert operatörü 

𝐻ሺ𝑥, 𝑓ሻ: ൌ න
𝑓ሺ𝑡ሻ
𝑡 െ 𝑥ℝ

𝑑𝑡: ൌ lim
ఌ→଴

𝐻ఌሺ𝑓; 𝑥ሻ : ൌ lim
ఌ→଴

න
𝑓ሺ𝑡ሻ
𝑡 െ 𝑥

|௧ି௫|ஹఌ

𝑑𝑡. 

biçiminde tanımlanabilir. Hilbert operatörünü ₮: ൌ 𝐻ሺ𝑓; 𝑥ሻ biçiminde gösterelim. [20, 

Theorem 9]  den 

‖𝐻ሺ𝑓ሻ‖ሼ௅೛ሺℝሻሽ ൑ 𝑐ሺ𝑝ሻ‖𝑓‖௅೛ሺℝሻ 

elde edilir. 0 ൑ 𝛼 ൑ 2 ve 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ için [19, Corollary 4.4] te verilen extrapolasyon 

teoreminden 

‖𝐻ሺ𝑓ሻ‖௅೛,ഀሺℝሻ ൑ 𝑐ሺ𝑝ሻ‖𝑓‖௅೛,ഀሺℝሻ (4.18)

elde edilir. Herhangi bir 𝛾 ∈ ℝ  ve 𝑓 ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ için , 𝐻ఊሺ𝑥, 𝑓ሻ operatörü 

𝐻ఊሺ𝑥, 𝑓ሻ: ൌ න
𝑓ሺ𝑡ሻ

𝑡 െ 𝑥
𝑑𝑡,

గାఊ

ିగାఊ

 െ 𝜋 ൅ 𝛾 ൑ 𝑥 ൑ 𝜋 ൅ 𝛾. 

biçiminde tanımlı olsun, bu durumda 0 ൑ 𝛼 ൑ 2 ve 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ için 

ฮ𝐻ఉሺ𝑓ሻฮ
௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

≼ ‖𝑓‖௅೛,ഀሺ𝕋ሻ (4.19)

eşitsizliği [85] te verilen ispat metoduna benzer şekilde ispatlanır. 

4.3.1.1 Önerme  0 ൑ 𝛼 ൑ 2, 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ ve 𝑓 ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ olsun. Bu durumda 

ฮ𝑓ሚฮ
௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

≼ ‖𝑓‖௅೛,ഀሺ𝕋ሻ 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat. 

𝑖 ൌ 1,2,3 için ℝ üzerinde tanımlı 2𝜋 periyotlu 𝑓௜ fonksiyonu 
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𝑓ଵሺ𝑥ሻ  ൌ  ൞
𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ቀെ𝜋, െ

𝜋
2

ቁ

0, 𝑥 ∈ ቀെ
𝜋
2

, 𝜋ቁ
 

𝑓ଶሺ𝑥ሻ  ൌ  ൞
𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ቀെ

𝜋
2

,
𝜋
2

ቁ

0, 𝑥 ∈ ቀെ𝜋, െ
𝜋
2

ቁ ∪ ቀ
𝜋
2

, 𝜋ቁ
 

𝑓ଷሺ𝑥ሻ  ൌ  ൞
𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ቀ

𝜋
2

, 𝜋ቁ

0, 𝑥 ∈ ቀെ𝜋,
𝜋
2

ቁ
 

biçiminde tanımlı olsun. Varsayalım ki 𝑓 ൌ 𝑓₁ ൅ 𝑓₂ ൅ 𝑓ଷ ve 𝑓ሚ fonksiyonu 

𝑓ሚሺ𝑥ሻ ൌ
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ

2𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

𝑑𝑡

గ

ିగ

, (4.20)

olsun. Bu durumda (4.20) ile verilen fonksiyon kullanılarak 

𝑓ሚሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሚଵሺxሻ ൅ 𝑓ሚଶሺ𝑥ሻ ൅ 𝑓ሚଷሺ𝑥ሻ (4.21)

elde edilir. Sırasıyla 𝑓ሚଶ , 𝑓ሚଵve 𝑓ሚଷ fonksiyonlarını inceyeceğiz. İlk olarak 

𝑓ሚଶ fonksiyonunun sınırlılığını inceleyelim. 𝑥 ∈ ሾെ𝜋, 𝜋ሿ için 

𝜑ଶሺ𝑥ሻ: ൌ
1
𝜋

න 𝑓ሺ𝑡ሻ

గ
ଶ

ିగ
ଶ

቎
1

2𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

െ
1

𝑡 െ 𝑥
቏ 𝑑𝑡. (4.22)

(4.20) ile verilen fonksiyonu kullanarak 

𝑓ሚଶሺ𝑥ሻ ൌ  
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ

2 𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

గ
ଶ

ିగ
ଶ

𝑑𝑡 ൌ
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ

𝑡 െ 𝑥

గ
ଶ

ିగ
ଶ

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଶሺ𝑥ሻ 

ൌ
1
𝜋

න
𝑓ଶሺ𝑡ሻ

𝑡 െ 𝑥

గ
ଶ

ିగ
ଶ

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଶሺ𝑥ሻ ൌ
1
𝜋

𝐻଴ሺ𝑓ଶሻሺ𝑥ሻ ൅ 𝜑ଶሺ𝑥ሻ, (4.23)

elde edilir ve böylece (4.19) kullanılarak 

ฮ𝑓ሚଶฮ
௅೛,ഀሺ୘ሻ

 ൑  
1
π

‖H଴ሺ𝑓ଶሻ‖௅೛,ഀሺ୘ሻ ൅ ‖𝜑ଶ‖௅೛,ഀሺ୘ሻ 

≼  ‖𝑓ଶ‖௅೛,ഀሺ୘ሻ ൅ ‖𝜑ଶ‖௅೛,ഀሺ୘ሻ 

≼  ‖𝑓‖௅೛,ഀሺ୘ሻ ൅ ‖𝜑ଶ‖௅೛,ഀሺ୘ሻ 

elde edilir. 

(4.24)

[85, pp. 86–87] te verilen eşitsizlik kullanılarak െ𝜋 ൑ 𝑥 ൑ 𝜋 ve െ𝜋/2 ൑ 𝑡 ൑ 𝜋/2 için 
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ቮ
1

2𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

െ
1

𝑡 െ 𝑥
ቮ ൑ 1, 𝑥 ് 𝑡, 

olur ve (4.22) dikkate alınarak 

|𝜑ଶሺxሻ| ൑
1
𝜋

න|𝑓ሺ𝑡ሻ|

గ
ଶ

ିగ
ଶ

dt (4.25)

elde edilir ve böylece, 

‖𝜑ଶ‖௅೛,ഀ ≼ ‖𝑓‖௅భ,ഀ ≼ ‖𝑓‖௅೛,ഀ. (4.26)

(4.24) ve (4.26) birlikte düşünülerek 

ฮ𝑓ሚଶฮ
௅೛,ഀ ≼ ‖𝑓‖௅೛,ഀ. (4.27)

Şimdi 𝑓ሚଵ fonksiyonu için hesaplama yapılabilir. െ𝜋 ൑ 𝑥 ൑ 𝜋/2 için konjuge fonksiyonu 

𝑓ሚଵሺ𝑥ሻ ൌ  
1
𝜋

න
𝑓ଵሺ𝑡ሻ

2 𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

గ

ିగ

𝑑𝑡 (4.28)

biçiminde tanımlanabilir, bu durumda 

𝑓ሚଵሺ𝑥ሻ ൌ  
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ

2 𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

ିగ
ଶ

ିగ

𝑑𝑡 ൌ
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ
𝑡 െ 𝑥

ିగ
ଶ

ିగ

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଵሺ𝑥ሻ 

ൌ
1
𝜋

න
𝑓ଵሺ𝑡ሻ
𝑡 െ 𝑥

గ

ିగ

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଵሺ𝑥ሻ ൌ
1
𝜋

𝐻଴ሺ𝑓ଵሻሺ𝑥ሻ ൅ 𝜑ଵሺ𝑥ሻ, (4.29)

elde edilir. 

|𝜑ଵሺxሻ| ൑
1
𝜋

න|𝑓ሺ𝑡ሻ|

గ

ିగ

dt. 

Eğer 𝜋/2 ൑ 𝑥 ൑ 𝜋 ise, bu durumda 

𝑓ሚଵሺ𝑥ሻ ൌ  
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ

2 𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

ଷగ
ଶ

గ

𝑑𝑡 ൌ
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ

𝑡 െ 𝑥

ଷగ
ଶ

గ

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଵሺ𝑥ሻ 

ൌ
1
𝜋

න
𝑓ଵሺ𝑡ሻ

𝑡 െ 𝑥

ଶగ

଴

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଵሺ𝑥ሻ ൌ
1
𝜋

𝐻గሺ𝑓ଵሻሺ𝑥ሻ ൅ 𝜑ଵሺ𝑥ሻ, (4.30)

elde edilir, burada 
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|𝜑ଵሺxሻ| ൑
1
𝜋

න |𝑓ሺ𝑡ሻ|

ଷగ
ଶ

గ

dt ൑
1
𝜋

න |𝑓ሺ𝑡ሻ|

ଷగ

గ

dt ൌ
1
𝜋

න|𝑓ሺ𝑡ሻ|

గ

ିగ

dt. 

(4.29) ve (4.30) birlikte düşünülürse 

𝑓ሚଵሺ𝑥ሻ  ൌ  ൞

1
𝜋

𝐻଴ሺ𝑓ଵሻሺ𝑥ሻ ൅ 𝜑ଵሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ቂെ𝜋,
𝜋
2

ቃ

1
𝜋

𝐻గሺ𝑓ଵሻሺ𝑥ሻ ൅ 𝜑ଵሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ቂ
𝜋
2

, 𝜋ቃ
 

elde edilir, (4.19) eşitsizliğinden 

ฮ𝑓ሚଵฮ
௅೛,ഀ ቀቂെ𝜋,

𝜋
2

ቃቁ  ൑  
1
π

‖H଴ሺ𝑓ଵሻ‖௅೛,ഀ ቀቂെ𝜋,
𝜋
2

ቃቁ ൅ ‖𝜑ଵ‖௅೛,ഀ ቀቂെ𝜋,
𝜋
2

ቃቁ 

≼  
1
π

‖H଴ሺ𝑓ଵሻ‖௅೛,ഀ ൅ ‖𝑓ଵ‖௅೛,ഀ 

≼  ‖𝑓ଵ‖௅೛,ഀ ≼  ‖𝑓‖௅೛,ഀ (4.31)

ve 

ฮ𝑓ሚଵฮ
௅೛,ഀ ቀቂ

𝜋
2

, 𝜋ቃቁ  ൑  
1
π

‖Hగሺ𝑓ଵሻ‖௅೛,ഀ ቀቂ
𝜋
2

, 𝜋ቃቁ ൅ ‖𝜑ଵ‖௅೛,ഀ ቀቂ
𝜋
2

, 𝜋ቃቁ 

≼  
1
π

‖Hగሺ𝑓ଵሻ‖௅೛,ഀ ൅ ‖𝑓‖௅೛,ഀ 

≼  ‖𝑓ଵ‖௅೛,ഀ ≼  ‖𝑓‖௅೛,ഀ (4.32)

elde edilir. 

(4.31) ve (4.32) birlikte düşünülürse 

ฮ𝑓ሚଵฮ
௅೛,ഀ ൑ ฮ𝑓ሚଵฮ

௅೛,ഀ ቀቂെ𝜋,
𝜋
2

ቃቁ ൅ ฮ𝑓ሚଵฮ
௅೛,ഀ ቀቂ

𝜋
2

, 𝜋ቃቁ ≼ ‖𝑓‖௅೛,ഀ (4.33)

elde edilir. Şimdi  

𝑓ሚଷሺ𝑥ሻ ൌ  
1
𝜋

න
𝑓ଷሺ𝑡ሻ

2 𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

గ

ିగ

𝑑𝑡 

biçiminde tanımlı 𝑓ሚଷሺ𝑥ሻ fonksiyonu düşünülebilir. Eğer െ𝜋/2 ൑ 𝑥 ൑ 𝜋 ise, bu durumda 

𝜑ଷሺ𝑥ሻ: ൌ
1
𝜋

න 𝑓ሺ𝑡ሻ

గ

గ
ଶ

቎
1

2𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

െ
1

𝑡 െ 𝑥
቏ 𝑑𝑡 

ve böylece 

𝑓ሚଷሺ𝑥ሻ ൌ  
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ

2 𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

గ

గ
ଶ

𝑑𝑡 ൌ
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ

𝑡 െ 𝑥

గ

గ
ଶ

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଷሺ𝑥ሻ 
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ൌ
1
𝜋

න
𝑓ଷሺ𝑡ሻ

𝑡 െ 𝑥

గ

ିగ

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଷሺ𝑥ሻ ൌ
1
𝜋

𝐻଴ሺ𝑓ଷሻሺ𝑥ሻ ൅ 𝜑ଷሺ𝑥ሻ. 

elde edilir. Eğer െ𝜋 ൑ 𝑥 ൑ െ𝜋/2 ise bu durumda 

𝜑ଷሺ𝑥ሻ: ൌ
1
𝜋

න 𝑓ሺ𝑡ሻ

ିగ

ିଷగ
ଶ

቎
1

2𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

െ
1

𝑡 െ 𝑥
቏ 𝑑𝑡 

ve böylece 

𝑓ሚଷሺ𝑥ሻ ൌ  
1
𝜋

න
𝑓ଷሺ𝑡ሻ

2 𝑡𝑎𝑛 ቀ𝑡 െ 𝑥
2 ቁ

ିగ

ିଷగ
ଶ

𝑑𝑡 ൌ
1
𝜋

න
𝑓ሺ𝑡ሻ

𝑡 െ 𝑥

ିగ

ିଷగ
ଶ

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଷሺ𝑥ሻ 

ൌ
1
𝜋

න
𝑓ଷሺ𝑡ሻ

𝑡 െ 𝑥

ିగ

ିଷగ

𝑑𝑡 ൅ 𝜑ଷሺ𝑥ሻ ൌ
1
𝜋

𝐻ିଶగሺ𝑓ଷሻሺ𝑥ሻ ൅ 𝜑ଷሺ𝑥ሻ. 

elde edilir. Dolayısıyla 

𝑓ሚଷሺ𝑥ሻ  ൌ  ൞

1
𝜋

𝐻଴ሺ𝑓ଷሻሺ𝑥ሻ ൅ 𝜑ଷሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ቂെ
𝜋
2

, 𝜋ቃ

1
𝜋

𝐻ିଶగሺ𝑓ଷሻሺ𝑥ሻ ൅ 𝜑ଷሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ቂെ𝜋, െ
𝜋
2

ቃ
 

elde edilir. Ayrıca 

ฮ𝑓ሚଷฮ
௅೛,ഀ  ቀቂെ

𝜋
2

, 𝜋ቃቁ ൑  
1
π

‖H଴ሺ𝑓ଷሻ‖௅೛,ഀ ቀቂെ
𝜋
2

, 𝜋ቃቁ ൅ ‖𝜑ଷ‖௅೛,ഀ ቀቂെ
𝜋
2

, 𝜋ቃቁ 

≼  
1
π

‖H଴ሺ𝑓ଷሻ‖௅೛,ഀ ൅ ‖𝑓ଷ‖௅೛,ഀ 

≼  ‖𝑓ଷ‖௅೛,ഀ ≼  ‖𝑓‖௅೛,ഀ, (4.34)

ve 

ฮ𝑓ሚଷฮ
௅೛,ഀ ቀቂെ𝜋, െ

𝜋
2

ቃቁ  ൑  
1
π

‖Hି஠ሺ𝑓ଷሻ‖௅೛,ഀ ቀቂെ𝜋, െ
𝜋
2

ቃቁ ൅ ‖𝜑ଷ‖௅೛,ഀ ቀቂെ𝜋, െ
𝜋
2

ቃቁ 

≼  
1
π

‖Hି஠ሺ𝑓ଷሻ‖௅೛,ഀ ൅ ‖𝑓ଷ‖௅೛,ഀ 

≼  ‖𝑓ଷ‖௅೛,ഀ ≼  ‖𝑓‖௅೛,ഀ (4.35)

olur. (4.34) ve (4.35) birlikte düşünülürse 

ฮ𝑓ሚଷฮ
௅೛,ഀ ൑ ฮ𝑓ሚଷฮ

௅೛,ഀ ቀቂെ
𝜋
2

, 𝜋ቃቁ ൅ ฮ𝑓ሚଷฮ
௅೛,ഀ ቀቂെ𝜋, െ

𝜋
2

ቃቁ ≼ 𝑐ሺ𝑝ሻ‖𝑓‖௅೛,ഀ (4.36)

elde edilir. Son olarak (4.27),(4.33), (4.36) ve (4.21) birlikte düşünülürse 

ฮ𝑓ሚฮ
௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

≼ ‖𝑓‖௅೛,ഀሺ𝕋ሻ 

elde edilir. ∎ 
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4.3.1.2 Önerme 0 ൑ 𝛼 ൑ 2 ve 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ1ሻ ise bu durumda 𝑓 

mutlak süreklidir ve 𝑓′ ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ. 

İspat. Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ1ሻ ise, bu durumda ω୮,஑ሺδ, fሻ ≼ δ. 

𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ ⊂ 𝐿௣ሺ𝕋ሻ olduğundan ‖𝑓‖௅೛ ≼ ‖𝑓‖௅೛,ഀ. Bu son eşitsizlikten 

𝑠𝑢𝑝‖𝛥௛𝑓‖௅೛  ≼ 𝑠𝑢𝑝‖𝛥௛𝑓‖௅೛,ഀ 

ve 

𝜔௣ሺ𝛿, 𝑓ሻ ≼ 𝜔௣,ఈሺ𝛿, 𝑓ሻ 

elde edilir. Böylece 

ω୮ሺδ, fሻ ≼ δ (4.37)

elde edilir. Buradan 𝑓 mutlak süreklidir ve 𝑓′ ∈ 𝐿௣ሺ𝕋ሻ. 𝑓 fonksiyonu ሾ0,2𝜋ሿ üzerinde mutlak 

sürekli olduğundan ve hemen her 𝑥 için 

ቆ
𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑡
ቇ → 𝑓′ሺ𝑥ሻ, ሺ𝑡 → 0ሻ 

ve 

ቆ
|𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|௣

𝑡௣ ቇ → |𝑓ᇱሺ𝑥ሻ|௣, ሺ𝑡 → 0ሻ (4.38)

elde edilir. (4.38) kullanılarak hemen her 𝑥 için 

൬
2
𝛿

൰ න
|𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|௣

𝑡௣ 𝑑𝑡

ఋ

ఋ
ଶ

→ |𝑓ᇱሺ𝑥ሻ|௣, ሺ𝛿 → 0⁺ሻ. 

elde edilir. Fatou lemması kullanılarak 

1

|𝐼|ଵିఈ
ଶ

න|𝑓ᇱሺ𝑥ሻ|௣𝑑𝑥
ூ

ൌ  
1

|𝐼|ଵିఈ
ଶ

න

⎣
⎢
⎢
⎡

lim
ఋ→଴⁺

2
𝛿

න
|𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|௣

𝑡௣ 𝑑𝑡

ఋ

ఋ
ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤

𝑑𝑥
ூ

  

൑  liminf
ఋ→଴⁺

1

|𝐼|ଵିఈ
ଶ

න

⎣
⎢
⎢
⎡2
𝛿

න
|𝛥௧𝑓ሺ𝑥ሻ|௣

𝑡௣

ఋ

ఋ
ଶ

𝑑𝑡

⎦
⎥
⎥
⎤

ூ

𝑑𝑥 

൑   liminf
ఋ→଴⁺

1

|𝐼|ଵିఈ
ଶ

න
2
𝛿

൬
2
𝛿

൰
௣

቎න|𝛥௧𝑓ሺ𝑥ሻ|௣

ఋ

଴

𝑑𝑡቏
ூ

𝑑𝑥 

ൌ  liminf
ఋ→଴⁺

൬
2
𝛿

൰
௣ାଵ

න ቎
1

|𝐼|ଵିఈ
ଶ

න|𝛥௧𝑓ሺ𝑥ሻ|௣

ఋ

଴

𝑑𝑥቏

ఋ

଴

𝑑𝑡 



43 
 

 ൑  liminf
ఋ→଴⁺

቎൬
2
𝛿

൰
௣ାଵ

න‖𝛥௧𝑓ሺ𝑥ሻ‖௅೛,ഀ
௣

ఋ

଴

𝑑𝑡቏ 

൑  liminf
ఋ→଴⁺

቎൬
2
𝛿

൰
௣ାଵ

න ቀω୮,஑ሺδ, fሻቁ
௣

ఋ

଴

𝑑𝑡቏  

൑  liminf
ఋ→଴⁺

൬
2
𝛿

൰
௣ାଵ

නሺδሻ௣

ఋ

଴

𝑑𝑡 

≼  liminf
ఋ→଴⁺

ቀଶ

ఋ
ቁ

௣ାଵ
ሺδሻ௣δ ≼  𝛿. 

Böylece 

sup
ூ

1

|𝐼|ଵିఈ
ଶ

න|𝑓ᇱሺ𝑥ሻ|௣𝑑𝑥
ூ

൏ ∞ 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑓′ ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ. Bu da ispatı tamamlar. ∎ 

4.3.1.3 Önerme [51] 0 ൑ 𝛼 ൑ 2, 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ ve 𝑓 ∈ 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ olsun. Bu durumda 

‖𝑆௡ሺ𝑓ሻ‖௅೛,ഀ ≼ ‖𝑓‖௅೛,ഀ 

elde edilir. 

4.3.1.4 Önerme 0 ൑ 𝛼 ൑ 2, 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ1ሻ olsun. Bu durumda 𝑛 ൌ 1,2, . .. 

için 

‖𝑆௡ሺ𝑓ሻ െ 𝜎௡ሺ𝑓ሻ‖௅೛,ഀ ൌ 𝑂ሺ𝑛⁻¹ሻ 

elde edilir.  

İspat. Eğer 𝑓 fonksiyonunun Fourier serisi 

𝑓ሺ𝑥ሻ~ ෍ 𝑈௞ሺ𝑓; 𝑥ሻ
ஶ

௞ୀ଴

, 

ise, bu durumda 𝑓ᇱ fonksiyonunun konjuge Fourier serisi 

𝑓ᇱ෩ ሺ𝑥ሻ~ ෍ 𝑘𝑈௞ሺ𝑓; 𝑥ሻ
ஶ

௞ୀ଴

. 

olur. Ayrıca,  

𝑆௡ሺ𝑓; 𝑥ሻ െ 𝜎௡ሺ𝑓; 𝑥ሻ ൌ ෍
𝑘

𝑛 ൅ 1
𝑈௞ሺ𝑓; 𝑥ሻ

ஶ

௞ୀ଴

ൌ
1

𝑛 ൅ 1
𝑆௡൫𝑓ᇱ෩ ; 𝑥൯ 

dır. 4.3.1.1 Önerme ve 4.3.1.3 Önerme kullanılarak 𝑛 ൌ 1,2, … için 
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‖𝑆௡ሺ𝑓ሻ െ 𝜎௡ሺ𝑓ሻ‖௅೛,ഀ ൌ
1

𝑛 ൅ 1
ฮ𝑆௡൫𝑓ᇱ෩ ൯ฮ

௅೛,ഀ ≼
1

𝑛 ൅ 1
ฮ𝑓ᇱ෩ ฮ

௅೛,ഀ 

≼
1

𝑛 ൅ 1
‖𝑓ᇱ‖௅೛,ഀ ൌ 𝑂ሺ𝑛ିଵሻ 

elde edilir. ∎ 

4.3.1.5 Önerme 0 ൏ 𝛽 ൑ 1, 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ𝛽ሻ olsun. Bu durumda 𝑛 ൌ 1,2, . .. 

için 

‖𝑓 െ 𝑆௡ሺ𝑓ሻ‖௅೛,ഀ ൌ 𝑂ሺ𝑛ିఉሻ 

elde edilir. 

İspat. Varsayalım ki 𝑡௡
∗  ሺ𝑛 ൌ 0,1, . . . ሻ, 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ𝛽ሻ fonksiyonuna en iyi yaklaşan 

trigonometrik polinom olsun. Bu durumda 

‖𝑓 െ 𝑡௡
∗ ‖௅೛,ഀ ൌ 𝑖𝑛𝑓‖𝑓 െ 𝑡௡‖௅೛,ഀ. 

(3.7) eşitsizliği kullanılarak 

‖𝑓 െ 𝑡௡
∗ ‖௅೛,ഀ ൌ 𝑂 ቆω௣,ఈ  ൬𝑓,

1
𝑛

൰ቇ 

elde edilir ve böylece 

‖𝑓 െ 𝑡௡
∗ ‖௅೛,ഀ ൌ 𝑂൫𝑛ିఉ൯. 

4.3.1.3 Önerme kullanılarak 

 

‖𝑓 െ 𝑆௡ሺ𝑓ሻ‖௅೛,ഀ ൑ ‖𝑓 െ 𝑡௡
∗ ‖௅೛,ഀ ൅ ‖𝑡௡

∗ െ 𝑆௡ሺ𝑓ሻ‖௅೛,ഀ 

ൌ ‖𝑓 െ 𝑡௡
∗ ‖௅೛,ഀ ൅ ‖𝑆௡ሺ𝑡௡

∗ െ 𝑓ሻ‖௅೛,ഀ ൌ 𝑂ሺ‖𝑓 െ 𝑡௡
∗ ‖௅೛,ഀሻ ൌ 𝑂൫𝑛ିఉ൯ 

elde edilir. ∎ 

4.3.1.6 Önerme [27] 0 ൏ 𝛽 ൏ 1 ve 𝐴 ൌ ൫𝑎௡,௞൯ matrisi ቚ𝑆௡
ሺ஺ሻ െ 1ቚ ൌ 𝑂൫𝑛ିఉ൯ koşulunu 

sağlasın. Eğer ൫𝑎௡,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑀𝑆 yada ൫𝑎௡,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑀𝑆 ve ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑎௡,଴ ൌ 𝑂ሺ1ሻ 

koşullarından biri sağlanırsa, 

෍ሺ𝑘 ൅ 1ሻିఉ𝑎௡,௞ ൌ 𝑂൫ሺ𝑛 ൅ 1ሻିఉ൯

௡

௞ୀ଴

 

elde edilir. 
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4.3.1.7 Önerme [86] 0 ൏ 𝛽 ൏ 1 ve 𝐴 ൌ ൫𝑎௡,௞൯ matrisi ቚ𝑆௡
ሺ஺ሻ െ 1ቚ ൌ 𝑂൫𝑛ିఉ൯koşulunu 

sağlayan alt üçgensel regular matris olsun. Eğer ൫𝑎௡,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑈𝑀𝑆 yada ൫𝑎௡,௞൯ ∈

𝐴𝑀𝐼𝑈𝑀𝑆 ve ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑎௡,௡ ൌ 𝑂ሺ1ሻ koşullarından biri sağlanırsa, 

෍ሺ𝑘 ൅ 1ሻିఉ𝑎௡,௡ି௞ ൌ 𝑂൫ሺ𝑛 ൅ 1ሻିఉ൯

௡

௞ୀ଴

 

elde edilir. 

 

4.3.2 Ana Teoremler 

4.3.2.1 Teorem 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ𝛽ሻ, 0 ൏ 𝛽 ൏ 1 ve 𝐴 ൌ ሺ𝑎ఒ೙,௞ሻ matrisi |𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1| ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఉሻ 

koşulunu sağlayan alt üçgensel regular matris olsun. Eğer 

ሺ𝑖ሻ  ሺ𝑎ఒ೙,௞ሻ   ∈  𝐴𝑀𝐷𝑈𝑀𝑆, 

ሺ𝑖𝑖ሻ  ሺ𝑎ఒ೙,௞ሻ   ∈  𝐴𝑀𝐼𝑈𝑀𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻሺ𝑎ఒ೙,ఒ೙
ሻ ൌ 𝑂ሺ1ሻ, 

koşullarından biri sağlanırsa, bu durumda  

ฮ𝑓 െ 𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିఉ൯ 

elde edilir. 

İspat. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝൫𝛼, 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ൯, 0 ൏ 𝛽 ൏ 1 ve 𝐴 ൌ ሺ𝑎ఒ೙,௞ሻ matrisi ቚ𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1ቚ ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିఉ൯ koşulunu 

sağlayan alt üçgensel regular matris olsun. ሺ𝑖ሻ ve ሺ𝑖𝑖ሻ durumlarını birlikte ispatlamak için      

4.3.1.5 Önerme ve  4.3.1.7 Önerme birlikte düşünülürse 

𝜏௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௞൫𝑆௞ሺ𝑓; 𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

ఒ೙

௞ୀ଴

 

olduğundan 

ฮ𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
൑ ෍ 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௞‖𝑆௞ሺ𝑓ሻ െ 𝑓‖௅೛,ഀሺ𝕋ሻ 

ఒ೙

௞ୀ଴

≼ ෍ሺ𝑘 ൅ 1ሻିఉ𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௞ 

ఒ೙

௞ୀ଴

 

ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିఉ൯ 

elde edilir. Bu da ሺ𝑖ሻ ve ሺ𝑖𝑖ሻ nin ispatını tamamlar. ∎ 

Not. Eğer 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௞ ൌ
௣ഊ೙,ೖ

௉ೖ
 seçilirse, bu durumda 𝜏௡

ఒ alt matris metodu 

𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ: ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙,௞𝑆௞ሺ𝑓; 𝑥ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴
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biçiminde tanımlanan Nörlund alt metoduna dönüşür. Burada 

𝑃ఒ೙
ൌ 𝑝଴ ൅ 𝑝ଵ ൅ 𝑝ଶ൅. . . ൅𝑝ఒ೙

് 0 ሺ𝑛 ൒ 0ሻ ve 𝑝ିଵ ൌ 𝑃 ଵ ൌ 0. 

4.3.2.1 Sonuç 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ𝛽ሻ, 0 ൏ 𝛽 ൏ 1 ve ൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi  pozitif terimli bir dizi olsun. Eğer 

ሺ𝑖ሻ ሺ𝑝ఒ೙
ሻ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑈𝑀𝑆, 

ሺ𝑖𝑖ሻ ሺ𝑝ఒ೙
ሻ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑈𝑀𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑝ఒ೙

ൌ 𝑂ሺ𝑃ఒ೙
ሻ, 

koşullarından biri sağlanırsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝑁௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିఉ൯ 

elde edilir. 

4.3.2.2 Teorem 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ1ሻ ve 𝐴 ൌ ሺ𝑎ఒ೙,௞ሻ matrisi |𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1| ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఉሻ koşulunu 

sağlayan alt üçgensel regular matris olsun. Eğer 

෍ ห𝛥௞𝐴ఒ೙,௞ห

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିଵ൯ 

koşulu sağlanırsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir. 

İspat. 

|𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1| ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఉሻ ve iki kez Abel dönüşümü uygulanırsa 

𝜏௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௞൫𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

ఒ೙

௞ୀ଴

 

ൌ ෍ ൫𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑆௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ൯ ෍ 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௜ ൅ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ 

௞

௜ୀ଴

 

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

ൌ ෍ ሺ𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑆௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ ሻ ෍ 𝑎ఒ೙,௜ ൅ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ 

ఒ೙

௜ୀఒ೙ି௞

 

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

ൌ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ ෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑈௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ𝐴ఒ೙,௞

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

ൌ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ ෍ ൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵ ൯ ෍ሺ𝑖 ൅ 1ሻ

௞

௜ୀ଴

𝑈௜ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴
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െ𝐴ఒ೙,ఒ೙ିଵ ෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

𝑈௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ 

ൌ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ ෍ ൫𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵ൯ ෍ሺ𝑖 ൅ 1ሻ

௞

௜ୀ଴

𝑈௜ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

 

െ
1

𝜆௡
෍ 𝑎ఒ೙,௜

ఒ೙

௜ୀଵ

෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

𝑈௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ 

olur ve böylece 

ฮ𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
൑ ฮ𝑆௡

ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ
௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

 

൅ ෍ ห𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵห

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

ะ෍ 𝑖

௞ାଵ

௜ୀଵ

𝑈௜ሺ𝑓ሻะ
௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

 

൅
1

𝜆௡
ቯ෍ 𝑘

ఒ೙

௞ୀଵ

𝑈௞ሺ𝑓ሻቯ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

 (4.39)

elde edilir. 

𝜎௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑆௡

ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ െ
1

𝜆௡ ൅ 1
෍ 𝑘𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙

௞ୀଵ

 

olduğundan, 4.3.1.4 Önerme kullanılarak 

ቯ෍ 𝑘

ఒ೙

௞ୀଵ

𝑈௞ሺ𝑓ሻቯ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

ൌ ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻฮ𝑆௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝜎௡

ఒሺ𝑓ሻฮ
௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

ൌ 𝑂ሺ1ሻ (4.40)

elde edilir. (4.39),(4.40) ve 4.3.1.5 Önerme kullanılarak 

ฮ𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
≼

1
𝜆௡

൅ ෍ ห𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵห

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

 

elde edilir. Eğer 

෍ ห𝐴ఒ೙,௞ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵห ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିଵ൯

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

, 

ise, bu durumda 

ฮ𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir ve bu da ispatı tamamlar. ∎ 

4.3.2.2 Sonuç 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ1ሻ ve ሺ𝑝ఒ೙
ሻ dizisi pozitif terimli bir dizi olsun. Eğer 
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෍ ห𝛥௞𝑃ఒ೙,௞ห

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

ൌ 𝑂 ൬
𝑃ఒ೙

𝜆௡
൰ 

koşulu sağlanırsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝑁௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir. 

4.3.2.3 Teorem 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ𝛽ሻ, 0 ൏ 𝛽 ൏ 1 ve 𝐴 ൌ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ matrisi satır toplamları 1 olan alt 

üçgensel regular matris olsun. Eğer 

ሺ𝑖ሻ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑀𝑆, 

ሺ𝑖𝑖ሻ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑀𝑆 ve ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑎ఒ೙,଴ ൌ 𝑂ሺ1ሻ 

koşullarından biri sağlanırsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝑇௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିఉ൯ (4.41)

elde edilir. 

İspat. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝൫𝛼, 𝐿௣,ఈሺ𝕋ሻ൯, 0 ൏ 𝛽 ൏ 1 ve 𝐴 ൌ ሺ𝑎ఒ೙,௞ሻ matrisi ቚ𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1ቚ ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିఉ൯ koşulunu 

sağlayan alt üçgensel regular matris olsun. ሺ𝑖ሻ ve ሺ𝑖𝑖ሻ durumlarını birlikte ispatlamak için      

4.3.1.5 Önerme ve  4.3.1.6 Önerme birlikte düşünülürse 

𝜏௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௞൫𝑆௞ሺ𝑓; 𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

ఒ೙

௞ୀ଴

 

olduğundan 

ฮ𝜏௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
൑ ෍ 𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௞‖𝑆௞ሺ𝑓ሻ െ 𝑓‖௅೛,ഀሺ𝕋ሻ 

ఒ೙

௞ୀ଴

≼ ෍ሺ𝑘 ൅ 1ሻିఉ𝑎ఒ೙,ఒ೙ି௞ 

ఒ೙

௞ୀ଴

 

ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିఉ൯ 

elde edilir. Bu da ሺ𝑖ሻ ve ሺ𝑖𝑖ሻ nin ispatını tamamlar. ∎ 

Not:  Eğer 𝑎ఒ೙,௞ ൌ
௣ഊ೙,ೖ

௉ೖ 
 seçilirse, bu durumda 𝑇௡

ఒ alt matris metodu 

𝑅௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ: ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙,௞𝑆௞ሺ𝑓; 𝑥ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

. 

biçiminde tanımlanan Riesz alt metoduna dönüşür. Burada 

𝑃ఒ೙
ൌ 𝑝଴ ൅ 𝑝ଵ ൅ 𝑝ଶ൅. . . ൅𝑝ఒ೙

് 0    ሺ𝑛 ൒ 0ሻ  ve 𝑝ିଵ ൌ 𝑃 ଵ ൌ 0. 

4.3.2.3 Sonuç 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ𝛽ሻ, 0 ൏ 𝛽 ൏ 1 ve ሺ𝑝ఒ೙
ሻ dizisi pozitif terimli bir dizi olsun. Eğer 
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ሺ𝑖ሻሺ𝑝ఒ೙
ሻ ∈ 𝐴𝑀𝐼𝑀𝑆, 

ሺ𝑖𝑖ሻ ሺ𝑝ఒ೙
ሻ ∈ 𝐴𝑀𝐷𝑀𝑆 𝑎𝑛𝑑 ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑝ఒ೙

ൌ 𝑂ሺ𝑃ఒ೙
ሻ 

koşullarından biri sağlanırsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝑅௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିఉ൯ 

elde edilir. 

4.3.2.4 Teorem 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ1ሻ ve 𝐴 ൌ ൫𝑎ఒ೙,௞൯ matrisi satır toplamları 1 olan alt üçgensel 

regular matris olsun. Eğer 

෍ ห𝛥௞𝐴ఒ೙,௞
∗ ห

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିଵ൯ 

koşulu sağlanırsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝑇௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir. 

İspat. |𝑆ఒ೙

ሺ஺ሻ െ 1| ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఉሻ ve iki kez Abel dönüşümü uygulanırsa 

𝑇௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑎ఒ೙,௞൫𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

ఒ೙

௞ୀ଴

 

ൌ ෍ ሺ𝑆௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑆௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ ሻ ෍ 𝑎ఒ೙,௜ ൅ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ 

௞

௜ୀ଴

 

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

ൌ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ ෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝑈௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ𝐴ఒ೙,௞

∗  

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

ൌ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ ෍ ൫𝐴ఒ೙,௞

∗ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵ
∗ ൯ ෍ሺ𝑖 ൅ 1ሻ

௞

௜ୀ଴

𝑈௜ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

 

െ𝐴ఒ೙,ఒ೙ିଵ
∗ ෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

𝑈௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ 

ൌ 𝑆௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ ෍ ൫𝐴ఒ೙,௞

∗ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵ
∗ ൯ ෍ሺ𝑖 ൅ 1ሻ

௞

௜ୀ଴

𝑈௜ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

 

െ
1

𝜆௡
෍ 𝑎ఒ೙,௜

ఒ೙ିଵ

௜ୀ଴

෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

𝑈௞ାଵሺ𝑥, 𝑓ሻ 

olur ve böylece 

ฮ𝑇௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
൑ ฮ𝑆௡

ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ
௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
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൅ ෍ ห𝐴ఒ೙,௞
∗ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵ

∗ ห

ఒ೙ିଶ

௞ୀ଴

ะ෍ 𝑖

௞ାଵ

௜ୀଵ

𝑈௜ሺ𝑓ሻะ
௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

൅
1

𝜆௡
ቯ෍ 𝑘

ఒ೙

௞ୀଵ

𝑈௞ሺ𝑓ሻቯ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

 (4.42)

elde edilir. 

𝜎௡
ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ െ 𝑆௡

ఒሺ𝑥, 𝑓ሻ ൌ
1

𝜆௡ ൅ 1
෍ 𝑘𝑈௞ሺ𝑥, 𝑓ሻ,

ఒ೙

௞ୀଵ

 

olduğundan,  4.3.1.4 Önerme kullanılarak 

ቯ෍ 𝑘

ఒ೙

௞ୀଵ

𝑈௞ሺ𝑓ሻቯ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

ൌ ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻฮ𝜎௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑆௡

ఒሺ𝑓ሻฮ
ః,ఠ

ൌ 𝑂ሺ1ሻ. (4.43)

elde edilir. (4.42),(4.43) ve 4.3.1.5 Önerme kullanılarak 

ฮ𝑇௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
≼

1
𝜆௡

൅ ෍ ห𝐴ఒ೙,௞
∗ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵ

∗ ห.

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

elde edilir. Eğer 

෍ ห𝐴ఒ೙,௞
∗ െ 𝐴ఒ೙,௞ାଵ

∗ ห ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିଵ൯

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

, 

ise, bu durumda 

ฮ𝑇௡
ఒሺ𝑓ሻ െ 𝑓ฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir ve bu da ispatı tamamlar. ∎ 

4.3.2.4 Sonuç 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ,௣ሺ1ሻ ve ൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi pozitif terimli bir dizi olsun. Eğer  

෍ ฬ𝛥௞
𝑃௞

𝑘 ൅ 1
ฬ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

ൌ 𝑂 ൬
𝑃ఒ೙

𝜆௡
൰ 

koşulu sağlanırsa, bu durumda 

ฮ𝑓 െ 𝑅௡
ఒሺ𝑓ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିଵሻ 

elde edilir. 

 

4.4 Ağırlıklı Orlicz Uzaylarında Yaklaşım 

4.4.1 Yardımcı Sonuçlar 

4.4.1.1 Önerme 0 ൏ 𝛼ః ൑ 𝛽ః ൏ 1, 𝜔 ∈ 𝐴 భ
ഀ೻

ሺ𝕋ሻ ∩  𝐴 భ
ഁ೻

ሺ𝕋ሻ ve 𝑟 ∈ ℕ olsun. Eğer 𝑓 ∈

𝐿𝑖𝑝൫1, 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ൯ ise, bu durumda 𝑓ሺ௥ሻ mutlak süreklidir ve 𝑓ሺ௥ାଵሻ ∈  𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ olur. 
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İspat.  

Orlicz uzayı 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ yansımalı olduğundan, Boyd indisleri  0 ൏ 𝛼ః ൑ 𝛽ః ൏ 1 şartını 

sağlar. 1 ൏ 𝑝 ൑ 𝛽ః olması durumunda 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ Orlicz uzayı, 𝐿௣ሺ𝕋ሻ uzayına sürekli 

gömülüdür [87]. Böylece 𝛿 ൐ 0 ve 𝛿 ൒ 𝑡 ൐ 0 için 

‖𝑓ሺ∙ ൅𝑡ሻ െ 𝑓ሺ∙ሻ‖௅೛ ≼ ‖𝑓ሺ∙ ൅𝑡ሻ െ 𝑓ሺ∙ሻ‖ః,ఠ 

olur ve bu eşitsizlikten 

𝜔൫𝑓ሺ௥ሻ, 𝑡൯
௅೛ ≼ 𝛺൫𝑓ሺ௥ሻ, 𝑡൯

௅೻ሺ𝕋,ఠሻ
 

elde edilir. 𝛺൫𝑓ሺ௥ሻ, 𝑡൯
௅೻ሺ𝕋,ఠሻ

ൌ 𝑂ሺ𝛿ሻ olduğundan, aynı değerlendirme 𝜔൫𝑓ሺ௥ሻ, 𝑡൯
௅೛ için de 

geçerlidir. Böylece 𝑓ሺ௥ሻ fonksiyonunun 𝕋 üzerinde mutlak sürekliliği ve hemen her 𝑥 için 

𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ
𝑡

→ 𝑓ሺ௥ାଵሻሺ𝑥ሻ,   𝑡 → 0, 

elde edilir ve bundan hareketle  

2
𝛿

න
ห𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻห

𝑡

ఋ

ఋ
ଶ

𝑑𝑡 → ห𝑓ሺ௥ାଵሻሺ𝑥ሻห,    𝛿 → 0ା 

elde edilir. Fatou önermesi kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ାଵሻฮ
ః,ఠ

൑ liminf
 ఋ→଴శ ቱቱ

2
𝛿

න
ห𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻห

𝑡

ఋ

ఋ
ଶ

𝑑𝑡ቱቱ

ః,ఠ

 

൑ limsup
 ఋ→଴శ

4
𝛿

ቯ
1
𝛿

නห𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥 ൅ 𝑡ሻ െ 𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻห

ఋ

଴

𝑑𝑡ቯ

ః,ఠ

 

൑ limsup
 ఋ→଴శ

4
𝛿

𝛺൫𝑓ሺ௥ሻ, 𝛿൯
௅೻ሺ𝕋,ఠሻ

൏ ∞ 

elde edilir. ∎ 

4.4.1.2 Önerme   0 ൏ 𝛼ః ൑ 𝛽ః ൏ 1, 𝜔 ∈ 𝐴 భ
ഀ೻

ሺ𝕋ሻ ∩  𝐴 భ
ഁ೻

ሺ𝕋ሻ ve   0 ൏ 𝛼 ൑ 1 olsun. Bu 

durumda her 𝑓 ∈ 𝑊ః,ఠ
௥,ఈ için 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

ൌ 𝑂ሺ𝑛ିఈሻ, 𝑛 ൌ 1,2, … (4.44)

olur. 



52 
 

İspat  𝑡௡
∗ , 𝑓ሺ௥ሻ ∈ 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ fonksiyonuna en iyi yaklaşan trigonometrik polinom olsun. Bu 

durumda derecesi 𝑛 yi aşmayan bütün 𝑡௡ trigonometrik polinomları üzerinden infimum 

alındığında 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑡௡
∗ ฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑖𝑛𝑓ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑡௡ฮ

ః,ఠ
 

elde edilir. [12, Teorem 2] kullanılarak  

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑡௡
∗ ฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑂 ቆΩ ൬𝑓ሺ௥ሻ,

1
𝑛

൰
௅೻ሺ𝕋,ఠሻ

ቇ 

olur ve böylece 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑡௡
∗ ฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝑛ିఈሻ. 

𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ ağırlıklı Orlicz uzaylarında 𝑆௡ሺ𝑓ሻ kısmi toplamlar düzgün sınırlı [52] olduğundan  

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

൑ ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑡௡
∗ ฮ

ః,ఠ
൅ ฮ𝑡௡

∗ െ 𝑆௡ሺ𝑓ሺ௥ሻሻฮ
ః,ఠ

 

ൌ ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑡௡
∗ ฮ

ః,ఠ
൅ ฮ𝑆௡൫𝑡௡

∗ െ 𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

 

ൌ 𝑂 ቀฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑡௡
∗ ฮ

ః,ఠ
ቁ ൌ 𝑂ሺ𝑛ିఈሻ 

elde edilir. ∎ 

4.4.1.3 Önerme 0 ൏ 𝛼ః ൑ 𝛽ః ൏ 1 ve  𝜔 ∈ 𝐴 భ
ഀ೻

ሺ𝕋ሻ ∩  𝐴 భ
ഁ೻

ሺ𝕋ሻ olsun. Bu durumda her 𝑓 ∈

𝑊ః,ఠ
௥,ଵ  için 

ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

ൌ 𝑂ሺ𝑛ିଵሻ, 𝑛 ൌ 1,2, … (4.45)

olur. 

İspat. 

Eğer 𝑓ሺ௥ሻ fonksiyonunun Fourier serisi 

𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ~ ෍ 𝐴௞൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ
ஶ

௞ୀ଴

 

ise, bu durumda 𝑓ሚሺ௥ାଵሻሺ𝑥ሻ eşlenik fonksiyonun Fourier serisi  
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𝑓ሚሺ௥ାଵሻሺ𝑥ሻ~ ෍ 𝑘𝐴௞൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ
ஶ

௞ୀ଴

 

olur. Diğer yandan 

𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ െ 𝜎௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ ൌ ෍
𝑘

𝑛 ൅ 1
𝐴௞൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ

ஶ

௞ୀ଴

 

ൌ
1

𝑛 ൅ 1
𝑆௡൫𝑓ሚሺ௥ାଵሻ൯ሺ𝑥ሻ 

olur. 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ ağırlıklı Orlicz uzaylarında 𝑆௡ሺ𝑓ሻ kısmi toplamların ve eşlenik fonksiyonun 

sınırlılığından [52] 

ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

ൌ
1

𝑛 ൅ 1
ฮ𝑆௡൫𝑓ሚሺ௥ାଵሻ൯ฮ

ః,ఠ
൑ 𝐶

1
𝑛 ൅ 1

ฮ𝑓ሚሺ௥ାଵሻฮ
ః,ఠ

 

൑ 𝐶
1

𝑛 ൅ 1
ฮ𝑓ሺ௥ାଵሻฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝑛ିଵሻ,              𝑛 ൌ 1,2, … 

elde edilir. ∎ 

4.4.1.4 Önerme [82] ൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi pozitif sayıların artmayan bir dizisi olsun. Bu durumda 

0 ൏ 𝛼 ൏ 1 için 

෍ 𝑚ିఈ𝑝ఒ೙ష೘
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିఈ𝑃ఒ೙
൯

ఒ೙

௠ୀଵ

 

olur. 

4.4.2 Ana Teoremler 

4.4.2.1 Teorem 0 ൑ 𝛼ః ൑ 𝛽ః ൑ 1, 𝜔 ∈ 𝐴 భ
ഀ೻

ሺ𝕋ሻ ∩ 𝐴 భ
ഁ೻

ሺ𝕋ሻ ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝൫𝛼, 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ൯, 𝑟 ∈

ℕ ve ൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi 

ሺ𝜆௡ ൅ 1 ሻ𝑝ఒ೙
ൌ 𝑂൫𝑃ఒ೙

൯ (4.46)

koşulunu sağlayan pozitif sayıların bir dizisi olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝑊௅೻,ഘ

௥,ఈ  ise, bu durumda 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ, 𝑛 ൌ 1,2, … . 

İspat. 1. Durum 

0 ൏ 𝛼 ൏ 1 olsun. 
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𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ ൌ
1

𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

olduğundan 

𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠ൣ𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑆௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯൧

ఒ೙

௠ୀ଴

 

elde edilir. 4.4.1.2 Önerme, 4.4.1.4 Önerme ve (4.46) kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
൑

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑆௠൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

ൌ
1

𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠𝑂ሺ𝑚ିఈሻ ൅
𝑝ఒ೙

𝑃ఒ೙

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑆଴൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

ఒ೙

௠ୀଵ

 

ൌ
1

𝑃ఒ೙

𝑂൫𝜆௡
ିఈ𝑃ఒ೙

൯ ൅ 𝑂 ൬
1

𝜆௡ ൅ 1
൰ 

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ 

elde edilir. 

2. Durum  

𝛼 ൌ 1 olsun. 

𝑁௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝ఒ೙ି௠𝐴௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௠ୀ଴

 

olmak üzere Abel dönüşümü kullanılarak 

𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ሺ𝑥ሻ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ ൫𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠൯𝐴௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௠ୀଵ

 

ൌ
1

𝑃ఒ೙

෍ ൬
𝑃ఒ೙

െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
൰ ൭෍ 𝑘𝐴௞൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

௠

௞ୀଵ

൱

ఒ೙

௠ୀଵ

 

൅
1

𝜆௡ ൅ 1
ቌ෍ 𝑘𝐴௞൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௞ୀଵ

ቍ 

elde edilir ve böylece 
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ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
൑

1
𝑃ఒ೙

෍ ฬ
𝑃ఒ೙

െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ฬ

ఒ೙

௠ୀଵ

 

⨯ ะ෍ 𝑘𝐴௞൫𝑓ሺ௥ሻ൯

௠

௞ୀଵ

ะ
ః,ఠ

൅
1

𝜆௡ ൅ 1
ቯ෍ 𝑘𝐴௞൫𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௞ୀଵ

ቯ

ః,ఠ

 

olur. 

𝑆௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ
1

𝜆௡ ൅ 1
෍ 𝑘𝐴௞

ఒ೙

௞ୀଵ

൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ 

olmak üzere, 4.4.1.3 Önerme kullanılarak 

ቯ෍ 𝑘𝐴௞൫𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௞ୀଵ

ቯ

ః,ఠ

ൌ ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

ൌ 𝑂ሺ1ሻ 

elde edilir. Böylece 

ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
 

൑
1

𝑃ఒ೙

෍ ฬ
𝑃ఒ೙

െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ฬ  𝑂ሺ1ሻ ൅ 𝑂 ሺ𝜆௡

ିଵሻ

ఒ೙

௠ୀଵ

 

ൌ 𝑂 ቆ
1

𝑃ఒ೙

ቇ ෍ ฬ
𝑃ఒ೙

െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ฬ

ఒ೙

௠ୀଵ

൅ 𝑂 ሺ𝜆௡
ିଵሻ (4.47)

elde edilir. 

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ൌ

1
𝑚ሺ𝑚 ൅ 1ሻ

ቌ ෍ 𝑝௞ െ 𝑚𝑝ఒ೙ି௠

ఒ೙

௞ୀఒ೙ି௠ାଵ

ቍ. 

Bu eşitlik ൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi azalmayan olduğunda ቀ

௉ഊ೙ି௉ഊ೙ష೘

௠
ቁ

௠ୀଵ

ఒ೙ାଵ
 dizisinin artmayan olmasını, 

൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi artmayan olduğunda ቀ

௉ഊ೙ି௉ഊ೙ష೘

௠
ቁ

௠ୀଵ

ఒ೙ାଵ
 dizisinin azalmayan olmasını gerektirir. 

Son eşitlik aynı zamanda 

෍ ฬ
𝑃௡ െ 𝑃௡ି௠

𝑚
െ

𝑃ఒ೙
െ 𝑃ఒ೙ି௠ିଵ

𝑚 ൅ 1
ฬ ൌ ฬ𝑝ఒ೙

െ
𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
ฬ ൌ

1
𝜆௡ ൅ 1

𝑂൫𝑃ఒ೙
൯

௡

௠ୀଵ

 

eşitsizliğini gösterir. Bu eşitsizlik ve (4.47) kullanılarak 
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ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ (4.48)

elde edilir. (4.48) ve (4.44) birlikte düşünülerek 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑁௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir. ∎ 

4.4.2.2 Teorem 0 ൑ 𝛼ః ൑ 𝛽ః ൑ 1, 𝜔 ∈ 𝐴 భ
ഀ೻

ሺ𝕋ሻ ∩  𝐴 భ
ഁ೻

ሺ𝕋ሻ ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝൫𝛼, 𝐿ఃሺ𝕋, 𝜔ሻ൯, 𝑟 ∈

ℕ ve ൫𝑝ఒ೙
൯ dizisi 

෍ ฬ∆ ൬
𝑃ఒ೘

𝜆௠ ൅ 1
൰ฬ ൌ 𝑂 ൬

𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
൰

ఒ೙ିଵ

ఒ೘ୀ଴

 (4.49)

koşulunu sağlayan pozitif sayıların bir dizisi olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝑊௅೻,ഘ

௥,ఈ  ise, bu durumda 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ, 𝑛 ൌ 1,2, … 

olur. 

İspat. 1. Durum 

0 ൏ 𝛼 ൏ 1 olsun. 

𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ ൌ
1

𝑃ఒ೙

෍ 𝑝௠𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

olmak üzere 𝑅௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ tanımı da kullanılarak 

𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝௠ൣ𝑓ሺ௥ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑆௠ሺ𝑥, 𝑓ሺ௥ሻሻ൧

ఒ೙

௠ୀ଴

 

elde edilir. 4.4.1.2 Önerme kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
൑

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑝௠ฮ𝑓 െ 𝑆௠൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

ఒ೙

௠ୀ଴

 

ൌ 𝑂 ቆ
1

𝑃ఒ೙

ቇ ෍ 𝑝௠𝑚ିఈ ൅
𝑝଴

𝑃ఒ೙

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑆଴൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ
ః,ఠ

ఒ೙

௠ୀଵ

 

ൌ 𝑂 ቆ
1

𝑃ఒ೙

ቇ ෍ 𝑝௠𝑚ିఈ

ఒ೙

௠ୀଵ

 (4.50)

elde edilir ve Abel dönüşümü kullanılarak  
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෍ 𝑝௠𝑚ିఈ ൌ ෍ 𝑃௠ሾ𝑚ିఈ െ ሺ𝑚 ൅ 1ሻିఈሿ ൅ 𝜆௡
ିఈ𝑃ఒ೙

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

ఒ೙

௠ୀଵ

 

൑ ෍ 𝑚ିఈ 𝑃௠

𝑚 ൅ 1
൅ 𝜆௡

ିఈ𝑃ఒ೙

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

 

elde edilir ve (4.49) kullanılarak 

෍ 𝑚ିఈ 𝑃௠

𝑚 ൅ 1
ൌ ෍ ൬

𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
൰ ൅ ൭෍ 𝑘ିఈ

௠

௞ୀଵ

൱

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

൅
𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
෍ 𝑚ିఈ

ఒ೙ିଵ

௠ୀଵ

 

ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିఈ𝑃ఒ೙

൯ 

elde edilir. Bu durum 

෍ 𝑝௠𝑚ିఈ ൌ 𝑂൫𝜆௡
ିఈ𝑃ఒ೙

൯

ఒ೙

௠ୀଵ

 

olmasını gerektirir. Bu eşitsizlik ve (4.50) kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑂ሺ𝜆௡

ିఈሻ 

elde edilir. 

2. Durum 

𝛼 ൌ 1 olsun. Abel dönüşümünü kullanarak 

𝑅௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ

1
𝑃ఒ೙

෍ ቂ𝑃௠ ቀ𝑆௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑆௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ ൅ 𝑃ఒ೙
𝑆௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ቃ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

ൌ െ
1

𝑃ఒ೙

෍ 𝑃௠ ቀ𝐴௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ ൅ 𝑆௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯,

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

ve böylece 

𝑅௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑆௡൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ െ

1
𝑃ఒ೙

෍ 𝑃௠ ቀ𝐴௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

olur. Abel dönüşümünü tekrar uygulayarak 

෍ 𝑃௠𝐴௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

ൌ ෍
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
ሺ𝑚 ൅ 1ሻ𝐴௠ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴
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ൌ ෍ ൬
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
൰ ൭෍ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝐴௞ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

௠

௞ୀ଴

൱

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

൅
𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ𝐴௞ାଵ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

 

elde edilir. (4.49) ve (4.1) kullanılarak 

ቯ ෍ 𝑃௠ ቀ𝐴௠ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ ൯ቁ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

ቯ

ః,ఠ

൑ ෍ ฬ
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
ฬ ะ෍ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ቀ𝐴௞ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ

௠

௞ୀ଴

ะ
ః,ఠ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

൅
𝑃ఒ೙

𝜆௡ ൅ 1
ቯ ෍ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ቀ𝐴௞ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ

ఒ೙ିଵ

௞ୀ଴

ቯ

ః,ఠ

 

ൌ ෍ ฬ
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
ฬ ሺ𝑚 ൅ 2ሻฮ𝑆௠ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௠ାଵሺ𝑓ሺ௥ሻሻฮ

ః,ఠ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

 

൅𝑃ఒ೙
ฮ𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝜎௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
 

ൌ 𝑂ሺ1ሻ ෍ ฬ
𝑃௠

𝑚 ൅ 1
െ

𝑃௠ାଵ

𝑚 ൅ 2
ฬ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

൅ 𝑂 ൬
𝑃ఒ೙

𝜆௡
൰ 

elde edilir. Bu durumda  

ฮ𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ െ 𝑆௡൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
ൌ

1
𝑃ఒ೙

ቯ ෍ 𝑃௠ ቀ𝐴௠ାଵ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ቁ

ఒ೙ିଵ

௠ୀ଴

ቯ

ః,ఠ

 

ൌ
1

𝑃ఒ೙

𝑂 ൬
𝑃ఒ೙

𝜆௡
൰ ൌ 𝑂 ൬

1
𝜆௡

൰ 

olur. Bu durum ve (4.49) kullanılarak 

ฮ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝑅௡
ఒ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ฮ

ః,ఠ
ൌ 𝑂൫𝜆௡

ିଵ൯ 

elde edilir. Bu ispatı tamamlar.∎ 

Eğer 𝑝ఒ೙
ൌ 𝐴ఒ೙

ఉିଵሺ𝛽 ൐ 0ሻ ise, 𝑘 ൒ 1 için 𝐴଴
ఉ ൌ 1, 𝐴௞

ఉ ൌ ఉሺఉାଵሻ…ሺఉା௞ሻ

௞!
 olmak üzere 

𝑁௡
ఒ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ 𝜎ఒ೙

ఉ ൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯ ൌ
1

𝐴ఒ೙

ఉ ෍ 𝐴ఒ೙ି௠
ఉିଵ 𝑆௠൫𝑥, 𝑓ሺ௥ሻ൯

ఒ೙

௠ୀ଴
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elde edilir. Dolayısıyla 𝜎ఒ೙

ఉ ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ Cesàro alt toplamları ile 𝑓𝜖𝐿ఠ
௣௤ሺ𝕋ሻ fonksiyonuna yaklaşım 

ile ilgili aşağıdaki sonuç elde edilir. 

4.4.2.3 Sonuç  1 ൏ 𝑝, 𝑞 ൏ ∞, 𝜔 ∈ 𝐴௣ሺ𝕋ሻ, 0 ൏ 𝛼 ൑ 1, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 𝛽 ൐ 0 olsun. Eğer 𝑓 ∈

𝑊ః,ఠ 
௥,ఈ  ise, bu durumda  

ቛ𝑓ሺ௥ሻ െ 𝜎ఒ೙

ఉ ൫𝑓ሺ௥ሻ൯ቛ
ః,ఠ

ൌ 𝑂ሺ𝜆௡
ିఈሻ,                  𝑛 ൌ 1,2, … 

olur. 
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5. UYGULAMA 

Bu bölümde, kullanılan trigonometrik polinomların verilen fonskiyonlara yaklaşım hatası ile 

ilgili grafiklere ve nümerik sonuçlara yer verilmiştir. Ayrıca belirtmek gerekir ki elde edilen 

yaklaşım hatası sonuçları uzay normu tanımlarına göre hesaplanmaktadır.  

 

Örnek. 𝑓 fonksiyonunu aşağıdaki biçimde seçelim. 

𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ ቄ
1, െπ ൑ t ൑ 0,

െ1, 0 ൏ t ൏ െπ. (5.1)

𝑡 nin bütün reel değerleri için, 𝑓  fonksiyonu aşağıdaki koşulu sağlar. 

𝑓ሺ𝑡 ൅ 2𝜋ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑡ሻ. 

Verilen fonksiyon tek fonksiyon olduğundan dolayı, Fourier serisi  

𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ ෍ 𝑏௡𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑡,

ஶ

௡ୀଵ

 

biçiminde tanımlanabilir ve burada 

𝑏௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑠𝑖𝑛 𝑛𝑡𝑑𝑡

గ

଴

ൌ
2
𝜋

ቆ
1 െ ሺെ1ሻⁿ

𝑛
ቇ. 

Bundan dolayı, 𝑓ሺ𝑡ሻ fonksiyonunun Fourier serisi 

𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ
2
𝜋

෍ ቆ
1 െ ሺെ1ሻⁿ

𝑛
ቇ 𝑠𝑖𝑛

ஶ

௡ୀଵ

𝑛𝑡 (5.2)

biçiminde verilebilir. 

(5.2) ile verilen serinin kısmi toplamı aşağıdaki şekildedir.  

𝑆ఒ೙
ሺ𝑡ሻ ൌ

4
𝜋

ቆ𝑠𝑖𝑛 𝑡 ൅ ൬
1
3

൰ 𝑠𝑖𝑛3𝑡൅. . . ൅ ൬
1
𝑛

൰ 𝑠𝑖𝑛ሺ𝜆௡𝑡ሻቇ. 

(5.2) ile verilen serinin Cesàro ortalaması aşağıdaki şekildedir. 

𝐶௡
ఒሺ𝑓ሻ ൌ ෍ ൬

𝜆௡ െ 𝑘
𝜆௡

൰

ఒ೙

௞ୀଵ

൬
െ2
𝜋

൰ ቆ
െ1 ൅ ሺെ1ሻ௞

𝑘
ቇ 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑘𝑡ሻ. 

𝑃ఒ೙
ൌ 𝜆௡ ൅ 1 olsun, bu durumda (5.2) ile verilen serinin Nörlund ortalaması 

𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ ൌ

2
ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻሺ𝜆௡ ൅ 2ሻ

෍ሺ𝜆௡ െ 𝑘 ൅ 1ሻ𝑆௞ሺ𝑓; 𝑡ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

 

biçiminde olur. 

𝑃ఒ೙
ൌ 𝜆௡ ൅ 1 olsun, bu durumda (5.2) ile verilen serinin Riesz ortalaması 
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𝑅௡
ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ ൌ

2
ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻሺ𝜆௡ ൅ 2ሻ

෍ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ𝑆௞ሺ𝑓; 𝑡ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

 

biçiminde olur. 

(5.2) ile verilen serinin matris ortalamasını hesaplamak için ሺ𝑎ఒ೙,௞ሻ matrisini 

 ,

x

1

1/ 2 1/ 2

1/ 3 1/ 3 1/ 3

1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4

1/ 5 1/ 5 1/ 5 1/ 5 1/ 5

1/ 6 1/ 6 1/ 6 1/ 6 1/ 6 1/ 6

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0

n

n

k

n n n n n n

k

a



     

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
      
 
 
 
 

      

 

       

 

biçiminde seçelim. ሺ𝑎ఒ೙,௞ሻ matrisinin 𝑛. satırında ቀ ଵ

ఒ೙ାଵ
ቁ terimi ሺ𝜆௡ ൅ 1ሻ defa tekrar 

etmektedir. Bu durumda  𝜏௡
ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ matrisi 

𝜏௡
ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ: ൌ ෍ ൬

1
𝜆௡ ൅ 1

൰ 𝑆௞ሺ𝑓; 𝑡ሻ

ఒ೙

௞ୀ଴

, 𝑛 ൌ 0,1,2, . . .. 

biçiminde tanımlanır. 

𝜆௡ ൌ 10 ve 20 değerleri için, 𝑓ሺ𝑡ሻ, 𝑆ఒ೙
ሺ𝑡ሻ, 𝐶௡

ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ, 𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ, 𝑅௡

ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ ve 𝜏௡
ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ tanımları 

kullanılarak Şekil 5.1 ve Şekil 5.2 de verilen grafikler çizilebilir. 

Şekil 5.1 ve Şekil 5.2, Fourier serisinin sonlu toplamları tarafından sıçrama süreksizliğine 

sahip bir periyodik fonksiyona yaklaştığımız zaman meydana gelen dalgalanma ve 

salınımları vermektedir. 

Ayrıca vurgulamayız ki; 𝑆ఒ೙
ሺ𝑓; 𝑡ሻ kısmi toplamlar dizisi süreksizlik noktaları komşuluğunda 

piklere sahiptir ve bu piklerin salınımları  ሺെ𝜋, 0, െ𝜋ሻ süreksizlik noktalarına doğru hareket 

etmektedir. 

𝐶௡
ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ Cesàro ortalaması, 𝜏௡

ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ matris ortalaması ve 𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑡ሻ matris ortalaması, kısmi 

toplamın salınımı üzerinde düzleştirici etkiye sahiptir ve pikleri 𝑓 fonksiyonuna 

yaklaştırmaktadır. 
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Şekil 5.1: 10 terim için dalgalanma ve salınımlar. 

Daha büyük 𝜆௡ değeri seçildiğinde de pikler 𝑓 fonksiyonuna yaklaşmaktadır. Bu durum 

Şekil 5.2 de görülmektedir. 

 

Şekil 5.2:  20 terim için dalgalanma ve salınımlar. 
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5.1 Ağırlıklı Lorentz Uzaylarında Yaklaşım Hatası Örnekleri 

Bu kısımda, ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan fonksiyonlar ile bu fonksiyonların Fourier 

serilerinin kısmi toplamlarının bazı alt toplanabilme metotları arasındaki yaklaşım farkı 

nümerik sonuçlarla açıklanmıştır. Toplanabilme metotlarının f fonksiyonundan farkı (3.1) 

ile verilen norma göre 𝑝 ൌ 𝑞 durumunda 

‖𝑓 െ 𝐾ሺ𝑓ሻ‖୮ ൌ ቌන |𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝐾ሺ𝑥, 𝑓ሻ|௣𝑑𝑥

ଶగ

଴

ቍ

ଵ
௣

 

biçiminde hesaplanabilir. Burada 𝐾ሺ𝑓ሻ fonksiyonunun yerine 𝑆ఒ೙
ሺ𝑥ሻ, 𝐶௡

ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ, 𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ 

ve 𝑅௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ toplanabilme metotları yazılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir. 

Tablo 5.1 de 𝜆௡ ൌ 10 ve 40 için ağırlıklı Lorentz uzayı normuna göre 𝑝 ൌ 𝑞 durumunda 

yaklaşım hatası değerleri verilmiştir. 

Tablo 5.1: Ağırlıklı Lorentz uzaylarında yaklaşım hatası değerleri. 

 𝜆௡ ൌ 10 𝜆௡ ൌ 40
ฮ𝑓 െ 𝑆ఒ೙

ሺ𝑥ሻฮ
୮
 0.9437 0.9718 

ฮ𝑓 െ 𝐶௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

୮
 0.9453 0.9604 

ฮ𝑓 െ 𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

୮
 0.9453 0.9584 

ฮ𝑓 െ 𝑅௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

୮
 0.9431 0.9714 

 

5.2 Ağırlıklı Değişken Üslü Lebesgue Uzaylarında Yaklaşım Hatası Örnekleri 

Bu kısımda, değişken üslü ağırlıklı Lebesgue uzaylarından olan fonksiyonlar ile bu 

fonksiyonların Fourier serilerinin kısmi toplamlarının bazı alt toplanabilme metotları 

arasındaki yaklaşım farkı nümerik sonuçlarla açıklanmıştır. Toplanabilme metotlarının f 

fonksiyonundan farkı, 𝑝ሺ𝑥ሻ ൌ ଽ|௫|ାଵ

ଶ|௫|ାଵ
 ሺ𝑥 ∈ 𝕋ሻ  kuvvet fonksiyonu ve ωሺ𝑥ሻ ൌ |𝑥|ఈ ሺെ1 ൏

𝛼 ൏ 𝑝 െ 1, 𝑝 ൐ 1ሻ ağırlık fonksiyonuna göre 

‖𝑓 െ 𝐾ሺ𝑓ሻ‖௣ሺ∙ሻ,ன ≔ inf ቐ𝜉 ൐ 0; න ቤ
𝜔ሺ𝑥ሻ൫𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝐾ሺ𝑓; 𝑥ሻ൯

𝜉
ቤ

௣ሺ௫ሻ

 𝑑𝑥

ଶగ

଴

 ൑ 1 ቑ 
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biçiminde hesaplanabilir. Buradaki 𝐾ሺ𝑓ሻ fonksiyonunun yerine 𝑆ఒ೙
ሺ𝑥ሻ, 𝐶௡

ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ  

ve 𝑇௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ toplanabilme metotları koyularak hem ağırlıksız durumda hem de farklı ağırlık 

fonksiyonları kullanılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir. 

Tablo 5.2 de 𝜆௡ ൌ 9 ve 19 için değişken üslü ağırlıklı Lebesgue uzayı normuna göre 

yaklaşım hatası değerleri (pozitif 𝜉 değerlerinin infimumu) verilmiştir. 

Tablo 5.2:  Değişken üslü ağırlıklı Lebesgue uzaylarında yaklaşım hatası değerleri. 

 𝜆௡ ൌ 9 𝜆௡ ൌ 19 

 ωሺ𝑥ሻ ൌ 1 ωሺ𝑥ሻ ൌ |𝑥|
ଵ

ଶ଴଴ ωሺ𝑥ሻ ൌ 1 ωሺ𝑥ሻ ൌ |𝑥|
ଵ

ଶ଴଴

ฮ𝑓 െ 𝑆ఒ೙
ሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

௣ሺ∙ሻ,ன
 0.5982 0.5982 0.5075 0.5054 

ฮ𝑓 െ 𝐶௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

௣ሺ∙ሻ,ன
 0.7171 0.7166 0.6020 0.6008 

ฮ𝑓 െ 𝑇௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

௣ሺ∙ሻ,ன
 0.6819 0.6812 0.5868 0.5855 

 

Özetleyecek olursak, 𝑇௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ alt matris metodu ile elde edilen yaklaşım hatası hem ağırlıklı 

durumda hem de ağırlıksız durumda 𝐶௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ Cesàro alt metoduna göre daha iyi sonuçlar 

vermektedir. 

 

5.3 Morrey Uzaylarında Yaklaşım Hatası Örnekleri 

Bu kısımda, Morrey uzaylarından olan fonksiyonlar ile bu fonksiyonların Fourier serilerinin 

kısmi toplamlarının bazı alt toplanabilme metotları arasındaki yaklaşım farkı nümerik 

sonuçlarla ve grafiklerle açıklanmıştır. Toplanabilme metotlarının f fonksiyonundan farkı, 

0 ൑ 𝛼 ൑ 2  ve 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ için 

‖𝑓 െ 𝐾ሺ𝑓ሻ ‖௅೛,ഀሺ𝕋ሻ: ൌ ቐ𝑠𝑢𝑝
ூ

൭
1

|𝐼|ଵିఈ
ଶ

൱ න|𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝐾ሺ𝑓; 𝑥ሻ |௣|𝑑𝑥|
ூ

ቑ

ଵ
௣

, 𝑥 ∈ 𝕋 

normu dikkate alınarak hesaplanabilir. Buradaki 𝐾ሺ𝑓ሻ fonksiyonunun yerine 𝐶௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ, 

𝑆ఒ೙
ሺ𝑥ሻ, 𝑁௡

ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ, 𝑅௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ ve 𝑇௡

ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ toplanabilme metotları koyularak aşağıdaki sonuçlar 

elde edilmiştir. 

Tablo 5.3 de 0 ൑ 𝛼 ൑ 2 , 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ ve 𝜆௡ ൌ 10, 40 değerleri için Morrey uzayı normuna 

göre yaklaşım hatası değerleri verilmiştir. 
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Tablo 5.3:  Morrey uzaylarında yaklaşım hatası değerleri. 

 𝜆௡ ൌ 10 𝜆௡ ൌ 40 
ฮ𝑓 െ 𝑆ఒ೙

ሺ𝑓; 𝑥ሻฮ
௅೛,ഀሺ𝕋ሻ

 0.1332 0.1276 

ฮ𝑓 െ 𝐶௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
 0.3871 0.3871 

ฮ𝑓 െ 𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
 0.3871 0.3871 

ฮ𝑓 െ 𝑅௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
 0.6027 0.8624 

ฮ𝑓 െ 𝑇௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

௅೛,ഀሺ𝕋ሻ
  0.7941 1.0095 

 

 

Şekil 5.3: İlk 10 terim için yaklaşım hatası değerleri. 
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Şekil 5.4: İlk 40 terim için yaklaşım hatası değerleri. 

 

5.4 Ağırlıklı Orlicz Uzaylarında Yaklaşım Hatası Örnekleri 

Bu kısımda, Orlicz uzaylarından olan fonksiyonlar ile bu fonksiyonların Fourier serilerinin 

kısmi toplamlarının bazı alt toplanabilme metotları arasındaki yaklaşım farkı nümerik 

sonuçlarla ve grafiklerle açıklanmıştır. Toplanabilme metotlarının f fonksiyonundan farkı 

‖𝑓‖ః
∗ ≔ 𝑖𝑛𝑓 ቐ𝑘 ൐ 0: න 𝛷 ቆ

|𝑓ሺ𝑥ሻ|

𝑘
ቇ 𝑑𝑥 ൑ 1

ଶగ

଴

 ቑ 

Orlicz uzayı normu dikkate alınarak hesaplanmıştır. Young fonksiyonu olarak 𝛷ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫ െ

𝑥 െ 1 fonksiyonunu seçelim. Bu durumda, verilen toplanabilme metotlarının 

𝑓 fonksiyonundan farkı 

‖𝑓 െ 𝐾ሺ𝑓ሻ‖ః
∗ ≔ 𝑖𝑛𝑓 ቐ𝑘 ൐ 0: න ቆ𝑒

൬
|௙ሺ௫ሻି௄ሺ௫,௙ሻ|

௞ ൰
െ ቆ

|𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝐾ሺ𝑥, 𝑓ሻ|

𝑘
ቇ െ 1ቇ 𝑑𝑥 ൑ 1

ଶగ

଴

 ቑ 

biçiminde hesaplanabilir. Buradaki 𝐾ሺ𝑓ሻ fonksiyonunun yerine 𝐶௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ, 

𝑆ఒ೙
ሺ𝑥ሻ, 𝑁௡

ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ, 𝑅௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ ve 𝑇௡

ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ toplanabilme metotları koyularak aşağıdaki sonuçlar 

elde edilmiştir. 
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Aşağıdaki grafik p=10 için ilk on terimin toplamı durumunda k değeri değişimine göre 

Orlicz normu değerini göstermektedir. 

Tablo 5.4 te 𝜆௡ ൌ 10 ve 40 için Orlicz normuna göre yaklaşım hatası değerleri (pozitif 𝑘 

değerlerinin infimumu) verilmiştir. 

Tablo 5.4: Orlicz normunda yaklaşım hatası değerleri. 

 𝜆௡ ൌ 10 𝜆௡ ൌ 40

ฮ𝑓 െ 𝑆ఒ೙
ሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

ః

∗
 0.0183 0.0610 

ฮ𝑓 െ 𝐶௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

ః

∗
 0.0360 0.0764 

ฮ𝑓 െ 𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

ః∗ 0.0428 0.0921 

ฮ𝑓 െ 𝑅௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

ః

∗
 0.0428 0.0921 

ฮ𝑓 െ 𝑇௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻฮ

ః

∗
 0.0624 0.3039 

 

Şekil 5.5 ve Şekil 5.6 da Y ekseni Orlicz normunun içindeki integral değerini X ekseni 

ise integral değerini 1 den küçük yapan pozitif 𝑘 değerini, yani Orlicz normundaki 

yaklaşım hatası değerini vermektedir. Şekil 5.5 te görülmektedir ki, integralin değerini 

0.7316 yapan 𝑘 ൌ 3 değerinden sonra 𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ Nörlund alt metodu ve 𝑅௡

ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ Riesz alt 

metodu aynı davranışı göstermektedir. Yani, aynı yaklaşım hatasını vermektedir. 

Şekil 5.5 ve Şekil 5.6 da 𝜆௡ ൌ 10 ve 40 için 𝐶௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ, 𝑆ఒ೙

ሺ𝑥ሻ,  𝑁௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ, 𝑅௡

ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ ve 

𝑇௡
ఒሺ𝑓; 𝑥ሻ toplanabilme metotları ile 𝑓 fonksiyonu farkının yaklaşım hatasının norm değerleri 

X ekseni üzerinde verilmiştir. Burada Y ekseni normun içindeki integral değerini 

göstermektedir. 

 

Şekil 5.5: İlk 10 terim için yaklaşım hatası değerleri. 
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Şekil 5.6: İlk 40 terim için yaklaşım hatası değerleri. 
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