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Bu tez ¢calismasinda bazi fonksiyon uzaylarinda Fourier serilerinin kismi toplamlariin bazi
alt toplanabilme metotlari ile yaklasim sonuglari incelenmistir. Agirlikli Lorentz, degisken
usli agirlikli Lebesgue, agirlikli Orlicz ve Morrey uzaylarinda elde edilen bu yaklagim
sonuglar1 Fourier serilerinin kismi toplamlar1 kullanilarak elde edilen alt Norlund, alt Riesz
ve alt Matris toplanabilme metotlari ile elde edilmistir. Bu toplanabilme metotlari ile verilen
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In this thesis the approximation results of the partial sums of the Fourier series in some
function spaces with some sub-summability methods are examined. The results of these
approximation obtained on weighted Lorentz, variable exponential weighted Lebesgue,
weighted Orlicz and Morrey spaces are obtained by using the sub Norlund, sub Riesz and
sub-matrix summability methods obtained by using the partial sums of the Fourier series.
The approximation results to functions given by these summability methods are supported
by graphs and numerical results.

This thesis consists of five chapters.
In the first chapter, the literature summary about the trigonometric approach is mentioned.

In the second chapter, the definition and some basic properties of Fourier series and sub-
summability methods of these series are given.

In the third chapter, the definitions of function spaces and basic information about these
spaces are given.

In the fourth chapter, expressions and proofs of some trigonometric approximation theorems
are given. Also, auxiliary results used in the proofs of these theorems are given. In these
approximation results, the errors of approximation are evaluated by sub-Norlund, sub-Riesz
and sub-Matrix methods.

In the fifth chapter, examples of approximation errors related to the approximation of

trigonometric polynomials are given. Approximation examples are supported by graphs and
numerical results.

KEYWORDS: Lorentz spaces, variable exponent Lebesgue spaces, Orlicz spaces, Morrey
spaces, sub-Norlund method, sub-Riesz method, sub-Matrix method.
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1. GIRIS

Yaklasim teorisi, fonksiyonlara daha basit ve daha kolay hesaplanabilen fonksiyonlarla
yaklasim durumlarini inceleyen bir matematiksel analiz alanidir. Yaklasim teorisinde
incelenen problemler, nitelik ve nicelik problemleri olarak iki ana gruba ayrilmaktadir.
Nitelik problemlerinin yapisini yogun alt uzayin varligi olustururken, nicelik problemlerinin
yapisin1 yaklagimin tekligi, yaklasim hizinin degerlendirilmesi ve yaklasim teorisinin diiz ve
ters teoremleri olugturmaktadir. En iyi yaklagimin tistten sinirlandirildig: teoremler yaklasim
teorisinin diiz teoremleri, en iyi yaklagim sayisinin alttan sinirlandirildigi teoremler yaklagim
teorisinin ters teoremleri olarak adlandirilir. Diger bir¢ok analiz alan1 gibi, temel kokleri 19.

ylizy1l matematigine dayanan bir matematik alanidir.

Reel degerli fonksiyonlarin yaklasim teorisi tarihinin baslangi¢ noktasi P. L. Chebyshev [1]

ve Weierstrass [2] tarafindan verilen ¢alismalara dayanmaktadir.

Weierstrass tarafindan 1885°te verilen sonuglar yaklagim teorisinin gelistirilmesinde biiyiik
oneme sahiptir. Bu caligmada kapali araliktaki siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin

yakinsayan bir polinom dizisinin varlig1 problemi ¢oziilmiistiir.

Bu calisma neticesinde fonksiyonlarin 6nemli 6zelliklerinin derinlemesine incelenmesi i¢in
Weierstrass tarafindan elde edilen sonuglarin genellestirilmesi ve iyilestirilmesi
kacinilmazdir. Bu baglamda, P. L. Chebyshev tarafindan verilen “en iyi yaklasim” kavrami

fonksiyonlarin modern konstriiktif teorisinin temelleri i¢in de biiyiik bir 6neme sahiptir.

En iyi yaklasim sayist ile ilgili diger 6nemli ¢calismalar, D. Jackson [3], N. I. Akhiezer [4],
S. B. Stechkin [5], S. N. Bernstein tarafindan [6-8] de verilen, en iyi yaklasim dizisine sahip

bir fonksiyonun varligina iligkin diiz-ters teoremlerin ispatlandigi ¢calismalardir.

Agirlikli Lebesgue uzaylarinda trigonometrik yaklagimin diiz ve ters teoremleri Gadjieva [9]

tarafindan ispatlanmistir.

Orlicz uzaylarinda trigonometrik yaklasimin diiz teoremleri Ramazanov [10], Runovski [11]
ve Wu [12] tarafindan elde edilmistir. Agirlikli Orlicz uzaylarinda trigonometrik yaklagimin

diiz ve ters teoremleri Akgiin ve Israfilov [13] tarafindan ispatlanmustir.

Agirlikl Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlarin tiirevleri igin trigonometrik yaklagimin
ters ve es zamanl teoremleri Yildirir ve Israfilov [14] tarafindan elde edilmistir. Agirhikli
Lorentz uzaylarinda trigonometrik yaklagimin diiz teoremleri Akgiin ve Yildinr [15]

tarafindan ispatlanmistir.



En iyi yaklasim kavramiyla baglantili problemleri ele aldiktan sonra, bu yaklagimi
gerceklestiren polinomlar1 karakterize eden kriterleri bulma ve bu yaklasimdaki en kiigiik
farki belirleme problemleri ortaya ¢ikmaktadir. Bu baglamda ortaya ¢ikan problemlerin insa
edilmesi ve iyilestirilmesi i¢in farkli toplanabilme yontemleri kullanilmaktadir. Buna ek
olarak, toplanabilme metotlar1 Fourier serisi teorisindeki temel problemlerden biri olan
yaklasim hizinin incelenmesi probleminde de kullanilmaktadir. Bu anlamda karsilagilan en
onemli sonuglardan biri Quade [16] tarafindan elde edilmistir. Bu calismada Lebesgue
uzaylarindan olan fonksiyonlara, bu fonksiyonlarin Fourier serilerinin kismi toplamlarinin

klasik Cesaro metodu ile yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Simdi de dogal olarak, “Bu yaklasim metodunu ve yaklagim hizini nasil genellestirebiliriz
ya da iyilestirebiliriz?” sorusu ortaya ¢ikmaktadir. Oncelikli olarak, farkli toplanabilme
metotlar1 kullanilabilir. Yani, Cesaro metot yerine, bu metodun daha genel versiyonlari olan
Norlund, Riesz, Matris metotlar1 ya da bu toplanabilme metotlarinin alt toplamlari
kullanilarak daha genel sonuglar elde edilebilir. Ikincisi, verilen toplanabilme metodu
tizerindeki monotonluk kosulu zayiflatilarak iyilestirme yapilabilir. Bir diger genellestirme
ise yaklasim 6zelliklerinin incelendigi fonksiyon uzayindan daha genis bir fonksiyon uzay1
secilerek saglanabilmektedir. Bu tez calismasinda, yukarida verilen genellestirme
yontemleri goz Oniinde bulundurularak ¢aligma problemleri insa edilmistir. Bu tezde elde
edilen sonuglara deginmeden Once alan yazinda yer alan bazi yaklasim teorisi sonuglari

asagida verilmistir.

Lebesgue uzaylarinda, Quade [16] tarafindan klasik Cesaro metot kullanilarak verilen

sonuclarin genellemeleri bir ¢ok matematikgi tarafindan elde edilmistir [5-23].

Ayrica klasik metotlarin yerine bunlarin alt metotlar1 yardimiyla da genellemeler elde
edilebilir. Bu genelleme ¢alismalarinin temelini [36] ve [37] nolu ¢alismalarda elde edilen
sonuclar olusturmaktadir. [36] nolu ¢alismada Armitage ve Maddox tarafindan alt Cesaro
metot tanim1 ve temel 6zellikleri ilk defa incelenmistir. [37] nolu ¢alismada Osikiewicz

tarafindan alt Cesaro metot ve klasik Cesaro metot arasindaki bazi bagintilar verilmistir.

[38] nolu calismada Deger ve arkadaslari tarafindan alt Cesaro metot kullanilarak yaklagim

ozellikleri Lebesgue uzaylarinda incelenmistir.

[39] nolu ¢aligmada Deger ve Kaya tarafindan Lebesgue uzaylarindan olan fonksiyonlara

yaklasim hizi alt Norlund metot ve alt Riesz metotlar1 yardimiyla degerlendirilmistir.



Deger ve arkadaglar tarafindan [38] nolu ¢alismada verilen sonuglarin Lebesgue uzayindaki
tyilestirmeleri Mittal ve Singh [40] tarafindan matrisin satirlar1 iizerindeki monotonluk

kosulu kaldirilarak elde edilmistir.

[41] nolu ¢aligmada Mittal ve Singh tarafindan Lebesgue uzayindan olan fonksiyonlara alt
Matris metotlar1 yardimiyla yaklasim incelenmis ve iki farkli niimerik dizi sinifi i¢in iki

teorem ispatlanmistir.

[39] nolu calismada verilen sonuglar Sonker ve Munjal [42] tarafindan daha genel
toplanabilme metodu kullanilarak ve daha genis niimerik dizi sinifi iizerinde calisilarak
tyilestirilmistir.

[24] nolu c¢alismada klasik metotlar kullanilarak elde edilen sonuglar, Krasniqi [43]
tarafindan ii¢ farkli yonden iyilestirilmistir. Bu yonler; daha genis niimerik dizi smiflar

tizerinde ¢alismak, daha keskin bir yaklasim derecesi ile yaklasimai iistten sinirlandirmak ve

klasik metot yerine alt metot kullanmaktir.

[44] nolu caligmada Deger tarafindan degisken iisli Lebesgue uzaylarindan olan
fonksiyonlara yaklasim alt Norlund ve alt Riesz metotlar1 yardimiyla incelenmistir. Bu
calismada, [24] nolu ¢calismada verilen sonuglar hem yaklagim metodu genellestirilerek hem
de yaklasim metodundaki dizilerin {izerindeki monotonluk kosulu kaldirilarak
tyilestirilmistir.

[45] nolu calisgmada Avsar ve Yildirir tarafindan agirlikli Lorentz uzaylarindan olan
fonksiyonlara, bu fonksiyonlarin Fourier serilerinin kismi toplamlarinin alt Matris metotlar
yardimiyla yaklasim hizi incelenmistir. Bu ¢alismada, [41] de Lebesgue uzaylarinda elde

edilen sonuglar agirlikli Lorentz uzaylarina tagimmustir.

[46] nolu calismada Avsar ve Yildirir tarafindan agirlikli Lorentz uzaylarindan olan
fonksiyonlarin tiirevlerine, bu fonksiyonlarin alt Norlund ve alt Riesz metotlar1 kullanilarak
yaklagim incelenmistir. Bu caligmada, [34] nolu ¢alismada verilen sonuglarin daha keskin

yaklagim versiyonlar1 daha az baglayici kosullar altinda elde edilmistir.

[47] nolu calismada Avsar ve Yildirir tarafindan degisken islii agirhikli Lebesgue
uzaylarindan olan fonksiyonlara, iki farkli alt Matris metodu ile yaklagim incelenmistir. Bu
calismada, [35] de klasik metot kullanilarak verilen sonuglar hem alt Riesz metodunun
genellemesi olan alt Matris metodu hem de alt Norlund metodunun genellemesi olan alt

Matris metodu kullanilarak iyilestirilmistir.



Bu calismalarda ispatlanan ana teoremlerde S,, ve M operatdrlerinin sinirliligi oldukca

Onemlidir.

Fourier serisinin kismi toplamlarinin simirliligi, agirlikli Lebesgue uzaylarinda Hunt ve
arkadaslar1 [48] tarafindan, agirlikli Lorentz uzaylarinda Kokilashvili ve Yildirir [49]
tarafindan, degisken iislii Lebesgue uzaylarinda Sharapudinov [50] tarafindan, agirlikli
degisken iislii Lebesgue uzaylarinda Israfilov ve Testici [35] tarafindan, Morrey uzaylarinda
Israfilov ve Tozman [51] tarafindan ve agirlikli Orlicz uzaylarinda Israfilov ve Giiven [52]

tarafindan elde edilmistir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun sinirliligi, agirlikli Lebesgue uzaylarinda
Muckenhoupt [53] tarafindan, agirlikli Lorentz uzaylarinda Chung ve arkadaslar1 [54]
tarafindan, degisken iislii Lebesgue uzaylarinda bircok aragtirmaci [55]-[58] tarafindan,
agirlikli degisken tislii Lebesgue uzaylarinda Cruz-Uribe ve arkadaslari [59], [60] tarafindan,
Morrey uzaylarinda Chiarenza ve Frasca [61] ve Jafarov [62] tarafindan, agirlikli Orlicz

uzaylarinda Genebashvili ve arkadaglar1 [63] tarafindan elde edilmistir.

Agirlikli Orlicz uzaylarinda Steleme operatoriiniin simrlihig Israfilov ve Giiven [52]

tarafindan elde edilmistir.

Bu tez calismasinda Lorentz, degisken lislii Lebesgue, Morrey ve Orlicz uzaylarinda elde
edilen bazi yaklagim teoremlerinin ifadelerine ve ispatlarina yer verilmistir. Caligilan bu dort
fonksiyon uzayi iyi bilinen Lebesgue uzaymin farkli genellemeleridir. Bagka bir ifadeyle, bu
tezde elde edilen sonuglar Lebesgue uzaylarinda elde edilen yaklagim sonuglarinin daha

genel versiyonlaridir.

4.1. bolimde, agirlikli Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlarin tiirevlerine, bu
fonksiyonlarin Fourier serilerinin kismi toplamlarmin alt Norlund ve alt Riesz metotlari

yardimziyla yaklagim hizi incelendi.

4.2. boliimde, degisken iislii agirlikli Lebesgue uzaylarindan olan fonksiyonlara, bu
fonksiyonlarin Fourier serilerinin kismi toplamlarinin iki farkli alt Matris metodu yardimiyla

yaklasim hizi incelendi.

4.3. boliimde, Morrey uzaylarindan olan fonksiyonlara, bu fonksiyonlarin Fourier serilerinin
kismi toplamlarinin iki farkli alt Matris metodu yardimiyla yaklagim hizi incelendi. Buna ek

olarak, Morrey uzaylarinda eslenik fonksiyonun simirlilig1 da ispatlandi.



4.4. bolimde, agirhikli Orlicz wuzaylarindan olan fonksiyonlarin tiirevlerine, bu
fonksiyonlarin Fourier serilerinin kismi toplamlarinin alt Norlund ve alt Riesz metotlar

araciligiyla yaklasim hizi incelendi.

5. bolimde, bu tezde verilen yaklasim sonuclarinin uygulamalarina yer verilmistir.
Fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin Fourier serisinden elde edilen toplanabilme metotlar
arasindaki yaklasim hatasi, fonksiyonun secildigi uzaym normu dikkate alinarak grafiklerle

ve niimerik sonuglarla agiklanmstir.



2. FOURIER SERILERI

2.1 Fourier Serisi
2.1.1 Tanmm a; ve b, (k =0,1,2,...) sabitleri reel sayilar kiimesinin elemanlar1 olmak

uzere

a
70 + Z(akcoskx + by sinkx) (2.1)
k=1

serisine trigonometrik seri denir.

Z(aksinkx — by coskx)
k=1

serisine de (2.1) serisinin eslenik serisi denir. |a,| + |b,| > 0 igin

n
a
t,(x) = 70 + Z(akcoskx + by sinkx), n=20,12,...
k=1
bigiminde tanimlanan t,, (x) ifadesine ise n. dereceden bir trigonometrik polinom denir.

2.1.2 Tamm f € L*(T) olsun.

21
1
a,(f) = Ef f(t)cosktdt, k=0,12,..
0

Ve

2T
1
b (f) = E,f f(t)sinktdt, k=1,2,..
0
olmak lizere

Qo N )
—+ ) (ar(f)coskx + by (f)sinkx)
5 ; k K

serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir. f fonksiyonunun eslenik Fourier serisi

[oe)

Z (ai (f)sinkx — b, (f)coskx)

k=1

bi¢giminde tanimlanir.
2.1.3 Tamm Uy (x, f) = % ve Up(x, ) = a,(f)coskx + by (f)sinkx, k = 1,2, ...

olmak lizere



Sa(, )= ) Ulx,f), n=012,..

bi¢iminde tanimli (Sn (f )) dizisine f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi

denir.

2.2 Cesaro Alt Metot

2.2.1 Tammm A = (4,) pozitif tamsayilarin kesin artan bir dizisi olsun. (x;) reel ya da

kompleks say1 dizisi i¢in C;* Cesaro alt metodu

bigiminde tanimlanir.

Eger A, = n alirsak C; Cesaro alt metodu ve klasik Cesaro metodu cakisir. Cesaro alt

metodu hakkinda daha detayli bilgiye [36] ve [37] nolu referanslardan ulasilabilir.

2.2.2 Tamim (Pan) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.p_y = P_; :=0ve P, =p; + p, +
p3 + -+ + pa, olmak lizere f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplaminin alt N6rlund

ve alt Riesz metotlar1 sirasiyla
An
1 1
i) =5 D PayemSmC S,
PA” m=0

An
a 1
REES) =5 ) DS f)
An m=0
bigiminde tanimlanir.

Eger A,, = n secersek, N (x, f) ve RA(x, f) alt metotlari sirasiyla klasik Norlund ve klasik

Riesz metotlar ile ¢akisir.

2.2.3 Tanim A := (an,m) reel sayilarin alt tiggensel regiiler matrisi, m< n i¢in a,,,, = 0

(n=0,1,2,...) ve satir toplamlarmnin 1 olmasi kosulunu saglamak iizere T;} (x, ) alt matris

metodu
n

TR = ) GaymSm(xf)
m=0



bigiminde tanimlanir.

Egeray m = ;)Tm segersek, T2 (x, f) alt matris metodu ile R2(x, f) alt Riesz metodu gakisir.
n

2.2.4 Tanim A = (an’m) reel sayilarin alt liggensel regiiler matrisi, m< n i¢in a, ,, = 0

(n = 0,1,2,...) ve satir toplamlarinin 1 olmas1 kosulunu saglamak iizere 7;(x, f) alt matris

metodu
An

) = ) GhamSn )
m=0

bi¢iminde tanimlanir.

PAp-m

Egeray i —m = alirsak (x, ) alt matris metodu ile N2 (x, ) alt Nérlund metodu

n
cakisir.
2.2.5 Tamm Eger u,, < Ku,, (u,, < Ku,,) esitsizligini saglayan u ya bagl bir K sabiti
varsa, negatif olmayan u := (u,,) dizisi hemen her yerde monoton artan (azalan) dizi olarak

adlandirilir. Kisacau € AMDS (u € AMIS) seklinde gosterilir.

2.2.6 Tanim

1 n
Ak =051 Zk“wi

i=n-—
olsun. Eger {An,k} € AMDS ({An_k} € AMIS) ise bu durumda {an’k} dizisi hemen her
yerde monoton azalan iist ortalama dizi olarak adlandirilir. Kisaca {an_k} € AMDUMS

({an,k} € AMIUMS) biciminde gosterilir.

2.2.7 Tanim

k
. 1
=TT

i=0
olsun. Eger {A;,k} € AMDS ({A;;k} € AMIS) ise bu durumda {an’k} dizisi hemen her
yerde monoton azalan ortalama dizi olarak adlandirilir. Kisaca {an’k} € AMDMS

({an,k} € AMIMS) bigiminde gosterilir.

2.2.8 Tanim

Ay operatorii Ay ay, j = Apx — Ap g+ biciminde tanimlanir.



2.2.9 Tanim

< bagintis1 asagidaki bicimde tanimlanmaktadir.

A < B & Temel parametreden bagimsiz, pozitif bir C sabiti vardir 6yle ki A < CB
2.2.10 Tamim

[x]:=max{n € Z:n < x}.

2.2.11 Tamim

O notasyonu asagidaki sekilde tanimlanir.

f(x)=0(g(®) & fx) < Kg(x).

Buradaki pozitif K sabiti temel parametreden bagimsizdir.



3. FONKSIiYON UZAYLARI

Bu boliimde bazi fonksiyon uzaylarinin tanimlar1 ve bazi temel 6zellikleri verilmektedir.

3.1 Lebesgue Uzaylan

3.1.1 Tanim 1 < p < o olsun.

1

2T
Ifll, = f FlPdx | < oo
0

sartin1 saglayan biitiin 6l¢iilebilir 2 periyotlu f: T — R fonksiyonlarinin uzay: Lebesgue
uzay1 olarak adlandirilir ve LP (T) ile gosterilir. LP (T) Lebesgue uzay1, |||, normuna gére

bir Banach uzayidir.
LP(T) Lebesgue uzaylarinda integral siireklilik modiilii asagidaki sekilde tanimlanir.

3.1.2 Tanim p > 1 i¢in f € LP(T) fonksiyonunun integral siireklilik modiilii

2
1
ap(5; ) = sup - Of fGe+h) - fOPdxt , 850

biciminde tanimlanir [64, p. 45].

313 Tamm § >0, 0<a<1 ve 1<p<o olsun. f € LP(T) fonksiyonlarmin

olusturdugu Lipschitz sinifi
Lip(a,LP) = {f € LP(T): w,(5; f) = 0(6%)}

bigiminde tanimlanir.

3.2 Agirhikh Lorentz Uzaylari

3.2.1 Tamm f:T - R fonksiyonu olgilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda puf

fonksiyonu

w M) = ulx € TIFCOI> 2}, A>0

biciminde tanimlanir ve f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu olarak adlandirilir. Burada, u

R {izerinde Lebesgue ol¢limiidiir [65, p. 37].

10



3.2.2 Tanim f fonksiyonu, 2w periyotlu olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f
fonksiyonunun uy dagilim fonksiyonu negatif olmayan, azalan ve [0, ) aralig1 lizerinde

sagdan siirekli bir fonksiyondur [65, p. 37].

3.2.3 Tanim f: T — R fonksiyonu dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f*: [0, ) —
[0, ) fonksiyonu

@ =infuA) <t}, te[0,0)

biciminde tanimlanir ve f fonksiyonunun azalan rearrangement fonksiyonu olarak

adlandirilir [66, p. 238].

3.2.4 Tanmmm f fonksiyonu hemen her yerde sonlu, olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda f™** fonksiyonu

1 t
U=+ ff*(u)du,t >0
0

biciminde tanimlanir. f** fonksiyonu f* fonksiyonunun ortalama fonksiyonu olarak

adlandirilir [66, p. 249].

3.2.5 Tanim 1<p,q< oo olsun.

1
Ifllpgw = (L [t%f**(t)]q%)q (3.1)

ve ||f]l;p.« normunun sonlu olma kosulunu saglayan T iizerinde taniml biitiin 6lgiilebilir f

fonksiyonlarinin uzayina Lorentz uzay1 denir ve LP9(T) ile gosterilir.
Lorentz uzaylar1 (3.1) verilen norma gore Banach uzayidir [65, pp. 216-219].

1 < p,q < o igin p ve q indislerini birbirine esit secersek LPP (T) Lorentz uzayi ile LP (T)
Lebesgue uzay1 ¢akisir ve f € LP(T) fonksiyonu igin || f|[,,,, = IIf|l,, elde edilir [63, p. 20].

3.2.6 Tammm Eger w 1({0,0}) kiimesinin Lebesgue 6l¢iimii sifir ise bu durumda 2n-

periyotlu ve dl¢iilebilir @: T — [0,00] fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.

3.2.7 Tammm o bir agirlik fonksiyonu, e dl¢iilebilir bir kiime ve

11



w(e) = f w(x)dx (3.2)

olsun. Bu durumda f;;(t) fonksiyonu (3.2) Borel 6lglimiine gore

fo@®) =inf{lt=0:w{x €T:|[f(x)| >t} <t)}

biciminde tanimlanir ve f: T — R fonksiyonunun azalan rearrangement fonksiyonu olarak

adlandirilir. Buna gore f,;*(t) integral ortalama fonksiyonu

1 t
s @i=1 [ foaode

bi¢iminde tanimlanir.

328 Tanim 1 < p,q < oo ve f: T = R 2m periyotlu ve 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun.

1

a4 dt\4
1f lpg.0 = < fT (f ()" &7 ;)q 4%

ve ||f |lpq,» normunun sonlu olma kosulunu saglayan T iizerinde tanimli biitiin 6liilebilir

21 periyotlu f fonksiyonlarinin smifina agirhkl Lorentz uzay: denir ve LV,7(T) ile gosterilir

(63, p. 21].
LPA(T) uzay || f lpg,» Normuna gére bir Banach uzayidir [63, p. 21].

LP4(T) agirlikl Lorentz uzaylar ile ilgili daha detayh bilgiye [66]-[69] nolu kaynaklardan

ulasilabilir.

3.2.9 Tammm [27(T) agirhkhi Lorentz uzaylarindan olan f fonksiyonuna, derecesi n yi

gegmeyen trigonometrik polinomlar ile en iyi yaklasim sayilar dizisi E;, () p.q ile gosterilir

ve

En(f)Lz;q = inf ”f_ tn”pq,w

tn€Ty

biciminde tanimlanir. Burada T,,, derecesi n yi ge¢meyen trigonometrik polinomlarin

kiimesidir.
LP(T) agirlikhi Lorentz uzaylarinda siireklilik modiilii asagidaki sekilde tanimlanr.

3.2.10 Tanim § > 0 olsun. A (x, f) Steklov fonksiyonu

12



h
1
) =5 [ I +0) = feolde
0

bigiminde tanimli olmak iizere, f € LP(T) fonksiyonunun 2(f, §) ,pa siireklilik modiilii
0(f,8)pa = li'il%”Ah(f)”pq,w

bi¢giminde tanimlanir.

3211 Tanim 1 <p < oovep' = ﬁ olsun. A, (T) Muckenhoupt sinifi

p—1
1 1 /
supmf w(x)dx —f WP (x)dx < oo
1

1]
1

kosulunu saglayan w agirlik fonksiyonlarinin siifi olarak tanimlanir. Burada supremum, T

nin herhangi bir alt aralig1 izerinden alinir ve |I], T araliginin uzunlugunu gosterir [53].

3.2.12 Tamim f fonksiyonunun Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

xX€l |

M(x, f) = sup%f f(t)dt, x €T (3.3)
I

biciminde tanimlanir. Burada supremum T nin biitlin agik alt araliklar1 tizerinden alinir.

w €A,(T) ve 1<p,q<oo olsun. Bu durumda f € [P%(T) fonksiyonunun Hardy-
Littlewood maksimal fonksiyonu agirlikli Lorentz uzaylarinda sinirlhidir [54]. Bu nedenle

Ay (f) Steklov operatorii L;?(T) agirlikhi Lorentz uzaymdan olur. Béylece 2(f,5) P

stireklilik modiilii w € A, (T) i¢in iyi tammlidr.

Buna ek olarak £2(f,5),pa stireklilik modiilii azalmayan, negatif olmayan, siirekli bir

fonksiyondur ve
Im 0(f,8) pa = 0 ve Q(fy + f2,6) pa < 0(f1, 8) pa + 2(f2, 6) pa
ozelliklerini saglar.

3.2.13 Tamm § >0 olsun. 0 < a <1, 1 <p,q < o igin f € LL%(T) fonksiyonlarinin

olusturdugu Lipschitz sinifi

Lip(a, I7) = {f € L2(T): 2(f, 8) pa = 0(5“)}

13



bigiminde tanimlanir.

1<p,g<o ve w€A,(T) oldugunda BA(T) ¢ L*(T) olur ve agirhklh Lorentz

uzaylarindan olan fonksiyonlarin Fourier seri agilim1 yapilabilir [49].
3.2.14 Tanmm r = 1,2, ... i¢in agirlikli Sobolev tipli uzaylar

WT'

AR {f € L29(T): £~ mutlak siireklidir ve f™ € L29(T) }

Woae = f € Wgui f € Lip(a,157) }

bigiminde tanimlanir.

3.3 Agirhkh Degisken Uslii Lebesgue Uzaylar

p(-): T - [0, o0) fonksiyonu Lebesgue 6l¢iilebilir 2 periyotlu fonksiyon olsun.
o0 (1) = [ FOPPdx < eo
T

kosulunu saglayan ve
o f
“f”p(-) = inf f >0, Pp() E <1

bi¢iminde tanimlanan 21 periyotlu Lebesgue Ol¢iilebilir f fonksiyonlarinin siifi degisken

iislii Lebesgue uzay1 olarak adlandirilir ve LP® (T) ile gésterilir. p(-) fonksiyonu

1<p-=essinfp(x) <esssupp(x) =p* <o (3.4)
x€T x€T
Ve
Ip(x)—p(y)lsmn( : ) x,y €T, |x—y|s1 (3.5)
lx — I 2

kosullarini saglar. (3.4) ve (3.5) ile verilen kosullar1 saglayan p(-) fonksiyonlarinin sinifini
§£0(T) ile gosterelim. Degisken Uslii Lebesgue uzaylar1 hakkinda daha detayli bilgiye [66],
[67], [70], [71] nolu referanslardan ulasilabilir.

fw € LPY(T) ve |If )0 = lwfllpy < oo kosullarmi saglayan biitin Lebesgue

oOlgiilebilir 2m periyotlu fonksiyonlarin kiimesi L’Z)(x) (T) degisken usli agirlikli Lebesgue

uzay1 olarak adlandirilir.

14



1 1
3.3.1 Tanim 20 + ol 1 olsun. A, (T) Muckenhoupt sinifi

SI;pIII‘1 loxllpollo™xllge < o

kosulunu saglayan w agirlik fonksiyonlarin sinifi olarak tanimlanir. Burada supremum, T
nin herhangi bir alt araligi tizerinden alinir. |I|, I araliginin uzunlugunu ve y; karakteristik

fonksiyonu gdsterir.

3.3.2 Tanmm L’Z)(')(']I') uzaylarindan olan f fonksiyonuna, derecesi n yi ge¢meyen

trigonometrik polinomlar vasitasiyla en iyi yaklagim E;, (f) pe ile gosterilir ve
En(f)Lp(') = l;}f”f - Tk”p(-),a)
@ k

biciminde tanimlanir. Burada Ty, derecesi n yi gegmeyen trigonometrik polinomlarin

kimesidir.

Eger p(*) fonksiyonu (3.4) ve (3.5) kosullarin1 sagliyorsa, bu durumda (3.3) ile verilen

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyon L’Zo(') (T) degisken iisli Lebesgue uzaylarinda
sirhdir [56]. ¢(p) pozitif sabit olmak lizere, eger w € A,((T) ise, bu durumda

IM(Olpre < c@Ifllpe),w (3.6)
esitsizligi saglanir [59].

L’Z)(') (T) uzaylarinda siireklilik modiilii agagidaki sekilde tanimlanir.

3.3.3 Tanim § > 0 olsun. A, (x, f) Steklov fonksiyonu
) h
A f) = [If G+ 0 = Falde
0

bi¢iminde tanimli olmak tizere, f € LIZ,(') (T) fonksiyonunun 2(f, &) 2 stireklilik modiilii
n(f, 5)43)(-) = ﬁllIl%“Ah(f)”p(-),(u; §>0

bigiminde tanimlanir.

Maksimal fonksiyonun simirliigindan 2(f, &) PO stireklilik modiilii iyi tanimlidir.
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Buna ek olarak Q(f,9) 2O stirekllik modiilii azalmayan, negatif olmayan, siirekli bir

fonksiyondur ve
Iim Q(f,8) po = 0ve 2(fi + £5,8) po < 2(f1,8) po + 2(f2,8) po
ozelliklerini saglar.

334 Tanim 6§ >0 olsun. 0 <a <1, 1<p,q<oigin f € LZ)(') (T) fonksiyonlarinin

olusturdugu Lipschitz sinifi
Lip (a, Lﬁf')) ={r e 2Om: o(f, 8 p0 = 059}

bigiminde tanimlanir.

3.4 Morrey Uzaylan

341 Tanm 0<a <2 ve 1<p <o olsun. Bu durumda LP*(T) Morrey uzay1

p

lf | pa(ry < oo kosulunu saglayan f € L;,.(T) fonksiyonlarinin bir kiimesi olarak asagida

verilen bi¢imde tanimlanur.

|

1 p
Ifllpacry: = Sup< )flf(t)lpldtl :
I

12/
Burada supremum biitiin [ € T araliklar1 {izerinden alinmaktadir ve |I|, I araliginin
uzunlugunu gosterir.
a = 2 olmas1 durumunda, Morrey uzay1 ve Lebesgue uzay1 ¢akisir.
0 < a; < a, < 2ic¢in LP*1(T) c LP%(T) oldugundan LP*(T) c L(T) elde edilir [51].
Morrey uzaylar1 hakkinda daha detayli bilgiye [72], [73] nolu kaynaklardan ulasilabilir.
34.2 Tanim f € LPY(T),0<a <2 ve 1<p <o olsun. Bu durumda f € LP*(T)

fonksiyonunun wy, o (f,8): [0,00) = [0, 00) siireklilik modiilii
wpa(f,6) = iug”Ahf”Lp'“('ﬂ") , 620,
bigiminde tanimlanir, burada 4;,(f; x) Steklov fonksiyonudur ve
) h
a0 = [If G+ 0 = Flde
0

bigiminde tanimlanir.

16



343 Tanm 0<f<1,0<a<2 ve 1<p<o olsun. Bu durumda f € LP*(T)

fonksiyonunun Lipschitz sinifi

Lipap(B): = {f € LP*(T): w, o (f,8) = 0(67),8 > 0}

bigiminde tanimlanir.

344Tanm 0 < a < 2,1 <p < oo ve f € LP*(T) olsun. Bu durumda, n = 1,2,3, ... i¢in

1
En(f)Lp'“('[[‘) =0 (wp,a <f; E)) (3.7)

elde edilir [51].
(3.3) ile verilen Hardy Littlewood maksimal fonksiyonu LP*(T) Morrey uzaylarinda

sinirhidir [61].

3.5 Agirlikh Orlicz Uzaylar

3.5.1 Tamim M (u) fonksiyonu u reel degiskenine bagl reel degerli bir fonksiyon olsun.
Bu durumda her u; ve u, i¢in

(u1 +u,

< LMy + M@w)]
2)21 z

esitsizligi saglaniyorsa M (u) konveks fonksiyondur [74].
3.5.2 Tamm @: [0, ) — [0,00) fonksiyonu u > 0 i¢in @(0) = 0,®(u) > 0 kosulunu

saglayan konveks ve siirekli fonksiyon olsun. Eger @ (u) fonksiyonu cift fonksiyon ve

. u . o)
lim——= =0 ve lim —— = oo,
u-0 U u-oo U

kosullarini sagliyorsa, bu durumda @ (u) fonksiyonu Young fonksiyonu olarak adlandirilir
[74, p. 7].

3.5.3 Tanmim @ bir Young fonksiyonu olsun. v = 0 i¢in ¥ fonksiyonu

Y (v) := max{uv — ®(u): u = 0}
biciminde tanimlanir ve tiimleyen Young fonksiyonu olarak adlandirilir [74, p. 11].

3.5.4 Tamim

2T

f¢wwmw<w

0

kosulunu saglayan olgiilebilir f: T — R fonksiyonlarinin sinifini Ly, (T) ile gosterecegiz.

Ly (T) uzay1
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2 2
Iflle = sup f lf C)g()ldx: g ELW(T),j PUf)Ddx <1 ¢,

Orlicz normuna gore ya da

2T

Ifll = inf k>0:jq§<|f§c—x)|>dxgl

0
Luxemburg normuna gore bir Banach uzayidir. Bu Banach uzayi, @ tarafindan {iretilen
Orlicz uzay1 olarak adlandirilir [74, pp. 60—69].

1 <p < o0i¢in Ly (T) Orlicz uzayi, LP(T) Lebesgue uzaymin genellemelerinden biridir.

1 < p < o igin, eger ®(u) = L;—p alirsak, bu durumda L4 (T) uzay1 LP(T) Lebesgue uzay1

ile ¢akisir. L4 (T) uzayindan olan her fonksiyon T {izerinde integrallenebilirdir [75, p. 50],
yani, Ly (T) < L1(T).

Orlicz uzaylar1 hakkinda daha detayli bilgiye [66], [68], [74], [75] nolu kaynaklardan
ulagilabilir.

Orlicz ve Luxemburg normlari

Iflle < lIflle < 2llflle,  f € Lo(TD),

esitliklerini saglar ve bdylece bu iki normun denk oldugu goriiliir. Buna ek olarak,

Luxemburg normuna gdre Orlicz normu [74, pp. 79-80]

27T
I£lla = sup{ [ IfGgGldx : gl < 1
0

bi¢iminde tanimlanir.
3.5.5 Tammm &~ 1:[0,0) - [0, ) fonksiyonu @ Young fonksiyonunun ters fonksiyonu

olsun ve

. @~ 1(x)
h(t) == llgljipm, t>0

kosulunu saglasin. ay ve By

2y: = lim (-lg_h(t)> ve fii = lim <—log h(t)>

t—oo logt t—oo logt
biciminde tanimlanir ve alt ve list Boyd indisleri olarak adlandirilir [76]. Boyd indisleri
0<ap<Pp =<1, ap + Py =1veay + fp =1 kosullarim1 saglar. Bu indisler ilk defa
Matuszewska ve Orlicz tarafindan [77] nolu ¢alismada incelenmistir.

Ly (T, w) Orlicz uzayinin yansimali olmasi igin gerek ve yeter kosul 0 < ap < Bp < 1.
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Eger1<gq < ﬁi < ai < p < o ise, bu durumda L, (T) € Ly (T) © Ly (T) elde edilir. Bu
2] 2]

kapsamaya devam edilirse L, (T) € Ly(T) < Ly(T) elde edilir [78].
Boyd indisleri hakkinda daha detayl1 bilgiye [76], [79]-[81] nolu referanslardan ulasilabilir.

wf € Ly(T) kosulunu saglayan T iizerinde tanimli Slgtilebilir f fonksiyonlarinin sinifi

Ifllow: = lloflle
normuna gore Lg (T, w) agirlikli Orlicz uzayi olarak adlandirilir.

Her f € Ly(T) ve g € Ly (T) fonksiyonlari igin Holder esitsizlikleri

2T
f FOOg0Oldx < lflollglle

Ve

2T
f FOOgGOldx < 15 glle

bi¢ciminde tanimlanir [74, p. 80].

Eger w € Ly(T) ve i € Ly(T) ise, bu durumda Holder esitsizliginden L, (T) C
Le(T,w) c L1(T) elde edilir.

3.5.6 Tanim 1 <p < oo, %+§ =1 olsun. ® agirlik fonksiyonlarinin smifi olan A, (T)

Muckenhoupt sinifi

1 1

(%faﬂ"(x)dx)5 <|Tllfa)‘q(x)dx>a <C
I i

kosulunu saglar. Burada, I dan bagimsiz olan C sabiti sonludur. I, T de herhangi bir alt
araliktir ve || ile I nin uzunlugu gosterilir.
Muckenhoupt sinifi hakkinda daha detayli bilgiye [53], [78] nolu referanslardan ulasilabilir.

3.5.7 Tanim f € L4(T, w) fonksiyonlarina T,, polinomlari tarafindan en iyi yaklagim

En(f)Lq;('ﬂ",w): = 17[1f||f - Tn”qu,w

biciminde tanimlanir, burada T, derecesi n den kiiciik olan trigonometrik polinomlar
kiimesidir.

358Tanm 0 < ap < Bp <1lvew € A1 (T)N A1 (T) Boyd indislerine gore L4 (T, w)

agp Bo

agirlikli Orlicz uzayi olsun. f € L4 (T, w) fonksiyonlarinin k- diizgiinlik modiili
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k

sup 1_[(1 — ahl.)f
|hi|<6 |[4

1sisk 71 D,0

0% ,(f;8) = , >0,

biciminde tanimlanir ve burada I 6zdeslik operatoriidiir ve

h
(ah)(f;x):zﬁ ff(x+t)dt,0 <h<mx€eT.
-h

bigiminde tamimlanir. 0y Le(T, w) lizerinde tanimli sinirli operator oldugundan dolay:
0% ,(f; 8) diizgiinlik modiilii iyi tanimhdir [21, Lemma 1]. Ly (T, w) uzay: Stelemede
degismez oldugundan diizgiinliik modiilii bu sekilde tanimlanmustir.

02§ »(f; ) diizgiinlik modiilii azalmayan, pozitif ve siirekli fonksiyondur ve f,g €
L4 (T, w) fonksiyonlari i¢in

060 +9,8) <06, 8) + 24,,(g; 8)

kosullarin1 saglar.
3.5.9 Tanim a > 0 i¢in, k = [%] + 1 olsun. Lip(a, L4 (T, w)) genellestirilmis Lipschitz

sinifl

Lip(@, Lo(T, w)) = {f € Lo (T, w): 2K ., (f; 8) = 0(5%),5 > 0}
olarak tanimlanir.

3.5.10 Tammm r = 1,2, ... i¢in agirlikl1 Sobolev tipli uzaylar

Wiy, = {f € Lo(T, w): £~ mutlak siireklidir ve f € L, (T, w) }

Wi ={f ewy, :f7 € Lip(a,Ly(T, w)) }

bigiminde tanimlanir.
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4. ANA TEOREMLER

4.1 Agirhikh Lorentz Uzaylarinda Yaklasim

Bu kisimda L2(T) agirlikli Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlarm tiirevlerine, bu
fonksiyonlarin Fourier serisinin kismi toplamlarinin alt Norlund ve alt Riesz metotlar ile

yaklasim hizi incelenmistir.

4.1.1 Yardimc1 Sonuclar
4.1.1.1 Onerme [82] 1 < p,q < ®,w € A,(T) ver € N olsun. Eger f € Lip(1, L})") ise bu

durumda f ™ mutlak siireklidir ve £+ € [P4(T).

4.1.1.2 Onerme [82] 1 < p,q < ®,w € A,(T) ver € N olsun. Bu durumda her f € Wyg,,

ve f € LPA(T) igin

I1S.(fF @) — o, (fO)|.  =o0@™), n=12,..

pq,w

olur.

4.1.1.3 Onerme [82] 1 <p,q < oo,w € Ap(T),0 <a <1ver €N olsun. Bu durumda

her f € W%, igin

IF @ =, ()| ~=0@m™), n

_ 12, .. (4.1)

olur.

4.1.1.4 Onerme [82] (p,ln) dizisi pozitif sayilarin artmayan bir dizisi olsun. Bu durumda

0<a<1ligin

An

Z M Dy = 0(A2%Pa,,)
m=1

elde edilir.

4.1.2 Ana Teoremler

4.1.2.1 Teorem1 < p,q < o, w € A,(T),0 < a < 1,7 € N ve (p,, ) dizisi

(An+ Dp, =0(Py) 4.2)

kosulunu saglayan pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Eger f € Wpréffu ise, bu durumda
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”f(r) _ Nr/;l(f(r))”pq’w = 0(1;,%), n=12,..

olur.

ispat. 1. Durum

0 < a <1 olsun.

An
1
FO = 5= payem(FO) 00
=0

m

oldugundan

An
FOW =N O) = 5 ) payeml 06 = S S )]

mm=0

elde edilir. 4.1.1.3 Onerme, 4.1.1.4 Onerme ve (4.2) kullanilarak

An
1
”f(r) - Nr%(f(r))“pq,w = ﬁn Zo pxln—m”f(r) B Sm(f(r))“pq,w
m=

An
_1 —ay 4 P ey o (0
=5 mz PromO ™)+ ZE O = So(F O,

- L o(zap )+0( ! )
TR, U An +1

= 0(4;%)

elde edilir.
2. Durum

a = 1 olsun.

An
1
N2 f0) = 5= D Pyl )
T m=0

olmak iizere Abel doniisiimii kullanilarak
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An
1
$.(F ™)) = NP = 5= D (Pay = Payern) A £ )

T m=1

m

1 Py = Pry-m  Pr, = Pr-m—a Z
- n n _ n n kA ; (r)
P,lnz< m m+1 ) =] k(xf )

m =

An
1
™
L r1 <k§=1: kA (x, f ))

elde edilir ve boylece

n
1 P, —Prom Pr = Pime
I52(FP) = NAGFO)]| < E,Zl | . il

m+1
m An
A2 kAU + || k)
’ Pq.w
olur.

An
52061 ) = on (e £ ) = g D KA ()
n k=1

olmak iizere, 4.1.1.2 Onerme kullanilarak

= (A + D[IS.(f ) =0, (FO) = 0D

pq.w

An
> kA ()
k=1

rq,w

elde edilir. Boylece

I1S.(f @) = NP

pq,w

An

1 Py = Pr-m Pr, = Pr-m—a
<—E n__Anm  Thn 0(1) +0 (11
- | m m+1 (D +0 @)
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An
1 Py, = Pr,-m P, — Pr,-m-1
:O_Z’n n M n +0/1_1 4.3
(PA ) m m+1 ) *3)
n/ m=1
elde edilir.
An
Pr, = Pap-m Py = Pay-m-1 _ 1 o
m m+1 m(m + 1) Pk Pin-m |
k=Ap-m+1
C. - PA—PA_mlln-}_l....
Bu esitlik (p )Ln) dizisi azalmayan oldugunda (%) dizisinin artmayan olmasini,
m=1
o P,1—P1_m’171+1.... ..
(p /‘ln) dizisi artmayan oldugunda (%) dizisinin azalmayan olmasini gerektirir.
m=1
Son esitlik ayn1 zamanda
= B, — P P, —P P 1
m m+1 An+11 A, +1
m=1
esitsizligini gosterir. Bu esitsizlik ve (4.3) kullanilarak
15.(F @) = N2 (FO,,,,., = O(2077) (4.4)

elde edilir. (4.1) ve (4.4) kullanilarak

lF® = N2 (F,g 0 = 0™

pq,w

elde edilir. m

4.1.2.2 Teorem 1 < p,q < oo,w € A,(T),0<a <1,7r ENve (Pln) dizisi

An—1
Z |A </1 Pli’f 1)| =0 </1 PA—C 1) (2
Am=0 m n
kosulunu saglayan pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Eger f € Wpréffu ise, bu durumda
IF* = RA(F,,, =029, n=12..
olur.

ispat. 1. Durum

0 < a < 1 olsun.
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An
1
FO == puf O

An m=0

olmak iizere R} (x, f (r)) tanimi1 da kullanilarak

An
1
FOC) = R f0) = 5= ) pulf P60 = S fO)

elde edilir. 4.1.1.3 Onerme kullanilarak

An
1
Ir @ = RAGFO, Sazo”mllf—sm(f“)llpq.w
m=

An
_o(2 —a PO e _ )
=0(g) 2+ RIS

elde edilir ve Abel donilisiimii kullanilarak

An An—1
Z pm & = Z Pp[m™% —(m+ 1)7%] + 1;9Py,
m=1 m=1

An—1

< Zm‘“ Fin + 159P,
m+1 "

m=1
elde edilir ve (4.5) kullanilarak

An—1 An—1 A1

m
P P P P
—a m _ m m+1 —a An -
—— = - + k= | + E
Zlm m+1 Z(m+1 m+2) (Z ) A +1 m
m=

m=1 m=1

=0(4,Py,)

elde edilir. Bu durum
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olmasini gerektirir. Bu esitsizlik ve (4.6) kullanilarak

IFO =RAFO) . =0z

rq,w

elde edilir.
2. Durum

a = 1 olsun. Abel doniistimiinii kullanarak

An—1

REGFP) =5 D [P (Sm(0F) = Saa (0 £9)) + P18 )
m m=0

An—1
1
= _P_ Pm (Am+1(x' f(r))) + Sn(x'f(r))r
An m=0
ve boylece
An—1
R/l(x f(r)) S (x f(r)) - _ Z m+1(X.f(r)))
” m=0

olur. Abel doniisiimiinii tekrar uygulayarak

An—1 Ap—1
P,

Z PrAmsi(x, fM) = Z m—i‘l(m + D Amer (x, FM)
m=0 m=0

An—1 p

m m+1

= DA )]

Z <m+1 m+2> (Z(k+ ) k+1(xf ))

m=0

An—1

/1 +1 Z(k+1)Ak+1(x @)
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elde edilir. (4.1) ve (4.5) kullanilarak

An—1 An—1
P
> )| = Y 2 1S e (1)
m=0 Pq,w m=0 rq,w
An—1
> e+ D (A ()
k=0 —_
An—1 b
- m P+ ™) — Q)
mZO [ = 2 o+ 2)ISmea () = Gmin F),
2, 527 ) = u(FO
b P P
_ m_ Tm+l ﬁ
=0 Z ’m+1 m + 2 +0(/1n)
m=0
elde edilir. Bu durumda
An—1
IRA(FD) = SulF N = 5= || D P (Amsn (D))
=0
rq,w

-50(3)=0()
—p o\, T\,

olur. Bu durum ve (4.1) kullanilarak

lF® = Ra(F,,p.,, = 0CAn™)

rq,w

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

B(B+1)..(B+k)
k!

Egerp, = Aﬁl_l(ﬁ > 0)ise, k = 1igin Ag =1, Af = olmak iizere

Ni(e f) = of (6. f ) = ZAan_m m(x, )

Anm 0
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elde edilir. Dolayisiyla 0/{1 (f™) Cesaro alt toplamlar1 ile f € LPI(T) fonksiyonuna
yaklagim ile ilgili asagidaki sonug elde edilir.
4.1.2.3 Sonu¢ 1 <p,q< o, w €EA(T),0<a<1,7rEN ve >0 olsun. Eger f €

Wi ise, bu durumda

”f(r) - “fl(f(r))”pq,w =04, ), n=12,..

olur.

4.2 Agirhkh Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Yaklasim
4.2.1 Yardimci Sonuglar
4.2.1.1 Onerme [35] p(*) € 9o(T),w(-) € A,(T) ve 0<a <1 olsun. Eger f €

Lip (a, LZ,(')) ise, bu durumda

If = Sn(Ollpyw = 0M™), n=1,2,...

olur.

4.2.1.2 Onerme [35] p() € £o(T), w(-) € A,(T) olsun. Eger f € Lip (1,L2}')) ise, bu

durumda
”Sn(f) - O-n(f)”p(-),ou = O(n_l)a n=12,...
olur.

4.2.1.3 Onerme [41] T = (a,ln,k) matrisi negatif olmayan tamsayilarin alt ticgensel regiiler

matrisi ve satir toplami 1 olsun. Eger

() (az, ) € AMIMS
(i) (ap, k) € AMDMS ve (A, + Day o = 0(1)

kosullarindan biri saglantyorsa 0 < a < 1 igin

An

> @i+ D7 = 0((y + D)

k=0
elde edilir.
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4.2.1.4 Onerme [47] T = (aln‘k) matrisi negatif olmayan tamsayilarin alt iggensel regiiler

matrisi ve satir toplami 1 olsun. Eger r = [’12—"] icin
() (aa, k) € AMDS ve (A, + Day, o = 0(1)
(i) (ap k) € AMIS ve (A, + Day » = 0(1)

kosullarindan biri saglaniyorsa 0 < ¢ < 1 i¢in

An

Z ay, 1,-k(k+1)7% = 0(1;%)

k=0
elde edilir.

4.2.1.5 Onerme [47] k = 1,2, ..., n i¢in

k k
Z ay,m— (k+1Day | < Z ml|ay, m-1— Ga,m
m=0 m=1

esitsizligi saglanir.

4.2.2 Ana Teoremler

4.2.2.1 Teorem f € Lip (a, L’(L(')),w(-) € A,(T), p(-) € 9o(T) ve A= (aln,k) matrisi
|S /{:) — 1| = 0(4,%) kosulunu saglayan alt {iggensel regiiler matris olsun. Eger

(D 0<a<1,(ayyr)€AMIS ve (1, + Day, , = 0(1),

(i) 0<a<1, (ay, ) € AMDS ve (4, + Day o = 0(1),

An—1

(@@ a=1 ) Q=i = @il = 0D
k=1

kosullarindan biri saglaniyorsa ve r = [AZ—"] ise, bu durumda

If =<l .., = 009
elde edilir.

Ispat. 1. ve 2. Durum
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f € Lip (a, LZ(')),w(-) EAN(T), 0<a<1, p()EHT) ve A= (a,ln,k) matrisi
|S /{:) — 1| = 0(4;,%) kosulunu saglayan alt {iggensel regiiler matrisi olsun. Varsayalim ki

(i) ve (ii) kosullari saglansmn. Bu durumda t(x, f) ve S/{:) tanimlarini kullanarak

An
TR = F0) = ) a,u(Sete ) = F())
k=0
An
= @Sl ) = F@) +5P00 ) =500 )
k=0
An
= ) @u(SeGe ) - F00) + (S = 1)F @
k=0

elde edilir. |S/{:) — 1| = (1;%) oldugundan, 4.2.1.1 Onerme ve 4.2.1.4 Onerme

kullanilarak
An

152 = £y < @2olISo() = Fllogr + D @,lSe(F = g
k=1

An
4[5 = 1[Il = 0GFY) +0(1) Y. @, k™ + 0059
k=1

= 0(A9).
3. Durum

4.2.1.1 Onerme kullanilarak
Ir =l , < IsiO =Pl +1If =il
= s} -l , +0GD)

elde edilir. Bu durumda ispati tamamlamak i¢in

st -l , = 007D

r()w

esitsizliginin dogrulugu gosterilmelidir. 4; ) = Zfr?:k a,,, m olsun. Boylece

An An k
) = ) @Skl ) = ) da (Z Un f)>
k=0 k=0 m=0
An [/ An An
= Z Z ay,m |Uk(x, f) = Z Ay kUi (x, f)
k=0 \m=k k=0

olur. Ayrica
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n An n
S = ) U f) = i ) UkCo ) + (1= Az0) ) Ul f)
k=0 k=0 k=0

An
= > Aol ) + (1= 58)s7 0 ).
k=0

Boylece

An

TG0 ) = FO) = ) (Arie = Ar) Uil ) + (82 = 1)5306, 1),
k=1

Kismi toplamlarin sinirliligindan

An
152 = PN,y = 1D Atk = 42,00 +]82 = 1]l
=t or
An
Z(Axln,k — A2,,0) Ui (f) +0(Y (4.7)
=t PO

elde edilir. Simdi ise

An
Z(A)Ln,k — A3,,0)Ur(f) =02 (4.8)
k=1

r().w

esitsizliginin dogrulugunu gdsterelim.

A —A
by, x = k"m0 T A0 k=12,..,n

olsun. Abel doniistimii uygulanarak

An An
Z(A/ln,k - A/‘Ln,o)Uk(x: f)= Z bln,kkUk(x; )
k=1 k=1

An—1

An K
= by 1, ;1 mUp(x, f) + kZl (b, ke — ba+1) (ﬂZ mUy, (x, f))

=1

elde edilir. Dolayisiyla

An

Z(A)ln:k - A/ln,O)Uk(f)

=t PO
ln ln_l k

<ol | D mUnP|| D bt = Baial | mUn( (49)
m=1 Ow T m=1 p()w
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olur. 4.2.1.2 Onerme kullanilarak

An
Y ompA|| = G+ D]EO = SEON
m=1
p()w
=, + DoY) =001) (4.10)
elde edilir. (4.9) ve (4.10) kullanilarak
An An—1
Z(Afln,k — 43,0)Ui(f) = 0(1)|by 1, + 0D Z |baie — barer] (411
k=1 k=1
p()w
elde edilir. [S;* — 1| = 0(43%) oldugundan
(4
|b | _ |A/1n,k - Aln,Ol _ |a/1n'/1n - S/ln
e 2 2
1 1
— —(c@ _ — c@
= An (Sln a;Ln,;ln) < /1n Sln
1
=—0(1) = 0(AxY). (4.12)
An
Son olarak
An—1
z |3,k = bajk+1| = 0(RY) (4.13)
k=1

esitsizliginin dogrulugunu gostermeliyiz.

An—1

D O = 03,01 — @z = 01
k=1

ver:= [%”] olmak iizere 4.2.1.5 Onerme kullanilarak

An—1 An—1 k

1
Z |ba ke — bake1] < Z Kkt D Z laa, m-1— aa,m|
k=1 k=1 m

=1
An—1

r k k
1 1
<Ny _ - _ _ _ 4.14
- kz_l k(k + 1) Z |a/1nrm—1 aln,ml + Z k(k + 1) Z mlaﬂn,‘m—l a)ln,ml ( )
= m=1 k=1 m=1

elde edilir. (4.14) ile verilen toplamin ilk terimine Abel doniisimi ve (iii) kosulu

uygulanirsa

r 1 k r
D TETD D et~ Ol D a1t~
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r
1
= Z —(An - k)|a/1n,k—1 - a/lnrkl
k=1 (A = k)

T
1
< (An—_r)kz_l(/ln —K)|ay k-1 — an, k|

1
<—0o0)=0;Y)
(An - T) "
elde edilir. (4.14) ile verilen toplamin ikinci terimi i¢in
An—1
Z k(k +1) Z i
An—1 K
Z k(k + 1) {Z |aln.m—1 - a/ln,m| + Z m|aln,m—1 - aln,m|}
m=r
An_l ﬂ.n—l
Z k(k+1) Z m|a,1nm 1 aanml v Z k(k+1) Z m|alnm 1= AQ,m
= 11 + 12

elde edilir. Z£=1|a,1n'k_1 — a,ln'k| = 0(A;1) oldugundan I; ve I, i¢in

An—1

Il—zk_i_llenml a/'lnml
Ap—1
<Z|a/1nm 1 alnm|>
2 An—1 k
Z z (zlaﬂm,m—l - a)ln,m|>
k=r \m=r
A

IA

2 2
< o (An —B)|az, k-1 —an x| = A_O(l) =0(A;h
n k=1 n
ve
Ap—1
Z k(k + 1 Z |83 m-1 = G|
An—1

Zk+12| @1~ G|
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k=r \m=r
An—1 k
2
S;jf' :E:laﬂnnn—l'_ aAWHJ
n
k=r \m=r
An—1
2
< T Z (A — k)laln,k—l - aln,kl
n
k=Anp-1

Ap—1
2 2

<= ) O = )| atpes — Gl =20 = 0G5
n k=1 n

elde edilir. Boylece

An—1 k

1
Z k(k + 1) Z M| m-1 = G| = 05"
k=r m

=1
olur ve dolayisiyla

An—1

Z |bAn,k - b/ln,k+1| =0(;h)
k=1

elde edilir. Boylece (4.13) nin dogrulugu elde edilmektedir. Bu da ispati tamamlamaktadir. m

4.2.2.1 Sonug f € Lip (a, LZ)(')) yw() € A,,p() € $o(T) ve (p,ln) pozitif tamsayilarin

kesin artan bir dizisi olsun. Eger
(D 0<a<1 (p,)€EAMDS,

(i)0<a<1 (pa,)€AMIS ve (4, + Dp,, = 0(Py),

An—2
P

@a=1, ) Il =0(32)
An
k=0
kosullarindan biri saglaniyorsa, bu durumda
”f‘_-N%“pClw = O(Aﬁa)
elde edilir.
4.2.2.2 Teorem f € Lip (a, L’(’U(')),w(-) € ApyT, p() € po(T) ve A= (ay, ;) satir

toplami 1 olan alt iggensel regiiler matris olsun. Eger

D 0<a<1{ay,} € AMDMS ve (A, + Day, o = 0(1),
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()0<a<1 {ay i} € AMIMS,
An—1

(iii) a =1 Z |AkA; | = 0(Y
k=0

kosullarindan biri saglaniyorsa, bu durumda

If =T, = 0@

elde edilir.

Ispat.

1. ve 2. Durum

feLip(a1h’),0<a<1,p()€po(T) ve A= (ay,,) matrisi S — 1] = 0(2;%)

kosulunu saglayan alt {icgensel regiiler olsun. 4.2.1.1 Onerme ve 4.2.1.3 Onerme birlikte

kullanilarak
An
TR0 = ) = ) (Sl ) = ()
k=0
ve boylece
An An
17205 = £l < D @ilISe() = Fllpro < D (e + D 3,0 = 00~
k=0 k=0

elde edilir. Bu da (i) ve (ii) nin ispatlarin1 tamamlamaktadir.

3. Durum

|S /{:) — 1] = 0(4,” %) ve Abel doniisiimii iki kez uygulanarak

An
TR = F0) = ) @, u(Sete ) = F()
k=0
Ap—1 k

= ) S0 =S (6 ) ) a3+ S )~ F@)
k=0 =0

An—1

= SR ) = F@) = ) (kDU (5 )y
k=0

An—2 k

= SA0 ) = 0 = ) (Arse = Arisn) )+ D Upa (& f)
k=0 =0
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An—1

—Ap, -1 Z (k+ 1) U1 (x, f)
k=0

An—2 k

= SAC0 ) = ) = ) (Arse = Aricsn) )+ D Upa (& f)
k=0 =0
Ap—1 Ap—1

1
T Z a, i Z (k+ 1) Upr(x, )
n i=o k=0

elde edilir. Boylece
T2 = fll, s, < 152G = 1]

p(O)w
An—2 k+1 1 An
| DRTAG! I P (4.16)
. n
k=0 i=1 p(),w k=1 PO
elde edilir.
&
G330 = SHFi ) = 77 ) KU 1),
n
k=1
oldugundan, 4.2.1.2 Onerme kullanilarak
An
Y kvl =t o) - P, = 0O @.17)
k=1
r()w
elde edilir. (4.16) ve (4.17) ve 4.2.1.1 Onerme kullanilarak

An—1

1
120 = FOllygy < 7+ D Mt = Az
k=0

elde edilir. Eger

An—1

S i~ L] = 027,

k=0

ise , bu durumda
”TT%(f) - f”p(.),w = O(An—l)

elde edilir ve bu da ispati tamamlar. m

42.2.2 Sonu¢ f €Lip (a, L’;(')),a)(-) € Ap,)T, p() € 9o(T) ve (P/ln) pozitif
tamsayilarin kesin artan bir dizisi olsun. Eger

() 0<a<1 (p,)€EAMIMS
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(i)0<a<1 (p1,) € AMDMS ve (A4, + Dp,, = 0(Py),

An—1 P
Py An
=1 |nirg]=0(2)
k=0
kosullarindan biri saglaniyorsa, bu durumda
— RA = =
”f Rn”p(_),w - O(Ana)

elde edilir.

4.3 Morrey Uzaylarinda Yaklasim

4.3.1 Yardimci Sonuglar

Morrey uzaylarinda ekstrapolasyon teoremi Duoandikoetxea ve Rosenthal [19, Corollary
4.4] tarafindan elde edilmisitir. Hilbert operatorii

f@®

t—x

dt.

t
H(x, f):= f &dt: =limH.(f; x): = lim f
R t—x £-0 -0

|t—x|z¢g

bi¢giminde tanimlanabilir. Hilbert operatoriinii ¥: = H(f; x) bigiminde gosterelim. [20,

Theorem 9] den

IH(Ollgrmyy < c@Ifllpmy

elde edilir. 0 <a <2 ve 1 <p < oo icin [19, Corollary 4.4] te verilen extrapolasyon

teoreminden

IH(Opew) < c@fllream) (4.18)
elde edilir. Herhangi biry € R ve f € LP*(T) icin , H, (x, f) operatdrii

n+y

f(@®)
Hy(x,f):z mdt,—n+y£x£n+y.
-ty

bi¢iminde tanimli olsun, bu durumda 0 < a < 2ve 1 < p < o0 igin
1He OO, .y < NF Nlzpacey (4.19)

esitsizligi [85] te verilen ispat metoduna benzer sekilde ispatlanir.

4.3.1.1 0nerme 0 < a <2,1<p < o ve f € LP*(T) olsun. Bu durumda

||f||Lp,a(T) < Ifllzpacr)

esitsizligi saglanir.

Ispat.

i = 1,2,3 icin R iizerinde tanimlh 2m periyotlu f; fonksiyonu
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_ 2
f1(x) 1 0, e (—g,n)

T T
ORI LS (—nz’z)

(f(x), X € (z n)
f3(x) = 9 T
L 0, X € (—T[,E)

bigiminde tanimli olsun. Varsayalim ki f = f1 + f» + f3 ve f fonksiyonu

f) = %_f Ztmf((—?_x) dt, (4.20)

olsun. Bu durumda (4.20) ile verilen fonksiyon kullanilarak

fG) =0+ f00) + f3(x) (4.21)

elde edilir. Sirastyla f; , f;ve f5 fonksiyonlarim inceyecegiz. Ilk olarak

f> fonksiyonunun sinirliligimi inceleyelim. x € [—m, 7] igin

T

2
1 1 1

- X

(4.20) ile verilen fonksiyonu kullanarak

~ 1 :
f2(x) = m fzmrj:é?_x j f(@®) dt+(p2(x)
2
1 g 2 1
== j { (t) dt + (%) = —Ho(f) (%) + (), (4.23)

elde edilir ve boylece (4.19) kullanilarak

~ 1
1]l paery < — Mo (I Mlwpacry + @z llpacr)

< fzllepacry + ll@2llLpem
< fllepacry + @2l pacr (4.24)
elde edilir.

[85, pp. 86—87] te verilen esitsizlik kullanilarak —t < x < wve —m/2 <t < /2 igin
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1 1

2tan (t—Tx) R

olur ve (4.22) dikkate alinarak

<1x+#t,

A

1 2
0.0 < [Vl
2

elde edilir ve boylece,

lpallipa < Nfllpre < [Ifllpe.
(4.24) ve (4.26) birlikte distiniilerek

Il pe < Iflzpa.

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Simdi f; fonksiyonu igin hesaplama yapilabilir. — < x < 1/2 i¢in konjuge fonksiyonu

_ 1 [ AO®
f1<x>=;fmf(—f;x)dt

bi¢ciminde tanimlanabilir, bu durumda

-7

zoy_ 1 ‘ f(@®) 1 _ff(t)
filx) = E_£ Wdt = E_fn mdt + @, (%)
17 .
= [ 28t 4 000 = ZH (D@ + ),
elde edilir.

1 Vs
l1 ()| s;_flf(t)mt.

Eger m/2 < x < m ise, bu durumda

£y = 1 f® 1 f©
heo= EIW t__x)dt_gf )
™ 2 n
1 2T - 1
B ] f_(t,)c dt + ¢1(x) = —Hr(f)(x) + 1 (x),
0

elde edilir, burada
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3m

2 3 T
i<t [rolasl [iroa=! [ifola
P1(X)] = - f = f = f i
(4.29) ve (4.30) birlikte diistiniiliirse

1

) “Hy(f)) + 9, (0), x € [-7]
filx) = * -
—H ()G + (), x € |,m]

elde edilir, (4.19) esitsizliginden
Villpe ([ 5]) = S o ([, 3]) + Hgalune ([~ 5])

1
S CIHo () lpe + Ml fillpa

< lAllppe < Ifllpe (4.31)

Ve

Villye (57]) = =G line ([5 7]) + g luoee ([5.m])

1
S ClIHz(F)llpe + £ llpa

< lfillepe < lIfllpa (4.32)
elde edilir.
(4.31) ve (4.32) birlikte diistiniiliirse
. . T . T
1illipe < WAl (|=5]) + WAl e (5 7]) < 1710 (433)
elde edilir. Simdi
. 1 f3(t)
fz(x) = — f — -t
T J 2tan (_x)
—1T 2
bigiminde taniml1 f5(x) fonksiyonu diisiiniilebilir. Eger —/2 < x < m ise, bu durumda
s
@:=— [ £ |— P
T 2tan (——=) t—X
; (=)
ve boylece
L[ O 1 [ f@®)
~ t t
=2 | =2 [ T de+ 0,00
/s m)t—x
n 2 tan( 5 ) i
2 2
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1 "
T f {3—(2 dt + @3(x) = gHo(fs)(x) + @53 (x).

elde edilir. Eger —m < x < —m/2 ise bu durumda

1 1 1
(x):=— (t) — dt
ST P
ve boylece
o1 RO 1O
fs(0) = — Lmdt—; Snmdt‘F%(x)

17 "
T f {3_(2 dt + 3(x) = —H 5 (f) () + @3(2).
-3

elde edilir. Dolayisiyla

1
£y o | AU+ o5 xe[-z,1]

~Hopn(F)(0) + 0300, x € [-m,— =
T —2m\J3 3 ’ ) 2

elde edilir. Ayrica

Vallye ([=57]) < =Moo ([~ 5. 71]) + sl ([~ 5. 7])

1
< ClHo(f)llipe + (I fsllpe

< fsllpe < lIfllpe, (4.34)

Ve

1sll e (7= 3]) < %IIH_n(fg)lle ([-m = 2]) + llgallune ([~ 2])

1
S CIH-a(f)llpa + 1 f5llpa

< fzllepa < ([l pa (4.35)
olur. (4.34) ve (4.35) birlikte diisiiniiliirse
- ~ T ~ T
||f3||Lp,a < ||f3||Lp,a ([_E'T[]) + ||f3||Lp,a ([_T[’_E]) < C(p)”f”LP'“ (436)

elde edilir. Son olarak (4.27),(4.33), (4.36) ve (4.21) birlikte diisiiniiliirse

elde edilir. m
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4.3.1.2 Onerme 0 < @ <2 ve 1 <p < o olsun. Eger f € Lipg (1) ise bu durumda f
mutlak siireklidir ve f' € LP*(T).
Ispat. Eger f € Lip, (1) ise, bu durumda w, o (8,f) < 8
LP%(T) c LP(T) oldugundan ||f]|,» < ||f]| p«. Bu son esitsizlikten
suplldpfllr < suplldpfllipe
ve
wp(8, f) < wp,a(8, f)
elde edilir. Boylece
wp(6,f) <& (4.37)
elde edilir. Buradan f mutlak siireklidir ve f* € LP(T). f fonksiyonu [0,27] {izerinde mutlak

stirekli oldugundan ve hemen her x i¢in

(f(x+t) —f(x)

t

> = f'(x), -0

\~

<|f(x +t) = P

tp

) = |f')P,  (t-0) (4.38)

elde edilir. (4.38) kullanilarak hemen her x igin

)
2 flf(x“zp—f O 4 1r@r, -0,

elde edilir. Fatou lemmasi kullanilarak

5
2 x+t)—f(x)P
— - 6—>0+5_f|f( zv £l aeld
likes: "2 3
A p
< liminf f fﬂdt dx
5-0* |I|1—— t

2
< Z P
< llghl}fllll_gf 5 fIAtf(x)I dt|dx

o 111725

) )
1 1
- 11m1nf f af| FCOIP dx| dt

42



2 p+1 g
< timinf((5) [ 14 GOy e
0

2\P*1 > p
< liminf (5) f (wpa®.D)’ dt

§-0"

0
2 p+1 8
< ligi()r}f(g) f (8)7 dt
0

2 p+1
(2 P
< hgr_l)lor}f(s) B)PS< 6.
Boylece

1
sup—— f ' (0lPdx < oo

1——
by

elde edilir. Dolayisiyla f* € LP*(T). Bu da ispati tamamlar. m

4.3.1.30nerme [51]0 < a < 2,1 <p < o ve f € LP*(T) olsun. Bu durumda

1S, (Ol pa < IfllLpa
elde edilir.

4.3.1.4 Onerme 0 <a < 2,1 <p < ve f € Lipy,(1) olsun. Bu durumda n = 1,2,...
1¢in

ISn(f) = 0n (Ol pe = O(n7")

elde edilir.

Ispat. Eger f fonksiyonunun Fourier serisi
fx)~ Z U (f; %),
k=0

ise, bu durumda f' fonksiyonunun konjuge Fourier serisi

Freo~ ) kU (f 0.
k=0

olur. Ayrica,

o

Sa(f3x) —on(f;%) = z

k=0

1 -
g Ue(fix) = n—HSn(f’;x)

dir. 4.3.1.1 Onerme ve 4.3.1.3 Onerme kullanilarak n = 1,2, ... i¢in
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1 ~ 1 =
12 () = 0n(Dllpe = -7 IS (F)| e < 537 1]

1
< "Nppe = 0(n?
n+1|lf Il > n™)

elde edilir. m

4.3.1.5 Onerme 0 < 8 < 1,1 <p < o ve f € Lip,,(B) olsun. Bu durumda n = 1,2, ...
igin

If = Sn(P)llppe = 0(nF)

elde edilir.

Ispat. Varsayalim ki t;; (n=0,1,...), f € Lip,,(B) fonksiyonuna en iyi yaklasan

trigonometrik polinom olsun. Bu durumda

If = tallipe = infllf — tyll pe.

(3.7) esitsizligi kullanilarak

IF = illne = 0 (0 (1:7))

elde edilir ve boylece
If = tillipe = 0(n7F).

4.3.1.3 Onerme kullanilarak

If = Sn(Ollpe < NIf = tallipe + Itz = Sp(Hl e
= \If = thllpa + 1S,(tn = Pllpa = Ol = tllpe) = 0(n7F)

elde edilir. m

43.1.6 Onerme [27] 0 < f < 1ve A = (ay,) matrisi |5V —1| = 0(n~#) kosulunu

saglasm. Eger (a, ;) € AMIMS yada (a,;) € AMDMS ve (n+ Day,=0(1)

kosullarindan biri saglanirsa,

Z(k + 1) Pap, = 0((n+ 1)7F)
k=0

elde edilir.

44



4.3.1.7 Onerme [86] 0<fB <1lvedA= (an,k) matrisi |S,(IA) - 1| = O(n‘ﬁ)kosulunu

saglayan alt liggensel regular matris olsun. Eger (an,k) € AMDUMS yada (an,k) €
AMIUMS ve (n + 1)a,, = 0(1) kosullarndan biri saglanirsa,

Z(k + 1) Py, = 0((n +1)7F)
k=0

elde edilir.

4.3.2 Ana Teoremler

4.3.2.1 Teorem f € Lip,,(5),0 < f < 1ve A = (az,) matrisi |Sy" — 1] =04, ")
kosulunu saglayan alt ticgensel regular matris olsun. Eger

() (ar, k) € AMDUMS,

(i0) (ar, k) € AMIUMS ve (A, + 1)(ay,2,) = 0(1),

kosullarindan biri saglanirsa, bu durumda

If = AP, oy = 04 7")

elde edilir.

Ispat.

f € Lip(a, LP*(T)),0 < f < 1ve A = (a,,) matrisi |\ —1| = 0(2,7) kosulunu
saglayan alt liggensel regular matris olsun. (i) ve (ii) durumlarini birlikte ispatlamak i¢in

4.3.1.5 Onerme ve 4.3.1.7 Onerme birlikte diisiiniiliirse

n
A0 = ) = ) @k (Selfi0 = F))
k=0
oldugundan
In An
|lc2(H) - f”Lp,a(T) < Z ap, an—klISk(f) = fllpacr < Z(k +1)7Pay 4k
k=0 k=0
= O(An_ﬁ)

elde edilir. Bu da (i) ve (ii) nin ispatin1 tamamlar. m

PaAnk .. .
P” secilirse, bu durumda 7} alt matris metodu
k

Not. Egeray ; —x =

n
1
NA(F50= 5= ) PaSe(fi )
An k=0
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bi¢ciminde tanimlanan Norlund alt metoduna doniisiir. Burada

Py, =pot+p1 tpt...4py, #0 (n=0) vep_, =P_; =0.

4.3.2.1 Sonug f € Lip, ,(B),0 < B < 1 ve (p,, ) dizisi pozitif terimli bir dizi olsun. Eger

(D) (pa,) € AMDUMS,

(i) (pa,) € AMIUMS ve (A, + D)p;,, = 0(P,),
kosullarindan biri saglanirsa, bu durumda

”f - N‘r/}(f)”l‘p,a(rm = O(An_ﬁ)

elde edilir.

4.3.2.2 Teorem f € Lip,,(1)ve A = (ay, ) matrisi |S/{:) -1

saglayan alt iicgensel regular matris olsun. Eger

An—2

D |8zl = 027
k=0

kosulu saglanirsa, bu durumda
-1
If = 22Ol payy = 0(2n")
elde edilir.
Ispat.
|S /{:) -1 = O(An_ﬁ ) ve iki kez Abel doniisiimii uygulanirsa
An

T, ) —f() = E ar, 1,-k(Sk(x, ) — F(x))
=0
A1

Z(sk(x = Senl, f))ZaM_l + S0 ) = ()

Ap—1
Z (50, 1) = Sesa (1)) Z Qi+ SEC ) = FG0)
i=A,—k
Ap—1
= SE ) = @) = ) e+ DUjr (6 N
k=0
An—2

= S0 )~ F) — Z(A/ln Aankﬂ)Z(lH) Uisr (3 )
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An—1

—Ap, -1 Z (k+ 1) U1 (x, f)

k=0
An—2 k
= SAC0 ) = ) = ) (Arse = Aricsn) )+ D Upa (& f)
k=0 =0
) In Ap—1
g Z (k + D Upa 0 f)

olur ve boylece

126 = Fll ey < ISEE) = £l ey

An—2 k+1
+ Z |4,k = Ay ka1l Z LU;(f)
k=0 i=1 LP%(T)
An
1
+|1> kU
n
k=1 Lpar)
elde edilir.
1 &
030 ) = SAC0 ) = =77 ) kUG f)
n
k=1
oldugundan, 4.3.1.4 Onerme kullanilarak
YRUA| = Ot DISEE = GOl g, = 0D
k=1 P
elde edilir. (4.39),(4.40) ve 4.3.1.5 Onerme kullanilarak
An—2

I3 = Fll pery < 5 +Z|AA,1 ~ A s

elde edilir. Eger

An—2

S i~ Al = 02,7,
k=0

ise, bu durumda
12 = fllpagry = 0(4n )

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. m

4.3.2.2 Sonug f € Lip,, (1) ve (p,,,) dizisi pozitif terimli bir dizi olsun. Eger
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An—2

P
Sl =0(22)

k=0

kosulu saglanirsa, bu durumda
If = NAO oy = 0(477)
elde edilir.
4.3.2.3 Teorem f € Lip, ,(B),0 < B <1veA = (a,ln’k) matrisi satir toplamlar1 1 olan alt
ticgensel regular matris olsun. Eger
() (az, x) € AMIMS,
(i0) (ap, k) € AMDMS ve (A, + Day, o = 0(1)
kosullarindan biri saglanirsa, bu durumda
If = T2 ppagry = 0(An7F) 4.41)
elde edilir.
Ispat.
f € Lip(a, LP*(T)),0< f < 1lveA = (az, k) matrisi |S/{:) — 1| = O(An_ﬁ) kosulunu
saglayan alt liggensel regular matris olsun. (i) ve (ii) durumlarini birlikte ispatlamak icin

4.3.1.5 Onerme ve 4.3.1.6 Onerme birlikte diisiiniiliirse

An
A0 = FO) = ) @ra k(S0 = F))
k=0
oldugundan
An An
|c2(H) - f”Lp,a(T) < Z ap, an—klISk(f) = fllpacr < Z(k +1)7Pay 4k
k=0 k=0
= O(An_ﬁ)

elde edilir. Bu da (i) ve (ii) nin ispatin1 tamamlar. m

- * secilirse, bu durumda T} alt matris metodu
k

Not: Egera; \ =

An
1
RE(F 0= 5= ) paacSelf3 ).
An k=0

biciminde tanimlanan Riesz alt metoduna doniisiir. Burada
Py, =po+Dp1tpt...4py, #0 (n=0) vep_ =P_; =0.
4.3.2.3 Sonuc f € Lip,,(8),0 < B < 1ve (p,) dizisi pozitif terimli bir dizi olsun. Eger
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(D)(pa,) € AMIMS,
(ii) (ps,) € AMDMS and (A, + D)p;, = 0(Py,)

kosullarindan biri saglanirsa, bu durumda

If = RAO | pary = 0(2a~")

elde edilir.

4.3.2.4 Teorem f € Lip,,(1) ve A = (alwk) matrisi satir toplamlar1 1 olan alt liggensel

regular matris olsun. Eger

An—1

> 14l = 027

k=0

kosulu saglanirsa, bu durumda
If = T oy = 0(4n )
elde edilir.

Ispat. |S/{:) —-1] = O(An_ﬁ ) ve iki kez Abel doniisiimii uygulanirsa

An
TG = F0) = ) a3, 1(See ) = ()
k=0
An—1 k

= ) SN = Sen(6 ) ) a3+ S )~ F@)
k=0 =0

Ap—1

= SEG ) = F@) = ) (kDU (6 )
k=0
Ap—2 k

= SN = F = ) (A = M) D+ D Upa (6 f)
k=0 i=0

An—1

~Apams )k + DU f)
k=0

An—2 k
= SEEP =) = D (i = Aiess) D+ D Uia i f)
k=0 i=0
) An—1 Ap—1
== D @ ) Ut DU (6 f)
" =0 k=0

olur ve bdylece

”TT%(f) - flle,a(T) < ”Sr)ll(f) - f”Lp,a(vHv)
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An—2 k+1 1 An
N DIT0] T WA (4.42)
k=0 i=1 ey ||k=1 e
elde edilir.
An
2 2 1
0G0 f) = SAC0 ) = 5 ) kUG f),
" k=1
oldugundan, 4.3.1.4 Onerme kullanilarak
An
D kU = @+ D]l - 2P, , = 0. (4.43)
k=1

LPA(T)

elde edilir. (4.42),(4.43) ve 4.3.1.5 Onerme kullanilarak

A 1 An_l * *
”Tn (f) - f“Lna(qr) ~ ™ + Z Aln,k B Afln.k+1|'
" k=0
elde edilir. Eger
Ap—1
Z Ajln,k - A;n,k+1| = O(An_l)'

k=0

ise, bu durumda
”TT%(f) - f”Lp,a(vH-) = 0(/171_1)

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. m

4.3.2.4 Sonug f € Lip, (1) ve (p;,) dizisi pozitif terimli bir dizi olsun. Eger
P

=0 (ﬂ)
An

kosulu saglanirsa, bu durumda

If = RO gy = 00D
elde edilir.

An—1

Py
A
Z| Kk +1

k=0

4.4 Agirhkh Orlicz Uzaylarinda Yaklasim
4.4.1 Yardimci Sonuglar
4.4.1.1 Onerme 0 < ap < Pp <1, w €A1 (T)N A1 (T) ve r €N olsun. Eger f €

agp Bo

Lip(1, Ly(T, w)) ise, bu durumda £ mutlak siireklidir ve fT+Y € Ly (T, w) olur.
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Ispat.

Orlicz uzay1 Ly (T, w) yansimali oldugundan, Boyd indisleri 0 < ag < fp < 1 sartini
saglar. 1 < p < f4 olmasi durumunda L4 (T, w) Orlicz uzayi, LP(T) uzayma siirekli

gomiiliidiir [87]. Boylece § > 0ve § =t > 0 igin

NG+ = FOlle < NFC+H) = FOlloe

olur ve bu esitsizlikten

w(f(r)' t)LP < 'Q(f(r)' t)qu(T'w)

elde edilir. .Q( £, t) = 0(5) oldugundan, ayn1 degerlendirme w(f ™, t)LP icin de

Lp (T,w)

gecerlidir. Boylece £ fonksiyonunun T iizerinde mutlak siirekliligi ve hemen her x i¢in

fOa+0) =T

- - f0*(x), t-0,

elde edilir ve bundan hareketle

2 6|f(”( +6 - fPW)|
x — x
5] t dt - |fT*D ()], §- 0

2

elde edilir. Fatou dnermesi kullanilarak

] 2
Il < i 1

flf“)(x +0 -0
5

< hmsup— —j|f(r)(x +t) — fD(x)|de
6-0%
D,w

< limsupiﬂ(f(r) 5) < oo
= oot 8 "9 Lo ()

elde edilir. m

4412 Onerme 0<ap<fp<1, w€A1(T)N A1 (T) ve. 0<a <1 olsun. Bu

agp Bo
durumda her f € Wy, i¢in
IF@ =8 (f ), =0,  n=12,.. (4.44)
olur.
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Ispat t;, f( € Ly (T, w) fonksiyonuna en iyi yaklasan trigonometrik polinom olsun. Bu
durumda derecesi nyi agmayan biitiin t,, trigonometrik polinomlar1 {lizerinden infimum

alindiginda

lr® =all,,, = nfllf e =tl,,

elde edilir. [12, Teorem 2] kullanilarak

( 1
=0(Q ( f(r)'_)
.0 N/ Ly (T,w)

olur ve boylece

I -

IFo -, = 0.

?,

L4 (T, w) agirlikli Orlicz uzaylarinda S, (f) kismi toplamlar diizgiin sinirlt [52] oldugundan

+
D0

”f(r) - Sn(f(r))“zp,w < ||f(r) - t:L t;l I Sn(f(r))”qb,w

=r =&l ,, +lI52(ta =,

=o(lIr - tl,,) =00
elde edilir. m

4.4.1.3O0nerme 0 < ap < fp <1ve w €A1 (T)N A1 (T) olsun. Bu durumda her f €

ap Bo
Wy, icin
”Sn(f(r)) - Un(f(r))”q_‘,‘w =0(n™), n=12,.. (4.45)
olur.
Ispat.

Eger f (™ fonksiyonunun Fourier serisi

FO~ Y A7)0
k=0

ise, bu durumda f ™V (x) eslenik fonksiyonun Fourier serisi

52



Fre~ > kad(fO) @
k=0

olur. Diger yandan

S2(fD)@ = oa(fO) @) = ) — = A(F ) )
k=0

— 1 S (f'(r+1))(x)

41"

olur. Ly (T, w) agirlikli Orlicz uzaylarinda S, (f) kismi toplamlarin ve eslenik fonksiyonun

sinirliligindan [52]

4 i1 g
”Sn(f(r)) — o—n(f(r))”d)’w = 1 ”Sn(f(r+1))||¢’w < Cn — ||f(r+1)||¢'w
<o IF D) =om™) n=1.2

<C— - , .

elde edilir. m

4.4.1.4 Onerme [82] (Pln) dizisi pozitif sayilarin artmayan bir dizisi olsun. Bu durumda

0<a<licin

An
z m_“p,ln_m = O(A;apln)
m=1

olur.

4.4.2 Ana Teoremler

4421 Teorem 0 < ayp <fp <1, w€EA

agp

1 (T) N Ax (T) ve f € Lip(a, Lo(T,w)), 7 €
Bo

N ve (p;,) dizisi

(An+ Dp, =0(Py) (4.46)

- o . . e . - ra -
kosulunu saglayan pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Eger f € WLQQ ise, bu durumda

I =M, = 0D, m=12,

Ispat. 1. Durum

0 < a <1 olsun.
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An
1
FO@) = ﬁmzo P —m(FD) ()
oldugundan
An
1
FO@) = Np(x, ) = gmzo Pa -l f PG = Sp(x, £)]

elde edilir. 4.4.1.2 Onerme, 4.4.1.4 Onerme ve (4.46) kullanilarak

An

1
7 =N = 5 2, preemlIF? =G,
T m=0

1 &
_ P,
= 5 D Puen0On )+ 0 =S,
T m=1 "
=io(,1—“P )+0( )
Pln il An i
= 0(1;%)
elde edilir.
2. Durum

a = 1 olsun.

An
1
NG £ ) = 0 P )
T m=0

olmak tizere Abel doniisiimii kullanilarak

An
1
S.(F?)@) = NP = 5= D (Pay = Payern) A £ )
" m=1

An m
1 Py, —Pr-m Pi,—Pr_ma
- n n _ n n kA ) (r)
P, Z( m m+1 )Z k(xf )
T m=1 k=1

I
1
™
1 <; k(v f )>

elde edilir ve boylece
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I
1 Py, —Piom  Pr,—Pime
I5.(F®) = N2(FO)I,,., < e Z ’ Lim By P ]

L1
Ao+ 1

Z kA (FO)
k=1 d,w

i
z kA (FT)
k=1

D,w

olur.

n
1
Su(x, ) = 0 (x, ) = — Z Ky (x, fO)
n k=1

olmak iizere, 4.4.1.3 Onerme kullanilarak

An
DA = Gu+ DISW(FD) = au(FO),,, = 0D
k=1 D,w

elde edilir. Boylece

1.0 ) = N2(F,,

Z |P/1n Pr-m  Pa, = Pay-m—1
P)Ln m+1

0(1)+0 AhH

An
1 Py, = Pr-m  Pr, — Pay-m-1
:0—2’“ nTm T~ Tnmmoll g g1 4.47
(P;L ) m m+1 ") (447)
n/ m=1
elde edilir.
An
Pr, = Pap-m Py = Pay-m-1 _ 1 o
m m+1 m(m+ 1) Pk Pin-m |

k=Ap-m+1

Pﬂ.n_Pln—m)ln-l-l
m

m=1

Bu esitlik (p ln) dizisi azalmayan oldugunda ( dizisinin artmayan olmasini,

P, —P An+1
An An—m o e e . .« .
—) dizisinin azalmayan olmasini gerektirir.

m=1

(p ln) dizisi artmayan oldugunda (

Son esitlik ayn1 zamanda

>

m=1

P,
A, + 1

Pn _Pn—m _Pln_P)ln—m—l
m+1

0(Py,)

=|p""_ A, +1

esitsizligini gosterir. Bu esitsizlik ve (4.47) kullanilarak
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5. (£ ) = N2 (FN,, , = 0(27) (4.48)
elde edilir. (4.48) ve (4.44) birlikte diisiiniilerek
lF& = N2F, , = 0(27")

elde edilir. m

4.4.2.2 Teorem 0 < ap < fp <1, w €A1 (T)N A1 (T) ve f € Lip(a, Lo(T, w)), 7 €
Bo

ap
N ve (p;,) dizisi

An—1 p p
2, pGas)l=o () (449)
oy Ve Ap + 1

- o . . e . - ra -
kosulunu saglayan pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Eger f € WLQQ ise, bu durumda

177 = Ralr Mo, = 0, m= 12,

olur.

ispat. 1. Durum

0 < a <1 olsun.

.
1
FO@ =5 ) v O@)
" m=0

olmak iizere R} (x, f (T)) tanimi1 da kullanilarak

An
1
FOC) = RA(x ) = 5= ) ol V6 = S )
" m=0

elde edilir. 4.4.1.2 Onerme kullanilarak

An

1

17 =R = 3 0, Pl =50
T m=0

An
_of L —a 4 PO e _ %)
=0 <P,1n) rzlpmm o P, Ir = Solr® )”‘p'“’

An
1
=0 (—) Z Pmm™% (4.50)
Py
n/ m=1

elde edilir ve Abel doniistimii kullanilarak

56



An—1

An
Z Pmm= % = Z Pp[m™% —(m+ 1)7%] + 1;9Py,
m=1 m=1

Ap—1 P

< m-*—"_ 4 )-ep
Z m+1 "M
m=1

elde edilir ve (4.49) kullanilarak

An—1 An—1

m
P P P P
—a m_ _ m_ Tm+1 —a An z: —a
Zlm m+1 Z<m+1 m+2)+<kzk )+/1n+1 m
m= —

m=1

=0(2,7%Py)

elde edilir. Bu durum

An

z Pmm™* = O(An_ap/'ln)

m=1

olmasimni gerektirir. Bu esitsizlik ve (4.50) kullanilarak

£ = Ra(F,,,, = 042

elde edilir.
2. Durum

a = 1 olsun. Abel doniisiimiinii kullanarak

An—1

Ri(x, fD) = % D [P (Sm (D) = Spaa (5 £ ) + P Su £ )]

An—1

1
= _ﬁn Pm (Am+1(x' f(r))) + Sn(xr f(r))r

m=0
ve bdylece

An—1

REG0F ) = a0 O) = =5 D P (A (0.5)
m m=0

olur. Abel doniisiimiinii tekrar uygulayarak

An—1 An—1
P

Z PrApmar(x, f@) = Z - _’: - (m + DApmsr(x, )

m=0 m=0
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An—1
Pm

:Z<m+1

m=0

An—1

/1 +1 Z(k+1)Ak+1(x @)

elde edilir. (4.49) ve (4.1) kullanilarak

mm_:12> (Z(k + 1)Ak+1(x e )))

Z(k +1) (A (F))

An—1 Ap—1 P
2 Fn (Amﬂ(f(r) )) = Z m I 1 mm-:12
m=0 o0 m=0
p An—1
T )
L1 kZO (k1) (e (7))
D,w
An—1
Z [~ 2 n 4 D)5 () = G F

P, [[$2(f ) = an(F ),

A1
_0(1)2 ‘m+1

elde edilir. Bu durumda

m+1

m+ 2

IRZ(F ) = $alF ), = 5=

-50(3)=0()
P\ T\,

olur. Bu durum ve (4.49) kullanilarak

m=0

lF® = Ra(F,,, = 0(4™")

elde edilir. Bu ispati tamamlar.m

An—1

2. B (Anns 1)

)

A
0 n
p (An

Eger p;, —Aﬁ 1(,6’ >0)ise, k = 11g1nAﬁ =1, AB

N’l(x f(r)) = aﬁ (x f(r)) = AP . Sm x,f(r)
Aﬁ An m

Ap m=0
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k!

D,w

olmak lzere
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elde edilir. Dolayisiyla 0/{1 (£™) Cesaro alt toplamlart ile feL?) (T) fonksiyonuna yaklagim

ile ilgili asagidaki sonug elde edilir.

4.4.2.3 Sonu¢ 1<p,q<o, w €Ay(T),0<a<1,r€EN ve f>0 olsun. Eger f €

Wy'o ise, bu durumda
||f(r) _ af (f(r))”q) = 01,9, n=12,..
n W

olur.
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5. UYGULAMA

Bu béliimde, kullanilan trigonometrik polinomlarin verilen fonskiyonlara yaklasim hatasi ile
ilgili grafiklere ve niimerik sonuglara yer verilmistir. Ayrica belirtmek gerekir ki elde edilen

yaklagim hatas1 sonuglari uzay normu tanimlarina gore hesaplanmaktadir.

Ornek. f fonksiyonunu asagidaki bigimde secelim.

1, n<t<0,
f® _{—1, 0<t<—m. (.

t nin biitiin reel degerleri icin, f fonksiyonu asagidaki kosulu saglar.

f@e+2m) = f(©).

Verilen fonksiyon tek fonksiyon oldugundan dolayi, Fourier serisi

£t = Z b, sin nt,
n=1

bi¢iminde tanimlanabilir ve burada

b, = gf f(t)sin ntdt = E(ﬂ>
0

T n

Bundan dolayi, f(t) fonksiyonunun Fourier serisi

f) = %z (#) sinnt (5.2)

n=1
bigiminde verilebilir.

(5.2) ile verilen serinin kismi toplami1 asagidaki sekildedir.
S t—4 [ t+<1) n3t+ +(1> in(A,t)
)‘"()_n sin 3 sin3t+... - sin(4,t) ).

(5.2) ile verilen serinin Cesaro ortalamasi asagidaki sekildedir.

An

0= (=) ()L st

k=1

Py, = An + 1 olsun, bu durumda (5.2) ile verilen serinin Norlund ortalamasi

An
2
NAFD = e 2~k DS
n n k=0

bi¢iminde olur.

P, = An + 1 olsun, bu durumda (5.2) ile verilen serinin Riesz ortalamasi
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RA(f;t) = (A + DS (f5 0)

An
2
O+ D +2) ;

biciminde olur.

(5.2) ile verilen serinin matris ortalamasini hesaplamak i¢in (a, ;) matrisini

1
/2 1/2
1/3 1/3 1/3 0

1/4 1/4 1/4 1/4
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
(a,4)=| 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1 1 1 p— 1
A+l A +1 A +1 A4 +1 A+l A +1

n n n

L 2,xk
1) terimi (4,, + 1) defa tekrar

biciminde segelim. (a;, ) matrisinin n. satirinda (/1 r
n

etmektedir. Bu durumda t(f;t) matrisi
r

TA(fit): = Z (Ani 1) S.(fi), n=012,...

k=0

bi¢iminde tanimlanir.

Ay = 10 ve 20 degerleri igin, f(t), Sy (t), CA(f; t), NA(f; t), RA(F; t) ve TA(f; t) tammlan
kullanilarak Sekil 5.1 ve Sekil 5.2 de verilen grafikler ¢izilebilir.

Sekil 5.1 ve Sekil 5.2, Fourier serisinin sonlu toplamlar1 tarafindan sigrama siireksizligine
sahip bir periyodik fonksiyona yaklastigimiz zaman meydana gelen dalgalanma ve
saliimlar1 vermektedir.

Ayrica vurgulamayiz ki; S (f; t) kismi toplamlar dizisi siireksizlik noktalar1 komsulugunda
piklere sahiptir ve bu piklerin salimimlar1 (—r, 0, —m) siireksizlik noktalarina dogru hareket
etmektedir.

C1(f; t) Cesaro ortalamasi, T2 (f; t) matris ortalamasi ve N;*(f; t) matris ortalamasi, kismi
toplamin salinimi iizerinde diizlestirici etkiye sahiptir ve pikleri f fonksiyonuna

yaklagtirmaktadir.
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Chodebeg, s
Rl B L PP O e SL B ST T

Sekil 5.1: 10 terim i¢in dalgalanma ve salinimlar.

Daha biiyiik 4,, degeri secildiginde de pikler f fonksiyonuna yaklagmaktadir. Bu durum
Sekil 5.2 de goriilmektedir.

ey e
Rl T S P S SR PP O B S S s

b §

Sekil 5.2: 20 terim i¢in dalgalanma ve salinimlar.
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5.1 Agirhkh Lorentz Uzaylarinda Yaklasim Hatas1 Ornekleri

Bu kisimda, agirlikli Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlar ile bu fonksiyonlarin Fourier
serilerinin kismi toplamlarinin bazi alt toplanabilme metotlar1 arasindaki yaklasim farki
niimerik sonuglarla agiklanmistir. Toplanabilme metotlarinin f fonksiyonundan fark: (3.1)

ile verilen norma gore p = q durumunda

2T
If = KD, = f FGO) — K(x, f)[Pdx
0

bigiminde hesaplanabilir. Burada K(f) fonksiyonunun yerine S;_(x), CA(f; x), N2 (f; x)

ve RA(f; x) toplanabilme metotlar1 yazilarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tablo 5.1 de 4,, = 10 ve 40 icin agirlikli Lorentz uzayr normuna gore p = q durumunda

yaklasim hatas1 degerleri verilmistir.

Tablo 5.1: Agirlikli Lorentz uzaylarinda yaklagim hatasi degerleri.

A, =10 A, = 40

If =5l 0.9437 0.9718
If = ciFll,  0.9453 0.9604
If =NEF0l ) 0.9453 0.9584
If = R0, 09431 0.9714

5.2 Agirhkh Degisken Uslii Lebesgue Uzaylarinda Yaklasim Hatas1 Ornekleri
Bu kisimda, degisken iislii agirlikli Lebesgue uzaylarindan olan fonksiyonlar ile bu
fonksiyonlarin Fourier serilerinin kismi toplamlarinin bazi alt toplanabilme metotlar

arasindaki yaklasim farki niimerik sonuclarla agiklanmigtir. Toplanabilme metotlarnin f

9|x|+1
2|x|+1

fonksiyonundan farki, p(x) = (x € T) kuvvet fonksiyonu ve w(x) = |x|* (-1 <

a <p—1,p > 1) agirlik fonksiyonuna gore

21 p(x)

If = K()llpey = inf{ & > 0; f it (x)g_ KED™ 4 <1
0
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bigiminde hesaplanabilir. Buradaki K(f) fonksiyonunun yerine S, (x), CA(f; %)

ve T} (f; x) toplanabilme metotlar1 koyularak hem agirliksiz durumda hem de farkli agirlik

fonksiyonlar1 kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tablo 5.2 de 4, = 9ve 19 i¢in degisken tslii agirhikli Lebesgue uzayr normuna gore

yaklagim hatas1 degerleri (pozitif ¢ degerlerinin infimumu) verilmistir.

Tablo 5.2: Degisken iislii agirlikli Lebesgue uzaylarinda yaklagim hatasi degerleri.

Ay =9 Ay = 19
0 =1 w@) = |xm0 w00 =1_o() = |20
If =2, F0l,,,  0.5982 0.5982 0.5075 0.5054
If —ciF:0ll, ., 07171 0.7166 0.6020 0.6008
If =120, 06819 0.6812 0.5868 0.5855

Ozetleyecek olursak, T2 (f; x) alt matris metodu ile elde edilen yaklasim hatasit hem agirlikli
durumda hem de agirliksiz durumda C2(f; x) Cesaro alt metoduna gore daha iyi sonuglar

vermektedir.

5.3 Morrey Uzaylarinda Yaklasim Hatas1 Ornekleri

Bu kisimda, Morrey uzaylarindan olan fonksiyonlar ile bu fonksiyonlarin Fourier serilerinin
kismi toplamlarinin bazi alt toplanabilme metotlar1 arasindaki yaklasim farki niimerik
sonuglarla ve grafiklerle agiklanmistir. Toplanabilme metotlarinin f fonksiyonundan farki,

0<a<2vel<p<oigin

1

p
1
If = K(F) llwpacry: = SI}P( )flf(x) —K{f;x) Pldx|p . x€T

a
1—-=
11172/

normu dikkate almarak hesaplanabilir. Buradaki K(f) fonksiyonunun yerine C2(f;x),
S, (x), NA(f; x), RA(f; x) ve TA(f; x) toplanabilme metotlar koyularak asagidaki sonuglar

elde edilmistir.

Tablo53de0 <a<2,1<p<oved, =10, 40 degerleri i¢gin Morrey uzay1 normuna

gore yaklasim hatas1 degerleri verilmistir.
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Tablo 5.3: Morrey uzaylarinda yaklasim hatasi degerleri.

A, =10 A, = 40
If =20 paery, 01332 0.1276
If = RO ey 03871 03871
If = N2 O ey 03871 03871
If = R0 pagry  0.6027  0.8624
If = T2 O gy 07941 10095

Kismi toplam
—(esaro
- Nrlund

Riesz

“atris

Sekil 5.3: i1k 10 terim icin yaklasim hatas1 degerleri.
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~~Kismi taplam
il —Cesaro
- ! ~==Ndrlund _
--Riesz

~Matris

Sekil 5.4: 11k 40 terim igin yaklasim hatas1 degerleri.

5.4 Agirlikh Orlicz Uzaylarinda Yaklasim Hatas1 Ornekleri
Bu kisimda, Orlicz uzaylarindan olan fonksiyonlar ile bu fonksiyonlarin Fourier serilerinin
kismi toplamlarmmin bazi alt toplanabilme metotlar1 arasindaki yaklasim farki niimerik

sonuglarla ve grafiklerle agiklanmistir. Toplanabilme metotlarinin f fonksiyonundan farki

Il = inf {1 > 0: | ‘P<|f§c—x)|>dx31
0

Orlicz uzay1 normu dikkate alinarak hesaplanmustir. Young fonksiyonu olarak @ (x) = e* —
x —1 fonksiyonunu secelim. Bu durumda, verilen toplanabilme metotlarinin
f fonksiyonundan farki

2T
U — KOs o inf 1k > 0 J <e(lf(x) RGP (If(x) —kK(x,f)I> _ 1) A <1

0
bigiminde hesaplanabilir. Buradaki K(f) fonksiyonunun yerine C2(f;x),
S, (%), N2A(f; %), RA(f; x) ve TA(f; x) toplanabilme metotlar1 koyularak asagidaki sonuglar

elde edilmistir.
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Asagidaki grafik p=10 i¢in ilk on terimin toplami durumunda k degeri degisimine gore
Orlicz normu degerini gostermektedir.
Tablo 5.4 te A,, = 10 ve 40 i¢in Orlicz normuna gore yaklasim hatasi degerleri (pozitif k

degerlerinin infimumu) verilmistir.

Tablo 5.4: Orlicz normunda yaklagim hatas1 degerleri.

Ay =10 A, = 40
If =S, (0l 00183 0.0610

If = ciE 0, 0.0360 0.0764
If = N0, 00428 0.0921
If = RACE O, 0.0428  0.0921
If = T2 0], 0.0624 03039

Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 da Y ekseni Orlicz normunun i¢indeki integral degerini X ekseni
ise integral degerini 1 den kiigiik yapan pozitif k degerini, yani Orlicz normundaki
yaklasim hatas1 degerini vermektedir. Sekil 5.5 te goriilmektedir ki, integralin degerini
0.7316 yapan k = 3 degerinden sonra N (f; x) Norlund alt metodu ve RA(f; x) Riesz alt
metodu ayn1 davranist gostermektedir. Yani, ayni1 yaklagim hatasini vermektedir.

Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 da A, = 10ve 40 i¢in Ci(f;x), Sy, (x), Ni(f; %), RA(f;x) ve
T} (f; x) toplanabilme metotlar1 ile f fonksiyonu farkinin yaklasim hatasmin norm degerleri
X ekseni iizerinde verilmistir. Burada Y ekseni normun igindeki integral degerini

gostermektedir.

= (Cesaro
—Nérlund

--Riesz

—Matris

Sekil 5.5: i1k 10 terim icin yaklasim hatas1 degerleri.
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----- Kismi toplam

- (esaro
—Norlund
-Riesz

= Matris

Sekil 5.6: i1k 40 terim icin yaklasim hatas1 degerleri.
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