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OZET

GENELLESTIRILMIS VE GENISLETILMIS GENELLESTIRILMIS HECKE
GRUPLARININ BAZI NORMAL ALT GRUPLARI
YUKSEK LiSANS TEZi
GULSAH DOGRAYICI
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI : PROF. DR. RECEP SAHIN)
BALIKESIR, 2021 - TEMMUZ

Bu calismada genellestirilmis ve genisletilmis genellestirimis Hecke gruplari iizerinde
calisilmistir. Tez bes boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde genellestirilmis ve genisletilmis genellestirimis Hecke gruplari tanitilmagtir.
Tezin ikinci boliimii tezde kullanilacak olan tanim, teorem ve genellemeleri icermektedir.
Uciincii boliimii genellestirilmis Hecke gruplarmnin komutator alt gruplarinin iiretegleri,
sunuslari, simgeleri bulunmus ve 6rneklerle aciklanmustir.

Tezin dordiincii boliimiinde genisletilmis genellestirilmis Hecke gruplarinin komutator alt
gruplart ¢alistlmisti. Bu gruplarin {iretecleri, sunuslari, simgeleri bulunmus ve
ornekler ile ifade edilmistir.

Besinci boliimiinde ise genellestirilmis Hecke gruplarinin kuvvet alt gruplari ¢alisilmig olup
bu gruplarin iiretecleri, simgeleri, sunuglari incelenmistir.

Tezin altinc1 ve son boliimiinde ise elde edilen sonuglar aciklanmistir. Ayrica ileride yapilacak

caligmalar i¢in acik problemler ve Oneriler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Genellestirilmis Hecke gruplari, genisletilmis genellestirilmis

Hecke gruplari, komiitator alt grup, kuvvet alt grup.
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ABSTRACT

SOME NORMAL SUBGROUPS OF GENERALIZED AND EXTENDED
GENERALIZED HECKE GROUPS
MSC THESIS
GULSAH DOGRAYICI
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR : PROF. DR. RECEP SAHIN)
BALIKESIR, 2021 - JULY

In this study the generalized and extended generalized Hecke groups are studied. Thesis
consist of five chapters.

In the first chapter, general Hecke and extended generalized Hecke groups are introduced.
The second chapter of the thesis includes definitions, theorems and generalizations that will
be used in the thesis.

In the third chapter, the generators, presentations, the signatures of the commutator subgroups
of the generalized Hecke groups are found and explained with examples.

In the fourth chapter of the thesis, commutator subgroups of the extended generalized Hecke
groups are studied.The generators, presentations, the signatures of these groups are found
and expressed with examples.

In the fifth chapter, power subgroups of generalized Hecke groups are studied and The
generators, presentations, the signatures of these groups are investigated.

In chapter six and end chapter are explained the results obtained from this study. Also open

problems and suggestions are given for further studies.

KEYWORDS: generalized Hecke groups, extended generalized Hecke groups, commutator
subgroup, power subgroup.
Science Code : 20401 Page Number : 48
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1. GIRIS

Eric Hecke [1] numarali calisma ile Hecke gruplarini tanimlamistir. Hecke gruplart A pozitif

sabit bir say1 olmak iizere

T(z) = -1 ve S(z) = L=

Z+\

s
q
gruplari Fuchsian grup olacaktir[1]. Cangiil, Sahin, Koruoglu, Yilmaz, Bizim, Ikikardes gibi

déniistimleri ile tretilir. A = Aq = 2cos(%), g > 3 veya A > 2 olmasi durumunda Hecke
yazarlar tarafindan Hecke gruplari ¢calisilmistir. Hecke gruplarina [2-10] numarali ¢aligmalar

ile ulagilabilir.

Genel Hecke gruplar1 Lehner ve Newman tarafindan [11] numarali ¢calisma ile literatiire

kazandirilmstir. p ve q tamsay1, 2 < p < q < oo ve p + q > 4 olmak lizere
1
X(z) = —am ve V(z) =z+hp + g

doniigiimleri ile tiretilen gruplara genel Hecke gruplari denir [11]. Genel Hecke gruplart Hp g

ile gosterilir. Burada Y(z) = X(z).V = —# alinarak grubun sunusu
q

olur. Bu gruplar [12] numarali calisma ile Demir tarafindan ayrintili bir sekilde incelenmistir.
Huang tarafindan [13] numarali caligma ile genel Hecke gruplari da genellestirilmis ve
bunun sonucunda p; > 2 tamsay1 ve 1 > i > n olmak iizere p; mertebeli n tane devirli grubun
serbest carpimina izomorf olan gruplara genellestirilmis Hecke gruplar olarak
adlandinlmistir.  Genellestirilmis Hecke gruplart H(py,py,....p,) ile gosterilir. Bu
gruplar ile ilgili bilgilere [13] ve [14] numarali caligmalarla ulagilabilir. Ayrica n = 3

aliarak H(2, p, q) grubu [15] numarali ¢aligmada ¢aligilmistir.

Genellestirilmis Hecke gruplarmma R(z) = % doniislimiintin eklenmesi ile genisletilmig
genellestirilmis Hecke gruplari olusur [13] . p; > 2 tamsayr ve 1 > i > n olmak iizere
p; mertebeli n tane diedral grubun 2 mertebeli devirli grup altinda karigik serbest carpimina
izomorf olan gruplara genisletilmis genellestirilmis Hecke gruplari olarak adlandirilmistir

Bu gruplar H(p 1>P2, ..., Ppy) olarak gosterilir.

Bu tezde ise py,py,...,p, tamsayl, n > 2 ve her p; > 2 olmak iizere H(py,ps,..-,Pp)

genellestirilmis Hecke gruplar tizerinde durulmustur.

1



Tezin ikinci boliimii tezde kullanilacak olan tanim, teorem ve genellemeleri icermektedir.

Tezin ligiincii boltimii genellestirilmis Hecke gruplarinin komutator alt gruplarinin tireteclert,

sunuslari, simgeleri bulunmus ve 6rneklerle aciklanmustir.

Tezin dordiincii boliimiinde genisletilmis genellestirilmis Hecke gruplarinin komutator alt
gruplar1 calisilmigtir. Bu gruplarin Uretecleri, sunuglari, simgeleri bulunmus ve

orneklendirilmisgtir.

Tezin besinci boliimiinde ise genellestirilmis Hecke gruplarinin kuvvet alt gruplar ¢aligilmig

olup bu gruplarin tiretecleri, simgeleri, sunusar1 incelenmistir.



2. ONBILGILER

Bu boliimde tez igerisinde gerekli olacak tanimlara, teoremlere ve kavramlara yer verilecektir.

2.1 Mobiiis Doniigiimleri

az+b

Tamm 2.1.1 V(z) =
cz+d

(a,b,c,d € C,ad—bc # 0)

olan Mobiiis doniistimleri denir. Mobiiis doniisiimlerinin kiimesi Aut(Ce ) ile gosterilir [16].

Teorem 2.1.1 Mobiiis doniisiimlerinin kiimesi bilegke islemi altinda bir gruptur [16].

b
Tammm 2.1.2 a,b,c,d € C, A = ad—bc # 0 olmak tizere a i biciminde 2 X 2 matrislerin
&

kiimesine C kompleks sayilar kiiimesinde genel lineer grup denir. Genel lineer grup GL(2, C)

ile gosterilir [16].

Teorem 2.1.2 ¢ : GL(2,C) — Aut(Cw) olmak lizere
ab az+b

H
c d cz+d

tanimlanan doniisiim bir epimorfizmadir [12].

Teorem 2.1.3 Aut(Cs) = PGL(2,C) = PSL(2,C)

Z+Db
Tanmmm 2.1.3 G’ = {U(z) : U(z) = %;a,b,c,d € R,ad — bc = -1} kiimesinin
cz

elemanlarina U {ist yar1 diizlemin anti-otomorfizmleri denir [17].
Teorem 2.1.4 G = PSL(2,R) U G’ bileske islemi altinda gruptur [17].

Teorem 2.1.5 Hecke gruplari PSL(2,R) nin alt grubudur. Genisletilmis Hecke gruplari ise
G nin bir alt grubudur [17].



2.2 Fuchsian Gruplari

Tanmm 2.2.1 PSL(2,R) grubunun ayrik alt gruplarina Fuchsian grup denir. Herhangi bir I

Fuchian grubunun iiretecleri asagidaki gibi siralandiginda;
aj,by,ap, by, ..., a0, by  (Hiperbolik Uretegler)

X1,X2, ..., Xy (Eliptik tiretecler)
P1-P2s-- -5 D¢ (Parabolik iiretecler)
hi,hy, ..., hy (Hiperbolik sinir elemanlart)

ve bu liretecler arasinda

g u

t
x;“j - n[ai,bi] ]—[ l_[ 1_[ =1

r
i=1 j=1 k=1 1=1

bagintilar1 varsa saglaniyorsa Funchian grubunun simgesi
(gsmy,...,mptu)

seklinde olur [12], [18], [19].

2.3 Hecke Gruplari

Hecke gruplari, 1936 yilinda Eric Hecke tarafindan [1] numarali ¢alismada tanimlanmustir.
Tanim 2.3.1 )\ € R pozitif ve sabit bir say1 olmak iizere,
T(z) = -1 ve Uz) = 2+

kesirli dogrusal doniisiimleri ile olusturulan gruplara Hecke gruplar1 denir. Hecke gruplari

H(}) ile gosterilir. Burada T(z) ve U(z) doniistimleri ile (ToU)(z) = S(z) hesaplanirsa

S(z) = -~

Z+\

olarak bulunur.



Teorem 2.3.1 X > 2 gercel say1 veya q > 3 tamsay1 olmak lizere h = \q = ZCOS(%) ise H(\)
grubu Fuchsian gruptur. Ayrica E. Hecke H()\) grubunun temel bolgesini
Fy={zeU|Rez|<N2,|z|> 1}

kiimesi ile gostermistir [1].

En cok calisgilan Hecke grubu q = 3 olmak lizere modiiler gruptur. Hecke gruplari

A =12q = 2c0s(g), 1 < ) < 2ise HQ\q) veya Hy 4 ile gosterilir. Baz1 kaynaklarda bu
durum 1. tip Hecke gruplar1 olarak adlandirilmaktadir. Eger Hecke gruplar1 A > 2 ise H())
ile gosterilir. Bu durumda ise 2. tip Hecke gruplar olarak adlandirilir. Bu gruplarin sunuglari

asagidaki teoremler ile verilmistir.
Teorem 2.3.2 H()q) Hecke grubunun sunusu
HOg) =(T,S: T2 =S4=1) = 7, » Z,

bi¢imindedir. Buradan H()\q) Hecke grubu, 2 mertebeli ve q mertebeli iki sonlu devirli grubun

serbest carpimina izomorftur.

Teorem 2.3.3 [3] A\ > 2 ise H()\) Hecke grubunun sunusu
HO)=(T,S:T2=8S®=1) 27, %Z

bicimindedir [2]. Buradan H()\) Hecke grubu, 2 mertebeli ve sonsuz mertebeli, iki grubun

serbest carpimina izomorf olur .

2.4 Genisletilmis Hecke Gruplan

Tanmm 2.4.1 [2] Hecke gruplarina R(z) = % anti-otomorfizmasinin eklenmesi ile olusan yeni
gruba genisletilmis Hecke gruplar1 denir. A sayisina gore genisletilmis Hecke gruplari ﬁ(kq)

veya H(\) ile gosterilir.

Burada R doniigtimii ile H(Aq) Hecke grubunun iiretegleri arasindaki baglantilar

incelendiginde



TR =R.Tve S.R =R.S4!

oldugu goriiliir. Tiim bunlardan genisletilmis Hecke grubunun sunusu asagidaki teoremlerle

verilmistir.
Teorem 2.4.1 [2] ﬁ()\q) genisletilmis Hecke grubunun sunusu
H(hq) = (T,S,R: T? =S4 = R? = (TR)? = (SR)? =1 = D, 7, D

bicimindedir. Buradan ﬁ(kq) genisletilmis Hecke grubu 2 mertebeli ve q mertebeli iki dihedral

grubun 2 mertebeli devirli grup altinda birlestirilmis serbest carpimina izomorf olur.

Teorem 2.4.2 [4] H(\) genisletilmis Hecke grubunun sunusu
H(\) = (T,S,R: T? = ¥ = R? = (TR)? = (SR)? = I) = D; #7, D

bicimindedir. Buradan H()\) genisletilmis Hecke grubu 2 mertebeli ve sonsuz mertebeli iki

diedral grubun 2 mertebeli devirli grup altinda birlestirilmis serbest carpimina izomorf olur.

2.5 Genel Hecke Gruplar:

1965 yilinda genel Hecke gruplari Lehner ve Newman tarafindan [13] numarali ¢calisma ile
tanimlanmigtir. Daha sonrasinda Lehner tarafindan [14] numarali calisma ile incelenmistir.

Bu boliimde genel Hecke gruplari ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tanmm 2.5.1 [13] Genel Hecke gruplari p ve q tamsayilarticin2 < p<q<ocovep+q>4

olmak tizere

X(z) = —z_lxp ve V(z) = 2+ hp + g

kesirli doniigiimleri ile iiretilen gruplara denir. Genel Hecke gruplari Hp g ile gosterilir.

Burada Y(z) = XV(z) = ——— elde edilir.
q



Teorem 2.5.1 p ve q tamsayilar igin 2 < p < q < oo ve p +q > 4 olmak lizere genel Hecke

gruplarinin sunusu

bicimindedir.

2.6 Genisletilmis Genel Hecke Gruplan

Tamm 2.6.1 Genel Hecke gruplarina R(z) = % anti-otomorfizmasinin eklenmesi ile olusan
yeni gruba genisletilmis genel Hecke gruplart denir. Genisletilmis Hecke gruplari ﬁp,q ile

gosterilir.
Teorem 2.6.1 ﬁp,q grubunun sunusu;
ﬁp,q =(X,Y,R:XP=Y9=RZ=[ XR =RXP!, YR =RY%I ) = Dy #7, Dq

bicimindedir.

2.7 Genellestirilmis Hecke Gruplari

Tanmm 2.7.1 [6] p;,pp....,p, tamsayr ve n > 2 ve her pp > 2 kosulunu saglasimn.

M = 2c0s(5- ). P > 2 olmak iizere

1

Xi(z) = _Z+N veya X(z) = o

kesirli dontigtimleri ile tretilen gruplara genellestirilmis Hecke gruplari denir. Bu gruplar

H(p;.pa, - .., py) ile gosterilir.

2.8 Permiitasyon Metotu

Tanmm 2.8.1 Singerman permiitasyon metodunun yardimi ile bir Fuchsian grubun sonlu
indeksli normal alt gruplarinin simgesi hesaplanabilir. Bu permiitasyon metodu Teorem 2.8.1

de aciklanmistir.



Teorem 2.8.1 (g;m;,my, ..., m;t;u) bir I' Fuchsian grubunun simgesi olmak {izere

I" grubunun N indeksli ve

(g';n11,n12,--~,H1p1,~-~,Hr1,nr2,-~-,nrpr;S’;t')

simgesi olan bir I'; alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki kosularin saglanmasidir.

1) I' grubundan N nokta iizerinde gecisli olan bir G permiitasyon grubuna tanimli

¥ : I' — G epimorfizmasi iki kosulu saglar:

a) U(x;) permiitasyonu, uzunluklart m; den kisa olan pj tane devirden olusur. Bu devirlerin

uzunluklari

Dy m;

0jy > Mjy” "7 Mjp,
olur.

b) V() permiitasyonunda devirlerin sayis1 6(y) ise

S t
s = ZB(pk) vet = Zhl
k=1 k=1

esitlikleri ile bulunur.

2) Hiperbolik alan 2nu(I") olmak iizere H((F )) N esitligi vardir [?].

I', (g;my, my, ..., mg) simgesine sahip bir Fuchsian grup ve I' i¢inde 'y, N indeksli normal
alt grup olsun. x;(i = 1,2, ...,k) iireteclerini boliim grubundaki mertebe karsiliklar1 olmak

tizere [' nin simgesi:
@5 (FOE, R DDs - (FOE)

seklindedir. Buradaki g’ cinsi Riemann-Hurwitz formiilii yardimi ile hesaplanir [19].



2.9 Reidemeister-Schreier Metodu

Tamm 2.9.1 Reidemeister-Schreier metodu bir grubun sonlu indeksli normal alt grubunun
tireteclerini ve sunusunu elde etmemize saglayan bir metottur. {g;} ,G grubunun lirete¢ ailesi
ve H, G grubunun sonlu indeksli bir normal alt grubu olsun. G/H boliim grubu incelenerek
bu metot uygulanir. Bu G/H boliim grubunun eleman sayisi ile ayni eleman sayisina sahip bir
2. Schreier transverseli secilir. Transverselin elemanlarinin asagidaki kogullar altinda segilir:
(1) I € ) (Birim eleman transverselde yer alir.)

(ii) 2 sag sadelestirme iglemi altinda kapalidir. Yani; g; .g;,. . . .. gi, € Miseg; g, ---- g, €
>, olmalidir.

Bu sartlar altinda bir ) Schreier transverseli segildikten sonra H grubunun bir iireteci asagi-
daki formda olmalidir [20].

(2, nin bir elemant1) X (G grubunun bir iireteci) X (6nceki carpimin koset g(jsterimi)_1

2.10 Riemann-Hurwitz Formiilii

Tamm 2.10.1 I' Fuchsian grubunun simgesi (g; my, mp,...,my;t;u) ve temel bolgesinin

hiperbolik alan1 2ru(I") olsun. u(I') i¢in asagidaki esitlik vardir:

r

p(F)=2g—2+Z(1—;)+t+u

4 m
i=1 1

Bu denklem ile I' Fuchsian grubunun g saysist olan cinsi bulunur. I'y, I' grubunun sonlu

indeksli bir alt grubuise | ' /T'| |= . esitligi vardir. Bu esitlik Riemann-Hurtwitz formiili

w()
denir [15].

2.11 Komutator Alt Gruplar

G bir grup ve G grubunun iki elemani1 x; ve x, olsun.

-1,-1

[x1,x2] = X1X2X1 X,

seklinde tanimlanan ifadeye bu iki elemanin komiitatorii denir.



Tanmm 2.11.1 Bir G grubunun tiim elemanlarinin komiitatorii alinmasi ile elde edilen gruba
G grubunun komiitator alt grubu denir ve G’ ile gosterilir. Bu islem yapildig1 gibi birinci
komiitator alt grubunun tiim elemanlarina da aymi iglem gerceklestirilse ikinci komiitator alt

grubu elde edilir ve bu sekilde diger komiitator alt gruplar bulunabilir.
GW<...<G"<G <G

Komiitator alt gruplar: tamamen de8ismez bir grup oldugu i¢in normal alt gruptur [21] .

Teorem 2.11.1 G/G’ béliim grubu degismeli bir gruptur [22] .

Ornek 2.1 Reidemeister-Schreier metodunu kullanarak H(2, 3) modiiler grubun komiitator

alt grubunun iireteglerini ve sunusunu elde edelim. H(2, 3) grubunun sunusu;
H2,3)=<T,SIT?=S83=1>
seklindedir. Komiitator alt grubu icin boliim grubunun sunusu
H(2,3)/H'(2,3) =< T,S|T2 = S3 =, TS = ST >= C, X C3
elde edilir. Bir ) Schreier transverseli;
> ={LT,S,S2 TS, TS?}

olarak secilir. Reidemeister-Schreier metotu kullanilarak olabilecek tiim ¢arpimlar;

LT.(T) ' =1 LS.(S) ' =1
T.T.() =1 T.S.(TS) ! =1
ST.(TS)! = sTS~!'T! $.S.(sH1 =1
S2.T.(TS?)~! = $21521! $2S.(h! =1
TS.T.(S)"! = TSTS™! TS.S.(TSH) ! =1
TS2.T.(82)! = TS2T(s%)"! TS2S.(D7! =1

olarak yazilir. Burada (STS™'T-1)~1 = TSTS™! ve (S2TS2T- 1)1 = TS2T(S2)"! yazilabilir.

Modiiler grubun komiitator alt grubunun sunusu
H'(2,3) =< TSTS™ !, TS?T($3) | 52 Z * Z

elde edilir.
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2.12 Kuvvet Alt Gruplar

Tanmm 2.12.1 m € Z olmak iizere bir G grubun tiim elemanlarimin m. kuvveti alinarak

hesaplanan alt gruba kuvvet alt grubu denir. Kuvvet alt grubu G™ ile gosterilir.

G =< Xxy1,Xp,...>1se
G™M =< xrln,xrzn,... >

Teorem 2.12.1 m,n € Z olmak iizere G™" c (G™)" olur [12].

Teorem 2.12.2 Kuvvet alt gruplar1 tamamen degismez gruplardir. Bu yiizden kuvvet alt

gruplar1 normal alt gruptur [23].

Ornek 2.2 Reidemeister-Schreier metodunu kullanarak H(2, 3) modiiler grubun ikinci de-

rece, kuvvet alt grubunun sunusunu elde edelim. H(2, 3) grubunun sunusu;
H2,3)=<T,SIT?=83=1>

seklindedir. Kuvvet alt grubu i¢in tiim elemanlarin ikinci kuvvetleri alinip boliim grubu

olusturulursa
H(2,3)/H?(2,3) =< T,S|T? =3 =, T2 =§? =1 >
elde edilir. Burada S3 = S% = Iise S = I bulunur.
H(2,3)/H2(2,3) =< TIT2 =1 >= C,
elde edilir. Bir ), Schreier transverseli;
2 ={LT}
olarak secilir. Reidemeister-Schreier metotu kullanilarak olabilecek tiim ¢arpimlar;
LT.(T) ' =1 LS. =8
T.T.) ! =1 T.S.(T)! = TST
bigimindedir. Uretecler S ve TST olarak bulunur. Buradan

H(2,3)? =< S, TST|S? = TST? = I >= C3 x C3 sunusu elde edilir.
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3. GENELLESTIiRILMiS HECKE GRUPLARININ KOMUTATOR
ALT GRUPLARI

Teorem 3.1 py,p,,...,p, tamsayi, n > 2 ve her p; > 2 kosulunu saglasin.

i) |H(py.p2.---Pn) : H'(P1. P2, P0) [=P1P2- - - - Py
ii) H (py,pys - - - » pp) komiitator alt grubu

n-2 n-1 n

n-1 n
LY Y - Doj-D+2. > > > (o= Dipj— Dipy— 1)

i=1 j=it1 i=1 j=it1 k=j+1
1 2 n

F oo+ = DY@ - D - Doy - D
i=1 j=2  s=n

rankl1 bir serbest gruptur.

ispat: i) H(py,pp.....p,) Hecke grubunun boliim grubunu elde etmek igin
H'(py,py, - - - »Py) komiitator alt grubunun var olan bagintilarina i # j ve i,j = 1,2,...,n
olmak iizere X;X; = X;X; eklenir. Bdylece H(py, pa, - - -, pp)/H'(Py, P2, - - - » Py) bOlim grubu
< X;: X?i = LXiXj = XjX; > = Cp, x Cp, X ... x Cp_ olarak bulunur. Buradan indeks
| H(p1. P2, - - Pn) - H'(P1.p2s . Pn) | = P1-P2- - - - Py Olur.

ii) H'(py,py,--..p,) komiitatér alt grubunun ireteglerini Reidemeister-Schreier
yontemini kullanarak bulabiliriz. Bunun igin ilk olarak Schreier », transversalini
olusturalim. Birim eleman I her zaman }, transversalin elemanidir. Ayrica ),

transversalinin diger elemanlarini su sekilde secelim: 1 < i < nvel < a < p;—1
n

olmak tizere Z(pi — 1) tanesinin formu X?i biciminde, 1 <1 < j < nvet = L],
i=1
n—1 n a
. o . aj J .. .
I < a; < p—1 olmak iizere Z] .Z] (p; — 1)(pj — 1) tanesinin formu Xi Xj biciminde,
1=1 j=1+

n—2 n-1 n

I<i<j<k<nvet=ijk 1<a <p-lolmakizere >* > > (pj~1)(pj-~D(px—1)
i=1 joiel kmj+1
tanesinin formu X?iX?JX]ik bi¢iminde, ..., 1 <t < nvel < a < p;— 1 olmak iizere

1 2 n
ZZ...Z(pi - 1)(pj — 1I)...(ps — 1) tanesinin  formu X?iX;IJ ...Xﬁ“
i=1 j=2  s=n
biciminde olur. Reidemeister-Schreier yontemi uygulanarak ve gerekli hesaplamalar yapilarak
H'(py,p),-..,py)’nin komiitatér alt grubunun {ireteglerini agagidaki gibi buluruz.
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n—-1 n
1.2 Z (pi — D(pj— 1) tane direte¢ 1 <i<j<nvet=1j, 1< a <p;—1olmak iizere
i=1 j=i+1
n-2 n-1 n

T . .

[X?‘,ij] bi¢iminde, Z.Z Z Z (i - D — D(px — 1) tane iireteg
i=1 j=i+1 k=j+1

l1<i<j<k<nvet=i,jk 1 <a<p,— 1 olmak iizere [Xiai,xj‘lxlik] ya da [X?ixjaJ,Xlik]

bicimindedir (Virgiillerin yerdegistirimi ile farkli liretecler elde edilir). Benzer sekilde

i=1 j=2  s=n
ve 1 < a; < p,— 1 olmak iizere [Xf‘i,xj‘j ... X% ya da [Xf‘ixj‘j,...xﬁn] yada...yada
[X?iX;j ..., X5 bigiminde olacaktir. Ek olarak Riemann-Hurwitz formiilii ve permiitasyon
metodu ile H (py,py,...,p,) komiitator alt grubunun simgesini asagidaki gibi buluruz.

=L ekok(py. P, --2Pn)  _ pippepn
(1 + ,OOCkOk(p]’pZ ..... pn)) (41)

Ornek 3.1 H(2,3) genellestirilmis Hecke grubunu inceleyelim. Burada n = 2 ve p; = 2,
P2 = 3’tiir.
H(2,3)=<X|. X, | X3 =X} =1>=Cy xC3

Bu grup iyi bilinen modiiler gruptur. H(2,3)/H’(2,3) bolim grubunu olusturalim.
H(2,3)/H'(2,3) = < X1, X | X] = X] = LX; X, = XpX| > = Cy X Cj.
elde ederiz. Reidemeister ve Schreier yontemini kullanalim. Bir Schreier transversalinde

| H(2,3) : H(2,3) |= 6 tane eleman bulunur. Bu ) Schreier transversalinde; I her
2

zaman elemandir ve Z(pi - 1) = 3 tane eleman X;, X, X% olarak;

i=1
1

2
Z Z (p; — 1)(pj — 1) = 2 tane eleman X;X>, Xlxg olarak secilir. Boliim
i=1 j=it1
grubunun bir Schreier transversalini;

Y = {LX1. X0, X3, X X7, X X3)

olarak secelim. Miimkiin olan tiim carpimlar;
LX.(X) =1

X1 Xt =1,

X0 XX X)) = XX XX
X3.X1. X3 = XX X57X
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-1 _ -1
X1X§~X1-(X§) | _Xlxixlf(z :
X1 X2.X1.X3) ™ = X X3X, X5,

LX5.(Xo) b =1,

X1 X0 (X1 X =1,
X2 Xp.(X3) 1 =1,
X3X.() =1,
XX X0 (X X35 =1,
X X3X.X) ' =1

olarak bulunur. Buradan H’(2, 3) komiitator alt grubunun iirete¢leri
XX XX = XXX X3! = (X, X,
X3X X2 = X X3 = X, X3] olur.

Ayrica bu alt grubun simgesini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim. (4.1)

formiiliinde p; = 2, pp = 3 ve n = 2 yazarsak H’(2,3) grubunun simgesini (1; o) olarak

buluruz.
Ornek 3.2 H(2,q) genellestirilmis Hecke grubunu inceleyelim.
Burada n = 2 ve p; = 2, pp = q > 3 tamsayr olur. Bu grup oOzel olarak

Hecke grubudur. Grubun sunusu;

H(2.q)=< X;, X, | X} = X] =1>=C,  Cq

bi¢imindedir. Burada H(2, q)/H’(2, q) b6liim grubu

H2,q)/H'(2,9) = < X, X5 | X} = X] =1, X1 X5 = XX > = C; x Cg

olarak bulunur. Uretecleri bulmak icin Reidemeister-Schreier yontemini kullanalim.

Bir Schreier transversalinde | H(2,q) : H’(2,q) |= 2.q tane eleman bulunur. Bu )
2

Schreier transversalinde; I her zaman elemandir ve Z(pi — 1) = q tane eleman
i=1
1 2
X1, X, X%, e Xg_l olarak; Z Z(pi - 1)(pj — 1) = (q - 1) tane eleman
i=1 j=i+l
X1Xa, X1X2, e Xng_l olarak secilir. Yani transversal

-1 -1
Y= {LXL X0, X3, LX) L X X, X X3, L X XS )

biciminde olur. Burada miimkiin olan tlim carpimlar;

LX;.X) ' =1,
X1 Xt =1,
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Xo. X 1.(X X)) = XX XX,
X3 XX X3 = XX, X57X

‘ -1 —-1._ -1 —(q-1D)~—
X3 x e xdh T = x3 X
X1 X0 X1.X0) ™ = XXX X5,

X1 X3.X (X = X X5X X2,

. -1 —1._ -1 —(g-1
X X3 = X xd X g,

LX5.(Xo) b =1,

X X0.(X 1 Xo) b =1,
XXX =1,
X3.X.3) 7! =1,

X3 X! = L X X Xo. (X, X2) ! = 1,
XX X0 (X X357 =1,
X1X35.X0.(X X)) =1,

. -1 _

X X3 XX =1

bigcimindedir. Buradan H’(2, q) komiitator alt grubunun iiretegleri
XX XX = XXX X3! = (X, X,

X3X X2 = X x3X X2 = X, X3,

. -1 —(q-1D)~w—1\— -1 —(q-1 —1
XX Gx) T = X x 3 X G = 1xg, x 8L

olarak bulunur.

Ayrica bu alt grubun simgesini bulmak icin Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim.
(4.1) formiiliinde p; = 2, pp = q ve n = 2 yazarsak H’(2,3) grubunun simgesini q tek
iken (%(q —1); 00) ve q cift iken (%q —1; 00) olarak bulunur.

Ornek 3.3 H(p,q) genellestirilmig Hecke grubunu inceleyelim.
Buradan = 2, pf = p,pp = q 2 < p < qvep+q > 4 olarak alimir. Bu grup
H(p, q) 0zel olarak genel Hecke grubudur. Grubun sunusu;

H(p,q)=< X}, X, | X} = X] =1>=C; « Cq

bigimindedir. H(p, q)/H’(p, q) boliim grubu

H(p, q)/H'(p,q) = < X1, X | X} =X = L X; X5 = XX > = Cp X Cq

olarak bulunur. Uretecleri bulmak icin Reidemeister-Schreier yontemini kullanalim.
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Bir Schreier transversalinde | H(p,q) : H’(p,q) |= p.q tane eleman bulunur. Bu
2

>, Schreier transversalinde; I her zaman elemandir ve Z(pi -1)=@(pE-1)+(q-1) tane
i=1
: . 1 2
eleman X, X%, e Xllj_ , Xo, X%, e Xg_ olarak; Z Z (- DE;-D=@E-D@-1
i=1 j=i+l
-1 -1 —1 —1
tane eleman XX, X; X3, ... XX, X3, X33, ... x3x, L XD, XX,

- Xll)_ng_l olarak secilir. Yani transversal;

Y= (LXL X X X0, X2 L XS X X0, X X,

XX X3, XX, L3S X g, xR, X X
kiimesi bicimindedir. Miimkiin olan tiim carpimlar;

LX;.X)t =1,

X XX =1,

XEX LX) =1,

X XLt =1,

X XX ) = XX x5 XT

X3.X1.X X3 =x3x, (x5 X7,

X3 x e xE) T = x3 X x g,

XX X1.(X3Xp) ! = X XX X5 X2,

X1 X3.X1.08X ™ = X X3 X2,

X X3 x e = xx 3 X xR,
XX, X1.(X3Xp) ™! = XIX X X5 X,
X2X3 X 1.(X3X3) ! = XIXIX X572 X P,

'2 q-1 3vad-1\-1 _ v2+9-1 —(q-1)y-3
XX XXXy ) = XXX X TUXY,

XP 0 X1.(Xo) ™ = XP 0 X X5,
P-152 21 _ P12 -2
xXPIx2x. ) = xR X,

. -1 q-1 —1._ -1 q-1 —(q-1
XPXI .8 = P X G,

LX5.(Xp) L =1,
X1.X0. (X1 X b =1,
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X3 X.(X3Xp) =1,

X X xP X)) = 1,
XXX =1,
X3.X,.X3)7 =1,

. -1 _
XXt =1,

X1 X0 X0.(X X3! =1L,
X1X3.X0.(X X)) =1,

. -1 _

X X3 XX =1,
X3X). Xp.(X3X) ! =1,
X3X3 Xp.(X3X3) ! =1,

' -1 _
XX X xH ! =1,

XP 1% X0 (xE ' X) T = 1,
—1 —1 _
XXX X =1,

' —1q-1 —1._
XPXT X xP) =1

bi¢imindedir. Gerekli hesaplamalar ve kisaltmalar yapilirsa H’(p,q) komiitator alt
grubunun iiretecleri;

X1 Xl (X0 X2, oo X X3, X2 X0 (XA XED, . XA XTT, L XX,
X3 X X

olarak bulunur. Ayrica bu alt grubun simgesini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliinii
kullanalim. (4.1) formiilinde p; = p, pp = q ve n = 2 yazarsak H'(p,q) alt grubunun
simgesini (I%(p’qm; 0o(P-Q)) olarak elde edilir.

Ornek 3.4 H(2,3,4) genellestirilmis Hecke grubunu inceleyelim.

Buradan = 3, p; =2, pp = 3 ve p3 = 4 olur. Grubun sunusu;

H(2.3,4) =< X1.X0. X3 | X2 = X3 =X} =1>=C, x C3x Cy

bicimindedir. H(2, 3,4)/H’(2, 3,4) bdlim grubu iireteclerde degismelilik kosulu eklenerek
H2.3,4/H'(2,3.4) = <X, Xp. X3 |XT =X3 =X} =LX; X, = XpX|. X1 X3 = X3X],

X3Xp =XpX3>= Cyp xC3 xCy
olarak bulunur. Uretecleri bulmak icin Reidemeister-Schreier yontemini kullanalim.
Bir Schreier transversalinde | H(2,3,4) : H(2,3,4) |= 2.3.4 = 24 tane eleman bulunur.
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3
Burada ) Schreier transversalinde; I her zaman elemandir ve Z(pi — 1) = 6 tane eleman
i=1

2 3
X1, X2, X3, X3, X3, X olarak; »* > (p;—1)(pj—1) = 11 tane eleman X1 Xp, X1 X3, X1 X3,
i=1 j=i+l
XiX3,  X1X3, X0, Xz XoXi XoX3, X3Xs,  X3X3 X3Xolarak;
1 2 3
D23 > i = D(pj— Dy — 1) = 6 tane eleman X X5X3, X1XoX2, X1 XX3, X1 X3X3,
i=1 j=2 k=3
XIX%X%, XlX%Xg olarak secilir. Yani transversal kiimesi
¥ = {L.X1. X0, X3, X3, X3, X3, X1 X0, X1 X3, X1 X3, X X3, X1 X3, X X3, X5 X3, X» X3, X3 X3,
X3X3,X3X3, X1 X5 X3, X1 X0 X3, X X0 X3, X X5 X3, X X5 X3, X X3X3 )
biciminde secilir. Reidemeister-Schreier yontemi uygulandiginda ve gerekli tiim

hesaplamalar yapildiginda H’(2, 3, 4)’nin komiitator alt grubunun iiretecleri:
2 3

1.0 > (=1)pj— =11 tanesi [X1, Xa], [X 1, X31, [X1, X3, [X1, X31, [X1, X31, [X2, X3],
i=1 j=i+l
1 2 3
(X2, X31, [Xp, X31, [X3, X3, X3, X31, X3, X31:2. )| > > (= D)(pj— (py—1)=12 tanes
i=1 j=2 k=3
[X1X2, X531, [X1X0, X351, [X1 X0, X3], [X1X3, X3], [XX3, X351, [X1X3,X3], [X1,X2X3],
[X1, X2 X3, [X1, X2 X351, [X1, X3X31, [X 1, X53X3], [X, X5X3]
seklinde olur.
Ayrica bu alt grubun simgesini bulmak icin Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim. (4.1)
formiiliinde p; = 2, pp = 3, pp = 4 ve n = 3 yazarsak H'(2,3,4) alt grubunun simgesini
(11; 0y olarak elde edilir.

Ornek 3.5 H(2, 3,4, 6) genellestirilmis Hecke grubunu inceleyelim. Burada p; = 2, p, = 3,

p3 =4, p4 = 6 ve n = 4 olur. Grubun sunusu;

H(2,3,4,6) =< X1, X, X3, X4 | X] = X3 = X3 = X§ =1> = Cp » C3 % C4 » Cg

bi¢imindedir. Burada H(2, 3, 4, 6)/H’(2, 3, 4, 6) boliim grubunu

H(2,3,4,6)/H'(2,3,4,6) = < X[, X5, X3, X4 | X} =X3 =X] =X = 1. X, X, = XX,

X1 X3 = X3X1, X1 Xy = Xy X1, X3Xg = XpX3, X5 Xy = X4 Xy,
X3Xy4 = XyX3 >= Cy x C3 xCy xCg

olarak bulunur. Reidemeister ve Schreier yontemini kullanalim. Boliim grubunun bir

Schreier transversalinde | H(2,3,4,6) : H'(2,3,4,6) |= 2.3.4.6 = 144 tane eleman
4

bulunur. )} Schreier transversalinde; I her zaman elemandir ve Z(pi —1) = 11 tane
i=1

3 4
eleman X1, X, X% X3, X%, Xg, X4, Xi, XZ, Xj Xi olarak; Z Z (p; — 1)(pj -1) =41

i=1 j=i+1
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tane eleman XX, X1 X3, X1 X3, X; X3, X, X3, X; X4, X X7, X; X3, X X7, X1 X3, X5, X3,
XoX3, XpX3, Xo, Xy, Xo X3, Xo X3, Xo X3, X0 X3, X3 X3, X3X3, X3X3, X5Xy, X5X3, X3X3,
2vvd 2575 2 3 4 5 w2 272 23573 w2wd w2vwS w3
X5X3, X3X2, X3Xy, X3X3, X3X X;X ,3X3X4,X3X4, X3X3, X3X3, X3X5, X3X3, X3 X4,
XgX%, X%Xi, X%Xi Xng1 olarak; Z Z Z (p; — 1)(pj — 1)(py — 1) = 46 tane eleman
i=1 j=i+11 k=j+1
X1 XoX3, X1 XpX3, X1 X0X3, X1 XXy, X XoX3, X1 XoX3, X1 XX, X X0 X3, X X3Xs,

X X3X3, X X3X3, X X35Xy, X X5X2, X X3X3, X X3X], X1 X3X], X X3Xy, X X3X7,

2773 2773 274 274 2774 2774
X X3X3, X X3X3, X1 X3X3, X X3Xy, X X3X3, X X3X3, X X3X5, X X3X3, X X3Xy,
X|X3X3, X1 X3X3, X X3X5, X1 X3X3, XoX3Xy, XoX3X3, XoX3X3, XoX3Xy, XoX3X],
2 2~72 2~573 2~74 2~75 3 32 3v3 34
X)X3Xy, X2X3X1, X22X%X g XoX3X5, XoX3X3, XoX3Xy, XoX3X7, XoX3X3, XoX3X ],
XoX3X olarak; »° " 3" > (py — 1)(pj— D(px — D(p, — 1) = 30 tane eleman X;X,X3Xy,
i=1 j=2 k=3 t=4
X1 XoX3X3, X1 XoX3X3, X1 XpX3X5, X1 XoX3X3, X XoX3Xy, X XoX3X3, XX X3X3,
X XoX3X7, X1 XoX3X3, X XoX3Xy, X XoX3X3, X XoX3X3, X XoX3X), X XoX3X),
X1 X3X3Xy, X1 X3X3X2, X X3X3X3, X1 X5X3X, X X3X3X3, X X3X3Xy, X X5X3X3,
2723 2~x72~r4 257275 2~573 25732 2~573~73 2~3~xr4
X X3X3X3, X X5X3X], X X5X3X3, X X3X3Xy, X XIX3X3, X XIX3X3, X X3X3X],
XIX%XgXi olarak secilir.Yani transversalin elemanlart;

> = {L Xy, Xp, X3, X3, X3, X3, X4, X3, X3, X7, X3, X Xp, X1 X3, X X3, X X3, X; X3,
X Xq, X1X2, X1X3, X X4, X1X3, Xo, X3, XoX2, XoX3, Xp, X4, XpX2, XoX3, X,X4,
XoX3, X3X3, X5X3, X5X3, X5Xy, X5X2, X3X3, X3X, XIX3, X3Xy4, X3X7, X3X3, X3X],
X3X2, X3Xy, X3X2, X3X3, X3X3, X3X), X3Xy, X3X3, X3X3, X3X7, X3X3, XXX,

X1 XoX3, X1X0X3, X X0Xy, X1 XoX3, X1X0X3, X X0X5, X X0X], X X3X3, X X3X3,

XX3X3, X X3Xy, X1 X5X3, X1 X5X3, X X3X5, X X3X3, X X3Xy, X X3X3, X X3X3,

X1 X3X3, X1 X3X5, X X3Xy, X1 X3X3, X X3X3, X X35X], X;X3X), X X3y, X X3X3,

X X3X3, X X3X5, X1X3X3, XoX3Xy, XpX3X3, XoX3X2, XoX3X], XoX3X3, Xo X3 Xy,

2~72 2~73 2~r4 2~575 3 3vy2 3v73 3vy4 3v5
XoX3X2, XoX3X3, XoX3X], XoX3X3, XoX3Xy, XoX3X3, XoX3X3, XoX3X], XoX3X3,
X1 XoX3Xy, X1 XoX3X2, X1 XoX3X3, X XoX3XY, X X0 X3X3, X XpX3Xy, XX X3X3,

X XoX3X3, X XoX3X], X XoX3X5, X1 XoX3Xy, X XoXaXE, X XoX3X3, X XoX3X)

3% 3% 30 3%y 3%
X1 XoX3X3, X X3X3Xy, X1 X3X3X3, X X5X3X3, X X3X3X7, X X3X3X], X X5X3 Xy,
X X3X3X3, X X3X3X3, X X3X3X), X X5X3X3, X X3X3 Xy, X X3X3X3, X X5X3X3,
X X3X3X7, X X3X3X3} bicimindedir.

Reidemeister-Schreier yontemi uygulandiginda ve gerekli tiim hesaplamalar yapildiginda

H’(2, 3,4)’nin komiitator alt grubunun iiretegleri:

3 4
1.0 > (= 1)(pj— =41 tanesinin sekli [Xy, X1, X1, X3], [X1, X31, [X1, X31, [X1, X3,
i=1 j=i+1
[X1. X4l [X0. X530 [X0. X3, (X0 XG) (X, X5, (X0, X3], (X0, X3), [X0. X531, [Xo. X4l
[X0. X231, [X2. X31, [X0, X31, [X0. X1, [X3,X3], [X3,X3], [X3, X3, [X3.X4], [X3.X2],
[X3.X31, [X3,X31, [X3, X3, [X3,X4], [X3,X3], [X3,X3], [X3,X3], [X3,X3], [X3, X4,
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(X3, X31, [X3, X31, [X3, X31, [X3, X31, X3, X41, [X3, X31, [X3, X31, X3, X31, [X3, X1 bi-

ciminde;

2 3 4
2.3 37 > - 1(p~1)(px—1)=122 tanesinin sekli [X1, X X31, [X1, X2 X3, [X 1, X2 X3,
i=1 j=i+1 k=j+1
X1, XoXyl, [X1, X X2, [X1.XoX3], [X
X1, X5X31, [X1, X3X4, X, X2X2], X, X2X3], (X, X2X4] (X1, X2X4], X1, X3X4
X3X2,[ X3X3], X, X3X4], X X3X5], [X; X2X4] [X1. X3X3], [X1.X3X;
X2X4, [X;. X3X3], (X, X3X4], X, X3X2], [Xl,X3X3] (X1, X3X4], X1, X3X3

(X1, XoX31, [X1. XoX51, [X1. X3X5], [X1.X5X3
[ [
[ [
[ [
X3Xy], [X2. X3X2], [X0. X3X31, [Xo, ,[Xz,X3X4] [Xz,X2X41, (X2, X3X]
[X [
(X3 (X3
[ [
[ [

><><><

]
X5, X3X31, [X2,X§Xj], [XZ,X2X4], 2,X X4, [Xz, ﬁ] [XZ,X3X4], X5, X3X3
X2,X3X5 . [X3. X3X4], [X3,X3X7] X3X3], X3X 1. [X3. X3X31. [X3.X3X,
X3 X2X2, [X2 X3X31, [X2,X3 X371, X2 X2X5], X3X4] [X3, X371, X2 X3X3
X2 X3X4 [Xz,x3x5] [X1X2, X3, [X1X2, X3], [Xlxz,X] [X1X2, X4, Xlxz,xz
X1X2, X371, [X1X0, X41, [X1 X2, X31, [X1X3, X3], [X1X2,X§J, [X1X3. %3], [Xlxz,X4
[X1X3, X371, [XiX3, X3), [XX3, X31, [X1X3, X31, [X1X3, X4, [X1X3, X371, [X1X3, %3],
[X1 X3, X31, [X1X3, 4] [X1X2,X4] [X,X3.X2], [X;X3. X351, [X;X3.X]1. [X;X3. X3,

]

|

]

I,

’ ’

r—!r—!

[
[ 1,
[ ]
[ ]
[X2 ]
[ |
[ ]
[ ]
[ e
[

XZ
XX X X3, X2], [X;X3,X XX3X4 X1X3,X31, [X2X3, X4l [XpX3, X2
[X1X3. X4], [X1X3, X231, [X; X3, X3, [X:X3, X5 [X1X3. X351, [X0X3,X4], [XpX3,X2],
[X5X3,X31, [X2X3, X341, [XoX3, X351, [XoX3, X4l, [XoX3, X3, [XoX3, X31, [XoX3, X]1,
[XoX3. X351, [XoX3. Xy, [XoX3, X2, [XoX3, X321, [XoX3. X11, [X0X3. X3, [X3X3.X4),

[X2X3,X2] [X5X3 X] [X5X3. X7, [X3X3 Xi [X%X%,X4] [X%X%,XZ] [ngg,xﬁ

[X§X§,X4] [X§X§,X5] [ngg,m [X§X§,X§J, [X3X3, X3, [X5X3, X31. [X3X3, X3 bi-
ciminde;
1 2 3 4

3. Z >3 > 0= D@~ 1)(px—1)(p—1)=90 tanesinin sekli [X1, X,X3X4], [X1, X2 X3X3],
i=1 j=2 k=3 t=4

X2X3X4] X1, XpX3X31, [X

X1, X X3X41. [X) X2X2X5 , X X2X3X4 ,

[X [ 21X 11X 1. [X1, X X3X3,
[ [ ] L1 ] [ L1 ]
(X, X2X3X5] (X, X2X3X4], X, X2X3X2],[X X2X3X3],[X X2X3X4],[X X2X3X5],
[ [ ] L1 L1 L1 X4]
[ [ L1 L1 L1 ]
[ 1l

1. X0 X3X4], [X1, X X3X2],

X}, X, X3X ,X X2X3X3,X X2X3X4,

X, X2X2X4] Xl,XZXzXz, Xl,X2X2X3 Xl,X2X2X4, X1, X2X2X5 L[X, X2X3 ,

2230 2230

X1, X%X%Xi] X1, X2X3X3, [X 1, X2X3X4, [X 1, X2X3X31, [X 1 X0, X3X4], X1X2,X3X2,

2773774 27737740

[X

[

[

[

[

X1 X0, X3X31, [X X0, X3X31, [X X0, X3X31, [X X2, X3X41, [X X, X3X31, X1 Xo, X2X3

X1 X2, X3X31. [X1X2,X2X4] [X1 X2, X3Xa], [X1 X2, X3X71, [X1X2,X3X31 [X1X2,X3X4]

[Xlxz,X3X5] [X1X3, X3X4], [X1X2,X3X2] [X1X2,X3X3] [X1X2,X3Xj],[X1X2,X3X2,

[X X3, X2X4] [X,X3, X3X31. [X, X3, ngi], X X3, X%Xj], [X1X3, X3X31, [X1 X3, X3X4],

[X1X2,X3X4] [X,X3, X3X31.[

[X1X5X3, X321, [X X X3, X1, [
[
[
[

X1 X3, X3X41. [X1 X3, X3X31, [X1 X0 X3, X41, [X1 X X3, X7,
X1X2X3, X31, [X1 X2 X3, Xg1, [X1 X2 X3, X31. [X1 X0 X3, X
XX X3, X4 [X1X0X3, X351, [X X0 X3, X3 1, [X X0 X3, X3,
X1 X3X3, X371, [X1X2X3,X 1, [X1X2X3,X 1, [X1X2X3,X5]

X4]

X1X§X§,X3] [X1X2X2 X4] [X1X2X2 X5] [X1X2X3

]
[X,XX3, X341, [X X, X3, X3,
[X1XoX3, X3, [X1 X3X3, X4],

1.

232 2 2 y2
[X1X3X2, Xq1, [X,X3X2, X2 X3, X5 X3,
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[XX35X3, X321, [X; X3X3, X3, [XX5X3, X31, [X; X3X3, X3] biciminde olur. Bu alt grubun
simgesini bulmak i¢in Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalm. (4.1) formiiliinde p; = 2,

Py =3,p3 =4, pg = 6 ve n = 4 yazarsak (121; 0o12)) olarak bulunur.
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4. GENISLETILMIS GENELLESTIRILMIS HECKE GRUPLARI-
NIN KOMUTATOR ALT GRUPLARI

Bu kisimda ﬁ(pl,pz, ...,Ppp) genisletilmis genellestirilmis Hecke gruplarinin komiitator
alt gruplan ¢alisilacaktir. Bunun igin ilk olarak ﬁ(pl ,P2s - -»Pp) grubunun X; iireteglerini
yeniden adlandiralim. Bu adlandirmay: su sekilde yapalim: H(p 1>P2,--.,Py) grubunun Xj
olan iireteglerinin mertebeleri p; olmak iizere p; = 2 olanlarin sayis1 s, p; =¢ift > 4 olanlarinin
sayist t ve p; =tek (> 3) olanlarinin sayistu olsun. 0 < j <s;0 <k <tve 0 <1 < uolmak
lizere p; = 2 ise X Uretegleri A; olarak, p; = ¢ift > 4 ise X iiretegleri By olarak, p; =tek
(= 3) ise X tiretecleri Cy olarak gosterelim. Ayrica By ve Cj iireteclerinin mertebeleri sirasi
ile qi ve 1j olarak gosterelim. Tiim bunlardan ﬁ(pl P2 - - - Pp) genisletilmig genellestirilmis
Hecke gruplariin sunugunu asagidaki gibi gosterebiliriz.

< Aj,By,CLR| Aj2 =Bk = C' =R? =,RA| = AjR,RB = B_!R.RC; = ;'R >

Artik tiim bu kogullar altinda bu grubun komiitator alt gruplarini ¢alisabiliriz.

Teorem 4.1 py,p,,...,p, tamsayl, n > 2 ve p; > 2 olmak lizere

- |= —
i) [H(Pppz, ...»pn) tH(p1,p2s - - ,Pn)] = s+l

ii) H(py,pa. .- - »Py,) komiitator alt grubu
S

S t t
. S t . S\ [t sS4t
Zg - 1)(j) + ) (k- 1)(k) + Z > @k+j- 1)(j)(k) + 25y
j=2 k=1 =1 k=1

tane iireteci olan bir gruptur.

ispat: ﬁ(pl sP2s s pn)/ﬁ’(pl, P2, - - ., Pp) bOlim grubunu olusturmak i¢in ﬁ/(pl, P2s---5Pp)
komiitator alt grubuna bilinen bafintilara 0 < k < t ve 0 < 1 < u olmak iizere
RBy = BxR, R( = C|R degismelilik bagmtilar1  eklenir. Bdylece
ﬁ(pl, P2y ,pn)/ﬁ/(pl, P2, .. .,Ppy) bolim grubu
>~ <AjB,CLR| Aj2 =B = (' =R? =,RAj = AjR,RBy = B,'R,RC; = ([ R,
RBy = BxR,RC; = CR >
= <AjBrCLRIA? = Bk =C]' =R? = (AjR)? = (BxR)> = (CR)* =1 >
biciminde bulunur. Burada;
RBy = BKR; RBy = B?R bagintilarindan Bﬁ =1,
RC; =CR; RC = Cl‘lR bagintilarindan C12 =1,
ng = BI% = I bagitlarindan (qy ¢ift say1) Bi =1,
C? = C12 = I bagintilarindan (r; tek say1) Cj = I
olarak bulunur. Boylece ﬁ(pl sP2s s pn)/ﬁ/(p 1>P2,...,py) bolim grubu;
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> Aj,Bk,RlAjz =B} =R?= (AR’ = BR)> =1>= C; x (3 X ... X C XC,

S+t
seklindedir. Burada C, sayist s + t + 1 tane oldugundan indeks

2s+t+l Glarak  bulunur. Ik olarak

H(p1,p2 - Pn) ﬁ'pl,pz,---,pn)]
Schreier », transversalini olusturalim. Schreier », transversalini olusturmak igin
M = {A,Ay,...,As,B1,Bs, ..., By} kiimesini kulanalim. Bu kiimenin tiim alt kiimeleri
icin sahip oldugu elemanlarinin tamamu kullanilarak (alfabetik ve numarasal
siralama yapilarak) elde edilen elemanlar ), Schreier transversalinin elemanlaridir.
Ornegin M kiimesinin bir alt kiimesi { A3, A4, A7, B, Bg} ise 0 zaman A3A4A7BBg ifadesi
de Y’in bir elemanidir. Buradan Y Schreier transversalinde 2% — 1 tane elemanin oldugunu
sOyleyebiliriz (Kiimenin alt kiimelerinden biri olan bos kiimeyi ¢ikararak). Aym1 mantik ile
25*1_ 1 tane elemanin R ile garpilmus hali yine 3 in bir elemamdir (Ornegin A3A4A7B1Bg
ifadesi de };’in bir eleman1 ise A3A4A7B1BgR de )’ de olur). Ayrica I ve R, ), Schreier
transversalinde yer alir. Tiim bunlardan transversalde 25+1—1+25+{_142 = 25*%*1 tape eleman
olur. Burada s = t = 0 oldugunda transversalde sadece I ve R bulunur. Reidemeister-Schreier
yontemi uygulanarak ve gerekli hesaplamalar yapilarak ﬁ,(pl,pz, ..., Ppp)’nin komiitator

alt grubunun iireteclerini asagidaki gibi buluruz.Bagintilar arasinda Aj_1 = Aj ve Bj_1 # B

kosullar1 vardir. Buradaegers > 2ise 1 < d < e < solmakiizere 1(;) tane lirete¢ AgAeAgAe
biciminde; 1 < d < e < f < s olmak {izere 2(;) tane lireteg AdAeAfAd(AeAf)_l ya da

AdAeAfAe(AdAf)_l biciminde;. . .; (s—1). (Z) tane lirete¢ AjAy ... AsA1(Ay ... Ayt yada
AlAy ... AsAy(AjAs ... Ay Vyada...yadaAjAy ... AsAg_|(A] ... A »Ag) 'biciminde

t
olur. Eger t > 1 ise; 1 < g < t olmak iizere 1. ) tane iiretec Bé biciminde,
t
1 < g <h < tolmak iizere 3.(2) tane iirete¢ BgBthBﬁl ya da BgBhBélBﬁl ya da BgBﬁBHI

t
biciminde, 1 < g < h < m < t olmak iizere 5 X (3) tane lireteg BgBthBg(Bth)—l ya
da BgBpBmBg! (BpBm)™! ya da BgByBmBh(BeBm) ™! ya da BgByBmB, ' (BgBm)™! ya da
t
BgBhBrzm(BgBh)‘1 biciminde, ..., (2t— 1).(t) tane iiretec BB, ...B{B1(B,.. .Bp™! ya da

BiB,...BB{!(B,...B)”! ya da BB,...BByBB3...B)”! ya da
BiB,...BB;!(B|B3...B)~! ya da ... ya da B{B;...BB.(B;...B,B)! ya da
BiB,...BB_(B...BoB) ! yadaBB;...B}(B;...BrB ) olur. Egers > 1 ve

t
t>1lise;1 <d<s,1<g<tolmakiizere 2(?) (1) tane iireteg AngAdBél ya da AdBéAd

t
biciminde, ] <d<e <s,1 < g < tolmak iizere 3(;) (1) tane liretec AdAeBgAd(AeBg)—1
ya da AgAeBgAc(AgBg) ™! ya da AjAcB3(AqAe)™! bigiminde, I <d <s,1 <g<h<t
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t
olmak {izere 4(;) (2) tane liretec AngBhAd(BgBh)_1 ya da AngBth(Ach)_1 ya da

AgBgByBg! (AgBy) ™! yada AgBgBZ(AgBg) ™! bigiminde,

t
o, 2t+s— 1).(2) (t) tane lireteg

AjA;...AB|By...BA[(Ay...AsB|B,y...B) ! yada
AjA;...AB|By...BiAs(A|...AB|B,y...B) ! yada
AlA;...AB|By.. . BiAg(A] ... A 1B|By...B) ! yada
AjA;...ABBy...BB{(A]...ABy...By) 1l yada
AjAy...ABB,...BB(A|...ABy...B) ! yada
AjA;...ABBy...BBy(A;...AsB|B;3...B) ! yada
AjA;...AsB|B;...BB;'(A|...AB|B3...B)~ yada
AjA;...ABBy... BB {(A]...AB|...BsBy) ! yada
AjAr...AsB1By ... BtBt_—]l(Al ... AgBy ... Bt_th)_l yada
AjAy...AB|B,...BX(A;...AB;...B»B |)~! biciminde olur.

+t
1 <1< u olmak tizere u.(so ) tane iirete¢ C; bigiminde; 1 < d <s, 1 <g<tvel <1<u

S+t

olmak {izere u.( ! ) tane iirete¢ AgjCjAq ya da BgclBg1 biciminde, 1 < d(< e) < s,

+t
I < g(<h) <tvel <1 < uolmak iizere u.(s2 ) tane lireteg AdAecl(AdAe)_1 ya da

BoBpC(BgBy) ™! ya da AgBgCi(AgBg)™! biciminde,

t
I <dk<e(f) <s,1 <g«h<m) <tvel <1 < uolmak iizere u.(S; ) tane
iireteg AgAeArCi(AgAeAr) ! yada AgAcBoCl(AgAeBg) ™! yada AgBgByCi(AgBgBp) ™! ya

+t
da BgBthCl(BgBth)‘1 biciminde, ..., 1 <1 < u olmak iizere u X (z N t) tane lireteg

A1Ar ... AsB1By...BiCi(A1Ay ... AsB1B> .. By} biciminde olur.

Ayrica Riemann-Hurwitz formiiliinii ve permiitasyon metodunu kullanarak 1 < k < t ve

1 <1< uiken ﬁ,(pl P2, - - - » Pp) komiitator alt grubunun simgesini:

S+t—1 SHt— s StH—
§ TR, (@™ (27 o2 s 1 ve 121 s
(O;rfz),OO) s=1 ve t=0 ise 5.1)
(05 (%), 112, c0) s=0 ve t=1 ise '
(0517, 00) s=0 ve t=0 ise
sekilde buluruz.
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Ornek 4.1 H(3,5,7) genisletilmis genellestirilmis Hecke grubunu inceleyelim. Burada
pr =3, pp=5p3=T7ves=0t=0u=3o0lur 1 <1< 3ver, Clerin
mertebeleri olmak tlizere;
H(3,5,7) =< C,R|C]' =R* =LRC; = C['R >
ﬁ(S, 5, 7)/ﬁ,(3, 5,7) boliim grubunu olusturalim.

H(3,5.7)/H (3,5,7) <CLR|C!'=R?*=1RC =C;'R,RC; =CR >
<CLR|R?=1>=2(,

IR

IR

bicimindedir. Burada
RC| = CI_IR, RC; = CjR esitliklerinden C12 =1
C? =Tve C|' =TI esitliklerinden C; =1
elde edilir. Bunlardan haraketle indeks;
HG3,5,7) : H(3,5,7)| = 2! = 2 bulunur. Reidemeister-Schreier yontemini kullanalim.

Boliim grubunun bir Schreier transversalini; ), = {I, R} olarak elde edilir. Miimkiin olan tiim

carpimlar;

1.C;.() =Cy,
R.C;.R) =RC|R™ =C]'RR = ¢},

L.Cy.(I) = Cy,
R.C,.(R)! =RC,R™! = C'RR! =1,
L.C5.(D) = C3,

R.C3.(R)!' =RCGR™! =CJ'RR™ = 3.

olur. Buradan ﬁ’(3, 5,7) komiitator alt grubunun tiretegleri s = 0, t = 0, u = 3 olmak lizere

+t 0
u X (S 0 ) =3 X ( 0) = 3 tane lirete¢c Cj biciminde elde edilir. Son olarak Riemann-Hurwitz

formiilii ve permiitasyon metodu ile ﬁ,(3,5,7) komiitator alt grubunun simgesini (5.1)

formiilii ile (0; 3, 5, 7, o0) olarak buluruz.

Ornek 4.2 H(2,2,5,7) genisletilmis genellestirilmis Hecke grubunu inceleyelim. Burada
pr=2pp=2p3=5psg=Tves=2,t=0u=20lurr0 <j<s 1<1<3
ve 1, Cy’lerin mertebeleri olmak iizere H(2,2,5,7) grubunun sunusu asagidaki gibidir:
H(2,2,5,7) =< Aj,CL.R | Aj2 =C' =R? =LRAj = AR,RC; =C['R >

H(2,2,5,7)/H (2,2,5,7) bélim grubu;

H(2,2,5,7/H(2,2,5,7) = <A;CLR| Aj2 =C]' =R? =LRA; = AR,RC; = ('R,
RC =CR >
~ < Aj,Cl,RlAjz =R?=(AR? =1>
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bicimindedir. Burada
RC) = C{'R,RC| = C|R esitliklerinden CJ =1
C? =Ive C}' = I esitliklerinden C; = I
elde edilir. Boliim grubunun son hali
H(2,2,5,7)/H(2,2,5,7) = Cy x Cy x Cy
biciminde olur. Tiim bunlardan haraketle indeks;

H(2,2,5,7): H(2,2,5,7)| =23 =38
bulunur. Reidemeister-Schreier yontemini kullanalim. Schreier transversalinin elemanlarini
su sekilde secerizz M kiimesi M = {Aj,Aj} olarak secilir. M kiimesinin bos kiime
hari¢ alt kiimeleri {A1}, {Az}, {A1, Ay} oldugundan Schreier transversalinde A, Ay, AjAp
elemanlar1 bulunur. Bu elemanlarin R ile carpilmis halleri de Schreier transversalinde vardir.
Buradan bir Schreier transversali;
2 ={LR,A1,A2,A1A2, AR, AR, AjApR}

olarak elde edilir. Miimkiin olan tiim ¢arpimlar;

LA.(AD) L =1,

ALALD T =1,

ArAL(ATAY) T = ApA QA
AlAL AL (AT = A1AA A,
RALART =ARRTAT =1,
ARA.R) =1,
ARAL(AJAR) T =1,
A1ARA|.(AR) =1,

LAy.(Ay)) L =1,
Al A (A[A) L =1,
Ay Ar. () =1,

AlAr Ay (AT =1,
R.A,.(AR)! =1,
AR A.(AJAR) =1,
ARA, R =1,
AAR.AS.(AR) =1,

LC,.(0 ' =¢y,
ArCr.apTt=A0AD7
Ar.Cr.(Ag) ™ = ACi(ApT,
A1A2.Cl(A1AY) ™ = AjAC (A 1A,
RC.R)™ =l
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AIRC.(AIR T =1,
AR.C1.07" = AsR,
AjAR.CL.(AJ AR T =1,

LCy.(DL = Cy,

ALCo. (AT = A1

A2.Co.(Ag) ™! = AyCa(A) !,
A1A2.Co. (A1 AL = A1 ALC (A1 AY) T,
R.Cy.R)™ =C,

AIRC.(AR) T = A CTAT,
AsR.Co.(AR) T = ALCHTATT,
AJAR.Co (A1 Ay = A1ACHN (A 1Ay,

LRR) ! =1,
AlRAR) =1,

Ay R(AR) =1,
AjAR(A[AR) =1,
RR(D) =1,
AIRR.AD =1,
ARR.(Ay) ! =1,
AjARR.(AjAy) L =1L

olur. Buradan ﬁ/(2,2,5,7) komiitator alt grubunun iiretegleri s = 2, t = 0, u = 2 olmak

2 +t 2
lizere; 1(;) = 1.(2) = ] tane lirete¢ A;ApA|A, biciminde, u.(s ) = 2.( ) = 2 tane lireteg

0 0
C . s+t 2 .. _1 -1 -1 -1
Cj, C, bigiminde, u. L= 2. (= 4 tane tireteg A|CIAT, A|CAT, A CIAL T, A GrA,
t 2
biciminde, u. (S ; ) =2. ( 2) =2 tane iirete¢ A]ArC1(A1A2) 1, A{A»Ca(AAy) ! biciminde

elde edilir.

Ornek 4.3 H(5,5,7,8) genisletilmis genellestirilmis Hecke grubunu inceleyelim. Burada
pr=5p=5p3=7ps=8ves=0,t=1,u=30lur0<j<s, 1 <1<3ver, C
treteclerinin mertebeleri ve q, By lireteclerinin mertebeleri olmak iizere ﬁ(5,5,7, 8)
grubunun sunusu;

H(5,5.7.8) = < Bi,C|.R | B)¥ = C[' =R? = RB; = B!R,RC; = C; R >

bicimindedir. H(5, 5,7, 8)/ﬁ’(5,5,7, 8) bolim grubu i¢in bilinen bagintilara degismelilik

bagintilar eklendiginde;
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H(5,5,7,8)/H (5,5,7,8)

IR

<By.C.R|B* =C/'=R?=LRB, =B_'R,RC; = (| R,
RCI = CIR, RBk = BkR >
<Bi.CL.R|B =R? = (BR)? =1>

1R

olur. Burada

RBy = ByR,RBy = B, 'R bagntilarindan B =1
RC) = C;'R,RC = C|R bagitilarndan C7 =1
C12 =1ve Cfl = [ esitliklerinden Cy = 1

elde edilir. Boliim grubunun son hali
H(5,5,7,8)/H (5,5,7,8) = Cy x Cy
bicimindedir. Bunlardan haraketle indeks;

H(5,5,7,8) : H(5,5,7,8)| = 22 = 4 bulunur. Reidemeister-Schreier yontemini kullanalim.
Schreier transversalinin elemanlarint su sekilde secerizz M kiimesi M = {Bj}
olarak secilir M kiimesinin bos kiime hari¢ alt kiimesi {B;} oldugundan Schreier
transversalinde B elemanlar1 bulunur. Bu elemanlarin R ile carpilmig halleri de Schreier
transversalinde vardir. Buradan bir Schreier transversali;

2. ={LR,B{,B|R}

olarak elde edilir. Miimkiin olan tiim ¢arpimlar;

LC,.(0 ' =Cy,

B1.C1.(B)) ! =B;CB,
RC.R) =C]!,
BiR.C;.B;R)! =B,C;'B]!,

1LC. ()7t = Cy,
Bl.Cz.(Bl)_l = BICZB_l,
R.Cy.R)™ =Cl,

-1 _ —-1p-1
BiR.C,.(B|R)™! =B, ;!B !,

LC3.() ' =C3,

B;.C5.(B;) ! =B C3B7!,
RC3.(R)™ =C3',
B;R.C3.(B|R)™ =B, C;'B,

LB;.B) =1,

-1 _ p2
B B;.(D! =B,
RB|.BjR) ! =1,
BiRB.(R)™ =B;C['B]!,
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LRR) =1,
B;.R.(B;R)! =1,
RR.OD =1,
B{RR.(B))! =1,

olur. Gerekli kisaltmalar ve hesaplamalar yapildiginda ﬁ/(5,5,7,8) komiitator alt
t 1
grubunun iiretecleri s = 0, t = 1, u = 3 olmak iizere; 1. ) = 1. ) = 1 tane lireteg B%

S+t
0
iirete¢ By CyB;!, B1C,B7', B1C3B|! biciminde elde edilir.

Son olarak Riemann-Hurwitz formiili ve permiitasyon metodu ile (5.1)

1 t 1
biciminde, u.( ) = 3.(0) = 1 tane iirete¢ Cj, Cp, C3 biciminde, u.(S -1|- ) = 3.(

1) = 3 tane

formiilinde s = 0, t = 1 ve u = 3 olarak yazilirsa ﬁ/(5,5,7, 8) komiitator alt grubunun
simgesini (0; 4, 5(2)), 7(2), 00) olarak buluruz.

Ornek 4.4 H(2,2,2,3,4,5,9, 10) genisletilmis genellestirilmis Hecke grubunu inceleyelim.
Burada p; = 2, pp =2, p3 =2, p4 =3, p5 =4, pg =35, p7 =9, pg =10 ves =3,
t=2u=30lur 0 <j<s, 1< 1< 3 ver, C iireteglerinin mertebeleri ve qy,
By iireteclerinin mertebeleri olmak iizere RBy = BgR, RC; = CR degismelilik
bagintilar1 eklendiginde ﬁ(2, 2,2,3,4,5,9, 10)/ﬁ,(2, 2,2,3,4,5,9,10) boliim grubu sunusu;
>~ <A;B.CLR| Aj2 =B = (' =R? =,RAj = AjR,RB = B,'R,RC; = ([ R,
RBg = BkR,RC; =C|R >
=~  <Aj,BCLR| Aj2 =B = (' =R? = (AjR)?> = (ByR)? = (CR)? =1 >
biciminde bulunur. Burada;
RBy = BKR; RBy = B?R bagintilarindan Bﬁ =1,
RC) =CR; RCy = Cl‘lR bagintilarindan Cl2 =1,
ng = Bi = I bagintilarindan (qy ¢ift say1) Bi =1,
C{l = C12 = [ bagintilarindan (rj tek say1) Cy =1
olarak bulunur. Boylece ﬁ(pl sP2s s pn)/ﬁ,(pl P2, - - ., Pp) bolim grubu;
~< Aj,B.R | Aj2 =B} =R?=(AR)* = B R)> =1>= C; x (3 X ... X C XC,

5
seklindedir. Buradan indeks;

H(py.p2. - - P)/H (p1.p2. .- pp) | =20 = 64

bulunur. Reidemeister-Schreier yontemini ile Schreier transversalinin elemanlarini su
sekilde segeriz: M kiimesi M = {A1, A, A3,B(,B3} olur. M kiimesinin bog kiime harig
alt kiimeleri {A1}, {Az}, {A3}, {B1}, {Ba, }, {A1, Az}, {A1, Az}, {A2, Az}, {B1,Bg, },
{A1,B1}, {A2,B1}, {A3,B1}, {A1. B2}, {A2. B2}, {A3, B2}, {A1,Ag, Az}, {A1, A2, By},
{A1,A2,B2}, {A1,A3,B1}, {A,A3,Ba), {A2,A3,B1}, {A2,A3,Bz}, {A},B1,Ba},
{A2,B1.Ba},  {A3,B1,Ba},  {A1,A2,A3,B1}, {A1,A2,A3.B2},  {A,A2, By, By},
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{A1,A3,B1,Bo}, {A12,A3,B1,B2}, {A1,Ar,A3,B1,By} seklindedir. Bu kiimelerin tim
elemanlar1 ile olusturulan yeni elemanlar Schreier transversalinde bulunur. Bu elemanlarin
R ile ¢arpilmis halleri de Schreier transversalinde vardir. Yani tiim bunlardan haraketle bir
Schreier transversali;

2 ={LR,Aj, A2, A3, B, By, A1A2, AjA3, AgA3, BBy, A|B1, A2B1, A3B1, A1 By, A2By,
A3B), AjA2A3, A1A2B1, A1A2By, A1A3B1, A1A3B2, AgA3B1, AgA3B), A1B By,

A2B 1By, A3B B2, AjA2A3B1, AjArA3By, AjA2B By, AjA3B By, A2A3B By,
A1A2A3B 1By, AR, ApR, A3R,B|R,BoR, AjAsR, AjA3R, AbA3R, B BsR,
A1B1R,AyB{R,A3B1R,A1B2R, A»ByR, A3BoR, A|AyA3R, A ApB1R, A{AsBsR,
A1A3B 1R, AjA3BoR, AbA3B 1R, AyA3B2R, A B1B2R, A»B{BsR, A3B B3R,
A1A2A3B1R, A1A2A3BoR, A1 ApB1BoR, AjA3B1BoR, AyAsB1BsR, AjAyA3BBoR}
olarak elde edilir. Reidemeister-Schreier yontemi uygulanarak ve gerekli hesaplamalar
yapilarak ﬁ,(Z, 2,2,3,4,5,9,10)’nin komiitator alt grubunun iireteclerini asagidaki gibi
buluruz. Burada ﬁ,(Z, 2,2,3,4,5,9,10) komiitator alt grubunun iiretegleri s = 3, t = 2,

u = 3 olmak iizere;

3 3
1.(2) = 3 tane lreteg¢ AjAyA 1A, A{A3A1A3, AyA3AyAs biciminde; 2. (3) = 2 tane lireteg
A1ArA3A | (ArA3) ! yada AjAsA3A (A A3)~! bigiminde;

tane iireteg BZ,Bg biciminde,

)

= 3 tane iirete¢ B1B,BB}! ya da B1B,B!B;! ya da B|B3B;! bigiminde,

2
2. (1) = 12 taneiireteg A|B1 A B]1, A|BoA By, AyB AyB !, AyByAsBS ! A3B 1 A3B ],

A3BrA3B'yada A|BZA|, A|B3A|, AyBIAy, AyB3A,. ApB2A3, A3B3A3 bigiminde,

w
W~ WD N = N

2
345 (1) = 18 taneiiretec A A»B1A(A2B1) 1, AJA2B2A[(AsB)) ! AJA3B A (A3B ),
A1A3ByA[(A3B)) ™, A2 A3B 1A (A3B )], Ay A3Br A (A3By) ! yada AjAyB A (AB))!
, AJA2BoA(ABy) !, AJA3BIA|(A3B) ], AJA3BA (A3By) 7L, AjA3B AL (A3B)) T,
A2A3BrA(A3By) ™! ya da AjABI(AIAY)T, AjAB3(A1A2), AjA3BT(A A3,
A1A3B3(A1A3) 7, ApA3BI(ArA3) !, ArA3B3(ArA3) ! bigiminde,

3\ (2
4'(1) (2) = 12 tane iireteg A1B1ByA|(B1B2) ™!, A2B1ByAy(B1B2) ™!, A3B1ByA3(BBy)™!

va da AB|ByBi(ABy)!, ABiB;B1(A2By)”', A3BiBBi(A3By)! ya da
A1B1ByB 1 (A1By)™!, AyB BB 1 (A;B,) !, A3BByB ! (A3By)lyada A B B3(ABy) !,
A2B|B3(A2B 1)1, A3B|B3(A3B)! bigiminde,

3\ (2
(5).(2)(2) = 15 tane iiretec AjArB;BrA[(AB{By)l, A;A,BByA>(A|B;By)L,
A1A3B1BoA|(A3B1By)™!,  AjA3B ByA3(A1B 1By, AyA3B1ByA(A3B By,
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ArA3B|BA>(A3BBy)! ya da AjA;B BB (A1A2By) !, AjA;B BB (A1ABy) T,
A1A2B|B3(A1A2B) !, A1A3B BB (A1A3By) !, A1A3B BB (A1A3By) !,
A1A3B|B3(A1A3B)) !, A2A3B BB (A2A3By) 7, A2A3B BB (A2A3By) !,
ArA3B B3 (A2A3B)™! bigiminde,

3\ (2
(6).(3) (2) = 6taneiirete¢ A] Ay A3B1ByA|(A2A3B By) ! yadaAjAyA3B1ByA»(A]A3B By) !

ya da A1A2A3B1B2A3(A1A2B1B2)_1 ya da A1A2A3B1B2B1(A1A2A3B2)_1 ya da
A1A2A3B BB (A1 A2A3By) ! yada AjAyA3B B3(A1A2A3B))! bigiminde olur.

5 5
3.(0) = 3 tane lurete¢ C;, Cy, C3 biciminde; 3.(1) = 15 tane liretec AjC1A1, A1CrAY,

A1C3A1,A2C Ay, AxCrAg, AyC3Ap, A3C A3, A3CrA3, A3C3A3yada B C B!, B CB !,
B;C3B;!, BoC B}, ByC,B; !, BoC3B;! bigiminde,

5
3.(2) = 30 tane iiretec A1AC1(A1A2)L, ATA3CI(A1A3) L, ArA3C (ArA3) T,

A1A2Co(A1A2) L A1 ASCH (A1 A) 1, ApA3Co(ArAS) T, AJALC3(A1A2) L A1 A3C5(A 1 A3) L,
A2A3C3(A2A3)7! ya da ByB,Ci(BiBy)~!, B1B2Co(B1By) ™! , BiB,C3(B1By) ! ya da
A1BIC1(A1B)™, A|BICo(A1B1)™, A|B C3(A1B))™, A2B C (AsB)) ™, AoB 1 Ca(AsB ),
A2B1C3(A2B1)71, A3B1C1(A3B1) 1, A3B 1 Co(A3B1) 1, A3B1 C3(A3B1) 1, A BoCi(A1By) T,
A1ByCa(A1By) ™!, A1B2C3(A1B2) ™!, AxBaCy(ArBo) !, AgBaCa(AgBr) !, AgBoC3(AgBy) L,
A3B,C(A3By) !, A3B,C)(A3By) 7!, A3B,C3(A3By) L, bigiminde,
3(2) = 30 taneiiretec A A1 A3C (A1 A2A3) L, AJA T A3Co(A1A2A3) L A A A3C3 (A ApA) ]

ya da  AjABICI(A1AB))T, AJABICH(A1AB) L AJAB C3(A1AZB)) T,
A1A2B2C1(A1A2B2) 1 AjAZBICa(A1A2BY) 1, AjAsBrC5(A 1 AsBy) 1 AjA3B C (A1 A3B ),
A1A3BIC(A1A3B ), AjA3BIC3(A1A3B ), AjA3BCI (A1 A3By) ™, AjA3BICo(A 1 A3By) T,
A1A3B2C3(A1A3B2) 1, AgA3B1C1(A2A3B1) 1, AgA3B 1 Co(AgA3B )1, AgA3B 1 C3(AA3B) 7,
ArA3B,Ci(A2A3By) L, ArA3BrCH(A2A3By) ™! A A3BIC3(A2A3By)™!  ya  da
A1B1B,Ci(A1B1By) 1, A|BByCo(A1BBy) 1, AjB1B,C3(A1B1By) !, AyB1BC(A2BBy) L,
A2B1B,Co(A2B1By) !, AB1BoC3(A2B 1B2) 1, A3B1B,C1(A3B1By) ™!, A3B1ByCa(A3BBy)
A3BB,C3(A3B;By)~! biciminde,
5

3.( 4) = 15 tane iiretec AjA2A3B1C1(A1A2A3B))!, AjA2A3BCa(A1A2A3B) L,

A1A2A3B1Co(A1A2A3B )T AjArA3BLCi(A1AA3B)) 1 A ApA3BLCo(A1AA3By) !,
A1A2A3B,C3(A1A2A3B,) 7!, A1 A2B BoC1(A1A2BBy) ™, A A2B ByCa(A 1 A2B By) !,
A1A2B1ByC3(A1A2B1By) 1, AjA3B B,C(A1A3B1By) ™! AjA3B1BCa(A1A3B By,
A1A3B1ByC3(A1A3B1By) ™, A2A3B1B2C(A2A3B1B,) 7!, Ay A3B1BCa(A2A3B By,
A2A3B|B,C3(A2A3BBy) !,

3. (2) = 3taneliretec AjApA3B1B,C (A1 A2A3B, Bz)_1 ,A1A2A3B1B>Cr(A1A2A3B Bz)_l ,

A1 A2A3B 1 B2C3 (A 1 A2A3B 1 Bz)_1 bigiminde olur.

Son olarak Riemann-Hurwitz formiilii ve permiitasyon metodu ile ﬁ’(Z, 2,2,3,4,5,9,10)
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komiitator alt grubunun simgesini (5.1) formiiliinde s = 3, t = 2 ve u = 3 olarak yerine
yazildiginda (49;20), 3(69)) 5(64) 9(64) 5,32)) puluruz.
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5. GENELLESTIRILMiS HECKE GRUPLARININ KUVVET ALT
GRUPLARI

Bu bolimde m pozitif tamsayr olmak iizere H(pj,pj....,p,) genellestirilmis Hecke
gruplariin H™(py, ps, . . ., py) kuvvet alt gruplari incelenecektir. Bunun i¢in m kuvveti ile

ireteclerin mertebeleri arasindaki durumlar incelenecektir.

Teorem 5.1 py,py.....p, tamsayl, n > 2 tamsay1 ve her p; > 2 (i = 1,2, ...,n) kosulunu

saglasin. Eger her (p;, m) = 1 ise;

i) |H(py.p2,----pn) s H*(P1,p2s---.pp) | = 1,

i) H(p1.p2, .- Pn) = H(P1: P2, - - - Py)

ispat: H(py,pz,...,pPy) genellestirilmis Hecke grubunun sunusu
<X XP'=X2 = ... =X" =1 > seklindedir. H(p;.py. - ... py)/H™(P1.Dy. - - . Py)
boliim grubunun sunusunu elde etmek i¢in var olan bagintilara tiim elemanlarin m. kuvvet-
lerinin alinmast ile olusan bagmntilar eklenir. Buradan H(py, ps, - - .. pp)/H™(P1, P2, - - - » Pp)
boliim grubunun sunusu;

<Xi:X]'=X2= =X =LXP=XD=.. . =XP=..=1>

olarak bulunur. Buradaheri=1,2,...,ni¢in X?i = X{n =Ive (p;, m) = 1 oldugundan X =1

bulunur. Boylece H™(p;, pa, - - .- Py) = H(P1. P2, - - -, Py) Olarak elde edilir.

Ornek 5.1 H(@3,5,7,9,11,13) grubunun H2(3, 5,7,9,11,13) kuvvet alt grubunu
inceleyelim. Burada H(3,5,7,9, 11, 13)/H2(3, 5,7,9,11,13) boliim grubunun sunusu;

< X1, X2, X3, X4, X5, X6 | X3 = X5 =X] =X =X =X = X2 =1>

bi¢imindedir. X? =1ve X% = [ oldugundan X;| =1, Xg =1ve X% = [ oldugundan X, =1,
Xg =1 ve X% = [ oldugundan X3 = I, XZ =1 ve Xﬁ = | oldugundan Xy = 1,
Xi! = Tve X2 = T oldugundan X5 = I, X}? = T ve X2 = I oldugundan X¢ = I elde
edilir. Boylece boliim grubu H(3,5,7,9, 11, 13)/H2(3, 5,7,9,11,13) = {1} bulunur. O halde
H2(3,5,7,9,11,13) = H(3,5,7,9, 11, 13) olur.

Teorem 5.2 py,py,...,p, tamsayl, n > 2 tamsayi, her p; > 2 (i = 1,2,...,n) kosulunu
saglasm. Tek bir tane j (j = 1,2,...,n) i¢in (p;, m) = d > I ve her j # i i¢in (p;, m) = 1 ise

1) |H(p1’p29 .. ’pn) : Hm(pl’p2’ .. -’pn) |= d»
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ii) H™(p;, pa, - - -, pp) kuvvet alt grubu (n — 1).d + 1 tane iireteci olan bir gruptur.

ispat: H(py,p2,-..,Pp) genellestirilmig Hecke grubunun bolim grubu
H(p1.P2, - Pa/H™ (1 PPy = < Xi 0 XP = X0 = LXM = XM = = 1>
bi¢cimindedir. Burada (p;,m) = 1 ile X?i = X?l = | oldugundan X; = 1,
(pj m) = d ile ijj = X]m = | oldugundan XJd = | bulunur. Boylece boliim grubu

H(py,p2, - > P)/H™(P1. P2, - - > Pp) =< X XJd =1>=Cy

olarak bulunur.. Buradan indeks | H(py, ps, - - .. py) : H*(P1, P25 - - -»Py) |= d olur.
H™(py,py,---,py) kuvvet alt grubunun iireteglerini bulmak icin Reidemeister-Schreier
yontemini kullanalim.Bir }; Schreier transversalini

3= {I,Xj,sz, . ..,XJ?H}

olarak secelim. Boylece tiim ¢arpimlar

LX;.(D' = X;,

X XX = XinXj‘l .

ij.Xi.(ij)‘l = X]?Xixj—?,

XELXGx = XXX @D,

LX.(X) ! =1,
w21
XXX =1,
2 v. (x3y-1 —
X2 XX =1,

d-1 v. -1 — xd
XX = X

bicimindedir. Buradan H™(py, ps, . . ., p,) kuvvet alt grubunun tiim iiretecleri bir j eleman1 ve
j den farkls tim i ler igin (n— 1) tane X;, (n—1) tane XjX;X; ", ..., (n—1) tane X! Xin_(d_])
ve XJ‘.i bi¢ciminde olur. Boylece toplam (n— 1)d + 1 tane tirete¢ bulunur. Burada eger d = p;

ise ijj = [ oldugundan (n — 1)d tane iirete¢ bulunur. Ayrica Riemann-Hurwitz formiilii ve

permiitasyon metodu ile H™(py, p, - - ., pp) kuvvet alt grubunun simgesini

(0; @)%, &, 00), eger pj # d ise

(6.1)
(0; (pj)d, 00), eger p; = dise

bulunur.
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Ornek 5.2 H(2,3,4,5,8) genellestirilmis Hecke grubunun H9(2, 3,4,5,8) kuvvet alt
grubunu inceleyelim. H(2, 3,4, 5, 8)/H9(2, 3,4,5, 8) boliim grubu olusturuldugunda

<X1.X2. X3, X4, X5 [ X7 =X3 =X3=X3 =X8 =L X7 =1>

elde ederiz. Burada

X2 =Tve X =Toldugundan X; =1,

X; =]ve Xg = | oldugundan Xg =1,

Xg =1ve Xg =] oldugundan X3 =1,

X3 =T ve X] =T oldugundan X4 =1,

X8 =Tve X2 =T oldugundan X5 =1,

elde edilir. Buradan indeks [H(2,3,4,5,8) : H(2,3,4,5,8)] = 3 bulunur. Bir Schreier
trasverseli olarak ), = {I, Xz,X%} secelim. Uretecleri bulmak icin Reidemeister-Schreier
yontemini kullanalim.

LX;.()' =X,

X5 X1.(X) ™ = XX X1,

X3.X.(XH ™ = X3X, X2,

LX5.(Xy) ' =1,
X X.(X3) 1 =1,
X3 X7 =1,

LX5.()7! = X3,
Xp.X3.(X2) ™ = X0 X3 X5,
X3.X3.X35) 7 = X3X3X52,

LX4.(D7! =Xy,
X5.X4.(X0) ™! = X0 Xy X5,
X3.X4.(X35) 7 = XIX4 X2,

LXs.()! = Xs,

X5 X5.(X2) ™! = Xo XX,

X3.X5.(X35) ™ = X2XsX52.

bicimindedir. Buradan H9(2, 3,4,5, 8) kuvvet alt grubunun tirete¢leri

X1, XX X5 X3X X2, X3, X0 X3 X0, X X3 X5, Xy, XXy X5, X2X X2,

X5, XpXs5X!, XX5 X2

olarak bulunur.Ayrica kuvvet alt grubunun simgesini bulmak i¢in permiitasyon yontemini ve
3 = d oldugundan (6.1)

Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim. Burada p;
formiiliinde simge (0; 2(3), 4(3), 5(3), 8(3), 00) olarak bulunur.
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Teorem 5.3 H(p;,py....,py) genellestirilmis Hecke grubuicinpy, py, . . ., p, tamsayi,n > 2
tamsay1, her p; > 2 kosullar1 saglansin. Eger sadece iki tane j ve k (j,k = 1,2, ...,n) degeri
i¢cin (pj, m) = (px,m) = 2 ve j ile k sayilarindan farkli tim 1 1 = 1,2, ...,n) degerleri i¢cin

(p;,m) = 11ise

1) |H(plap29 . ,Pn) : Hm(p17p2a .. -,pn) |= 2m

ii) H™(py,py, - - - » py) kuvvet alt grubunun iireteg sayist

2m(n—1), egerp;>2vepy>2ise

m(2n-3), eger pj = 2 ve px > 2 veya eger pj > 2vepy =2ise (1
2m(n-2), egerp;=2vepy=2ise
olur.
ispat: 1) H(py,pa, - - ., py) genellestirilmis Hecke grubunun sunusunu su sekilde verelim.
p.
H(p1.p2.- - Pp) =< X1. X, ... Xp : X' = X02 = . = X/’ =...=Xk=...=1>
Boylece boliim grubu
m r xProxP2 0 Pl P
H(py,pa, - - P HY (P1. P2, - - -5 Pp) = <X1,X2,...,Xn.X1 —X2 —...—Xj —...—Xk =...

I,Xr1n=...=XJ¥“=...=X{(“=...=I>
biciminde olusur. Burada
XJI.Jj = X}n =Tile (pj, m) = 2 oldugundan ij =1,
XpK = X = Tile (py, m) = 2 oldugundan XZ = I ve
1#],kicin X?i = an =Iile (p;, m) = 1 oldugundan Xj =1
bulunur. Buradan boliim grubu su sekilde elde edilir:
H(p1. P2, P/H™ (D1 P2. - Pp) =< X Xk 0 XF = X = (XXi)™ =1>2 Dy
Buradan indeks [H(p, po, - - -»Py) : HM (P15 P25 - - > Pp)] = 2m

olarak bulunur.

ii) H™(py,pys - - -» py) kuvvet alt grubunun iireteclerini bulmak igin Reidemeister-Schreier
yontemini kullanalim. Bir )| Schreier transversali olarak
2 = {L X, Xk, XXk, XXk X, XX XXk, - - -5 (XXX Xg) - - - (XX }

(m—l)tanerXk
kiimesini segelim. Gerekli hesaplamalar ve kisaltmalar yapilarak H™(py, ps, ..., py) nin

kuvvet alt grubunun iirete¢lerini asagidaki gibi buluruz.

Bir tane iiretecin formu XJ2 biciminde, bir tane iiretecin formu Xlz( biciminde, bir tane iire-

tecin formu Xkainl, bir tane iiretecin formu Xka(Xij)m_1 biciminde; bir tane iire-
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tecin formu XinXj_1 biciminde; m — 2 tane liretecin formu (Xij)ij(Xij)_1 ya da

(ijk)zsz(ijk)—2 ya da ... ya da (ijk)m—zxf(xjxk)—<m—2> biciminde; m — 2 tane
iiretecin formu (Xij)Xlez(Xj‘1 (Xij)‘1 ya da (Xij)szXﬁXj‘l(Xij)‘2 yada...yada
(X; Xk)m_sz XI%XJ.‘1 X; X))~ ™2) biciminde; n—2 tane iiretecin formu X; biciminde; n—2 tane
iretecin formu XinXj_1 biciminde; n—2 tane iiretecin formu XkXiX£1 biciminde; n—2 tane
tiretecin formu XijXi(Xij)_l biciminde; n — 2 tane iiretecin formu XijXin(XjXka)_1
bi¢iminde; . . . ; n—2 tane iiretecin formu (Xij)m_l Xi(Xij)_(m_l) bi¢iminde olur. Toplam

2m(n — 1) + 1 tane iirete¢ bulunur.

Burada eger p; = 2 ise Xj2 = I olacagindan XJ2 kajzxil, (ijk)sz(xjxk)—l ,
(Xij)szz(Xij)_z, e (Xij)m_Zij(Xij)_(m_z) iiretegleri birim olur. Bu durumda
m tane ireteg eksilir. Eger p, = 2 ise Xﬁ = I olacagindan X? | XinXj‘l,
(Xij)XjXIZ(Xj‘l XX, (ijk)zxjxixj—‘ XX 2. (Xij)m—Zijixj—l (X;Xj)~(m=2)
tiretegleri birim olur. Toplamda m tane iireteg eksilir. Eger p; = py = 2 ise XJ2 ,XkazX_l,
XXX XX XiX)? XXX - (XXX X0~ ™), X, XXX
XXiXiXeX; ! (XX XX XXX (XX 72, - (G X0™ XXX (X X))

iretecleri birim olur. 2m tane iiretec eksilir.

Ek olarak Riemann-Hurwitz formiilii ve permiitasyon metodu ile H™(py, ps, - - . , py) kuvvet

alt grubunun simgesi

(0; (Pi)zm,(%)(m),(%)m, 00(2)), eger p; > 2 ve py > 2 ise

(0; ()™, (ka)m, 00(2))’ efer pj = 2 ve p > 2 ise 62)
(0; (pp*™, (%)(m), 00(2)), eger pj > 2 ve py = 2 ise .
(0; ) 00(2)), eger pj = 2 ve py = 2 ise

olarak bulunur.

Ornek 5.3 H(3, 3, 6,7, 10) genellestirilmis Hecke grubunun H4(3, 3,6,7,10) kuvvet alt gru-
bunu inceleyelim. H(3, 3,6, 7, 10)/H4(3, 3,6,7,10) boliim grubunu incelendiginde

<X, X0. X3, X4 X5 [ X =X =X =X] =X =X} =1>
olur. Burada

X? =]ve X‘ll = oldugundan X; =1,

X% =]ve Xg =] oldugundan X, =1,

X§ =1 ve X3 =T oldugundan X3 =1,

X} =1 ve X} =Toldugundan X =1,

X%O =]ve Xg‘ = | oldugundan Xg =1,
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bulunur. Son olarak boliim grubu < Xs3,X5 | X% = X% = (X3X5)* = I >= Dy olarak
elde edilir. Buradan indeks [H(3, 3,6, 7, 10) : H4(3, 3,6,7,10)] = 8 bulunur. Bir Schreier
trasverseli olarak

2 = {1, X3, X5, X3X5, X3X5X3, X3X5X3X5, X3X5X3X5X3, X3X5X3X5X3X5}

secelim. Uretecleri bulmak icin Reidemeister-Schreier yontemini  kullanalim.
LX;.(0' =X,

X3.X1.(X3)7! = X3X; X3!,

X5.X1.(Xs5)™ = XsX X<,

X3X5.X1.(X3X5) 1 = X3X5X(X3X5) ],

X3X5X3.X1.(X3X5X3) " = X3X5X3X(X3X5X3) 7",

X3X5X3Xs5.X1.(X3X5X3X5) ™ = X3X5X3X5X 1 (X3X5X3X5)7!,
X3X5X3X5X3.X1.(X3X5X3X5X3) ™! = X3X5X3X5X3X | (X3X5X3X5X3) !,
X3X5X3X5X3X5.X].(X3X5X3X5X3X5) ! = (X3X5)° X (X3X5)™,

1.X,.(D7' =X,

X3.X5.(X3) 1 = X3X, X351,

X5.X5.(X5) ™ = XsX, X1,

X3X5.X5.(X3X5) ™! = X3X5X,(X3X5) 7!,

X3X5X3.X5.(X3X5X3) ™ = X3X5X3X(X3X5X3) 7!,
X3X5X3X5.X5.(X3X5X3X5) ! = X3X5X3X5X0(X3X5X3X5)7!,
X3X5X3X5X3.X5.(X3X5X3X5X3) 7! = X3X5X3X5X3X(X3X5X3X5X3) !,
X3X5X3X5X3X5.X).(X3X5X3X5X3X5) ™! = (X3X5)*Xo(X3X5) >,

LX3.(X3)' =1,

X3.X3.(07" = X3,

X5.X3.((X3X5)%) ! = X5X3(X3X5) 7,
X3X5.X3.X3X5X3) " =1,

X3X5X3.X3.(X3X5) ! = X3X5X3(X3X5) ",
X3X5X3X5.X3.(X3X5X3X5X3) ™! =1,
X3X5X3X5X3.X3.(X3X5X3X5) ™! = (X3X5)2X3(X3X5) 2,
X3X5X3X5X3X5.X3.(X5) ™! = X3X5X3X5X3X5X3(X5)7],

LX4.(D1 =Xy,

X3.X4.(X3)"! = X3X, X3!,

X5.X4.(X5)™! = Xs X4 X<,

X3X5.X4.(X3X5) ™! = X3X5X4(X3X5) 7!,

X3X5X3.X4.(X3X5X3) 7 = X3X5X3X4(X3X5X3) 7",
X3X5X3X5.X4.(X3X5X3X5) T = X3X5X3X5X4(X3X5X3X5)7!,
X3X5X3X5X3.X4.(X3X5X3X5X3) " = X3X5X3X5X3X4(X3X5X3X5X3) 7!,
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X3X5X3X5X3X5.X4.(X3X5X3X5X3X5) ! = (X3X5)3X4(X3X5)>,

[.X5.(X5)" =1,
X3.X5.(X3Xs5) ' =1,
-1 _ 2
Xs.Xs.()h = X2,
X3X5.X5.(X3) ™! = X3X2(X3) 7,
X3X5X3.X5.(X3X5X3Xs) L =11,
X3X5X3X5.X5.(X3X5X3X5X3) ™! = (X3X5)X3X2X37 (X3X5) 7!,
X3X5X3X5X3.X5.(X3X5X3X5X3X5)"! =1,
X3X5X3X5X3X5.Xs5.(X3X5X3X5X3) ™! = (X3X5)?X3X2X37 (X3X5) 2,

bicimindedir. Burada X5X3(X3X5)‘3 ile X3X5X3X5X3X5X3(X5)‘1 ifadelerini carpinca
X5X3(X3X5) 7 X3X5X3X5X3X5X3(X5)™! = XsX3X;! bulunur. Buradan H*(3,3,6,7,10)
kuvvet alt grubunun iiretecleri

Xp . X3X1 X5, X5X3(X3X5) ™, XsX 1 X5!, X3XsX (X3Xs5) ™, .., (X3X5)3X (X3X5) 7,
X5 . X3XX5!, XsXo X!, X3XsXo(X3Xs) ™, L, (X3X5) X0 (X3X5) 2, Xy L X3Xa X3!,
XsX4 X5, X3XsX4(X3Xs) ™, L, (X3X5)°X4(X3X5) 2, X2, X5X3X5, X3X5X3(X3X5) 7,
(X3X5)?X3(X3X5) 2, X2, X3X2(X3) 7, (X3X5)X3X3X37 (X3Xs) !,
(X3X5)?X3X2X37! (X3X5) ™2

olarak bulunur.Ayrica kuvvet alt grubunun simgesini bulmak i¢in permiitasyon yontemini

ve Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim. Burada p; = 6 ve pi = 10 oldugundan (6.2)
formiiliinde simge (0; (3)8, (3)8, (3)(4), (7)8, (5)4, 00(2)) olarak bulunur.

Ornek 5.4 H(2,5,7,8,11, 13) genellestirilmis Hecke grubunun H6(2, 5,7,8,11, 13) kuvvet
alt grubunu inceleyelim. H(2,5,7,8,11, 13)/H10(2, 5,7,8,11,13) bolim grubunu

incelendiginde

< X1, X2, X3, X4, X5, X6 | X3 = X5 = X] = X§ = X1 = XP = 1X0 =1>

olur. Burada

X% =1ve X? = | oldugundan X% =1,

X3 =Tve X§ =Toldugundan X, =1,

X} =Tve X§ =T oldugundan X3 =1,

Xi =]ve Xg = | oldugundan Xi =1,

X%l =1ve Xg =] oldugundan X5 =1,

Xé?’ =1ve Xg = [ oldugundan Xg = I bulunur.

Son olarak bolim grubu < X;,Xy | X2 = X2 = (X;X4)® = I >= D olarak elde edilir.
Buradan indeks [H(2,5,7,8,11,13) : H6(2, 5,7,8,11,13)] = 12 bulunur. Bir Schreier
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trasverseli olarak

2= {LXq, Xg, X1 Xyq, X1 Xg X, X1 XX Xy, X1 Xg X X X, X1 Xg X X X Xy, X1 Xg X1 X X XX,
X1X4X1X4X1X4X1X4, X1X4X1X4X1X4X1X4X1, X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4} segelim.
Uretecleri bulmak i¢in Reidemeister-Schreier yontemini kullanalim.

LX;.X) =1,

XXt =1,

X4 XX X)) = XX (X1 X)),

X Xy X (X Xy X)) =1,

X XX XX X)) =1,

X XX Xa XX Xg X Xa X)) =1,

X Xy X1 Xg X1 . XX XX X)L =1,

X XX Xy XX X (X Xa X X X XX ) =1,

XXX Xa X1 XX XK XX XX Xg) ™ = 10K X4 XX Xg) 2,

X1 XX Xa X XX X XX X X X X Xa X XX )7L =1,

X Xy X Xy X X X Xa XXX Xa X Xa X Xy X X)L =1,

X1 XaX1 Xa X1 Xa X1 X X1 X X1.(X9) ™ = (X1 X)X 1 X7

L.Xp.(D7 = X,,

XXX = XXX,

Xy X0.(Xg) b = XXX,

X1 Xg: X2 (X1 Xg) ™ = X1 XgXo (X1 Xg) ™,

XXX X0 (X XX )™ = X XX X (X XX )7,

XXX X4 X0 XX Xg) ! = (X X)X (X1 Xg) 72,

X1 Xg X1 XX X (X X X1 Xa X )™ = (X1 X)X XX, 7 (X Xg) 2,

X XX XX X4 X0 (X X X Xy X1 Xg) T = (X Xg)P X0 (X Xy) 2,

XXX Xa X1 XX X0 (X XX XX X X )™ = (X X)X XX 7 (X Xg) 72,

X XX XX X X1 X4 X0 (X X X X X X X Xg) ™ = (X X)X (X Xe) ™,

X XX XX Xa X X4 X 1. X0 (X XX X X XX X X 1) = G X)X X0 X (X X ™,
X1 XX 1 XX XX XX Xy X0. (X Xa X X X X X X X Xg) T = (X X0 X0 (X1 Xg) 72,

L.X3.()7! = X3,

X1 X3.X ) = XXX,

X4 X3.(Xg) ™ = Xy X5X,1,

X1 X4.X3.X1 Xg) ™ = X Xy X3(X 1 X0) !,

X1 X4 X1 X53.(X XX )™ = X XX X3(X XX ),

XXX X4 X3, XX Xg) ! = (X X0)2X3(X 1 Xg) 2,

X1 Xa X1 Xa X1 X3.X1 XX Xa X 1) = (X1 X)? X X3 X 71 (X Xg) 72,

X XX XX X4 X3 XX X X Xg) ™ = (X X) P X3(XX4)72,

XXX XX XX X3, XX XX X X )™ = (X X)X XX 7 (X Xg) 2,
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X XX XX X X1 X4 X3, X X X X X X Xg) ™ = (X X)X X0) 7™,
XXX Xg X XX XX X35 XX X X XX XX )™ = (X X)X XX, 7 (X Xg) ™,
X1 X4 X1 Xa X1 Xa X1 XX 1 X4 X3.(X1 Xa X Xa X1 Xa X1 X X1 X)) = (X1 X9 X3(X1 Xa) >,

LX4.Xg) ' =1,

X1 Xa. (X1 Xg) b =1,

X4 X407 = X3,

X Xg Xg. (X)) = XXX

XXX X (X XaX Xt =1,

X Xa X X4 X (XXX 1) = X XX XX XX )7,

XXX XX X (X1 Xa X Xa X Xg) ! =1,

X1Xa X1 X4 X1 Xg Xa (X1 XX XX )™ = (X1 X)X XX (X1 X) 72,

XXX XX XX Xa. (X1 XX Xa X Xa X Xa) L =1,

XXX Xa X XX X4 X4 K XX X X X X)) = (X X)X XEX 7 (X Xg) 72,
XXX Xa X XX XX Xa. (X Xa X X X X X Xa X X)L =1,

X1 XX XX XX X X1 Xg. X4 (X XX X X X X XX ) = (X1X4)4X1X§X1_1(X1X4)4,

I.Xs5.(D7! = X5,

X Xs.(X )™ = XXX,

X4 X5.(Xg) ™' = Xy Xs5X;,1,

X1 X4 X5, X0) ™! = X Xy X5(X1 Xg) 7,

XXX Xs5.(X XX )™ = X XX X (X XX )7,

XXX X4 X0 XX Xg) ! = (X X)X 5(X 1 Xg)72,

X1 Xa X1 Xa X1 X5.(X1 Xa X Xa X 1) = (X1 X9)? X X5 X171 (X1 Xg) 2,

X XX XX X4 X5 (X X X Xy X1 Xg) T = (X1 Xg)PX5(X 1 Xg) 2,

XXX X4 X1 XX X5, XX XX X X 1) = (X X)X X5 X7 (X Xg) 72,

X XX XX X X1 X4 X5.(X X X X X X X Xg) ™ = (X X)X X0) ™,

X XX XX XX XX 1. X5.(X XX X X XX X X ) = XK XX 1 (X X ™,
X1 XX 1 XX XX XX Xy X5.(X Xa X X0 X X0 X XX Xg) T = (X X4)7X5(X 1 Xg) 72,

1.Xe.(D7! = X,

X1 Xe.(X) ™ = XXX,

X4 X6.(Xa) ™' = Xy XX,

X1 X4.X6.(X1Xg) 1 = X XgXe(X1X0) !,

X1 X4 X Xe. (X XgX ) = X XX Xe(X Xy X )7,

X1 X4 X1 X4 X6 X4 X Xg) ! = (X X4) X6(X1X4) 72,

X1 X4 X1 Xa X1 X6 (X1 Xa X1 Xa X 1) = (X1 X4)? X1 X6 X171 (X1 X4) 2,

X X4 X XX X4 X (X XX X X Xg) ™ = (X X4) X6(X1X4) 2,

XXX X4 X1 XX X6 (X XX XX XX )™ = (X X)X X6 X7 (X X472,
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X XX XX X X1 X4 X, (X X X X X X X Xg) ™ = (X X)X (X X0) ™,
XXX XX XX XX X, (X XX X X XX XX )™ = (X X)X XX, 7 (X Xg) ™,
X1 X4 X1 Xa X1 Xa X1 XX 1 X4 X6.(X1 XX X2 X1 Xa X1 Xa X1 X)) = (X1 X0 XX Xa) .

bicimindedir. Burada X4X1(X1X4)_5 ile (X1X4)5X1X4_1 ifadelerini  ¢arpinca
XX (X1 X)X X4 X Xy = Xy X3X]! = Toldugu goriiliir. Buradan H®(2, 5,7, 8, 11, 13)

kuvvet alt grubunun iireteglert;

Xo XXX, XX (X1 Xg)7, XaXo X! XXy Xo(X X)L (X X)X (X Xg) 2,
X3, XXX XaXa X XX Xa(XgXe) T L (X)) X5(X X)L Xs L X XX,
X4 XsX7 X1 XXX Xe) ™, Lo (X Xg) Xs(X 1 Xe) 0, Xe X1X6X[], XaXeXy !,

X1 XaXe (X1 Xa) ™ (K Xa) X (X Xa) 5, X5, X XAX )L (X X)X X3 7L X Xa)
(X1 X2 X XX 7 (X Xg) 72, (X X)X X3X (X Xg) 7, (X X)X XX 7 (X Xg) ™
olarak bulunur.Ayrica kuvvet alt grubunun simgesini bulmak i¢in permiitasyon yontemini ve

Riemann-Hurwitz formiilinii kullanalim. Burada p; = 2 ve py = 8 oldugundan (6.2) formi-

liinde simge (0; )12, (D12, 9)© 11)!2,(12)!2, oo<2>) olarak bulunur.

Ornek 5.5 H(2,2,3,7,9) genellestirilmis Hecke grubunun H4(2, 2,3,7,9) kuvvet alt

grubunu inceleyelim. H(2,2, 3,7, 9)/H4(2, 2,3,7,9) boliim grubunu incelendiginde
H(2,2,3,7,9/H%2,2,3,7,9) = <X, X, X3. X4, X5 [ X} =X =X} =X] =X] =1,

X¢=1>

olur. Burada

X% =Ive X} = I oldugundan X3 =1,

X3 =1ve X3 =T oldugundan X3 =1,

X3 =Tve X] =T oldugundan X3 =1,

XZ =1ve Xj =] oldugundan X4 =1,

Xg =1ve Xg = [ oldugundan X5 = I bulunur. Son olarak bolim grubu

H(2,2,3,7,9/H%2,2,3,7,9) =< X, X, | X? = X3 = (X Xp)* =1 >= Dy olarak elde edilir.

Buradan indeks [H(2,2,3,7,9) : H4(2, 2,3,7,9)] = 8 bulunur. Bir Schreier trasverseli olarak

Z = {I, Xl’ Xz, X1X2, X1X2X1, X1X2X1X2, X1X2X1X2X1 s X1X2X1X2X1X2} segelim.

Uretecleri bulmak icin Reidemeister-Schreier yontemini kullanalim.
LX;.X)t =1,
X1 Xt =1,

X2 X1 (X1 X2)H) ™ = XX (X1X2) 3,
X1 X0 X1.(XXoX ) =1,
XXX XX Xp) ! =1,
X1 XX X0 X1 (X X0 X XX ) =1L,
X1 X0 X1 X0 X1 X1 .(X 1 XX Xp) ! =1,
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X1 XX XX X0 X1.(X0) ™ = X1 XX XX XX X7,

LX.(Xp) ! =1,

X1 X0.(X1Xo) ' =1,

X0 Xo. (D' =1,

X1 Xp Xo. (X! =1,
XXX Xp. (X1 XX Xo) ! = 1,

X1 XX X0 X0 (X XX )l =1,

X1 XX XX 1. X0 (X1 XX X0 X X0) ! = 1,
X1 X0 X1 X0 X X0. X0 (X1 X0 X1 X0 X )l = 1,

LX3.()7! = X3,

X1 X3.X) ™ =X X3%, 7,

X5.X3.(Xp) ! = XpX3X, 71,

X1 X0 X3.(X1 X0) ! = X X X5 X X7,

X1 XX 1. X3, XX ) = X X0 X XX X0 X 7,

X1 XX 1 X0 X3.(X1 XX X) ! = X X0 X X XaX X0 X X0

X1 XX 1 X0 X1 X3.X1 XX 1 XX )™ = XXX XX X3(X X0 X X0 X)L,

X1 X0 X1 X0 X1 X0 X3.(X1 X0 X1 Xo X1 X0) ™! = XXX X0 X Xo X3 X X0 X X0 X1 Xo 7L,

LX4.(D1 =Xy,

XXX =X XX,

X5.X4.(Xp) T = XXy X, 71,

X1 X2 Xg- (X1 Xp) ™ = X Xo XX Xo7,

X1 XX X (X XX )™ = XXX XX XX 7,

X1 XX 1 X0 X4.(X1 XX X0) ! = Xy X0 X X0 XX X0 X X0 7!,

X1 XX XX Xa (X XX XX ) = X X0 X X0 X Xg (X XX XX )7,

X1 X0 X1 X0X 1 X0 X4.(X1 Xo X1 X0 X1 X0) ™! = X1 X0 X1 X0 X Xo X X1 X0 X1 X0 X1 X0 7L,

LXs.()! = Xs,

X Xs.(X) ™ =X XX 71,

X5 X5.(X) ™ = XXX, 71,

X1 X2 X5.X1X0) ™! = X X0 X5 X X7,

X1 XX Xs5.(X XX )™ = XXX X5 X XX 7,

X1 XX X0 Xs5.(X1 XX X0) ™! = XXX X0 X5 X X X X7,

X1 XX XX X5.(X 1 XX XX ) = XXX X0 X Xs5(X XX XX )7,

X1 XX 1 XX X0 X5.(X1 XX X0 X X0) ™! = XXX XX X Xs X X0 X X0 X X 7!,

bicimindedir. Burada X2X1(X1X2)_3 ile X1 XXX X1 XX 1X2_1 ifadelerini ¢arpinca yeni
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iiretec XX (X1 X2) 3. X1 X0 X XX X2 X X, ! = Iolarak bulunur. Buradan H*(2, 2,3,7,9)
kuvvet alt grubunun tiretegleri

X3, X1 X3X] ! XX (X1X0) 3, XoX3Xs !, X XoX3(X 1 Xo) ™!, (X1 X0)2X3(XX0) 2, Xy
XXX XX X5 XXX (X Xo) ™, (X X0) P Xa (X1 X0) ™2, Xs L XXX, XoXs X5,
X1 X2 X5(X1Xo) 1, (X1X2)?X5(X1X0) ™2

olarak bulunur.Ayrica kuvvet alt grubunun simgesini bulmak i¢in permiitasyon yontemini

ve Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim. Burada p; = 2 ve py = 2 oldugundan (6.2)

formiiliinde simge (O; (3)12, (7)12, (9)12, 00(2)) olarak bulunur.
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6. SONUC VE ONERILER

Calismanin bu boliimiinde elde edilen sonuglar 6zetlenecek ve ileride yapilacak calismalar
icin agik problemler ve Oneriler verilecektir.

Ugiincii boliimde H(py,ps,...,p,) genellestirilmis Hecke gruplarmin H'(py,ps,...,Pp)
komutator alt gruplarinin iiretegleri, sunuslari ve simgeleri bulunmustur.

Tezin dordiincii  boliimiinde ﬁ(pl, P2.....Pp) genisletilmis genellestirilmis Hecke
gruplarinin ﬁ/(pl, P2s...,Pp) komutator alt gruplan calisilmistir. ﬁ(pl, P2s--->Ppn)
genigletilmig genellestirilmis Hecke gruplarmmin lreteclerinin mertebeleri iki (p; = 2)
olanlarin sayisina s, mertebeleri ikiden farkli ¢ift p; = cift > 4 olanlarin sayisina t ve
mertebeleri p; = tek olanlarin sayisina u alinarak komiitator alt grubun iireteglerinin formlar
elde edilmistir.

Besinci boliimiinde ise H(py, py, - - - , py) genellestirilmis Hecke gruplarmm H™(py, py, . - ., py)
kuvvet alt gruplar1 ¢alistlmigtir. (5.1), (5.2), (5.3) nolu teoremlerde m kuvveti ile p; iiretecleri
arasindaki iliskilere gore degerlendirmeler yapilmistir. incelenen durumlar disindaki
durumlar Reidemeister-Schereier yontemi ¢alismadigi i¢in ele alinmamustir.

Ileride yapilacak ¢aligmalarda besinci bolimde incelenen kuvvet alt grubunun
(H™(py,po,----py)) komiitatorii incelenebilir. Ayrica H(py,ps,...,p,) genellestirilmis
Hecke gruplarinin sonlu indeksli alt gruplarinin bulunabilir. Sonlu indeksli normal alt gruplari

siniflandirilabilir.
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