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ÖZET
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(TEZ DANIŞMANI : PROF. DR. RECEP ŞAHİN)
BALIKESİR, 2021 - TEMMUZ

Bu çalışmada genelleştirilmiş ve genişletilmiş genelleştirimiş Hecke grupları üzerinde
çalışılmıştır. Tez beş bölümden oluşmaktadır.
Birinci bölümde genelleştirilmiş ve genişletilmiş genelleştirimiş Hecke grupları tanıtılmıştır.
Tezin ikinci bölümü tezde kullanılacak olan tanım, teorem ve genellemeleri içermektedir.
Üçüncü bölümü genelleştirilmiş Hecke gruplarının komutatör alt gruplarının üreteçleri,
sunuşları, simgeleri bulunmuş ve örneklerle açıklanmıştır.
Tezin dördüncü bölümünde genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke gruplarının komutatör alt
grupları çalışılmıştır. Bu grupların üreteçleri, sunuşları, simgeleri bulunmuş ve
örnekler ile ifade edilmiştir.
Beşinci bölümünde ise genelleştirilmiş Hecke gruplarının kuvvet alt grupları çalışılmış olup
bu grupların üreteçleri, simgeleri, sunuşları incelenmiştir.
Tezin altıncı ve son bölümünde ise elde edilen sonuçlar açıklanmıştır. Ayrıca ileride yapılacak
çalışmalar için açık problemler ve öneriler verilmiştir.

ANAHTAR KELİMELER: Genelleştirilmiş Hecke grupları, genişletilmiş genelleştirilmiş
Hecke grupları, komütatör alt grup, kuvvet alt grup.
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ABSTRACT

SOME NORMAL SUBGROUPS OF GENERALIZED AND EXTENDED
GENERALIZED HECKE GROUPS

MSC THESIS
GÜLŞAH DOĞRAYICI

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR : PROF. DR. RECEP ŞAHİN)
BALIKESİR, 2021 - JULY

In this study the generalized and extended generalized Hecke groups are studied. Thesis
consist of five chapters.
In the first chapter, general Hecke and extended generalized Hecke groups are introduced.
The second chapter of the thesis includes definitions, theorems and generalizations that will
be used in the thesis.
In the third chapter, the generators, presentations, the signatures of the commutator subgroups
of the generalized Hecke groups are found and explained with examples.
In the fourth chapter of the thesis, commutator subgroups of the extended generalized Hecke
groups are studied.The generators, presentations, the signatures of these groups are found
and expressed with examples.
In the fifth chapter, power subgroups of generalized Hecke groups are studied and The
generators, presentations, the signatures of these groups are investigated.
In chapter six and end chapter are explained the results obtained from this study. Also open
problems and suggestions are given for further studies.

KEYWORDS: generalized Hecke groups, extended generalized Hecke groups, commutator
subgroup, power subgroup.
Science Code : 20401 Page Number : 48
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[G : H][G : H][G : H] : H Alt Grubunun G Grubu İçindeki İndeksi
CnCnCn : Devirli Grup
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A × BA × BA × B : Direk Çarpım Grubu
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1. GİRİŞ

Eric Hecke [1] numaralı çalışma ile Hecke gruplarını tanımlamıştır. Hecke grupları λ pozitif
sabit bir sayı olmak üzere

T(z) = –1z ve S(z) = –
1
z+λ

dönüşümleri ile üretilir. λ = λq = 2cos
(
π

q
)
, q ≥ 3 veya λ ≥ 2 olması durumunda Hecke

grupları Fuchsian grup olacaktır[1]. Cangül, Şahin, Koruoğlu, Yılmaz, Bizim, İkikardeş gibi
yazarlar tarafından Hecke grupları çalışılmıştır. Hecke gruplarına [2-10] numaralı çalışmalar
ile ulaşılabilir.

Genel Hecke grupları Lehner ve Newman tarafından [11] numaralı çalışma ile literatüre
kazandırılmıştır. p ve q tamsayı, 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ ve p + q > 4 olmak üzere

X(z) = – 1z–λp ve V(z) = z + λp + λq

dönüşümleri ile üretilen gruplara genel Hecke grupları denir [11]. Genel Hecke grupları Hp,q
ile gösterilir. Burada Y(z) = X(z).V = – 1

z+λq alınarak grubun sunuşu

Hp,q = 〈X,Y : Xp = Yq = I〉 � Zp ∗ Zq

olur. Bu gruplar [12] numaralı çalışma ile Demir tarafından ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir.
Huang tarafından [13] numaralı çalışma ile genel Hecke grupları da genelleştirilmiş ve
bunun sonucunda pi ≥ 2 tamsayı ve 1 ≥ i ≥ n olmak üzere pi mertebeli n tane devirli grubun
serbest çarpımına izomorf olan gruplara genelleştirilmiş Hecke grupları olarak
adlandırılmıştır. Genelleştirilmiş Hecke grupları H(p1, p2, . . . , pn) ile gösterilir. Bu
gruplar ile ilgili bilgilere [13] ve [14] numaralı çalışmalarla ulaşılabilir. Ayrıca n = 3
alınarak H(2, p, q) grubu [15] numaralı çalışmada çalışılmıştır.

Genelleştirilmiş Hecke gruplarına R(z) = 1
z dönüşümünün eklenmesi ile genişletilmiş

genelleştirilmiş Hecke grupları oluşur [13] . pi ≥ 2 tamsayı ve 1 ≥ i ≥ n olmak üzere
pi mertebeli n tane diedral grubun 2 mertebeli devirli grup altında karışık serbest çarpımına
izomorf olan gruplara genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grupları olarak adlandırılmıştır
Bu gruplar H(p1, p2, . . . , pn) olarak gösterilir.

Bu tezde ise p1, p2, . . . , pn tamsayı, n ≥ 2 ve her pi ≥ 2 olmak üzere H(p1, p2, . . . , pn)
genelleştirilmiş Hecke grupları üzerinde durulmuştur.
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Tezin ikinci bölümü tezde kullanılacak olan tanım, teorem ve genellemeleri içermektedir.

Tezin üçüncü bölümü genelleştirilmiş Hecke gruplarının komutatör alt gruplarının üreteçleri,
sunuşları, simgeleri bulunmuş ve örneklerle açıklanmıştır.

Tezin dördüncü bölümünde genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke gruplarının komutatör alt
grupları çalışılmıştır. Bu grupların üreteçleri, sunuşları, simgeleri bulunmuş ve
örneklendirilmiştir.

Tezin beşinci bölümünde ise genelleştirilmiş Hecke gruplarının kuvvet alt grupları çalışılmış
olup bu grupların üreteçleri, simgeleri, sunuşarı incelenmiştir.
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2. ÖN BİLGİLER

Bu bölümde tez içerisinde gerekli olacak tanımlara, teoremlere ve kavramlara yer verilecektir.

2.1 Mobiüs Dönüşümleri

Tanım 2.1.1 V(z) = az + b
cz + d

(a, b, c, d ∈ C, ad – bc ≠ 0)

olan Mobiüs dönüşümleri denir. Mobiüs dönüşümlerinin kümesi Aut(C∞) ile gösterilir [16].

Teorem 2.1.1 Mobiüs dönüşümlerinin kümesi bileşke işlemi altında bir gruptur [16].

Tanım 2.1.2 a, b, c, d ∈ C,Δ = ad–bc ≠ 0 olmak üzere
(
a b
c d

)
biçiminde 2×2 matrislerin

kümesine C kompleks sayılar kıümesinde genel lineer grup denir. Genel lineer grup GL(2,C)
ile gösterilir [16].

Teorem 2.1.2 𝜑 : GL(2,C)→ Aut(C∞) olmak üzere

(
a b
c d

)
→ az + b
cz + d

tanımlanan dönüşüm bir epimorfizmadır [12].

Teorem 2.1.3 Aut(C∞) � PGL(2,C) � PSL(2,C)

Tanım 2.1.3 G′ = {U(z) : U(z) = az + b
cz + d

; a, b, c, d ∈ R, ad – bc = –1} kümesinin
elemanlarına U üst yarı düzlemin anti-otomorfizmleri denir [17].

Teorem 2.1.4 G = PSL(2,R) ∪ G′ bileşke işlemi altında gruptur [17].

Teorem 2.1.5 Hecke grupları PSL(2,R) nin alt grubudur. Genişletilmiş Hecke grupları ise
G nin bir alt grubudur [17].

3



2.2 Fuchsian Grupları

Tanım 2.2.1 PSL(2,R) grubunun ayrık alt gruplarına Fuchsian grup denir. Herhangi bir Γ
Fuchian grubunun üreteçleri aşağıdaki gibi sıralandığında;
a1, b1, a2, b2, . . . , ag, bg (Hiperbolik Üreteçler)
x1, x2, . . . , xr (Eliptik üreteçler)
p1, p2, . . . , pt (Parabolik üreteçler)
h1, h2, . . . , hu (Hiperbolik sınır elemanları)
ve bu üreteçler arasında

xmjj =
g∏
i=1
[ai, bi]

r∏
j=1

t∏
k=1

u∏
l=1
= 1

bağıntıları varsa sağlanıyorsa Funchian grubunun simgesi

(g;m1, . . . , mr; t; u)

şeklinde olur [12], [18], [19].

2.3 Hecke Grupları

Hecke grupları, 1936 yılında Eric Hecke tarafından [1] numaralı çalışmada tanımlanmıştır.

Tanım 2.3.1 λ ∈ R pozitif ve sabit bir sayı olmak üzere,

T(z) = –1z ve U(z) = z + λ

kesirli doğrusal dönüşümleri ile oluşturulan gruplara Hecke grupları denir. Hecke grupları
H(λ) ile gösterilir. Burada T(z) ve U(z) dönüşümleri ile (ToU)(z) = S(z) hesaplanırsa

S(z) = – 1z+λ

olarak bulunur.
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Teorem 2.3.1 λ ≥ 2 gerçel sayı veya q ≥ 3 tamsayı olmak üzere λ = λq = 2cos
(
π

q
)
ise H(λ)

grubu Fuchsian gruptur. Ayrıca E. Hecke H(λ) grubunun temel bölgesini

Fλ = {z ∈ U || Rez |< λ/2, | z |> 1}

kümesi ile göstermiştir [1].

En çok çalışılan Hecke grubu q = 3 olmak üzere modüler gruptur. Hecke grupları
λ = λq = 2cos

(
π

q
)
, 1 ≤ λ < 2 ise H(λq) veya H2,q ile gösterilir. Bazı kaynaklarda bu

durum 1. tip Hecke grupları olarak adlandırılmaktadır. Eğer Hecke grupları λ ≥ 2 ise H(λ)
ile gösterilir. Bu durumda ise 2. tip Hecke grupları olarak adlandırılır. Bu grupların sunuşları
aşağıdaki teoremler ile verilmiştir.

Teorem 2.3.2 H(λq) Hecke grubunun sunuşu

H(λq) = 〈T, S : T2 = Sq = I〉 � Z2 ∗ Zq

biçimindedir. Buradan H(λq) Hecke grubu, 2 mertebeli ve qmertebeli iki sonlu devirli grubun
serbest çarpımına izomorftur.

Teorem 2.3.3 [3] λ ≥ 2 ise H(λ) Hecke grubunun sunuşu

H(λ) = 〈T, S : T2 = S∞ = I〉 � Z2 ∗ Z

biçimindedir [2]. Buradan H(λ) Hecke grubu, 2 mertebeli ve sonsuz mertebeli, iki grubun
serbest çarpımına izomorf olur .

2.4 Genişletilmiş Hecke Grupları

Tanım 2.4.1 [2] Hecke gruplarına R(z) = 1z anti-otomorfizmasının eklenmesi ile oluşan yeni
gruba genişletilmiş Hecke grupları denir. λ sayısına göre genişletilmiş Hecke grupları H(λq)
veya H(λ) ile gösterilir.

Burada R dönüşümü ile H(λq) Hecke grubunun üreteçleri arasındaki bağlantılar
incelendiğinde
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T.R = R.T ve S.R = R.Sq–1

olduğu görülür. Tüm bunlardan genişletilmiş Hecke grubunun sunuşu aşağıdaki teoremlerle
verilmiştir.

Teorem 2.4.1 [2] H(λq) genişletilmiş Hecke grubunun sunuşu

H(λq) = 〈T, S, R : T2 = Sq = R2 = (TR)2 = (SR)2 = I � D2 ∗Z2 Dq

biçimindedir. BuradanH(λq) genişletilmişHecke grubu 2mertebeli ve qmertebeli iki dihedral
grubun 2 mertebeli devirli grup altında birleştirilmiş serbest çarpımına izomorf olur.

Teorem 2.4.2 [4] H(λ) genişletilmiş Hecke grubunun sunuşu

H(λ) = 〈T, S, R : T2 = S∞ = R2 = (TR)2 = (SR)2 = I〉 � D2 ∗Z2 D∞

biçimindedir. Buradan H(λ) genişletilmiş Hecke grubu 2 mertebeli ve sonsuz mertebeli iki
diedral grubun 2 mertebeli devirli grup altında birleştirilmiş serbest çarpımına izomorf olur.

2.5 Genel Hecke Grupları

1965 yılında genel Hecke grupları Lehner ve Newman tarafından [13] numaralı çalışma ile
tanımlanmıştır. Daha sonrasında Lehner tarafından [14] numaralı çalışma ile incelenmiştir.
Bu bölümde genel Hecke grupları ile ilgili tanım ve teoremlere yer verilecektir.

Tanım 2.5.1 [13] Genel Hecke grupları p ve q tamsayıları için 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ ve p + q > 4
olmak üzere

X(z) = – 1z–λp ve V(z) = z + λp + λq

kesirli dönüşümleri ile üretilen gruplara denir. Genel Hecke grupları Hp,q ile gösterilir.

Burada Y(z) = XV(z) = – 1
z+λq elde edilir.
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Teorem 2.5.1 p ve q tamsayıları için 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ ve p + q > 4 olmak üzere genel Hecke
gruplarının sunuşu

Hp,q = 〈X,Y : Xp = Yq = I〉 � Zp ∗ Zq

biçimindedir.

2.6 Genişletilmiş Genel Hecke Grupları

Tanım 2.6.1 Genel Hecke gruplarına R(z) = 1z anti-otomorfizmasının eklenmesi ile oluşan
yeni gruba genişletilmiş genel Hecke grupları denir. Genişletilmiş Hecke grupları Hp,q ile
gösterilir.

Teorem 2.6.1 Hp,q grubunun sunuşu;

Hp,q = 〈X,Y, R : Xp = Yq = R2 = I, XR = RXp–1, YR = RYq–1〉 � Dp ∗Z2 Dq

biçimindedir.

2.7 Genelleştirilmiş Hecke Grupları

Tanım 2.7.1 [6] p1, p2, . . . , pn tamsayı ve n ≥ 2 ve her pk ≥ 2 koşulunu sağlasın.
λk = 2cos

(
π

pk
)
, pk ≥ 2 olmak üzere

Xi(z) = – 1z+λi veya Xj(z) = –
1
z+λj

kesirli dönüşümleri ile üretilen gruplara genelleştirilmiş Hecke grupları denir. Bu gruplar
H(p1, p2, . . . , pn) ile gösterilir.

2.8 Permütasyon Metotu

Tanım 2.8.1 Singerman permütasyon metodunun yardımı ile bir Fuchsian grubun sonlu
indeksli normal alt gruplarının simgesi hesaplanabilir. Bu permütasyon metodu Teorem 2.8.1
de açıklanmıştır.
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Teorem 2.8.1 (g;m1, m2, . . . , mr; t; u) bir Γ Fuchsian grubunun simgesi olmak üzere
Γ grubunun N indeksli ve

(g′; n11, n12, . . . , n1p1 , . . . , nr1 , nr2 , . . . , nrpr ; s
′; t′)

simgesi olan birΓ1 alt grubu olması için gerek ve yeter şart aşağıdaki koşuların sağlanmasıdır.

1) Γ grubundan N nokta üzerinde geçişli olan bir G permütasyon grubuna tanımlı
θ : Γ→ G epimorfizması iki koşulu sağlar:

a) θ(xj) permütasyonu, uzunlukları mj den kısa olan pj tane devirden oluşur. Bu devirlerin
uzunlukları

mj
nj1
, mjnj2
, . . . , mjnjpj

olur.

b) θ(γ) permütasyonunda devirlerin sayısı δ(γ) ise

s′ =
s∑︁
k=1
δ(pk) ve t′ =

t∑︁
k=1
h1

eşitlikleri ile bulunur.

2) Hiperbolik alan 2πμ(Γ) olmak üzere μ(Γ)
μ(Γ1) = N eşitliği vardır [?].

Γ, (g;m1, m2, . . . , mk) simgesine sahip bir Fuchsian grup ve Γ içinde Γ1, N indeksli normal
alt grup olsun. xi(i = 1, 2, . . . , k) üreteçlerini bölüm grubundaki mertebe karşılıkları olmak
üzere Γ1 nin simgesi:

(g′; (m1l1 )
( N
l1 ), (

m2
l2 )
( N
l2 ), . . . , (

mk
lk )
( N
lk ))

şeklindedir. Buradaki g′ cinsi Riemann-Hurwitz formülü yardımı ile hesaplanır [19].
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2.9 Reidemeister-Schreier Metodu

Tanım 2.9.1 Reidemeister-Schreier metodu bir grubun sonlu indeksli normal alt grubunun
üreteçlerini ve sunuşunu elde etmemize sağlayan bir metottur. {gi} ,G grubunun üreteç ailesi
ve H, G grubunun sonlu indeksli bir normal alt grubu olsun. G/H bölüm grubu incelenerek
bu metot uygulanır. Bu G/H bölüm grubunun eleman sayısı ile aynı eleman sayısına sahip bir∑
Schreier transverseli seçilir. Transverselin elemanlarının aşağıdaki koşullar altında seçilir:

(i) I ∈ ∑
(Birim eleman transverselde yer alır.)

(ii)
∑
sağ sadeleştirme işlemi altında kapalıdır. Yani; gi1 .gi2 . . . . .gir ∈

∑
ise gi1 .gi2 . . . . .gir–1 ∈∑

olmalıdır.
Bu şartlar altında bir

∑
Schreier transverseli seçildikten sonra H grubunun bir üreteci aşağı-

daki formda olmalıdır [20].

(
∑
nın bir elemanı) × (G grubunun bir üreteci) × (önceki çarpımın koset gösterimi)–1

2.10 Riemann-Hurwitz Formülü

Tanım 2.10.1 Γ Fuchsian grubunun simgesi (g;m1, m2, . . . , mr; t; u) ve temel bölgesinin
hiperbolik alanı 2πμ(Γ) olsun. μ(Γ) için aşağıdaki eşitlik vardır:

μ(Γ) = 2g – 2 +
r∑︁
i=1

(
1 –
1
mi

)
+ t + u

Bu denklem ile Γ Fuchsian grubunun g saysısı olan cinsi bulunur. Γ1, Γ grubunun sonlu
indeksli bir alt grubu ise | Γ

/
Γ1 |=

μ(Γ)
μ(Γ1) eşitliği vardır. Bu eşitlik Riemann-Hurtwitz formülü

denir [15].

2.11 Komutatör Alt Gruplar

G bir grup ve G grubunun iki elemanı x1 ve x2 olsun.

[x1, x2] = x1x2x–11 x
–1
2

şeklinde tanımlanan ifadeye bu iki elemanın komütatörü denir.
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Tanım 2.11.1 Bir G grubunun tüm elemanlarının komütatörü alınması ile elde edilen gruba
G grubunun komütatör alt grubu denir ve G′ ile gösterilir. Bu işlem yapıldığı gibi birinci
komütatör alt grubunun tüm elemanlarına da aynı işlem gerçekleştirilse ikinci komütatör alt
grubu elde edilir ve bu şekilde diğer komütatör alt gruplar bulunabilir.

G(n) ≤ . . . ≤ G′′ ≤ G′ ≤ G

Komütatör alt grupları tamamen değişmez bir grup olduğu için normal alt gruptur [21] .

Teorem 2.11.1 G/G′ bölüm grubu değişmeli bir gruptur [22] .

Örnek 2.1 Reidemeister-Schreier metodunu kullanarak H(2, 3) modüler grubun komütatör
alt grubunun üreteçlerini ve sunuşunu elde edelim. H(2, 3) grubunun sunuşu;

H(2, 3) =< T, S|T2 = S3 = I >

şeklindedir. Komütatör alt grubu için bölüm grubunun sunuşu

H(2, 3)/H′(2, 3) =< T, S|T2 = S3 = I, TS = ST >� C2 × C3

elde edilir. Bir
∑
Schreier transverseli;

∑
= {I, T, S, S2, TS, TS2}

olarak seçilir. Reidemeister-Schreier metotu kullanılarak olabilecek tüm çarpımlar;
I.T.(T)–1 = I I.S.(S)–1 = I
T.T.(I)–1 = I T.S.(TS)–1 = I
S.T.(TS)–1 = STS–1T–1 S.S.(S2)–1 = I
S2.T.(TS2)–1 = S2TS–2T–1 S2.S.(I)–1 = I
TS.T.(S)–1 = TSTS–1 TS.S.(TS2)–1 = I
TS2.T.(S2)–1 = TS2T(S2)–1 TS2.S.(I)–1 = I

olarak yazılır. Burada (STS–1T–1)–1 = TSTS–1 ve (S2TS–2T–1)–1 = TS2T(S2)–1 yazılabilir.
Modüler grubun komütatör alt grubunun sunuşu

H′(2, 3) =< TSTS–1, TS2T(S2)–1| >� Z ∗ Z

elde edilir.
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2.12 Kuvvet Alt Gruplar

Tanım 2.12.1 m ∈ Z olmak üzere bir G grubun tüm elemanlarının m. kuvveti alınarak
hesaplanan alt gruba kuvvet alt grubu denir. Kuvvet alt grubu Gm ile gösterilir.

G =< x1, x2, . . . > ise
Gm =< xm1 , x

m
2 , . . . >

Teorem 2.12.1 m, n ∈ Z olmak üzere Gm.n ⊂ (Gm)n olur [12].

Teorem 2.12.2 Kuvvet alt grupları tamamen değişmez gruplardır. Bu yüzden kuvvet alt
grupları normal alt gruptur [23].

Örnek 2.2 Reidemeister-Schreier metodunu kullanarak H(2, 3) modüler grubun ikinci de-
rece, kuvvet alt grubunun sunuşunu elde edelim. H(2, 3) grubunun sunuşu;

H(2, 3) =< T, S|T2 = S3 = I >

şeklindedir. Kuvvet alt grubu için tüm elemanların ikinci kuvvetleri alınıp bölüm grubu
oluşturulursa

H(2, 3)/H2(2, 3) =< T, S|T2 = S3 = I, T2 = S2 = I >

elde edilir. Burada S3 = S2 = I ise S = I bulunur.

H(2, 3)/H2(2, 3) =< T|T2 = I >� C2

elde edilir. Bir
∑
Schreier transverseli;

∑
= {I, T}

olarak seçilir. Reidemeister-Schreier metotu kullanılarak olabilecek tüm çarpımlar;
I.T.(T)–1 = I I.S.(I)–1 = S
T.T.(I)–1 = I T.S.(T)–1 = TST
biçimindedir. Üreteçler S ve TST olarak bulunur. Buradan
H(2, 3)2 =< S, TST|S3 = TST3 = I >� C3 × C3 sunuşu elde edilir.
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ HECKE GRUPLARININ KOMÜTATÖR
ALT GRUPLARI

Teorem 3.1 p1, p2, . . . , pn tamsayı, n ≥ 2 ve her pi ≥ 2 koşulunu sağlasın.

i) | H(p1, p2, . . . , pn) : H′(p1, p2, . . . , pn) | = p1.p2. . . . .pn

ii) H′(p1, p2, . . . , pn) komütator alt grubu

1.
n–1∑︁
i=1

n∑︁
j=i+1
(pi – 1)(pj – 1) + 2.

n–2∑︁
i=1

n–1∑︁
j=i+1

n∑︁
k=j+1

(pi – 1)(pj – 1)(pk – 1)

+ . . . + (n – 1).
1∑︁
i=1

2∑︁
j=2

. . .

n∑︁
s=n
(pi – 1)(pj – 1). . . . .(ps – 1)

ranklı bir serbest gruptur.

ispat: i) H(p1, p2, . . . , pn) Hecke grubunun bölüm grubunu elde etmek için
H′(p1, p2, . . . , pn) komütatör alt grubunun var olan bağıntılarına i ≠ j ve i, j = 1, 2, . . . , n
olmak üzere XiXj = XjXi eklenir. Böylece H(p1, p2, . . . , pn)/H′(p1, p2, . . . , pn) bölüm grubu
< Xi : X

pi
i = I, XiXj = XjXi > � Cp1 × Cp2 × . . . × Cpn olarak bulunur. Buradan indeks

| H(p1, p2, . . . , pn) : H′(p1, p2, . . . , pn) | = p1.p2. . . . .pn olur.

ii) H′(p1, p2, . . . , pn) komütatör alt grubunun üreteçlerini Reidemeister-Schreier
yöntemini kullanarak bulabiliriz. Bunun için ilk olarak Schreier

∑
transversalini

oluşturalım. Birim eleman I her zaman
∑
transversalin elemanıdır. Ayrıca

∑
transversalinin diğer elemanlarını şu şekilde seçelim: 1 ≤ i ≤ n ve 1 ≤ ai ≤ pi – 1

olmak üzere
n∑︁
i=1
(pi – 1) tanesinin formu X

ai
i biçiminde, 1 ≤ i < j ≤ n ve t = i, j,

1 ≤ at ≤ pt – 1 olmak üzere
n–1∑︁
i=1

n∑︁
j=i+1
(pi – 1)(pj – 1) tanesinin formu X

ai
i X
aj
j biçiminde,

1 ≤ i < j < k ≤ n ve t = i, j, k, 1 ≤ at ≤ pt –1 olmak üzere
n–2∑︁
i=1

n–1∑︁
j=i+1

n∑︁
k=j+1

(pi –1)(pj –1)(pk –1)

tanesinin formu Xaii X
aj
j X
ak
k biçiminde, . . ., 1 ≤ t ≤ n ve 1 ≤ at ≤ pt – 1 olmak üzere

1∑︁
i=1

2∑︁
j=2

. . .

n∑︁
s=n
(pi – 1)(pj – 1) . . . (ps – 1) tanesinin formu Xaii X

aj
j . . .Xann

biçiminde olur. Reidemeister-Schreier yöntemi uygulanarak ve gerekli hesaplamalar yapılarak
H′(p1, p2, . . . , pn)’nin komütatör alt grubunun üreteçlerini aşağıdaki gibi buluruz.
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1.
n–1∑︁
i=1

n∑︁
j=i+1
(pi – 1)(pj – 1) tane üreteç 1 ≤ i < j ≤ n ve t = i, j, 1 ≤ at ≤ pt – 1 olmak üzere

[Xaii , X
aj
j ] biçiminde, 2.

n–2∑︁
i=1

n–1∑︁
j=i+1

n∑︁
k=j+1

(pi – 1)(pj – 1)(pk – 1) tane üreteç

1 ≤ i < j < k ≤ n ve t = i, j, k, 1 ≤ at ≤ pt – 1 olmak üzere [X
ai
i , X

aj
j X
ak
k ] ya da [X

ai
i X
aj
j , X

ak
k ]

biçimindedir (Virgüllerin yerdeğiştirimi ile farklı üreteçler elde edilir). Benzer şekilde

devam ettiğimizde (n – 1).
1∑︁
i=1

2∑︁
j=2

. . .

n∑︁
s=n
(pi – 1)(pj – 1). . . . .(ps – 1) tane üreteç 1 ≤ t ≤ n

ve 1 ≤ at ≤ pt – 1 olmak üzere [X
ai
i , X

aj
j . . .Xann ] ya da [X

ai
i X
aj
j , . . .X

an
n ] ya da . . . ya da

[Xaii X
aj
j . . . , Xann ] biçiminde olacaktır. Ek olarak Riemann-Hurwitz formülü ve permütasyon

metodu ile H′(p1, p2, . . . , pn) komütatör alt grubunun simgesini aşağıdaki gibi buluruz.

(
1 +

((n – 1) –
n∑︁
i=1

1
pi
.p1.p2. . . . .pn) –

p1.p2. . . . .pn
ekok(p1, p2, . . . , pn)

2
;∞

p1p2.....pn
ekok(p1,p2,...,pn)

)
(4.1)

Örnek 3.1 H(2, 3) genelleştirilmiş Hecke grubunu inceleyelim. Burada n = 2 ve p1 = 2,
p2 = 3’tür.
H(2, 3)=< X1, X2 | X21 = X

3
2 = I > � C2 ∗ C3

Bu grup iyi bilinen modüler gruptur. H(2, 3)/H′(2, 3) bölüm grubunu oluşturalım.
H(2, 3)/H′(2, 3) � < X1, X2 | X21 = X

3
2 = I, X1X2 = X2X1 > � C2 × C3.

elde ederiz. Reidemeister ve Schreier yöntemini kullanalım. Bir Schreier transversalinde
| H(2, 3) : H′(2, 3) |= 6 tane eleman bulunur. Bu

∑
Schreier transversalinde; I her

zaman elemandır ve
2∑︁
i=1
(pi – 1) = 3 tane eleman X1, X2, X22 olarak;

1∑︁
i=1

2∑︁
j=i+1
(pi – 1)(pj – 1) = 2 tane eleman X1X2, X1X22 olarak seçilir. Bölüm

grubunun bir Schreier transversalini;∑
= {I, X1, X2, X22, X1X2, X1X

2
2}

olarak seçelim. Mümkün olan tüm çarpımlar;
I.X1.(X1)–1 = I,
X1.X1.(I)–1 = I,
X2.X1.(X1X2)–1 = X2X1X–12 X

–1
1 ,

X22.X1.(X1X
2
2)
–1 = X22X1X

–2
2 X

–1
1 ,
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X1X2.X1.(X2)–1 = X1X2X1X–12 ,
X1X22.X1.(X

2
2)
–1 = X1X22X

–1
1 X

–1
2 ,

I.X2.(X2)–1 = I,
X1.X2.(X1X2)–1 = I,
X2.X2.(X22)

–1 = I,
X22.X2.(I)

–1 = I,
X1X2.X2.(X1X22)

–1 = I,
X1X22.X2.(X1)

–1 = I.

olarak bulunur. Buradan H′(2, 3) komütatör alt grubunun üreteçleri
(X2X1X–12 X

–1
1 )
–1 = X1X2X1X–12 = [X1, X2],

(X22X1X
–2
2 X

–1
1 )
–1 = X1X22X

–1
1 X

–1
2 = [X1, X

2
2] olur.

Ayrıca bu alt grubun simgesini bulmak için Riemann-Hurwitz formülünü kullanalım. (4.1)
formülünde p1 = 2, p2 = 3 ve n = 2 yazarsak H′(2, 3) grubunun simgesini (1;∞) olarak
buluruz.

Örnek 3.2 H(2, q) genelleştirilmiş Hecke grubunu inceleyelim.
Burada n = 2 ve p1 = 2, p2 = q ≥ 3 tamsayı olur. Bu grup özel olarak
Hecke grubudur. Grubun sunuşu;
H(2, q)=< X1, X2 | X21 = X

q
2 = I >=C2 ∗ Cq

biçimindedir. Burada H(2, q)/H′(2, q) bölüm grubu
H(2, q)/H′(2, q) = < X1, X2 | X21 = X

q
2 = I, X1X2 = X2X1 > � C2 × Cq

olarak bulunur. Üreteçleri bulmak için Reidemeister-Schreier yöntemini kullanalım.
Bir Schreier transversalinde | H(2, q) : H′(2, q) |= 2.q tane eleman bulunur. Bu

∑
Schreier transversalinde; I her zaman elemandır ve

2∑︁
i=1
(pi – 1) = q tane eleman

X1, X2, X22, . . ., Xq–12 olarak;
1∑︁
i=1

2∑︁
j=i+1
(pi – 1)(pj – 1) = (q – 1) tane eleman

X1X2, X1X22, . . ., X1X
q–1
2 olarak seçilir. Yani transversal∑

= {I, X1, X2, X22, . . . , X
q–1
2 , X1X2, X1X

2
2, . . . , X1X

q–1
2 }

biçiminde olur. Burada mümkün olan tüm çarpımlar;

I.X1.(X1)–1 = I,
X1.X1.(I)–1 = I,
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X2.X1.(X1X2)–1 = X2X1X–12 X
–1
1 ,

X22.X1.(X1X
2
2)
–1 = X22X1X

–2
2 X

–1
1 ,

...
Xq–12 .X1.(X1X

q–1
2 )

–1 = Xq–12 X1X
–(q–1)
2 X–11 ,

X1X2.X1.(X2)–1 = X1X2X1X–12 ,
X1X22.X1.(X

2
2)
–1 = X1X22X1X

–2
2 ,

...
X1X

q–1
2 .X1.(X

q–1
2 )

–1 = X1X
q–1
2 X1X

–(q–1)
2 ,

I.X2.(X2)–1 = I,
X1.X2.(X1X2)–1 = I,
X2.X2.(X22)

–1 = I,
X22.X2.(X

3
2)
–1 = I,

...
Xq–12 .X2.(I)

–1 = I, X1X2.X2.(X1X22)
–1 = I,

X1X2.X2.(X1X22)
–1 = I,

X1X22.X2.(X1X
3
2)
–1 = I,

...
X1X

q–1
2 .X2.(X1)

–1 = I.
biçimindedir. Buradan H′(2, q) komütatör alt grubunun üreteçleri
(X2X1X–12 X

–1
1 )
–1 = X1X2X1X–12 = [X1, X2],

(X22X1X
–2
2 X

–1
1 )
–1 = X1X22X1X

–2
2 = [X1, X

2
2],

...
(Xq–12 X1X

–(q–1)
2 X–11 )

–1 = X1X
q–1
2 X1X

–(q–1)
2 = [X1, X

q–1
2 ].

olarak bulunur.

Ayrıca bu alt grubun simgesini bulmak için Riemann-Hurwitz formülünü kullanalım.
(4.1) formülünde p1 = 2, p2 = q ve n = 2 yazarsak H′(2, 3) grubunun simgesini q tek
iken (12 (q – 1);∞) ve q çift iken (

1
2q – 1;∞) olarak bulunur.

Örnek 3.3 H(p, q) genelleştirilmiş Hecke grubunu inceleyelim.
Burada n = 2, p1 = p, p2 = q, 2 ≤ p ≤ q ve p + q > 4 olarak alınır. Bu grup
H(p, q) özel olarak genel Hecke grubudur. Grubun sunuşu;
H(p, q)=< X1, X2 | X

p
1 = X

q
2 = I >=Cp ∗ Cq

biçimindedir. H(p, q)/H′(p, q) bölüm grubu
H(p, q)/H′(p, q) � < X1, X2 | X

p
1 = X

q
2 = I, X1X2 = X2X1 > � Cp × Cq

olarak bulunur. Üreteçleri bulmak için Reidemeister-Schreier yöntemini kullanalım.
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Bir Schreier transversalinde | H(p, q) : H′(p, q) |= p.q tane eleman bulunur. Bu∑
Schreier transversalinde; I her zaman elemandır ve

2∑︁
i=1
(pi – 1) = (p – 1) + (q – 1) tane

eleman X1, X21, . . ., X
p–1
1 , X2, X

2
2, . . ., X

q–1
2 olarak;

1∑︁
i=1

2∑︁
j=i+1
(pi – 1)(pj – 1) = (p – 1)(q – 1)

tane eleman X1X2, X1X22, . . ., X1X
q–1
2 , X

2
1X2, X

2
1X
2
2, . . ., X

2
1X
q–1
2 , . . ., X

p–1
1 X2, X

p–1
1 X

2
2,

. . ., Xp–11 X
q–1
2 olarak seçilir. Yani transversal;

∑
= {I, X1, X21, . . . , X

p–1
1 , X2, X

2
2, . . . , X

q–1
2 , X1X2, X1X

2
2,

. . . , X1X
q–1
2 , X

2
1X2, X

2
1X
2
2, . . . , X

2
1X
q–1
2 , . . . , X

p–1
1 X2, X

p–1
1 X

2
2, . . . , X

p–1
1 X

q–1
2 }

kümesi biçimindedir. Mümkün olan tüm çarpımlar;
I.X1.(X1)–1 = I,
X1.X1.(X21)

–1 = I,
X21.X1.(X

3
1)
–1 = I,

...
Xp–11 .X1.(I)

–1 = I,
X2.X1.(X1Y)–1 = X2X1X–12 X

–1
1 ,

X22.X1.(X1X
2
2)
–1 = X22X1(X

2
2)
–1X–11 ,

...
Xq–12 .X1.(X1X

q–1
2 )

–1 = Xq–12 X1X
–1
1 X

–(q–1)
2 ,

X1X2.X1.(X21X2)
–1 = X1X2X1X–12 X

–2
1 ,

X1X22.X1.(X
2
1X
2
2)
–1 = X1X22X1X

–2
2 X

–2,
1

...
X1X

q–1
2 .X1.(X

2
1X
q–1
2 )

–1 = X1X
q–1
2 X1X

–(q–1)
2 X–21 ,

X21X2.X1.(X
3
1X2)

–1 = X21X2X1X
–1
2 X

–3
1 ,

X21X
2
2.X1.(X

3
1X
2
2)
–1 = X21X

2
2X1X

–2
2 X

–3
1 ,

...
X21X

q–1
2 .X1.(X

3
1X
q–1
2 )

–1 = X21X
q–1
2 X1X

–(q–1)
2 X–31 ,

...
Xp–11 X2.X1.(X2)

–1 = Xp–11 X2X1X
–1
2 ,

Xp–11 X
2
2.X1.(X

2
2)
–1 = Xp–11 X

2
2X1X

–2
2 ,

...
Xp–11 X

q–1
2 .X1.(X

q–1
2 )

–1 = Xp–11 X
q–1
2 X1X

–(q–1)
2 ,

I.X2.(X2)–1 = I,
X1.X2.(X1X2)–1 = I,
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X21.X2.(X
2
1X2)

–1 = I,
...
Xp–11 .X2.(X

p–1
1 X2)

–1 = I,
X2.X2.(X22)

–1 = I,
X22.X2.(X

3
2)
–1 = I,

...
Xq–12 .X2.(I)

–1 = I,
X1X2.X2.(X1X22)

–1 = I,
X1X22.X2.(X1X

3
2)
–1 = I,

...
X1X

q–1
2 .X2.(X1)

–1 = I,
X21X2.X2.(X

2
1X
2
2)
–1 = I,

X21X
2
2.X2.(X

2
1X
3
2)
–1 = I,

...
X21X

q–1
2 .X2.(X

2
1)
–1 = I,

...
Xp–11 X2.X2.(X

p–1
1 X

2
2)
–1 = I,

Xp–11 X
2
2.X2.(X

p–1
1 X

3
2)
–1 = I,

...
Xp–11 X

q–1
2 .X2.(X

p–1
1 )

–1 = I.

biçimindedir. Gerekli hesaplamalar ve kısaltmalar yapılırsa H′(p, q) komütatör alt
grubunun üreteçleri;
[X1, X2], [X1, X22], . . ., [X1, X

q–1
2 ], [X

2
1, X2], [X

2
1, X

2
2], . . ., [X

2
1, X

q–1
2 ], . . ., [X

p–1
1 , X2],

[Xp–11 , X
2
2], . . ., [X

p–1
1 , X

q–1
2 ]

olarak bulunur. Ayrıca bu alt grubun simgesini bulmak için Riemann-Hurwitz formülünü
kullanalım. (4.1) formülünde p1 = p, p2 = q ve n = 2 yazarsak H′(p, q) alt grubunun
simgesini (pq–p–q–(p,q)+22 ;∞(p,q)) olarak elde edilir.

Örnek 3.4 H(2, 3, 4) genelleştirilmiş Hecke grubunu inceleyelim.
Burada n = 3, p1 = 2, p2 = 3 ve p3 = 4 olur. Grubun sunuşu;
H(2, 3, 4) = < X1, X2, X3 | X21 = X

3
2 = X

4
3 = I >=C2 ∗ C3 ∗ C4

biçimindedir. H(2, 3, 4)/H′(2, 3, 4) bölüm grubu üreteçlerde değişmelilik koşulu eklenerek
H(2, 3, 4)/H′(2, 3, 4) � < X1, X2, X3 | X21 = X

3
2 = X

4
3 = I, X1X2 = X2X1, X1X3 = X3X1,

X3X2 = X2X3 >� C2 × C3 × C4
olarak bulunur. Üreteçleri bulmak için Reidemeister-Schreier yöntemini kullanalım.
Bir Schreier transversalinde | H(2, 3, 4) : H′(2, 3, 4) |= 2.3.4 = 24 tane eleman bulunur.
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Burada
∑
Schreier transversalinde; I her zaman elemandır ve

3∑︁
i=1
(pi – 1) = 6 tane eleman

X1, X2, X3, X22, X
2
3, X

3
3 olarak;

2∑︁
i=1

3∑︁
j=i+1
(pi –1)(pj –1) = 11 tane eleman X1X2, X1X3, X1X22,

X1X23, X1X33, X2, X3, X2X23, X2X33, X22X3, X22X
2
3, X22X

3
3olarak;

1∑︁
i=1

2∑︁
j=2

3∑︁
k=3
(pi – 1)(pj – 1)(pk – 1) = 6 tane eleman X1X2X3, X1X2X23, X1X2X

3
3, X1X

2
2X3,

X1X22X
2
3, X1X

2
2X
3
3 olarak seçilir. Yani transversal kümesi∑

= {I, X1, X2, X3, X22, X
2
3, X

3
3, X1X2, X1X3, X1X

2
2, X1X

2
3, X1X

3
3, X2X3, X2X

2
3, X2X

3
3, X

2
2X3,

X22X
2
3, X

2
2X
3
3, X1X2X3, X1X2X

2
3, X1X2X

3
3, X1X

2
2X3, X1X

3
2X
2
3, X1X

2
2X
3
3}

biçiminde seçilir. Reidemeister-Schreier yöntemi uygulandığında ve gerekli tüm
hesaplamalar yapıldığında H′(2, 3, 4)’nin komütatör alt grubunun üreteçleri:

1.
2∑︁
i=1

3∑︁
j=i+1
(pi–1)(pj–1)=11 tanesi [X1, X2], [X1, X22], [X1, X3], [X1, X

2
3], [X1, X

3
3], [X2, X3],

[X2, X23], [X2, X
3
3], [X

2
2, X3], [X

2
2, X

2
3], [X

2
2, X

3
3]; 2.

1∑︁
i=1

2∑︁
j=2

3∑︁
k=3
(pi–1)(pj–1)(pk–1)=12 tanesi

[X1X2, X3], [X1X2, X23], [X1X2, X
3
3], [X1X

2
2, X3], [X1X

2
2, X

2
3], [X1X

2
2, X

3
3], [X1, X2X3],

[X1, X2X23], [X1, X2X
3
3], [X1, X

2
2X3], [X1, X

2
2X
2
3], [X1, X

2
2X
3
3]

şeklinde olur.
Ayrıca bu alt grubun simgesini bulmak için Riemann-Hurwitz formülünü kullanalım. (4.1)
formülünde p1 = 2, p2 = 3, p2 = 4 ve n = 3 yazarsak H′(2, 3, 4) alt grubunun simgesini
(11;∞(2)) olarak elde edilir.

Örnek 3.5 H(2, 3, 4, 6) genelleştirilmiş Hecke grubunu inceleyelim. Burada p1 = 2, p2 = 3,
p3 = 4, p4 = 6 ve n = 4 olur. Grubun sunuşu;
H(2, 3, 4, 6) = < X1, X2, X3, X4 | X21 = X

3
2 = X

4
3 = X

6
4 = I > � C2 ∗ C3 ∗ C4 ∗ C6

biçimindedir. Burada H(2, 3, 4, 6)/H′(2, 3, 4, 6) bölüm grubunu
H(2, 3, 4, 6)/H′(2, 3, 4, 6) � < X1, X2, X3, X4 | X21 = X

3
2 = X

4
3 = X

6
4 = I, X1X2 = X2X1,

X1X3 = X3X1, X1X4 = X4X1, X3X2 = X2X3, X2X4 = X4X2,
X3X4 = X4X3 >� C2 × C3 × C4 × C6

olarak bulunur. Reidemeister ve Schreier yöntemini kullanalım. Bölüm grubunun bir
Schreier transversalinde | H(2, 3, 4, 6) : H′(2, 3, 4, 6) |= 2.3.4.6 = 144 tane eleman

bulunur.
∑
Schreier transversalinde; I her zaman elemandır ve

4∑︁
i=1
(pi – 1) = 11 tane

eleman X1, X2, X22, X3, X
2
3, X

3
3, X4, X

2
4, X

3
4, X

4
4, X

5
4 olarak;

3∑︁
i=1

4∑︁
j=i+1
(pi – 1)(pj – 1) = 41
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tane eleman X1X2, X1X22, X1X3, X1X
2
3, X1X

3
3, X1X4, X1X

2
4, X1X

3
4, X1X

4
4, X1X

5
4, X2, X3,

X2X23, X2X
3
3, X2, X4, X2X

2
4, X2X

3
4, X2X

4
4, X2X

5
4, X

2
2X3, X

2
2X
2
3, X

2
2X
3
3, X

2
2X4, X

2
2X
2
4, X

2
2X
3
4,

X22X
4
4, X

2
2X
5
4, X3X4, X3X

2
4, X3X

3
4, X3X

4
4, X3X

5
4, X

2
3X4, X

2
3X
2
4, X

2
3X
3
4, X

2
3X
4
4, X

2
3X
5
4, X

3
3X4,

X33X
2
4, X

3
3X
3
4, X

3
3X
4
4, X

3
3X
5
4 olarak;

2∑︁
i=1

3∑︁
j=i+11

4∑︁
k=j+1

(pi – 1)(pj – 1)(pk – 1) = 46 tane eleman

X1X2X3, X1X2X23, X1X2X
3
3, X1X2X4, X1X2X

2
4, X1X2X

3
4, X1X2X

4
4, X1X2X

5
4, X1X

2
2X3,

X1X22X
2
3, X1X

2
2X
3
3, X1X

2
2X4, X1X

2
2X
2
4, X1X

2
2X
3
4, X1X

2
2X
4
4, X1X

2
2X
5
4, X1X3X4, X1X3X

2
4,

X1X3X34, X1X3X
4
4, X1X3X

5
4, X1X

2
3X4, X1X

2
3X
2
4, X1X

2
3X
3
4, X1X

2
3X
4
4, X1X

2
3X
5
4, X1X

3
3X4,

X1X33X
2
4, X1X

3
3X
3
4, X1X

3
3X
4
4, X1X

3
3X
5
4, X2X3X4, X2X3X

2
4, X2X3X

3
4, X2X3X

4
4, X2X3X

5
4,

X2X23X4, X2X
2
3X
2
4, X2X

2
3X
3
4, X2X

2
3X
4
4, X2X

2
3X
5
4, X2X

3
3X4, X2X

3
3X
2
4, X2X

3
3X
3
4, X2X

3
3X
4
4,

X2X33X
5
4 olarak;

1∑︁
i=1

2∑︁
j=2

3∑︁
k=3

4∑︁
t=4
(pi – 1)(pj – 1)(pk – 1)(pt – 1) = 30 tane eleman X1X2X3X4,

X1X2X3X24, X1X2X3X
3
4, X1X2X3X

4
4, X1X2X3X

5
4, X1X2X

2
3X4, X1X2X

2
3X
2
4, X1X2X

2
3X
3
4,

X1X2X23X
4
4, X1X2X

2
3X
5
4, X1X2X

3
3X4, X1X2X

3
3X
2
4, X1X2X

3
3X
3
4, X1X2X

3
3X
4
4, X1X2X

3
3X
5
4,

X1X22X3X4, X1X
2
2X3X

2
4, X1X

2
2X3X

3
4, X1X

2
2X3X

4
4, X1X

2
2X3X

5
4, X1X

2
2X
2
3X4, X1X

2
2X
2
3X
2
4,

X1X22X
2
3X
3
4, X1X

2
2X
2
3X
4
4, X1X

2
2X
2
3X
5
4, X1X

2
2X
3
3X4, X1X

2
2X
3
3X
2
4, X1X

2
2X
3
3X
3
4, X1X

2
2X
3
3X
4
4,

X1X22X
3
3X
5
4 olarak seçilir.Yani transversalin elemanları;∑

= {I, X1, X2, X22, X3, X
2
3, X

3
3, X4, X

2
4, X

3
4, X

4
4, X

5
4, X1X2, X1X

2
2, X1X3, X1X

2
3, X1X

3
3,

X1X4, X1X24, X1X
3
4, X1X

4
4, X1X

5
4, X2, X3, X2X

2
3, X2X

3
3, X2, X4, X2X

2
4, X2X

3
4, X2X

4
4,

X2X54, X
2
2X3, X

2
2X
2
3, X

2
2X
3
3, X

2
2X4, X

2
2X
2
4, X

2
2X
3
4, X

2
2X
4
4, X

2
2X
5
4, X3X4, X3X

2
4, X3X

3
4, X3X

4
4,

X3X54, X
2
3X4, X

2
3X
2
4, X

2
3X
3
4, X

2
3X
4
4, X

2
3X
5
4, X

3
3X4, X

3
3X
2
4, X

3
3X
3
4, X

3
3X
4
4, X

3
3X
5
4, X1X2X3,

X1X2X23, X1X2X
3
3, X1X2X4, X1X2X

2
4, X1X2X

3
4, X1X2X

4
4, X1X2X

5
4, X1X

2
2X3, X1X

2
2X
2
3,

X1X22X
3
3, X1X

2
2X4, X1X

2
2X
2
4, X1X

2
2X
3
4, X1X

2
2X
4
4, X1X

2
2X
5
4, X1X3X4, X1X3X

2
4, X1X3X

3
4,

X1X3X44, X1X3X
5
4, X1X

2
3X4, X1X

2
3X
2
4, X1X

2
3X
3
4, X1X

2
3X
4
4, X1X

2
3X
5
4, X1X

3
3X4, X1X

3
3X
2
4,

X1X33X
3
4, X1X

3
3X
4
4, X1X

3
3X
5
4, X2X3X4, X2X3X

2
4, X2X3X

3
4, X2X3X

4
4, X2X3X

5
4, X2X

2
3X4,

X2X23X
2
4, X2X

2
3X
3
4, X2X

2
3X
4
4, X2X

2
3X
5
4, X2X

3
3X4, X2X

3
3X
2
4, X2X

3
3X
3
4, X2X

3
3X
4
4, X2X

3
3X
5
4,

X1X2X3X4, X1X2X3X24, X1X2X3X
3
4, X1X2X3X

4
4, X1X2X3X

5
4, X1X2X

2
3X4, X1X2X

2
3X
2
4,

X1X2X23X
3
4, X1X2X

2
3X
4
4, X1X2X

2
3X
5
4, X1X2X

3
3X4, X1X2X

3
3X
2
4, X1X2X

3
3X
3
4, X1X2X

3
3X
4
4,

X1X2X33X
5
4, X1X

2
2X3X4, X1X

2
2X3X

2
4, X1X

2
2X3X

3
4, X1X

2
2X3X

4
4, X1X

2
2X3X

5
4, X1X

2
2X
2
3X4,

X1X22X
2
3X
2
4, X1X

2
2X
2
3X
3
4, X1X

2
2X
2
3X
4
4, X1X

2
2X
2
3X
5
4, X1X

2
2X
3
3X4, X1X

2
2X
3
3X
2
4, X1X

2
2X
3
3X
3
4,

X1X22X
3
3X
4
4, X1X

2
2X
3
3X
5
4} biçimindedir.

Reidemeister-Schreier yöntemi uygulandığında ve gerekli tüm hesaplamalar yapıldığında
H′(2, 3, 4)’nin komütatör alt grubunun üreteçleri:

1.
3∑︁
i=1

4∑︁
j=i+1
(pi –1)(pj –1)=41 tanesinin şekli [X1, X2], [X1, X22], [X1, X3], [X1, X

2
3], [X1, X

3
3],

[X1, X4], [X1, X24], [X1, X
3
4], [X1, X

4
4], [X1, X

5
4], [X2, X3], [X2, X

2
3], [X2, X

3
3], [X2, X4],

[X2, X24], [X2, X
3
4], [X2, X

4
4], [X2, X

5
4], [X

2
2, X3], [X

2
2, X

2
3], [X

2
2, X

3
3], [X

2
2, X4], [X

2
2, X

2
4],

[X22, X
3
4], [X

2
2, X

4
4], [X

2
2, X

5
4], [X3, X4], [X3, X

2
4], [X3, X

3
4], [X3, X

4
4], [X3, X

5
4], [X

2
3, X4],
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[X23, X
2
4], [X

2
3, X

3
4], [X

2
3, X

4
4], [X

2
3, X

4
4], [X

3
3, X4], [X

3
3, X

2
4], [X

3
3, X

3
4], [X

3
3, X

4
4], [X

3
3, X

5
4] bi-

çiminde;

2.
2∑︁
i=1

3∑︁
j=i+1

4∑︁
k=j+1

(pi–1)(pj–1)(pk–1)=122 tanesinin şekli [X1, X2X3], [X1, X2X23], [X1, X2X
3
3],

[X1, X2X4], [X1, X2X24], [X1, X2X
3
4], [X1, X2X

4
4], [X1, X2X

5
4], [X1, X

2
2X3], [X1, X

2
2X
2
3],

[X1, X22X
3
3], [X1, X

2
2X4], [X1, X

2
2X
2
4], [X1, X

2
2X
3
4], [X1, X

2
2X
4
4], [X1, X

2
2X
5
4], [X1, X3X4],

[X1, X3X24], [X1, X3X
3
4], [X1, X3X

4
4], [X1, X3X

5
4], [X1, X

2
3X4], [X1, X

2
3X
2
4], [X1, X

2
3X
3
4],

[X1, X23X
4
4], [X1, X

2
3X
5
4], [X1, X

3
3X4], [X1, X

3
3X
2
4], [X1, X

3
3X
3
4], [X1, X

3
3X
4
4], [X1, X

3
3X
5
4],

[X2, X3X4], [X2, X3X24], [X2, X3X
3
4], [X2, X3X

4
4], [X2, X3X

5
4], [X2, X

2
3X4], [X2, X

2
3X
2
4],

[X2, X23X
3
4], [X2, X

2
3X
4
4], [X2, X

2
3X
5
4], [X2, X

3
3X4], [X2, X

3
3X
2
4], [X2, X

3
3X
3
4], [X2, X

3
3X
4
4],

[X2, X33X
5
4], [X

2
2, X3X4], [X

2
2, X3X

2
4], [X

2
2, X3X

3
4], [X

2
2, X3X

4
4], [X

2
2, X3X

5
4], [X

2
2, X

2
3X4],

[X22, X
2
3X
2
4], [X

2
2, X

2
3X
3
4], [X

2
2, X

2
3X
4
4], [X

2
2, X

2
3X
5
4], [X

2
2, X

3
3X4], [X

2
2, X

3
3X
2
4], [X

2
2, X

3
3X
3
4],

[X22, X
3
3X
4
4], [X

2
2, X

3
3X
5
4], [X1X2, X3], [X1X2, X

2
3], [X1X2, X

3
3], [X1X2, X4], [X1X2, X

2
4],

[X1X2, X34], [X1X2, X
4
4], [X1X2, X

5
4], [X1X

2
2, X3], [X1X

2
2, X

2
3], [X1X

2
2, X

3
3], [X1X

2
2, X4],

[X1X22, X
2
4], [X1X

2
2, X

3
4], [X1X

2
2, X

4
4], [X1X

2
2, X

5
4], [X1X3, X4], [X1X3, X

2
4], [X1X3, X

3
4],

[X1X3, X44], [X1X3, X
5
4], [X1X

2
3, X4], [X1X

2
3, X

2
4], [X1X

2
3, X

3
4], [X1X

2
3, X

4
4], [X1X

2
3, X

5
4],

[X1X33, X4], [X1X
3
3, X

2
4], [X1X

3
3, X

3
4], [X1X

3
3, X

4
4], [X1X

3
3, X

5
4], [X2X3, X4], [X2X3, X

2
4],

[X2X3, X34], [X2X3, X
4
4], [X2X3, X

5
4], [X2X

2
3, X4], [X2X

2
3, X

2
4], [X2X

2
3, X

3
4], [X2X

2
3, X

4
4],

[X2X23, X
5
4], [X2X

3
3, X4], [X2X

3
3, X

2
4], [X2X

3
3, X

3
4], [X2X

3
3, X

4
4], [X2X

3
3, X

5
4], [X

2
2X3, X4],

[X22X3, X
2
4], [X

2
2X3, X

3
4], [X

2
2X3, X

4
4], [X

2
2X3, X

5
4], [X

2
2X
2
3, X4], [X

2
2X
2
3, X

2
4], [X

2
2X
2
3, X

3
4],

[X22X
2
3, X

4
4], [X

2
2X
2
3, X

5
4], [X

2
2X
3
3, X4], [X

2
2X
3
3, X

2
4], [X

2
2X
3
3, X

3
4], [X

2
2X
3
3, X

4
4], [X

2
2X
3
3, X

5
4] bi-

çiminde;

3.
1∑︁
i=1

2∑︁
j=2

3∑︁
k=3

4∑︁
t=4
(pi–1)(pj–1)(pk–1)(pt–1)=90 tanesinin şekli [X1, X2X3X4], [X1, X2X3X24],

[X1, X2X3X34], [X1, X2X3X
4
4], [X1, X2X3X

5
4], [X1, X2X

2
3X4], [X1, X2X

2
3X
2
4], [X1, X2X

2
3X
3
4],

[X1, X2X23X
4
4], [X1, X2X

2
3X
5
4], [X1, X2X

3
3X4], [X1, X2X

3
3X
2
4], [X1, X2X

3
3X
3
4], [X1, X2X

3
3X
4
4],

[X1, X2X33X
5
4], [X1, X

2
2X3X4], [X1, X

2
2X3X

2
4], [X1, X

2
2X3X

3
4], [X1, X

2
2X3X

4
4], [X1, X

2
2X3X

5
4],

[X1, X22X
2
3X4], [X1, X

2
2X
2
3X
2
4], [X1, X

2
2X
2
3X
3
4], [X1, X

2
2X
2
3X
4
4], [X1, X

2
2X
2
3X
5
4], [X1, X

2
2X
3
3X4],

[X1, X22X
3
3X
2
4], [X1, X

2
2X
3
3X
3
4], [X1, X

2
2X
3
3X
4
4], [X1, X

2
2X
3
3X
5
4], [X1X2, X3X4], [X1X2, X3X

2
4],

[X1X2, X3X34], [X1X2, X3X
4
4], [X1X2, X3X

5
4], [X1X2, X

2
3X4], [X1X2, X

2
3X
2
4], [X1X2, X

2
3X
3
4],

[X1X2, X23X
4
4], [X1X2, X

2
3X
5
4], [X1X2, X

3
3X4], [X1X2, X

3
3X
2
4], [X1X2, X

3
3X
3
4], [X1X2, X

3
3X
4
4],

[X1X2, X33X
5
4], [X1X

2
2, X3X4], [X1X

2
2, X3X

2
4], [X1X

2
2, X3X

3
4], [X1X

2
2, X3X

4
4], [X1X

2
2, X3X

5
4],

[X1X22, X
2
3X4], [X1X

2
2, X

2
3X
2
4], [X1X

2
2, X

2
3X
3
4], [X1X

2
2, X

2
3X
4
4], [X1X

2
2, X

2
3X
5
4], [X1X

2
2, X

3
3X4],

[X1X22, X
3
3X
2
4], [X1X

2
2, X

3
3X
3
4], [X1X

2
2, X

3
3X
4
4], [X1X

2
2, X

3
3X
5
4], [X1X2X3, X4], [X1X2X3, X

2
4],

[X1X2X3, X34], [X1X2X3, X
4
4], [X1X2X3, X

5
4], [X1X2X

2
3, X4], [X1X2X

2
3, X

2
4], [X1X2X

2
3, X

3
4],

[X1X2X23, X
4
4], [X1X2X

2
3, X

5
4], [X1X2X

3
3, X4], [X1X2X

3
3, X

2
4], [X1X2X

3
3, X

3
4], [X1X2X

3
3, X

4
4],

[X1X2X33, X
5
4], [X1X

2
2X3, X4], [X1X

2
2X3, X

2
4], [X1X

2
2X3, X

3
4], [X1X

2
2X3, X

4
4], [X1X

2
2X3, X

5
4],

[X1X22X
2
3, X4], [X1X

2
2X
2
3, X

2
4], [X1X

2
2X
2
3, X

3
4], [X1X

2
2X
2
3, X

4
4], [X1X

2
2X
2
3, X

5
4], [X1X

2
2X
3
3, X4],
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[X1X22X
3
3, X

2
4], [X1X

2
2X
3
3, X

3
4], [X1X

2
2X
3
3, X

4
4], [X1X

2
2X
3
3, X

5
4] biçiminde olur. Bu alt grubun

simgesini bulmak için Riemann-Hurwitz formülünü kullanalm. (4.1) formülünde p1 = 2,
p2 = 3, p3 = 4, p4 = 6 ve n = 4 yazarsak (121;∞(12)) olarak bulunur.
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4. GENİŞLETİLMİŞ GENELLEŞTİRİLMİŞ HECKE GRUPLARI-
NIN KOMÜTATÖR ALT GRUPLARI

Bu kısımda H(p1, p2, . . . , pn) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke gruplarının komütatör
alt grupları çalışılacaktır. Bunun için ilk olarak H(p1, p2, . . . , pn) grubunun Xi üreteçlerini
yeniden adlandıralım. Bu adlandırmayı şu şekilde yapalım: H(p1, p2, . . . , pn) grubunun Xi
olan üreteçlerinin mertebeleri pi olmak üzere pi = 2 olanların sayısı s, pi =çift ≥ 4 olanlarının
sayısı t ve pi =tek (≥ 3) olanlarının sayısı u olsun. 0 ≤ j ≤ s; 0 ≤ k ≤ t ve 0 ≤ l ≤ u olmak
üzere pi = 2 ise Xi üreteçleri Aj olarak, pi = çift ≥ 4 ise Xi üreteçleri Bk olarak, pi =tek
(≥ 3) ise Xi üreteçleri Cl olarak gösterelim. Ayrıca Bk ve Cl üreteçlerinin mertebeleri sırası
ile qk ve rl olarak gösterelim. Tüm bunlardan H(p1, p2, . . . , pn) genişletilmiş genelleştirilmiş
Hecke gruplarının sunuşunu aşağıdaki gibi gösterebiliriz.
< Aj, Bk, Cl, R | A2j = B

qk
k = C

rl
l = R

2 = I, RAj = AjR,RBk = B–1k R,RCl = C
–1
l R >

Artık tüm bu koşullar altında bu grubun komütatör alt gruplarını çalışabiliriz.

Teorem 4.1 p1, p2, . . . , pn tamsayı, n ≥ 2 ve pi ≥ 2 olmak üzere

i)
[
H(p1, p2, . . . , pn) : H

′(p1, p2, . . . , pn)
]
= 2s+t+1

ii) H(p1, p2, . . . , pn) komütatör alt grubu
s∑︁
j=2
(j – 1)

(
s
j

)
+
t∑︁
k=1
(2k – 1)

(
t
k

)
+
s∑︁
j=1

t∑︁
k=1
(2k + j – 1)

(
s
j

) (
t
k

)
+ 2s+tu

tane üreteci olan bir gruptur.

ispat: H(p1, p2, . . . , pn)/H
′(p1, p2, . . . , pn) bölümgrubunu oluşturmak içinH

′(p1, p2, . . . , pn)
komütatör alt grubuna bilinen bağıntılara 0 ≤ k ≤ t ve 0 ≤ l ≤ u olmak üzere
RBk = BkR, RCl = ClR değişmelilik bağıntıları eklenir. Böylece
H(p1, p2, . . . , pn)/H

′(p1, p2, . . . , pn) bölüm grubu
� < Aj, Bk, Cl, R | A2j = B

qk
k = C

rl
l = R

2 = I, RAj = AjR,RBk = B–1k R,RCl = C
–1
l R,

RBk = BkR,RCl = ClR >
� < Aj, Bk, Cl, R | A2j = B

qk
k = C

rl
l = R

2 = (AjR)2 = (BkR)2 = (ClR)2 = I >
biçiminde bulunur. Burada;
RBk = BkR; RBk = B–1k R bağıntılarından B

2
k = I,

RCl = ClR; RCl = C–1l R bağıntılarından C
2
l = I,

Bqkk = B
2
k = I bağıntılarından (qk çift sayı) B

2
k = I,

Crll = C
2
l = I bağıntılarından (rl tek sayı) Cl = I

olarak bulunur. Böylece H(p1, p2, . . . , pn)/H
′(p1, p2, . . . , pn) bölüm grubu;
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�< Aj, Bk, R | A2j = B
2
k = R

2 = (AjR)2 = (BkR)2 = I >� C2 × C2 × . . . × C2︸                   ︷︷                   ︸
s+t

×C2

şeklindedir. Burada C2 sayısı s + t + 1 tane olduğundan indeks[
H(p1, p2, . . . , pn) : H′p1, p2, . . . , pn)

]
= 2s+t+1 olarak bulunur. İlk olarak

Schreier
∑
transversalini oluşturalım. Schreier

∑
transversalini oluşturmak için

M = {A1, A2, . . . , As, B1, B2, . . . , Bn} kümesini kulanalım. Bu kümenin tüm alt kümeleri
için sahip olduğu elemanlarının tamamı kullanılarak (alfabetik ve numarasal
sıralama yapılarak) elde edilen elemanlar

∑
Schreier transversalinin elemanlarıdır.

Örneğin M kümesinin bir alt kümesi {A3, A4, A7, B1, B6} ise o zaman A3A4A7B1B6 ifadesi
de

∑
’in bir elemanıdır. Buradan

∑
Schreier transversalinde 2s+t – 1 tane elemanın olduğunu

söyleyebiliriz (Kümenin alt kümelerinden biri olan boş kümeyi çıkararak). Aynı mantık ile
2s+t – 1 tane elemanın R ile çarpılmış hali yine

∑
’in bir elemanıdır (Örneğin A3A4A7B1B6

ifadesi de
∑
’in bir elemanı ise A3A4A7B1B6R de

∑
de olur). Ayrıca I ve R,

∑
Schreier

transversalinde yer alır. Tüm bunlardan transversalde 2s+t–1+2s+t–1+2 = 2s+t+1 tane eleman
olur. Burada s = t = 0 olduğunda transversalde sadece I ve R bulunur. Reidemeister-Schreier
yöntemi uygulanarak ve gerekli hesaplamalar yapılarak H′(p1, p2, . . . , pn)’nin komütatör
alt grubunun üreteçlerini aşağıdaki gibi buluruz.Bağıntılar arasında A–1j = Aj ve B

–1
j ≠ Bj

koşulları vardır. Burada eğer s ≥ 2 ise 1 ≤ d < e ≤ s olmak üzere 1.
(
s
2

)
tane üreteçAdAeAdAe

biçiminde; 1 ≤ d < e < f ≤ s olmak üzere 2.
(
s
3

)
tane üreteç AdAeAfAd(AeAf)–1 ya da

AdAeAfAe(AdAf)–1 biçiminde; . . .; (s–1).
(
s
s

)
tane üreteç A1A2 . . .AsA1(A2 . . .As)–1 ya da

A1A2 . . .AsA2(A1A3 . . .As)–1 ya da . . . ya daA1A2 . . .AsAs–1(A1 . . .As–2As)–1biçiminde

olur. Eğer t ≥ 1 ise; 1 ≤ g ≤ t olmak üzere 1.
(
t
1

)
tane üreteç B2g biçiminde,

1 ≤ g < h ≤ t olmak üzere 3.
(
t
2

)
tane üreteç BgBhBgB–1h ya da BgBhB

–1
g B–1h ya da BgB

2
hB
–1
h

biçiminde, 1 ≤ g < h < m ≤ t olmak üzere 5 ×
(
t
3

)
tane üreteç BgBhBmBg(BhBm)–1 ya

da BgBhBmB–1g (BhBm)–1 ya da BgBhBmBh(BgBm)–1 ya da BgBhBmB–1h (BgBm)
–1 ya da

BgBhB2m(BgBh)–1 biçiminde, . . ., (2t – 1).
(
t
t

)
tane üreteç B1B2 . . .BtB1(B2 . . .Bt)–1 ya da

B1B2 . . .BtB–11 (B2 . . .Bt)
–1 ya da B1B2 . . .BtB2(B1B3 . . .Bt)–1 ya da

B1B2 . . .BtB–12 (B1B3 . . .Bt)
–1 ya da . . . ya da B1B2 . . .BtBt–1(B1 . . .Bt–2Bt)–1 ya da

B1B2 . . .BtB–1t–1(B1 . . .Bt–2Bt)
–1 ya da B1B2 . . .B2t (B1 . . .Bt–2Bt–1)

–1 olur. Eğer s ≥ 1 ve

t ≥ 1 ise; 1 ≤ d ≤ s, 1 ≤ g ≤ t olmak üzere 2.
(
s
1

) (
t
1

)
tane üreteç AdBgAdB–1g ya da AdB2gAd

biçiminde, 1 ≤ d < e ≤ s, 1 ≤ g ≤ t olmak üzere 3.
(
s
2

) (
t
1

)
tane üreteç AdAeBgAd(AeBg)–1

ya da AdAeBgAe(AdBg)–1 ya da AdAeB2g(AdAe)–1 biçiminde, 1 ≤ d ≤ s, 1 ≤ g < h ≤ t
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olmak üzere 4.
(
s
1

) (
t
2

)
tane üreteç AdBgBhAd(BgBh)–1 ya da AdBgBhBg(AdBh)–1 ya da

AdBgBhB–1g (AdBh)–1 ya da AdBgB2h(AdBg)
–1 biçiminde, . . ., (2t + s – 1).

(
s
s

) (
t
t

)
tane üreteç

A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtA1(A2 . . .AsB1B2 . . .Bt)–1 ya da
A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtA2(A1 . . .AsB1B2 . . .Bt)–1 ya da...
A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtAs(A1 . . .As–1B1B2 . . .Bt)–1 ya da
A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtB1(A1 . . .AsB2 . . .Bt)–1 ya da
A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtB–11 (A1 . . .AsB2 . . .Bt)

–1 ya da
A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtB2(A1 . . .AsB1B3 . . .Bt)–1 ya da
A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtB–12 (A1 . . .AsB1B3 . . .Bt)

–1 ya da
...
A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtBt–1(A1 . . .AsB1 . . .Bt–2Bt)–1 ya da
A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtB–1t–1(A1 . . .AsB1 . . .Bt–2Bt)

–1 ya da
A1A2 . . .AsB1B2 . . .B2t (A1 . . .AsB1 . . .Bt–2Bt–1)

–1 biçiminde olur.

1 ≤ l ≤ u olmak üzere u.
(
s + t
0

)
tane üreteç Cl biçiminde; 1 ≤ d ≤ s, 1 ≤ g ≤ t ve 1 ≤ l ≤ u

olmak üzere u.
(
s + t
1

)
tane üreteç AdClAd ya da BgClB–1g biçiminde, 1 ≤ d(< e) ≤ s,

1 ≤ g(< h) ≤ t ve 1 ≤ l ≤ u olmak üzere u.
(
s + t
2

)
tane üreteç AdAeCl(AdAe)–1 ya da

BgBhCl(BgBh)–1 ya da AdBgCl(AdBg)–1 biçiminde,

1 ≤ d(< e(< f)) ≤ s, 1 ≤ g(< h(< m)) ≤ t ve 1 ≤ l ≤ u olmak üzere u.
(
s + t
3

)
tane

üreteç AdAeAfCl(AdAeAf)–1 ya da AdAeBgCl(AdAeBg)–1 ya da AdBgBhCl(AdBgBh)–1 ya

da BgBhBmCl(BgBhBm)–1 biçiminde, . . ., 1 ≤ l ≤ u olmak üzere u ×
(
s + t
s + t

)
tane üreteç

A1A2 . . .AsB1B2 . . .BtCl(A1A2 . . .AsB1B2 . . .Bt)–1 biçiminde olur.
Ayrıca Riemann-Hurwitz formülünü ve permütasyon metodunu kullanarak 1 ≤ k ≤ t ve
1 ≤ l ≤ u iken H′(p1, p2, . . . , pn) komütatör alt grubunun simgesini:


(1 + 2

s+t–1(s+t–3)
2 ; (qk2 )

2s+t–1 , (r2s+tl ),∞
2s+t–1) s ≥ 1 ve t ≥ 1 ise

(0; r(2)l ,∞) s= 1 ve t = 0 ise
(0; (qk2 ), r

(2)
l ,∞) s = 0 ve t = 1 ise

(0; rl,∞) s = 0 ve t = 0 ise

(5.1)

şekilde buluruz.
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Örnek 4.1 H(3, 5, 7) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grubunu inceleyelim. Burada
p1 = 3, p2 = 5, p3 = 7 ve s = 0, t = 0, u = 3 olur. 1 ≤ l ≤ 3 ve rl, Cl’lerin
mertebeleri olmak üzere;
H(3, 5, 7) = < Cl, R | C

rl
l = R

2 = I, RCl = C–1l R >
H(3, 5, 7)/H′(3, 5, 7) bölüm grubunu oluşturalım.
H(3, 5, 7)/H′(3, 5, 7) � < Cl, R | C

rl
l = R

2 = I, RCl = C–1l R,RCl = ClR >
� < Cl, R | R2 = I > � C2

biçimindedir. Burada
RCl = C–1l R,RCl = ClR eşitliklerinden C

2
l = I

C2l = I ve C
rl
l = I eşitliklerinden Cl = I

elde edilir. Bunlardan haraketle indeks;[
H(3, 5, 7) : H′(3, 5, 7)

]
= 21 = 2 bulunur. Reidemeister-Schreier yöntemini kullanalım.

Bölüm grubunun bir Schreier transversalini;
∑
= {I, R} olarak elde edilir. Mümkün olan tüm

çarpımlar;

I.C1.(I) = C1,
R.C1.(R)–1 = RC1R–1 = C–11 RR

–1 = C–1l ,

I.C2.(I) = C2,
R.C2.(R)–1 = RC2R–1 = C–12 RR

–1 = C–12 ,

I.C3.(I) = C3,
R.C3.(R)–1 = RC3R–1 = C–13 RR

–1 = C–13 .

olur. Buradan H′(3, 5, 7) komütatör alt grubunun üreteçleri s = 0, t = 0, u = 3 olmak üzere

u ×
(
s + t
0

)
= 3 ×

(
0
0

)
= 3 tane üreteç Cl biçiminde elde edilir. Son olarak Riemann-Hurwitz

formülü ve permütasyon metodu ile H′(3, 5, 7) komütatör alt grubunun simgesini (5.1)
formülü ile (0; 3, 5, 7,∞) olarak buluruz.

Örnek 4.2 H(2, 2, 5, 7) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grubunu inceleyelim. Burada
p1 = 2, p2 = 2, p3 = 5, p4 = 7 ve s = 2, t = 0, u = 2 olur. 0 ≤ j ≤ s, 1 ≤ l ≤ 3
ve rl, Cl’lerin mertebeleri olmak üzere H(2, 2, 5, 7) grubunun sunuşu aşağıdaki gibidir:
H(2, 2, 5, 7) = < Aj, Cl, R | A2j = C

rl
l = R

2 = I, RAj = AjR,RCl = C–1l R >

H(2, 2, 5, 7)/H′(2, 2, 5, 7) bölüm grubu;
H(2, 2, 5, 7)/H′(2, 2, 5, 7) � < Aj, Cl, R | A2j = C

rl
l = R

2 = I, RAj = AjR,RCl = C–1l R,
RCl = ClR >

� < Aj, Cl, R | A2j = R
2 = (AjR)2 = I >
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biçimindedir. Burada
RCl = C–1l R,RCl = ClR eşitliklerinden C

2
l = I

C2l = I ve C
rl
l = I eşitliklerinden Cl = I

elde edilir. Bölüm grubunun son hali
H(2, 2, 5, 7)/H′(2, 2, 5, 7) � C2 × C2 × C2
biçiminde olur. Tüm bunlardan haraketle indeks;[
H(2, 2, 5, 7) : H′(2, 2, 5, 7)

]
= 23 = 8

bulunur. Reidemeister-Schreier yöntemini kullanalım. Schreier transversalinin elemanlarını
şu şekilde seçeriz: M kümesi M = {A1, A2} olarak seçilir. M kümesinin boş küme
hariç alt kümeleri {A1}, {A2}, {A1, A2} olduğundan Schreier transversalinde A1, A2, A1A2
elemanları bulunur. Bu elemanların R ile çarpılmış halleri de Schreier transversalinde vardır.
Buradan bir Schreier transversali;∑
= {I, R, A1, A2, A1A2, A1R,A2R,A1A2R}

olarak elde edilir. Mümkün olan tüm çarpımlar;

I.A1.(A1)–1 = I,
A1.A1.(I)–1 = I,
A2.A1.(A1A2)–1 = A2A1A2A1,
A1A2.A1.(A2)–1 = A1A2A1A2,
R.A1.(A1R)–1 = A1RR–1A–11 = I,
A1R.A1.(R)–1 = I,
A2R.A1.(A1A2R)–1 = I,
A1A2R.A1.(A2R)–1 = I,

I.A2.(A2)–1 = I,
A1.A2.(A1A2)–1 = I,
A2.A2.(I)–1 = I,
A1A2.A2.(A1)–1 = I,
R.A2.(A2R)–1 = I,
A1R.A2.(A1A2R)–1 = I,
A2R.A2.(R)–1 = I,
A1A2R.A2.(A1R)–1 = I,

I.C1.(I)–1 = C1,
A1.C1.(A1)–1 = A1C1(A1)–1,
A2.C1.(A2)–1 = A2C1(A2)–1,
A1A2.C1.(A1A2)–1 = A1A2C1(A1A2)–1,
R.C1.(R)–1 = C–1l ,
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A1R.C1.(A1R)–1 = I,
A2R.C1.()–1 = A2R,
A1A2R.C1.(A1A2R)–1 = I,

I.C2.(I)–1 = C2,
A1.C2.(A1)–1 = A1C2(A1)–1,

A2.C2.(A2)–1 = A2C2(A2)–1,
A1A2.C2.(A1A2)–1 = A1A2C2(A1A2)–1,
R.C2.(R)–1 = C–12 ,
A1R.C2.(A1R)–1 = A1C–12 A

–1
1 ,

A2R.C2.(A2R)–1 = A2C–12 A
–1
2 ,

A1A2R.C2.(A1A2)–1 = A1A2C–12 (A1A2)
–1,

I.R.(R)–1 = I,
A1.R.(A1R)–1 = I,
A2.R.(A2R)–1 = I,
A1A2.R.(A1A2R)–1 = I,
R.R.(I)–1 = I,
A1R.R.(A1)–1 = I,
A2R.R.(A2)–1 = I,
A1A2R.R.(A1A2)–1 = I.

olur. Buradan H′(2, 2, 5, 7) komütatör alt grubunun üreteçleri s = 2, t = 0, u = 2 olmak

üzere; 1.
(
s
2

)
= 1.

(
2
2

)
= 1 tane üreteç A1A2A1A2 biçiminde, u.

(
s + t
0

)
= 2.

(
2
0

)
= 2 tane üreteç

Cl, C2 biçiminde, u.
(
s + t
1

)
= 2.

(
2
1

)
= 4 tane üreteç A1ClA–11 , A1C2A

–1
1 , A2ClA

–1
2 , A2C2A

–1
2

biçiminde, u.
(
s + t
2

)
= 2.

(
2
2

)
= 2 tane üreteç A1A2Cl(A1A2)–1, A1A2C2(A1A2)–1 biçiminde

elde edilir.

Örnek 4.3 H(5, 5, 7, 8) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grubunu inceleyelim. Burada
p1 = 5, p2 = 5, p3 = 7, p4 = 8 ve s = 0, t = 1, u = 3 olur. 0 ≤ j ≤ s, 1 ≤ l ≤ 3 ve rl, Cl
üreteçlerinin mertebeleri ve qk, Bk üreteçlerinin mertebeleri olmak üzere H(5, 5, 7, 8)
grubunun sunuşu;
H(5, 5, 7, 8) = < Bk, Cl, R | B

qk
k = C

rl
l = R

2 = I, RBk = B–1k R,RCl = C
–1
l R >

biçimindedir. H(5, 5, 7, 8)/H′(5, 5, 7, 8) bölüm grubu için bilinen bağıntılara değişmelilik
bağıntıları eklendiğinde;
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H(5, 5, 7, 8)/H′(5, 5, 7, 8) � < Bk, Cl, R | B
qk
k = C

rl
l = R

2 = I, RBk = B–1k R,RCl = C
–1
l R,

RCl = ClR,RBk = BkR >
� < Bk, Cl, R | B2k = R

2 = (BkR)2 = I >
olur. Burada
RBk = BkR,RBk = B–1k R bağıntılarından B

2
k = I

RCl = C–1l R,RCl = ClR bağıntılarından C
2
l = I

C2l = I ve C
rl
l = I eşitliklerinden Cl = I

elde edilir. Bölüm grubunun son hali
H(5, 5, 7, 8)/H′(5, 5, 7, 8) � C2 × C2
biçimindedir. Bunlardan haraketle indeks;[
H(5, 5, 7, 8) : H′(5, 5, 7, 8)

]
= 22 = 4 bulunur. Reidemeister-Schreier yöntemini kullanalım.

Schreier transversalinin elemanlarını şu şekilde seçeriz: M kümesi M = {B1}
olarak seçilir. M kümesinin boş küme hariç alt kümesi {B1} olduğundan Schreier
transversalinde B1 elemanları bulunur. Bu elemanların R ile çarpılmış halleri de Schreier
transversalinde vardır. Buradan bir Schreier transversali;∑
= {I, R, B1, B1R}

olarak elde edilir. Mümkün olan tüm çarpımlar;

I.C1.(I)–1 = C1,
B1.C1.(B1)–1 = B1C1B–11 ,
R.C1.(R)–1 = C–11 ,
B1R.C1.(B1R)–1 = B1C–11 B

–1
1 ,

I.C2.(I)–1 = C2,
B1.C2.(B1)–1 = B1C2B–11 ,
R.C2.(R)–1 = C–12 ,
B1R.C2.(B1R)–1 = B1C–12 B

–1
1 ,

I.C3.(I)–1 = C3,
B1.C3.(B1)–1 = B1C3B–11 ,
R.C3.(R)–1 = C–13 ,
B1R.C3.(B1R)–1 = B1C–13 B

–1
1 ,

I.B1.(B1)–1 = I,
B1.B1.(I)–1 = B21,
R.B1.(B1R)–1 = I,
B1R.B1.(R)–1 = B1C–11 B

–1
1 ,
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I.R.(R)–1 = I,
B1.R.(B1R)–1 = I,
R.R.(I)–1 = I,
B1R.R.(B1)–1 = I,

olur. Gerekli kısaltmalar ve hesaplamalar yapıldığında H′(5, 5, 7, 8) komütatör alt

grubunun üreteçleri s = 0, t = 1, u = 3 olmak üzere; 1.
(
t
1

)
= 1.

(
1
1

)
= 1 tane üreteç B21

biçiminde, u.
(
s + t
0

)
= 3.

(
1
0

)
= 1 tane üreteç Cl, C2, C3 biçiminde, u.

(
s + t
1

)
= 3.

(
1
1

)
= 3 tane

üreteç B1ClB–11 , B1C2B
–1
1 , B1C3B

–1
1 biçiminde elde edilir.

Son olarak Riemann-Hurwitz formülü ve permütasyon metodu ile (5.1)
formülünde s = 0, t = 1 ve u = 3 olarak yazılırsa H′(5, 5, 7, 8) komütatör alt grubunun
simgesini (0; 4, 5(2)), 7(2),∞) olarak buluruz.

Örnek 4.4 H(2, 2, 2, 3, 4, 5, 9, 10) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grubunu inceleyelim.
Burada p1 = 2, p2 = 2, p3 = 2, p4 = 3, p5 = 4, p6 = 5, p7 = 9, p8 = 10 ve s = 3,
t = 2, u = 3 olur. 0 ≤ j ≤ s, 1 ≤ l ≤ 3 ve rl, Cl üreteçlerinin mertebeleri ve qk,
Bk üreteçlerinin mertebeleri olmak üzere RBk = BkR, RCl = ClR değişmelilik
bağıntıları eklendiğinde H(2, 2, 2, 3, 4, 5, 9, 10)/H′(2, 2, 2, 3, 4, 5, 9, 10) bölüm grubu sunuşu;
� < Aj, Bk, Cl, R | A2j = B

qk
k = C

rl
l = R

2 = I, RAj = AjR,RBk = B–1k R,RCl = C
–1
l R,

RBk = BkR, RCl = ClR >
� < Aj, Bk, Cl, R | A2j = B

qk
k = C

rl
l = R

2 = (AjR)2 = (BkR)2 = (ClR)2 = I >
biçiminde bulunur. Burada;
RBk = BkR; RBk = B–1k R bağıntılarından B

2
k = I,

RCl = ClR; RCl = C–1l R bağıntılarından C
2
l = I,

Bqkk = B
2
k = I bağıntılarından (qk çift sayı) B

2
k = I,

Crll = C
2
l = I bağıntılarından (rl tek sayı) Cl = I

olarak bulunur. Böylece H(p1, p2, . . . , pn)/H
′(p1, p2, . . . , pn) bölüm grubu;

�< Aj, Bk, R | A2j = B
2
k = R

2 = (AjR)2 = (BkR)2 = I >� C2 × C2 × . . . × C2︸                   ︷︷                   ︸
5

×C2

şeklindedir. Buradan indeks;[
H(p1, p2, . . . , pn)/H

′(p1, p2, . . . , pn)
]
= 26 = 64

bulunur. Reidemeister-Schreier yöntemini ile Schreier transversalinin elemanlarını şu
şekilde seçeriz: M kümesi M = {A1, A2, A3, B1, B2} olur. M kümesinin boş küme hariç
alt kümeleri {A1}, {A2}, {A3}, {B1}, {B2, }, {A1, A2}, {A1, A3}, {A2, A3}, {B1, B2, },
{A1, B1}, {A2, B1}, {A3, B1}, {A1, B2}, {A2, B2}, {A3, B2}, {A1, A2, A3}, {A1, A2, B1},
{A1, A2, B2}, {A1, A3, B1}, {A1, A3, B2}, {A2, A3, B1}, {A2, A3, B2}, {A1, B1, B2},
{A2, B1, B2}, {A3, B1, B2}, {A1, A2, A3, B1}, {A1, A2, A3, B2}, {A1, A2, B1, B2},
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{A1, A3, B1, B2}, {A12, A3, B1, B2}, {A1, A2, A3, B1, B2} şeklindedir. Bu kümelerin tüm
elemanları ile oluşturulan yeni elemanlar Schreier transversalinde bulunur. Bu elemanların
R ile çarpılmış halleri de Schreier transversalinde vardır. Yani tüm bunlardan haraketle bir
Schreier transversali;∑
= {I, R, A1, A2, A3, B1, B2, A1A2, A1A3, A2A3, B1B2, A1B1, A2B1, A3B1, A1B2, A2B2,

A3B2, A1A2A3, A1A2B1, A1A2B2, A1A3B1, A1A3B2, A2A3B1, A2A3B2, A1B1B2,
A2B1B2, A3B1B2, A1A2A3B1, A1A2A3B2, A1A2B1B2, A1A3B1B2, A2A3B1B2,
A1A2A3B1B2, A1R,A2R,A3R,B1R,B2R,A1A2R,A1A3R,A2A3R,B1B2R,
A1B1R,A2B1R,A3B1R,A1B2R,A2B2R,A3B2R,A1A2A3R,A1A2B1R,A1A2B2R,
A1A3B1R,A1A3B2R,A2A3B1R,A2A3B2R,A1B1B2R,A2B1B2R,A3B1B2R,
A1A2A3B1R,A1A2A3B2R,A1A2B1B2R,A1A3B1B2R,A2A3B1B2R,A1A2A3B1B2R}
olarak elde edilir. Reidemeister-Schreier yöntemi uygulanarak ve gerekli hesaplamalar
yapılarak H′(2, 2, 2, 3, 4, 5, 9, 10)’nin komütatör alt grubunun üreteçlerini aşağıdaki gibi
buluruz. Burada H′(2, 2, 2, 3, 4, 5, 9, 10) komütatör alt grubunun üreteçleri s = 3, t = 2,
u = 3 olmak üzere;

1.
(
3
2

)
= 3 tane üreteç A1A2A1A2, A1A3A1A3, A2A3A2A3 biçiminde; 2.

(
3
3

)
= 2 tane üreteç

A1A2A3A1(A2A3)–1 ya da A1A2A3A2(A1A3)–1 biçiminde;

1.
(
2
1

)
tane üreteç B21,B

2
2 biçiminde,

3.
(
2
2

)
= 3 tane üreteç B1B2B1B–12 ya da B1B2B

–1
1 B

–1
2 ya da B1B

2
2B
–1
2 biçiminde,

2.
(
3
1

) (
2
1

)
= 12 tane üreteçA1B1A1B–11 , A1B2A1B

–1
2 , A2B1A2B

–1
1 , A2B2A2B

–1
2 , A3B1A3B

–1
1 ,

A3B2A3B–12 ya da A1B
2
1A1, A1B

2
2A1, A2B

2
1A2, A2B

2
2A2, A2B

2
1A3, A3B

2
2A3 biçiminde,

3.
(
3
2

) (
2
1

)
= 18 tane üreteçA1A2B1A1(A2B1)–1, A1A2B2A1(A2B2)–1, A1A3B1A1(A3B1)–1,

A1A3B2A1(A3B2)–1, A2A3B1A2(A3B1)–1, A2A3B2A2(A3B2)–1 ya daA1A2B1A1(A2B1)–1

, A1A2B2A1(A2B2)–1, A1A3B1A1(A3B1)–1, A1A3B2A1(A3B2)–1, A2A3B1A2(A3B1)–1,
A2A3B2A2(A3B2)–1 ya da A1A2B21(A1A2)

–1, A1A2B22(A1A2)
–1, A1A3B21(A1A3)

–1,
A1A3B22(A1A3)

–1, A2A3B21(A2A3)
–1, A2A3B22(A2A3)

–1 biçiminde,

4.
(
3
1

) (
2
2

)
= 12 tane üreteç A1B1B2A1(B1B2)–1, A2B1B2A2(B1B2)–1, A3B1B2A3(B1B2)–1

ya da A1B1B2B1(A1B2)–1, A2B1B2B1(A2B2)–1, A3B1B2B1(A3B2)–1 ya da
A1B1B2B–11 (A1B2)

–1 , A2B1B2B–11 (A2B2)
–1, A3B1B2B–11 (A3B2)

–1ya daA1B1B22(A1B1)
–1,

A2B1B22(A2B1)
–1, A3B1B22(A3B1)

–1 biçiminde,

(5).
(
3
2

) (
2
2

)
= 15 tane üreteç A1A2B1B2A1(A2B1B2)–1, A1A2B1B2A2(A1B1B2)–1,

A1A3B1B2A1(A3B1B2)–1, A1A3B1B2A3(A1B1B2)–1, A2A3B1B2A2(A3B1B2)–1,
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A2A3B1B2A2(A3B1B2)–1 ya da A1A2B1B2B1(A1A2B2)–1, A1A2B1B2B–11 (A1A2B2)
–1,

A1A2B1B22(A1A2B1)
–1, A1A3B1B2B1(A1A3B2)–1, A1A3B1B2B–11 (A1A3B2)

–1,
A1A3B1B22(A1A3B1)

–1, A2A3B1B2B1(A2A3B2)–1, A2A3B1B2B–11 (A2A3B2)
–1,

A2A3B1B22(A2A3B1)
–1 biçiminde,

(6).
(
3
3

) (
2
2

)
= 6 tane üreteçA1A2A3B1B2A1(A2A3B1B2)–1 ya daA1A2A3B1B2A2(A1A3B1B2)–1

ya da A1A2A3B1B2A3(A1A2B1B2)–1 ya da A1A2A3B1B2B1(A1A2A3B2)–1 ya da
A1A2A3B1B2B–11 (A1A2A3B2)

–1 ya da A1A2A3B1B22(A1A2A3B1)
–1 biçiminde olur.

3.
(
5
0

)
= 3 tane üreteç C1, C2, C3 biçiminde; 3.

(
5
1

)
= 15 tane üreteç A1C1A1, A1C2A1,

A1C3A1, A2C1A2, A2C2A2, A2C3A2, A3C1A3, A3C2A3, A3C3A3 ya daB1C1B–11 , B1C2B
–1
1 ,

B1C3B–11 , B2C1B
–1
2 , B2C2B

–1
2 , B2C3B

–1
2 biçiminde,

3.
(
5
2

)
= 30 tane üreteç A1A2C1(A1A2)–1, A1A3C1(A1A3)–1, A2A3C1(A2A3)–1,

A1A2C2(A1A2)–1, A1A3C2(A1A3)–1, A2A3C2(A2A3)–1, A1A2C3(A1A2)–1, A1A3C3(A1A3)–1,
A2A3C3(A2A3)–1 ya da B1B2C1(B1B2)–1, B1B2C2(B1B2)–1 , B1B2C3(B1B2)–1 ya da
A1B1C1(A1B1)–1, A1B1C2(A1B1)–1, A1B1C3(A1B1)–1, A2B1C1(A2B1)–1, A2B1C2(A2B1)–1,
A2B1C3(A2B1)–1, A3B1C1(A3B1)–1, A3B1C2(A3B1)–1, A3B1C3(A3B1)–1, A1B2C1(A1B2)–1,
A1B2C2(A1B2)–1, A1B2C3(A1B2)–1, A2B2C1(A2B2)–1, A2B2C2(A2B2)–1, A2B2C3(A2B2)–1,
A3B2C1(A3B2)–1, A3B2C2(A3B2)–1, A3B2C3(A3B2)–1, biçiminde,

3.
(
5
3

)
= 30 tane üreteçA1A1A3C1(A1A2A3)–1, A1A1A3C2(A1A2A3)–1, A1A1A3C3(A1A2A3)–1

ya da A1A2B1C1(A1A2B1)–1, A1A2B1C2(A1A2B1)–1, A1A2B1C3(A1A2B1)–1,
A1A2B2C1(A1A2B2)–1, A1A2B2C2(A1A2B2)–1, A1A2B2C3(A1A2B2)–1, A1A3B1C1(A1A3B1)–1,
A1A3B1C2(A1A3B1)–1, A1A3B1C3(A1A3B1)–1, A1A3B2C1(A1A3B2)–1, A1A3B2C2(A1A3B2)–1,
A1A3B2C3(A1A3B2)–1, A2A3B1C1(A2A3B1)–1, A2A3B1C2(A2A3B1)–1, A2A3B1C3(A2A3B1)–1,
A2A3B2C1(A2A3B2)–1, A2A3B2C2(A2A3B2)–1, A2A3B2C3(A2A3B2)–1 ya da
A1B1B2C1(A1B1B2)–1, A1B1B2C2(A1B1B2)–1, A1B1B2C3(A1B1B2)–1, A2B1B2C1(A2B1B2)–1,
A2B1B2C2(A2B1B2)–1, A2B1B2C3(A2B1B2)–1, A3B1B2C1(A3B1B2)–1, A3B1B2C2(A3B1B2)–1,
A3B1B2C3(A3B1B2)–1 biçiminde,

3.
(
5
4

)
= 15 tane üreteç A1A2A3B1C1(A1A2A3B1)–1, A1A2A3B1C2(A1A2A3B1)–1,

A1A2A3B1C2(A1A2A3B1)–1, A1A2A3B2C1(A1A2A3B2)–1, A1A2A3B2C2(A1A2A3B2)–1,
A1A2A3B2C3(A1A2A3B2)–1, A1A2B1B2C1(A1A2B1B2)–1, A1A2B1B2C2(A1A2B1B2)–1,
A1A2B1B2C3(A1A2B1B2)–1, A1A3B1B2C1(A1A3B1B2)–1, A1A3B1B2C2(A1A3B1B2)–1,
A1A3B1B2C3(A1A3B1B2)–1, A2A3B1B2C1(A2A3B1B2)–1, A2A3B1B2C2(A2A3B1B2)–1,
A2A3B1B2C3(A2A3B1B2)–1,

3.
(
5
5

)
= 3 tane üreteçA1A2A3B1B2C1(A1A2A3B1B2)–1, A1A2A3B1B2C2(A1A2A3B1B2)–1,

A1A2A3B1B2C3(A1A2A3B1B2)–1 biçiminde olur.
Son olarak Riemann-Hurwitz formülü ve permütasyon metodu ile H′(2, 2, 2, 3, 4, 5, 9, 10)
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komütatör alt grubunun simgesini (5.1) formülünde s = 3, t = 2 ve u = 3 olarak yerine
yazıldığında (49; 2(5), 3(64)), 5(64), 9(64),∞(32)) buluruz.
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5. GENELLEŞTİRİLMİŞ HECKE GRUPLARININ KUVVET ALT
GRUPLARI

Bu bölümde m pozitif tamsayı olmak üzere H(p1, p2, . . . , pn) genelleştirilmiş Hecke
gruplarının Hm(p1, p2, . . . , pn) kuvvet alt grupları incelenecektir. Bunun için m kuvveti ile
üreteçlerin mertebeleri arasındaki durumlar incelenecektir.

Teorem 5.1 p1, p2, . . . , pn tamsayı, n ≥ 2 tamsayı ve her pi ≥ 2 (i = 1, 2, . . . , n) koşulunu
sağlasın. Eğer her (pi, m) = 1 ise;

i) | H(p1, p2, . . . , pn) : Hm(p1, p2, . . . , pn) | = 1,

ii) Hm(p1, p2, . . . , pn) = H(p1, p2, . . . , pn)

ispat: H(p1, p2, . . . , pn) genelleştirilmiş Hecke grubunun sunuşu
< Xi : X

p1
1 = X

p2
2 = . . . = Xpnn = I > şeklindedir. H(p1, p2, . . . , pn)/Hm(p1, p2, . . . , pn)

bölüm grubunun sunuşunu elde etmek için var olan bağıntılara tüm elemanların m. kuvvet-
lerinin alınması ile oluşan bağıntılar eklenir. Buradan H(p1, p2, . . . , pn)/Hm(p1, p2, . . . , pn)
bölüm grubunun sunuşu;
< Xi : X

p1
1 = X

p2
2 = . . . = Xpnn = I, Xm1 = X

m
2 = . . . = Xmn = . . . = I >

olarak bulunur. Burada her i = 1, 2, . . . , n için Xpii = X
m
i = I ve (pi, m) = 1 olduğundan Xi = I

bulunur. Böylece Hm(p1, p2, . . . , pn) = H(p1, p2, . . . , pn) olarak elde edilir.

Örnek 5.1 H(3, 5, 7, 9, 11, 13) grubunun H2(3, 5, 7, 9, 11, 13) kuvvet alt grubunu
inceleyelim. Burada H(3, 5, 7, 9, 11, 13)/H2(3, 5, 7, 9, 11, 13) bölüm grubunun sunuşu;

< X1, X2, X3, X4, X5, X6 | X31 = X
5
2 = X

7
3 = X

9
4 = X

11
5 = X

13
6 = I, X

2
i = I >

biçimindedir. X31 = I ve X
2
1 = I olduğundan X1 = I, X

5
2 = I ve X

2
2 = I olduğundan X2 = I,

X73 = I ve X
2
3 = I olduğundan X3 = I, X

9
4 = I ve X

2
4 = I olduğundan X4 = I,

X115 = I ve X25 = I olduğundan X5 = I, X
13
6 = I ve X26 = I olduğundan X6 = I elde

edilir. Böylece bölüm grubu H(3, 5, 7, 9, 11, 13)/H2(3, 5, 7, 9, 11, 13) � {I} bulunur. O halde
H2(3, 5, 7, 9, 11, 13) = H(3, 5, 7, 9, 11, 13) olur.

Teorem 5.2 p1, p2, . . . , pn tamsayı, n ≥ 2 tamsayı, her pi ≥ 2 (i = 1, 2, . . . , n) koşulunu
sağlasın. Tek bir tane j (j = 1, 2, . . . , n) için (pj, m) = d > 1 ve her j ≠ i için (pi, m) = 1 ise

i) | H(p1, p2, . . . , pn) : Hm(p1, p2, . . . , pn) |= d,
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ii) Hm(p1, p2, . . . , pn) kuvvet alt grubu (n – 1).d + 1 tane üreteci olan bir gruptur.

ispat: H(p1, p2, . . . , pn) genelleştirilmiş Hecke grubunun bölüm grubu
H(p1, p2, . . . , pn)/Hm(p1, p2, . . . , pn) = < Xi : X

pi
i = X

pj
j = I, X

m
i = X

m
j = . . . = I >

biçimindedir. Burada (pi, m) = 1 ile Xpii = Xmi = I olduğundan Xi = I,
(pj, m) = d ile X

pj
j = X

m
j = I olduğundan X

d
j = I bulunur. Böylece bölüm grubu

H(p1, p2, . . . , pn)/Hm(p1, p2, . . . , pn) �< Xj : Xdj = I >� Cd
olarak bulunur.. Buradan indeks | H(p1, p2, . . . , pn) : Hm(p1, p2, . . . , pn) |= d olur.
Hm(p1, p2, . . . , pn) kuvvet alt grubunun üreteçlerini bulmak için Reidemeister-Schreier
yöntemini kullanalım.Bir

∑
Schreier transversalini∑

= {I, Xj, X2j , . . . , X
d–1
j }

olarak seçelim. Böylece tüm çarpımlar
I.Xi.(I)–1 = Xi,
Xj.Xi.(Xj)–1 = XjXiX–1j ,
X2j .Xi.(X

2
j )
–1 = X2j XiX

–2
j ,

...
Xd–1j .Xi.(X

d–1
j )

–1 = Xd–1j XiX
–(d–1)
j ,

I.Xj.(Xj)–1 = I,
Xj.Xj(X2j )

–1 = I,
X2j .Xj.(X

3
j )
–1 = I,

...
Xd–1j .Xj.(I)

–1 = Xdj
biçimindedir. Buradan Hm(p1, p2, . . . , pn) kuvvet alt grubunun tüm üreteçleri bir j elemanı ve
j den farklı tüm i ler için (n –1) tane Xi, (n –1) tane XjXiX–1j , . . . , (n –1) tane X

d–1
j XiX

–(d–1)
j

ve Xdj biçiminde olur. Böylece toplam (n – 1)d + 1 tane üreteç bulunur. Burada eğer d = pj
ise X

pj
j = I olduğundan (n – 1)d tane üreteç bulunur. Ayrıca Riemann-Hurwitz formülü ve

permütasyon metodu ile Hm(p1, p2, . . . , pn) kuvvet alt grubunun simgesini
(
0; (pj)d, (

pi
d ),∞

)
, eğer pj ≠ d ise(

0; (pj)d,∞
)
, eğer pj = d ise

(6.1)

bulunur.
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Örnek 5.2 H(2, 3, 4, 5, 8) genelleştirilmiş Hecke grubunun H9(2, 3, 4, 5, 8) kuvvet alt
grubunu inceleyelim. H(2, 3, 4, 5, 8)/H9(2, 3, 4, 5, 8) bölüm grubu oluşturulduğunda

< X1, X2, X3, X4, X5 | X21 = X
3
2 = X

4
3 = X

5
4 = X

8
5 = I, X

9
i = I >

elde ederiz. Burada
X21 = I ve X

9
1 = I olduğundan X1 = I,

X32 = I ve X
9
2 = I olduğundan X

3
2 = I ,

X43 = I ve X
9
3 = I olduğundan X3 = I,

X54 = I ve X
9
4 = I olduğundan X4 = I,

X85 = I ve X
9
5 = I olduğundan X5 = I,

elde edilir. Buradan indeks [H(2, 3, 4, 5, 8) : H(2, 3, 4, 5, 8)] = 3 bulunur. Bir Schreier
trasverseli olarak

∑
= {I, X2, X22} seçelim. Üreteçleri bulmak için Reidemeister-Schreier

yöntemini kullanalım.
I.X1.(I)–1 = X1,
X2.X1.(X2)–1 = X2X1X–12 ,
X22.X1.(X

2
2)
–1 = X22X1X

–2
2 ,

I.X2.(X2)–1 = I,
X2.X2.(X22)

–1 = I,
X22.X2.(I)

–1 = I,

I.X3.(I)–1 = X3,
X2.X3.(X2)–1 = X2X3X–12 ,
X22.X3.(X

2
2)
–1 = X22X3X

–2
2 ,

I.X4.(I)–1 = X4,
X2.X4.(X2)–1 = X2X4X–12 ,
X22.X4.(X

2
2)
–1 = X22X4X

–2
2 ,

I.X5.(I)–1 = X5,
X2.X5.(X2)–1 = X2X5X–12 ,
X22.X5.(X

2
2)
–1 = X22X5X

–2
2 .

biçimindedir. Buradan H9(2, 3, 4, 5, 8) kuvvet alt grubunun üreteçleri
X1, X2X1X–12 , X

2
2X1X

–2
2 , X3, X2X3X

–1
2 , X

2
2X3X

–2
2 , X4, X2X4X

–1
2 , X

2
2X4X

–2
2 ,

X5, X2X5X–12 , X
2
2X5X

–2
2

olarak bulunur.Ayrıca kuvvet alt grubunun simgesini bulmak için permütasyon yöntemini ve
Riemann-Hurwitz formülünü kullanalım. Burada pj = 3 = d olduğundan (6.1)
formülünde simge (0; 2(3), 4(3), 5(3), 8(3),∞) olarak bulunur.
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Teorem 5.3 H(p1, p2, . . . , pn) genelleştirilmişHecke grubu için p1, p2, . . . , pn tamsayı, n ≥ 2
tamsayı, her pi ≥ 2 koşulları sağlansın. Eğer sadece iki tane j ve k (j, k = 1, 2, . . . , n) değeri
için (pj, m) = (pk, m) = 2 ve j ile k sayılarından farklı tüm i (i = 1, 2, . . . , n) değerleri için
(pi, m) = 1 ise

i) | H(p1, p2, . . . , pn) : Hm(p1, p2, . . . , pn) |= 2m

ii) Hm(p1, p2, . . . , pn) kuvvet alt grubunun üreteç sayısı
2m(n – 1), eğer pj > 2 ve pk > 2 ise

m(2n – 3), eğer pj = 2 ve pk > 2 veya eğer pj > 2 ve pk = 2 ise

2m(n – 2), eğer pj = 2 ve pk = 2 ise

(1)

olur.

ispat: i) H(p1, p2, . . . , pn) genelleştirilmiş Hecke grubunun sunuşunu şu şekilde verelim.
H(p1, p2, . . . , pn) =< X1, X2, . . . , Xn : X

p1
1 = X

p2
2 = . . . = X

pj
j = . . . = Xpkk = . . . = I >

Böylece bölüm grubu
H(p1, p2, . . . , pn)/Hm(p1, p2, . . . , pn) = < X1, X2, . . . , Xn : X

p1
1 = X

p2
2 = . . . = X

pj
j = . . . = Xpkk = . . . =

I, Xm1 = . . . = Xmj = . . . = Xmk = . . . = I >
biçiminde oluşur. Burada
X
pj
j = X

m
j = I ile (pj, m) = 2 olduğundan X

2
j = I,

Xpkk = X
m
k = I ile (pk, m) = 2 olduğundan X

2
k = I ve

i ≠ j, k için Xpii = X
m
i = I ile (pi, m) = 1 olduğundan Xi = I

bulunur. Buradan bölüm grubu şu şekilde elde edilir:
H(p1, p2, . . . , pn)/Hm(p1, p2, . . . , pn) =< Xj, Xk : X2j = X

2
k = (XjXk)

m = I >� Dm
Buradan indeks [H(p1, p2, . . . , pn) : Hm(p1, p2, . . . , pn)] = 2m
olarak bulunur.

ii) Hm(p1, p2, . . . , pn) kuvvet alt grubunun üreteçlerini bulmak için Reidemeister-Schreier
yöntemini kullanalım. Bir

∑
Schreier transversali olarak∑

= {I, Xj, Xk, XjXk, XjXkXj, XjXkXjXk, . . . , (XjXk)(XjXk) . . . (XjXk)︸                          ︷︷                          ︸
(m–1)taneXjXk

}

kümesini seçelim. Gerekli hesaplamalar ve kısaltmalar yapılarak Hm(p1, p2, . . . , pn)’nin
kuvvet alt grubunun üreteçlerini aşağıdaki gibi buluruz.

Bir tane üretecin formu X2j biçiminde, bir tane üretecin formu X
2
k biçiminde, bir tane üre-

tecin formu XkX2j X
–1
k , bir tane üretecin formu XkXj(XjXk)

m–1 biçiminde; bir tane üre-
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tecin formu XjX2kX
–1
j biçiminde; m – 2 tane üretecin formu (XjXk)X2j (XjXk)

–1 ya da
(XjXk)2X2j (XjXk)

–2 ya da . . . ya da (XjXk)m–2X2j (XjXk)
–(m–2) biçiminde; m – 2 tane

üretecin formu (XjXk)XjX2kX
–1
j (XjXk)

–1 ya da (XjXk)2XjX2kX
–1
j (XjXk)

–2 ya da . . . ya da
(XjXk)m–2XjX2kX

–1
j (XjXk)

–(m–2) biçiminde; n–2 tane üretecin formuXi biçiminde; n–2 tane
üretecin formu XjXiX–1j biçiminde; n – 2 tane üretecin formu XkXiX

–1
k biçiminde; n – 2 tane

üretecin formu XjXkXi(XjXk)–1 biçiminde; n – 2 tane üretecin formu XjXkXjXi(XjXkXj)–1

biçiminde; . . . ; n – 2 tane üretecin formu (XjXk)m–1Xi(XjXk)–(m–1) biçiminde olur. Toplam
2m(n – 1) + 1 tane üreteç bulunur.

Burada eğer pj = 2 ise X2j = I olacağından X
2
j , XkX

2
j X
–1
k , (XjXk)X

2
j (XjXk)

–1 ,
(XjXk)2X2j (XjXk)

–2, . . . , (XjXk)m–2X2j (XjXk)
–(m–2) üreteçleri birim olur. Bu durumda

m tane üreteç eksilir. Eğer pk = 2 ise X2k = I olacağından X2k , XjX
2
kX
–1
j ,

(XjXk)XjX2kX
–1
j (XjXk)

–1, (XjXk)2XjX2kX
–1
j (XjXk)

–2, . . ., (XjXk)m–2XjX2kX
–1
j (XjXk)

–(m–2)

üreteçleri birim olur. Toplamda m tane üreteç eksilir. Eğer pj = pk = 2 ise X2j ,XkX
2
j X
–1
k ,

(XjXk)X2j (XjXk)
–1 , (XjXk)2X2j (XjXk)

–2, . . . , (XjXk)m–2X2j (XjXk)
–(m–2), X2k, XjX

2
kX
–1
j ,

(XjXk)XjX2kX
–1
j (XjXk)

–1, (XjXk)2XjX2kX
–1
j (XjXk)

–2, . . ., (XjXk)m–2XjX2kX
–1
j (XjXk)

–(m–2)

üreteçleri birim olur. 2m tane üreteç eksilir.

Ek olarak Riemann-Hurwitz formülü ve permütasyon metodu ile Hm(p1, p2, . . . , pn) kuvvet
alt grubunun simgesi

(
0; (pi)2m, (

pj
2 )
(m), (pk2 )

m,∞(2)
)
, eğer pj > 2 ve pk > 2 ise(

0; (pi)2m, (
pk
2 )
m,∞(2)

)
, eğer pj = 2 ve pk > 2 ise(

0; (pi)2m, (
pj
2 )
(m),∞(2)

)
, eğer pj > 2 ve pk = 2 ise(

0; (pi)2m,∞(2)
)
, eğer pj = 2 ve pk = 2 ise

(6.2)

olarak bulunur.

Örnek 5.3 H(3, 3, 6, 7, 10) genelleştirilmiş Hecke grubunun H4(3, 3, 6, 7, 10) kuvvet alt gru-
bunu inceleyelim. H(3, 3, 6, 7, 10)/H4(3, 3, 6, 7, 10) bölüm grubunu incelendiğinde

< X1, X2, X3, X4, X5 | X31 = X
3
2 = X

6
3 = X

7
4 = X

10
5 = I, X

4
i = I >

olur. Burada
X31 = I ve X

4
1 = I olduğundan X1 = I,

X32 = I ve X
4
2 = I olduğundan X2 = I ,

X63 = I ve X
4
3 = I olduğundan X

2
3 = I,

X74 = I ve X
4
4 = I olduğundan X4 = I,

X105 = I ve X
4
5 = I olduğundan X

2
5 = I,
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bulunur. Son olarak bölüm grubu < X3, X5 | X23 = X
2
5 = (X3X5)

4 = I >� D4 olarak
elde edilir. Buradan indeks [H(3, 3, 6, 7, 10) : H4(3, 3, 6, 7, 10)] = 8 bulunur. Bir Schreier
trasverseli olarak∑
= {I, X3, X5, X3X5, X3X5X3, X3X5X3X5, X3X5X3X5X3, X3X5X3X5X3X5}

seçelim. Üreteçleri bulmak için Reidemeister-Schreier yöntemini kullanalım.
I.X1.(I)–1 = X1,
X3.X1.(X3)–1 = X3X1X–13 ,
X5.X1.(X5)–1 = X5X1X–15 ,
X3X5.X1.(X3X5)–1 = X3X5X1(X3X5)–1,
X3X5X3.X1.(X3X5X3)–1 = X3X5X3X1(X3X5X3)–1,
X3X5X3X5.X1.(X3X5X3X5)–1 = X3X5X3X5X1(X3X5X3X5)–1,
X3X5X3X5X3.X1.(X3X5X3X5X3)–1 = X3X5X3X5X3X1(X3X5X3X5X3)–1,
X3X5X3X5X3X5.X1.(X3X5X3X5X3X5)–1 = (X3X5)3X1(X3X5)–3,

I.X2.(I)–1 = X2,
X3.X2.(X3)–1 = X3X2X–13 ,
X5.X2.(X5)–1 = X5X2X–15 ,
X3X5.X2.(X3X5)–1 = X3X5X2(X3X5)–1,
X3X5X3.X2.(X3X5X3)–1 = X3X5X3X2(X3X5X3)–1,
X3X5X3X5.X2.(X3X5X3X5)–1 = X3X5X3X5X2(X3X5X3X5)–1,
X3X5X3X5X3.X2.(X3X5X3X5X3)–1 = X3X5X3X5X3X2(X3X5X3X5X3)–1,
X3X5X3X5X3X5.X2.(X3X5X3X5X3X5)–1 = (X3X5)3X2(X3X5)–3,

I.X3.(X3)–1 = I,
X3.X3.(I)–1 = X23,
X5.X3.((X3X5)3)–1 = X5X3(X3X5)–3,
X3X5.X3.(X3X5X3)–1 = I,
X3X5X3.X3.(X3X5)–1 = X3X5X23(X3X5)

–1,
X3X5X3X5.X3.(X3X5X3X5X3)–1 = I,
X3X5X3X5X3.X3.(X3X5X3X5)–1 = (X3X5)2X23(X3X5)

–2,
X3X5X3X5X3X5.X3.(X5)–1 = X3X5X3X5X3X5X3(X5)–1,

I.X4.(I)–1 = X4,
X3.X4.(X3)–1 = X3X4X–13 ,
X5.X4.(X5)–1 = X5X4X–15 ,
X3X5.X4.(X3X5)–1 = X3X5X4(X3X5)–1,
X3X5X3.X4.(X3X5X3)–1 = X3X5X3X4(X3X5X3)–1,
X3X5X3X5.X4.(X3X5X3X5)–1 = X3X5X3X5X4(X3X5X3X5)–1,
X3X5X3X5X3.X4.(X3X5X3X5X3)–1 = X3X5X3X5X3X4(X3X5X3X5X3)–1,
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X3X5X3X5X3X5.X4.(X3X5X3X5X3X5)–1 = (X3X5)3X4(X3X5)–3,

I.X5.(X5)–1 = I,
X3.X5.(X3X5)–1 = I,
X5.X5.(I)–1 = X25,
X3X5.X5.(X3)–1 = X3X25(X3)

–1,
X3X5X3.X5.(X3X5X3X5)–1 = I,
X3X5X3X5.X5.(X3X5X3X5X3)–1 = (X3X5)X3X25X3

–1(X3X5)–1,
X3X5X3X5X3.X5.(X3X5X3X5X3X5)–1 = I,
X3X5X3X5X3X5.X5.(X3X5X3X5X3)–1 = (X3X5)2X3X25X3

–1(X3X5)–2,

biçimindedir. Burada X5X3(X3X5)–3 ile X3X5X3X5X3X5X3(X5)–1 ifadelerini çarpınca
X5X3(X3X5)–3.X3X5X3X5X3X5X3(X5)–1 = X5X23X

–1
5 bulunur. Buradan H

4(3, 3, 6, 7, 10)
kuvvet alt grubunun üreteçleri
X1 , X3X1X–13 , X5X3(X3X5)

–3, X5X1X–15 , X3X5X1(X3X5)
–1, . . . , (X3X5)3X1(X3X5)–3,

X2 , X3X2X–13 , X5X2X
–1
5 , X3X5X2(X3X5)

–1, . . . , (X3X5)3X2(X3X5)–3, X4 , X3X4X–13 ,
X5X4X–15 , X3X5X4(X3X5)

–1, . . . , (X3X5)3X4(X3X5)–3, X23, X5X
2
3X5, X3X5X

2
3(X3X5)

–1,
(X3X5)2X23(X3X5)

–2, X25, X3X25(X3)
–1, (X3X5)X3X25X3

–1(X3X5)–1,
(X3X5)2X3X25X3

–1(X3X5)–2

olarak bulunur.Ayrıca kuvvet alt grubunun simgesini bulmak için permütasyon yöntemini
ve Riemann-Hurwitz formülünü kullanalım. Burada pj = 6 ve pk = 10 olduğundan (6.2)

formülünde simge
(
0; (3)8, (3)8, (3)(4), (7)8, (5)4,∞(2)

)
olarak bulunur.

Örnek 5.4 H(2, 5, 7, 8, 11, 13) genelleştirilmiş Hecke grubunun H6(2, 5, 7, 8, 11, 13) kuvvet
alt grubunu inceleyelim. H(2, 5, 7, 8, 11, 13)/H10(2, 5, 7, 8, 11, 13) bölüm grubunu
incelendiğinde

< X1, X2, X3, X4, X5, X6 | X21 = X
5
2 = X

7
3 = X

8
4 = X

11
5 = X

13
6 = I, X

6
i = I >

olur. Burada
X21 = I ve X

6
1 = I olduğundan X

2
1 = I,

X52 = I ve X
6
2 = I olduğundan X2 = I ,

X73 = I ve X
6
3 = I olduğundan X3 = I,

X84 = I ve X
6
4 = I olduğundan X

2
4 = I,

X115 = I ve X
6
5 = I olduğundan X5 = I,

X136 = I ve X
6
6 = I olduğundan X6 = I bulunur.

Son olarak bölüm grubu < X1, X4 | X21 = X
2
4 = (X1X4)

6 = I >� D6 olarak elde edilir.
Buradan indeks [H(2, 5, 7, 8, 11, 13) : H6(2, 5, 7, 8, 11, 13)] = 12 bulunur. Bir Schreier
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trasverseli olarak∑
= {I, X1, X4, X1X4, X1X4X1, X1X4X1X4, X1X4X1X4X1, X1X4X1X4X1X4, X1X4X1X4X1X4X1,

X1X4X1X4X1X4X1X4, X1X4X1X4X1X4X1X4X1, X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4} seçelim.
Üreteçleri bulmak için Reidemeister-Schreier yöntemini kullanalım.
I.X1.(X1)–1 = I,
X1.X1.(I)–1 = I,
X4.X1.((X1X4)5)–1 = X4X1(X1X4)–5,
X1X4.X1.(X1X4X1)–1 = I,
X1X4X1.X1.(X1X4)–1 = I,
X1X4X1X4.X1.(X1X4X1X4X1)–1 = I,
X1X4X1X4X1.X1.(X1X4X1X4)–1 = I,
X1X4X1X4X1X4.X1.(X1X4X1X4X1X4X1)–1 = I,
X1X4X1X4X1X4X1.X1.(X1X4X1X4X1X4)–1 = I(X1X4)3X21(X1X4)

–3,
X1X4X1X4X1X4X1X4.X1.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1)–1 = I,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1.X1.(X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = I,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4.X1.(X4)–1 = (X1X4)5X1X4–1,

I.X2.(I)–1 = X2,
X1.X2.(X1)–1 = X1X2X–11 ,
X4.X2.(X4)–1 = X4X2X–14 ,
X1X4.X2.(X1X4)–1 = X1X4X2(X1X4)–1,
X1X4X1.X2.(X1X4X1)–1 = X1X4X1X2(X1X4X1)–1,
X1X4X1X4.X2.(X1X4X1X4)–1 = (X1X4)2X2(X1X4)–2,
X1X4X1X4X1.X2.(X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)2X1X2X1–1(X1X4)–2,
X1X4X1X4X1X4.X2.(X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)3X2(X1X4)–3,
X1X4X1X4X1X4X1.X2.(X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)3X1X2X1–1(X1X4)–3,
X1X4X1X4X1X4X1X4.X2.(X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)4X2(X1X4)–4,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1.X2.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)4X1X2X1–1(X1X4)–4,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4.X2.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)5X2(X1X4)–5,

I.X3.(I)–1 = X3,
X1.X3.(X1)–1 = X1X3X–11 ,
X4.X3.(X4)–1 = X4X3X–14 ,
X1X4.X3.(X1X4)–1 = X1X4X3(X1X4)–1,
X1X4X1.X3.(X1X4X1)–1 = X1X4X1X3(X1X4X1)–1,
X1X4X1X4.X3.(X1X4X1X4)–1 = (X1X4)2X3(X1X4)–2,
X1X4X1X4X1.X3.(X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)2X1X3X1–1(X1X4)–2,
X1X4X1X4X1X4.X3.(X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)3X3(X1X4)–3,
X1X4X1X4X1X4X1.X3.(X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)3X1X3X1–1(X1X4)–3,
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X1X4X1X4X1X4X1X4.X3.(X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)4X3(X1X4)–4,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1.X3.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)4X1X3X1–1(X1X4)–4,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4.X3.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)5X3(X1X4)–5,

I.X4.(X4)–1 = I,
X1.X4.(X1X4)–1 = I,
X4.X4.(I)–1 = X24,
X1X4.X4.(X1)–1 = X1X24X

–1
1 ,

X1X4X1.X4.(X1X4X1X4)–1 = I,
X1X4X1X4.X4.(X1X4X1)–1 = X1X4X1X24(X1X4X1)

–1,
X1X4X1X4X1.X4.(X1X4X1X4X1X4)–1 = I,
X1X4X1X4X1X4.X4.(X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)2X1X24X1

–1(X1X4)–2,
X1X4X1X4X1X4X1.X4.(X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = I,
X1X4X1X4X1X4X1X4.X4.(X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)3X1X24X1

–1(X1X4)–3,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1.X4.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = I,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4.X4.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)4X1X24X1

–1(X1X4)–4,

I.X5.(I)–1 = X5,
X1.X5.(X1)–1 = X1X5X–11 ,
X4.X5.(X4)–1 = X4X5X–14 ,
X1X4.X5.(X1X4)–1 = X1X4X5(X1X4)–1,
X1X4X1.X5.(X1X4X1)–1 = X1X4X1X2(X1X4X1)–1,
X1X4X1X4.X2.(X1X4X1X4)–1 = (X1X4)2X5(X1X4)–2,
X1X4X1X4X1.X5.(X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)2X1X5X1–1(X1X4)–2,
X1X4X1X4X1X4.X5.(X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)3X5(X1X4)–3,
X1X4X1X4X1X4X1.X5.(X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)3X1X5X1–1(X1X4)–3,
X1X4X1X4X1X4X1X4.X5.(X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)4X5(X1X4)–4,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1.X5.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)4X1X5X1–1(X1X4)–4,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4.X5.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)5X5(X1X4)–5,

I.X6.(I)–1 = X6,
X1.X6.(X1)–1 = X1X6X–11 ,
X4.X6.(X4)–1 = X4X6X–14 ,
X1X4.X6.(X1X4)–1 = X1X4X6(X1X4)–1,
X1X4X1.X6.(X1X4X1)–1 = X1X4X1X6(X1X4X1)–1,
X1X4X1X4.X6.(X1X4X1X4)–1 = (X1X4)2X6(X1X4)–2,
X1X4X1X4X1.X6.(X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)2X1X6X1–1(X1X4)–2,
X1X4X1X4X1X4.X6.(X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)3X6(X1X4)–3,
X1X4X1X4X1X4X1.X6.(X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)3X1X6X1–1(X1X4)–3,
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X1X4X1X4X1X4X1X4.X6.(X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)4X6(X1X4)–4,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1.X6.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1)–1 = (X1X4)4X1X6X1–1(X1X4)–4,
X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4.X6.(X1X4X1X4X1X4X1X4X1X4)–1 = (X1X4)5X6(X1X4)–5.

biçimindedir. Burada X4X1(X1X4)–5 ile (X1X4)5X1X4–1 ifadelerini çarpınca
X4X1(X1X4)–5.(X1X4)5X1X4–1 = X4X21X

–1
4 = I olduğu görülür. BuradanH

6(2, 5, 7, 8, 11, 13)
kuvvet alt grubunun üreteçleri;
X2 , X1X2X–11 , X4X1(X1X4)

–5, X4X2X–14 , X1X4X2(X1X4)
–1, . . . , (X1X4)5X2(X1X4)–5,

X3 , X1X3X–11 , X4X3X
–1
4 , X1X4X3(X1X4)

–1, . . . , (X1X4)5X3(X1X4)–5, X5 , X1X5X–11 ,
X4X5X–14 , X1X4X5(X1X4)

–1, . . . , (X1X4)5X5(X1X4)–5, X6 , X1X6X–11 , X4X6X
–1
4 ,

X1X4X6(X1X4)–1, . . . , (X1X4)5X6(X1X4)–5, X24, X1X
2
4(X1)

–1, (X1X4)X1X24X1
–1(X1X4)–1,

(X1X4)2X1X24X1
–1(X1X4)–2, (X1X4)3X1X24X1

–1(X1X4)–3, (X1X4)4X1X24X1
–1(X1X4)–4

olarak bulunur.Ayrıca kuvvet alt grubunun simgesini bulmak için permütasyon yöntemini ve
Riemann-Hurwitz formülünü kullanalım. Burada pj = 2 ve pk = 8 olduğundan (6.2) formü-

lünde simge
(
0; (5)12, (7)12, (4)(6), (11)12, (12)12,∞(2)

)
olarak bulunur.

Örnek 5.5 H(2, 2, 3, 7, 9) genelleştirilmiş Hecke grubunun H4(2, 2, 3, 7, 9) kuvvet alt
grubunu inceleyelim. H(2, 2, 3, 7, 9)/H4(2, 2, 3, 7, 9) bölüm grubunu incelendiğinde
H(2, 2, 3, 7, 9)/H4(2, 2, 3, 7, 9) = < X1, X2, X3, X4, X5 | X21 = X

2
2 = X

3
3 = X

7
4 = X

9
5 = I,

X4i = I >
olur. Burada
X21 = I ve X

4
1 = I olduğundan X

2
1 = I,

X22 = I ve X
4
2 = I olduğundan X

2
2 = I ,

X33 = I ve X
4
3 = I olduğundan X3 = I,

X74 = I ve X
4
4 = I olduğundan X4 = I,

X95 = I ve X
4
5 = I olduğundan X5 = I bulunur. Son olarak bölüm grubu

H(2, 2, 3, 7, 9)/H4(2, 2, 3, 7, 9) �< X1, X2 | X21 = X
2
2 = (X1X2)

4 = I >� D4 olarak elde edilir.
Buradan indeks [H(2, 2, 3, 7, 9) : H4(2, 2, 3, 7, 9)] = 8 bulunur. Bir Schreier trasverseli olarak∑
= {I, X1, X2, X1X2, X1X2X1, X1X2X1X2, X1X2X1X2X1, X1X2X1X2X1X2} seçelim.

Üreteçleri bulmak için Reidemeister-Schreier yöntemini kullanalım.
I.X1.(X1)–1 = I,
X1.X1.(I)–1 = I,
X2.X1.((X1X2)3)–1 = X2X1(X1X2)–3,
X1X2.X1.(X1X2X1)–1 = I,
X1X2X1.X1.(X1X2)–1 = I,
X1X2X1X2.X1.(X1X2X1X2X1)–1 = I,
X1X2X1X2X1.X1.(X1X2X1X2)–1 = I,
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X1X2X1X2X1X2.X1.(X2)–1 = X1X2X1X2X1X2X1X2–1,

I.X2.(X2)–1 = I,
X1.X2.(X1X2)–1 = I,
X2.X2.(I)–1 = I,
X1X2.X2.(X1)–1 = I,
X1X2X1.X2.(X1X2X1X2)–1 = I,
X1X2X1X2.X2.(X1X2X1)–1 = I,
X1X2X1X2X1.X2.(X1X2X1X2X1X2)–1 = I,
X1X2X1X2X1X2.X2.(X1X2X1X2X1)–1 = I,

I.X3.(I)–1 = X3,
X1.X3.(X1)–1 = X1X3X1–1,
X2.X3.(X2)–1 = X2X3X2–1,
X1X2.X3.(X1X2)–1 = X1X2X3X1X2–1,
X1X2X1.X3.(X1X2X1)–1 = X1X2X1X3X1X2X1–1,
X1X2X1X2.X3.(X1X2X1X2)–1 = X1X2X1X2X3X1X2X1X2–1,
X1X2X1X2X1.X3.(X1X2X1X2X1)–1 = X1X2X1X2X1X3(X1X2X1X2X1)–1,
X1X2X1X2X1X2.X3.(X1X2X1X2X1X2)–1 = X1X2X1X2X1X2X3X1X2X1X2X1X2–1,

I.X4.(I)–1 = X4,
X1.X4.(X1)–1 = X1X4X1–1,
X2.X4.(X2)–1 = X2X4X2–1,
X1X2.X4.(X1X2)–1 = X1X2X4X1X2–1,
X1X2X1.X4.(X1X2X1)–1 = X1X2X1X4X1X2X1–1,
X1X2X1X2.X4.(X1X2X1X2)–1 = X1X2X1X2X4X1X2X1X2–1,
X1X2X1X2X1.X4.(X1X2X1X2X1)–1 = X1X2X1X2X1X4(X1X2X1X2X1)–1,
X1X2X1X2X1X2.X4.(X1X2X1X2X1X2)–1 = X1X2X1X2X1X2X4X1X2X1X2X1X2–1,

I.X5.(I)–1 = X5,
X1.X5.(X1)–1 = X1X5X1–1,
X2.X5.(X2)–1 = X2X5X2–1,
X1X2.X5.(X1X2)–1 = X1X2X5X1X2–1,
X1X2X1.X5.(X1X2X1)–1 = X1X2X1X5X1X2X1–1,
X1X2X1X2.X5.(X1X2X1X2)–1 = X1X2X1X2X5X1X2X1X2–1,
X1X2X1X2X1.X5.(X1X2X1X2X1)–1 = X1X2X1X2X1X5(X1X2X1X2X1)–1,
X1X2X1X2X1X2.X5.(X1X2X1X2X1X2)–1 = X1X2X1X2X1X2X5X1X2X1X2X1X2–1,

biçimindedir. Burada X2X1(X1X2)–3 ile X1X2X1X2X1X2X1X2–1 ifadelerini çarpınca yeni
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üreteçX2X1(X1X2)–3.X1X2X1X2X1X2X1X2–1 = I olarak bulunur. BuradanH4(2, 2, 3, 7, 9)
kuvvet alt grubunun üreteçleri
X3 , X1X3X–11 , X2X1(X1X2)

–3, X2X3X–12 , X1X2X3(X1X2)
–1, (X1X2)2X3(X1X2)–2, X4 ,

X1X4X–11 , X2X4X
–1
2 , X1X2X4(X1X2)

–1, (X1X2)2X4(X1X2)–2, X5 , X1X5X–11 , X2X5X
–1
2 ,

X1X2X5(X1X2)–1, (X1X2)2X5(X1X2)–2

olarak bulunur.Ayrıca kuvvet alt grubunun simgesini bulmak için permütasyon yöntemini
ve Riemann-Hurwitz formülünü kullanalım. Burada pj = 2 ve pk = 2 olduğundan (6.2)

formülünde simge
(
0; (3)12, (7)12, (9)12,∞(2)

)
olarak bulunur.
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER

Çalışmanın bu bölümünde elde edilen sonuçlar özetlenecek ve ileride yapılacak çalışmalar
için açık problemler ve öneriler verilecektir.
Üçüncü bölümde H(p1, p2, . . . , pn) genelleştirilmiş Hecke gruplarının H′(p1, p2, . . . , pn)
komutatör alt gruplarının üreteçleri, sunuşları ve simgeleri bulunmuştur.
Tezin dördüncü bölümünde H(p1, p2, . . . , pn) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke
gruplarının H′(p1, p2, . . . , pn) komutatör alt grupları çalışılmıştır. H(p1, p2, . . . , pn)
genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke gruplarının üreteçlerinin mertebeleri iki (pi = 2)
olanların sayısına s, mertebeleri ikiden farklı çift pi = çift ≥ 4 olanların sayısına t ve
mertebeleri pi = tek olanların sayısına u alınarak komütatör alt grubun üreteçlerinin formları
elde edilmiştir.
Beşinci bölümünde iseH(p1, p2, . . . , pn) genelleştirilmişHecke gruplarınınHm(p1, p2, . . . , pn)
kuvvet alt grupları çalışılmıştır. (5.1), (5.2), (5.3) nolu teoremlerde m kuvveti ile pi üreteçleri
arasındaki ilişkilere göre değerlendirmeler yapılmıştır. İncelenen durumlar dışındaki
durumlar Reidemeister-Schereier yöntemi çalışmadığı için ele alınmamıştır.
İleride yapılacak çalışmalarda beşinci bölümde incelenen kuvvet alt grubunun
(Hm(p1, p2, . . . , pn))′ komütatörü incelenebilir. Ayrıca H(p1, p2, . . . , pn) genelleştirilmiş
Hecke gruplarının sonlu indeksli alt gruplarının bulunabilir. Sonlu indeksli normal alt grupları
sınıflandırılabilir.
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