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OZET

TZITZEICA EGRILERININ VE YUZEYLERININ BiR KARAKTERIZASYONU
DOKTORA TEZi
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MATEMATIK ANABILIM DAL
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. BENGU BAYRAM)
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Bu ¢alisma ii¢ ve dort boyutlu Oklid uzayinda egriler, ii¢c boyutlu Oklid uzayinda yiizeyler
ve dort boyutlu Oklid uzayinda hiperyiizeyler igin Tzitzeica sart1 iizerine yapilmis ve
orijinal sonuglar elde edilmistir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim, giris boliimiidiir.

Ikinci béliimde, ¢aligma i¢in gerekli olan temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Ucgiincii béliimde, baz1 6zel tanimli egrilerin Tzitzeica egrisi (Tz-egrisi) olma kosullart
incelenmistir. Bu egriler normal, rektifiyan, 1. ve 2. mertebeden involute egrileridir.
Dordiincii boliimde, Tzitzeica yiizeyi (Tz-ylizeyi) olma sart1 yiizeyin temel form elemanlari
cinsinden ifade edilmistir. Baz1 6zel yiizeyler incelenmis ve Ornekler verilmistir. Bu
yiizeyler Monge, oOteleme, carpanlarina ayrilabilir, kiiresel carpim, donel ve regle
yiizeylerdir. Ayrica bu kisimda diizlemsel Tz-egrisi tanimlanmustir.

Besinci boliimde, dort boyutlu Oklid uzaymda Tz-egrisi olma sart:i ii¢c cesit olarak
belirlenmistir. Baz1 6zel egrilerin bu {i¢ ¢esit altinda Tz-egrisi olma sartlar1 elde edilmis ve
ornekler verilmistir.

Altinct béliimde, dért boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizeyin Tz-hiperyiizey olma sart:
hiperylizeyin temel form elemanlar1 cinsinden ifade edilmistir. Baz1 6zel hiperyiizeyler
incelenmis ve 6rnekler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Tzitzeica egrisi, Tzitzeica yiizeyi, temel form, Gauss egriligi
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ABSTRACT

A CHARACTERIZATION OF TZITZEICA CURVES AND SURFACES
PH.D THESIS
EMRAH TUNC
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
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(SUPERVISOR: PROF. DR. BENGU BAYRAM )
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This study has been done on the Tzitzeica condition for curves in three and four
dimensional Euclidean spaces, surfaces in three dimensional Euclidean space and
hypersurfaces in four dimensional Euclidean space and some original results has been
obtained.

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is the introduction.

In the second chapter, basic definitions and theorems which will be used in the other
chapters are given.

In the third chapter, the conditions for some specially defined curves (i.e. normal,
rectifying, first and second order involute curves) to be Tzitzeica curves (Tz-curve) are
examined.

In the fourth chapter, the condition of being a Tzitzeica surface (Tz-surface) is expressed in
terms of the fundamental form elements of the surface. Some special surfaces are examined
and examples are given. These surfaces are Monge, translation, factorable, spherical
product, revolution and ruled surfaces. In addition, in this chapter planar Tz-curves are
defined.

In the fifth chapter, Tz-curve condition for the four dimensional Euclidean space are
determined as three types. Tz-curve conditions are obtained for some special curves under
these three types and some examples are given.

In the sixth chapter, the condition for a hypersurface to be Tz-hypersurface in four
dimensional Euclidean space is expressed in terms of fundamental form elements of the
hypersurface. Some special hypersurfaces are examined and examples are given.

KEYWORDS: Tzitzeica curve, Tzitzeica surface, fundamental form, Gaussian curvature
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1. GIRIS

George Tzitzeica, Rumen Matematik¢i (1873-1939), 1907 de bugiinlerde Tzitzeica
yiizeyleri diye isimlendirilen bir yiizey smifi [1], 1911 de ise Tzitzeica egrileri diye
isimlendirilen bir egri siifi tamtt1 [2]. E* de bir Tzitzeica egrisi, k, egriliginin, egrinin
keyfi bir noktasindaki oskiilator diizlemin baslangi¢ noktasina olan d,g. uzakliginin
karesiyle oraninin sabit olmasiyla tanimlanir. E3 de bir Tzitzeica yiizeyi ise, K Gauss
egriliginin, ylizeyin keyfi bir noktasindaki tanjant diizlemin baslangi¢ noktasina olan d;,,
uzakliginin dordiincii kuvvetiyle oraninin sabit olmasiyla tanimlidir. Bu yiizey denklemi
kendine, lineer olmayan integrali hesaplanabilir denklemlerin ¢6ziimii [3] ve Einstein alan
denklemlerinin kozmoloji sabitinin bulunmasi [4] gibi teorik fizik konularinda kullanim

alanlar1 bulmaktadir.

[5] de yazarlar Minkowski uzayinda Tzitzeica egrileri ve ylizeyleri arasindaki baglantilart
vermislerdir. Negatif Gauss egrilikli Tzitzeica yiizeylerinin asimptotik ¢izgilerinin
Tzitzeica egrileri olduguna [6] da deginilmistir. Yine [6] da Oklid uzayinda Tzitzeica
kosulunu saglayan eliptik ve hiperbolik silindirik egriler tespit edilmistir. [7] ve [8] de
sirasiyla hiperbolik ve eliptik silindirik egriler Minkowski uzayina taginmistir. [9] da yazar,
bir uzay egrisinin Tzitzeica egrisi olmasi i¢in gerekli ve faydali bir ifade vermistir. Diger
taraftan Vilcu [10] da Cobb-Douglas c¢arpanlarina ayrilabilir hiperyiizeyinin bir Tz-
hiperylizey olmasi1 icin gerek ve yeter sarti vermistir. Ayrica [11] de yazarlar Tz-sartin

saglayan Oteleme hiperyiizeyleri siniflandirmiglardir.

Bu ¢alismanin amact, ii¢ ve dort boyutlu Oklid uzayinda egriler, ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda
yiizeyler ve dort boyutlu Oklid uzaymnda hiperyiizeyler igin Tzitzeica sartlarmi elde
etmektir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim, giris boliimudiir.

Ikinci boliim, temel kavramlar olup dort kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, E3 de
ozel baz1 egriler, ikinci kisimda, E3 de baz1 dzel yiizeyler; iigiincii kisimda, E* de 6zel baz1

egriler ve dordiincii kisimda, E* de 6zel bazi hiperyiizeyler ifade edilmistir.

Ucgiincii boliimde, E3 de normal egri, rektifiyan egri, 1. ve 2. mertebeden involiit egriler

tanimlanmis ve bu egrilerin Tzitzeica egri olma sartlari incelenmistir.



Dordiincii boliimde, diizlemsel Tz-egrisi tanmimlanmis ve Tzitzeica ylizey olma sarti
yizeyin temel form elemanlari cinsinden ifade edilmistir. Ayrica Monge, oteleme,
carpanlarma ayrilabilir, kiiresel ¢carpim, donel ve regle yiizeylerinin Tz-yiizey olma sartlar1

incelenmis ve 6rnekler verilmistir.

Besinci boliimde, E* Oklid uzayinda Tz-egri olma sart1 ii¢ gesit olarak belirlenmistir. Baz1

0zel egrilerin bu li¢ ¢esit altinda Tz-egrisi olma sartlar1 elde edilmis ve drnekler verilmistir.

Altinc1 ve son béliimde, E* Oklid uzayinda bir hiperyiizeyin Tz-hiperyiizey olma sart:
hiperylizeyin temel form elemanlar1 cinsinden ifade edilmis, baz1 6zel hiperyiizeylerin Tz-

hiperylizey olma sartlar1 elde edilmis ve 6rnekler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve tanimlar
verilmistir. Bu boliim dért kisimdan olusmaktadir. Birinci kistmda, E3 deki bazi 6zel
egrilere yer verilmistir. Bunlar sirasiyla kiiresel, Salkowski, anti-Salkowski, normal,
rektifiyan, 1. ve 2. mertebeden involiit egrileridir. Ikinci kisimda, E3 deki bazi &zel
yiizeyler ele alinmistir. Bunlar sirasiyla Monge, 6teleme, carpanlarina ayrilabilir, kiiresel
carpim, donel ve regle yiizeylerdir. Uciincii kisimda, E* deki bazi ozel egriler ele
alimmistir. Bunlar T-sabit, N-sabit, oskiilatér egrileri ve sabit egrilikli (W egrileri)
egrilerdir. Dérdiincii kisimda, ise E* de baz1 6zel hiperyiizeylere yer verilmistir. Bunlar da

sirayla rotasyonel gomme, rotasyonel ve ¢arpanlarina ayrilabilir hiperyiizeylerdir.

2.1 E™ Oklid Uzayinda Egriler

Tammm 2.1.1 I € R bir a¢ik aralik olmak iizere; x:1 € R — E" diferensiyellenebilir
doniisiimii verilsin. Bu takdirde x(I) € E™ kiimesine E™ n-boyutlu Oklid uzaymda (I, x)
koordinat komsulugu ile verilen bir egri denir. I € R araligina, X egrisinin parametre

araligi ve s € I degiskenine de X(S) egrisinin parametresi denir. X(S) egrisi i¢in
|x'[|: 1 - R

s = [lx"[I(s) = lIx'(s)l

seklinde taniml ||x'|| fonksiyonuna x egrisinin skaler hiz fonksiyonu, ||x'(s)|| reel sayisina
da x egrisinin X(S) noktasindaki skaler hizi denir. Eger her s € I igin ||x'(s)|| = 1 ise x

egrisine birim hizli egri ve s € I parametresine de egrinin yay parametresi denir.

Eger her s € I igin x'(s) # 0 ise, X egrisine regiiler egri denir [12].

Tamm 2.1.2 I € R bir agik aralik olmak iizere; E™ n-boyutlu Oklid uzayinda x: I € R -
E" birim hizli egrisi verilsin. Eger her s € [ i¢in X egrisinin yliksek mertebeden tiirevleri
x'(5),x"(s), ..., xD(s) lineer bagimsiz olup x'(s),x"(s), ..., x @tV (s) vektorleri lineer

bagimli ise X egrisine d-mertebeli Frenet egrisi denir [13].

E™ uzaymin d-mertebeli her bir x Frenet egrisi lizerinde {V;,V,,...,V;} bi¢iminde
olusturulan d-gatist ve kq,k,, ..., kg1 : I = R Frenet egrilik fonksiyonlari i¢in X egrisinin

Frenet tiirev denklemleri,



VT 0 k O 0 0 Vi

2% —ki 0 Kk 0 0 2
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seklindedir. Burada v, X egrisinin hizidir. Gram-Schmidt ortonormallestirme yontemi

yardimiyla X egrisinin Frenet catis1 ve Frenet egrilikleri,

k-1

E; E;

Ey=x', E =x(k)—Z(x(k),E-) —, Vi=——, 1<i<d

' ¢ - CEN COE

=1
|| Exc|

kg1 =———— 2.2

S T [T @2
esitlikleri yardimiyla elde edilir. Burada k € {2,3, ..., d} ve kg = kgy1 =...= kp_q = 0 dir
[14].

2.2 E3 Oklid Uzayinda Egriler

3-boyutlu Oklid uzayr E3 de x:I € R — E3 regiiler bir egri olsun. Eger, Vs € I igin x in
tirevleri x'(s),x" (s),x"" (s) lineer bagimsiz ve x'(s),x"'(s),x""'(s), x*V(s) lineer bagimli
ise x egrisine 3-mertebeli Frenet egrisi denir. Her bir 3-mertebeli Frenet egrisinin

{V;,V,, V3} ortonormal 3-gatis1 ve kq, k, : [ = R, Frenet egrilik fonksiyonlar: igin

A 0 Kk O07[V,
v, =v[—k1 0 kyl|Ve (2.3)
v, 0 —k, 0]l

Frenet denklemleri saglanir, burada v, X egrisinin fuzidwr (yani v = |[|x'(s)|| dir) [14].

Buradan itibaren E3 de egriler kisminda, V;(s) yerine T(s), V,(s) yerine N;(s) ve V3(s)

yerine N, (s) kullanilacaktir.

E3 de eger v = ||x'(s)|| =1 aliirsa, X egrisi birim hizli egri olur ve (2.3) Frenet

denklemleri

T'(s) = ky(s)Ny(s)

N1,(5) =~k ($)T(s) + kz(s)N,(s)

N;'(s) = —ky(s)Ny(s) (2.4)



formunu alir.

x:1 c R - E3 birim hizhi bir egri olsun. T(s) = x'(s), X in birim teget vektor alam

olarak adlandirilir.

ki:I c R—- R* Vs €[ igin

ki(s) =T (N = llx" ()l

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona X in k, egrilik fonksiyonu ve k,(s) degerine de X in k;
egriligi denir. Ayrica k,(s) > 0 olmak lizere;

N _TI_ TI
Yk TSI

vektor alani asli normal vektor alani,

N, =T XN,

vektor alani1 da binormal vektor alan: olarak adlandirilir.
k,:I c R - R, k, = —(N,', N;)

bi¢giminde tanimlanan fonksiyona X in k, egrilik fonksiyonu ve k,(s) degerine o noktadaki

ko egriligi (burulmast) denir.

E3 de, x : I € R — E3 birim hizhi bir egri olsun.

mo(s) = (x(s),T(s)),  my(s) = (x(s),N1(s)),  ma(s) = (x(s), N2(s)) (2.5)
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere; X egrisinin yer vektorii

x(s) = my(s)T(s) + my(s)N;(s) + my(s)N;,(s) (2.6)

parametrik denklemini saglar. (2.6) denkleminin s ye gore birinci tiirevi alinip, (2.4) Frenet
denklemleri kullanilarak
x'(s) = mo/($)T(s) + mo()T'(s) + my'()N1(s) + M1 ()N (5) +my' (s)N2(s)
+m,(s)N2'(s)
= (myo'(s) = my()k1($))T() + (mo($)ks () + My (5) — ma(8)ka(5)) N1 (5)
+(my (8)ka(s) +my' (s))No(s)
= T(s)

olur ve buradan



m6 - k1m1 =1
mi + k1m0 - kzmz = 0

my + kymy =0 (27)
esitlikleri elde edilir.

E3 de egrilerle ilgili kissmda (2.6) parametrik denklemi ve buna ait (2.7) esitlikleri

kullanilacaktir.

Tamim 2.2.1 Bir x: 1 ¢ R - E3 regiiler egrisi i¢in eger X’in k; egriligi k,(s) ve k, egriligi
k,(s) sabit fonksiyonlar iseler bu durumda x bir vida egrisi veya bir helis olarak

isimlendirilir [15].

Bu egriler, Oklid déniisiimlerinin bir parametreli gruplarinin izleri olduklarindan, F. Klein

ve S. Lie tarafindan W egrileri olarak isimlendirilmislerdir [16].

k5 (s)

k1(s)

Eger E3 deki bir x egrisinin orani sifirdan farkli sabit ise, bu egri genel helis olarak

adlandirilir [17].

E3 Oklid uzayindaki Salkowski (anti-Salkowski) egrileri, sabit k; egrilikli (k, egrilikli)
fakat sabit olmayan k, egrilige (k, egrilige) sahip egrilerin ailesi olarak bilinir [18,19].

{N;, N,} tarafindan gerilen diizlemler sirasiyla, oskiilator diizlem, rektifiyan diizlem ve
normal diizlem olarak adlandirilir. Eger X egrisinin yer vektorii rektifiyan diizlemde
yatiyorsa, x rektifiyan egri, oskiilator diizlemde yatiyorsa oskiilator egri, normal diizlemde

yatiyorsa egri normal egri olarak isimlendirilir [20, 21].

Tamm 2.2.3 Bir x : I ¢ R - E? regiiler egrisi i¢in, X yer vektdrii her noktada teget ve

normal bilesenlerine ayristirilabilir:
x =xT +xVN.

Eger X egrisinin yer vektoriiniin xV normal bileseni sabit uzunluklu ise bu egriye N-sabit
egri denir [22, 23, 24]. x, N-sabit egrisi i¢in ya ||x"V|| = 0 ya da ||x"|| = u dir. Burada u
6



sifir olmayan sabittir. Bununla beraber X, N-sabit egrisi eger ||xV|| = 0 ise 1. ¢esit diger

durumda 2. ¢esit egri olarak adlandirilir.

Onerme 2.2.4 E3’de bir egrinin N-sabit egri olmasi igin gerek ve yeter sart Zz—g; oraninin S
1
yay uzunlugu parametresine bagli, sabit olmayan lineer fonksiyon olmasidir. Yani, ¢; # 0

olmak iizere; c; Ve c, sabitleri igin % (s) = ¢15 + ¢, olmasidir [22, 24].
1

Tanmm 2.2.5 x : [ € R = E" birim hizli bir egri olsun. O zaman, X in k-boyutlu oskiilator
hiperdiizlemine dik olan egriler X egrisinin k. mertebeden involiitleri olarak adlandirilir

[25]. x egrisinin k. mertebeden x involiitlerinin parametrizasyonu

k
%(s) = x(s) + Z A (V(s), k<n—1 (2.8)
a=1

ifadesiyle verilir. Burada A, lar diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

2.3 E3 Oklid Uzayinda Yiizeyler
M, E3 uzaymin bir alt kiimesi olsun. X:U c E? - M c E* diferensiyellenebilir bir
doniisiim olmak iizere; E3 uzayinda bir koordinat yamasi olusturur. Bu yama regiilerse M

kiimesine E3 uzayinda tiirevienebilir (diizgiin) bir yiizey denir [26].

M yiizeyi, X : U € E? — E3 regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. M yiizeyinin keyfi
bir p € X(u,Vv) noktasindaki teget uzay1 Tp (M ), X, ve X,, vektorleri ile gerilen bir vektor

uzayidir. Boylece M yiizeyinin birinci temel formu

I = Edu? + 2Fdudv + Gdv? (2.9)
esitligi ile hesaplanir. Burada

E=X,Xy) F=X,X), G=(X,Xp) (2.10)
olup ( , ) Oklid i¢ ¢arpimidir. Bununla birlikte (2.10) yardimiyla

X, X X,|I? = EG — F? (2.11)



elde edilir. Eger X, XX, #0 ise X (u, v) yamas1 regiilerdir denir [26]. AKksi

belirtilmedikge X(u,Vv) yamasi regiiler kabul edilecektir ve
EG—F?=W? (2.12)

ile gosterilecektir.

Tamm 2.3.1 M yiizeyi, X : U € E? - E3 regiiler yamasi ile verilsin. X(U,v) yamasinin
ikinci mertebeden kismi tiirevleri X, Xy0, Xy, V€ birim normal vektér alan1t N olmak

tizere; M yiizeyinin ikinci temel form katsayilart
e = (Xyw N), f = (Xu, N), g = Xy, N) (2.13)
seklinde tanimlanir. Ayrica ylizeyin Gauss egriligi,

_eg—f*

K_EG—FZ

(2.14)

ile tanimlidir [27].

Tamm 2.3.2 M yiizeyi, X : U c E? - E3 regiiler yamas: ile verilsin. Eger X(u,v) yamasi,

f:U — R diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere;
X(u,v) =, f(uv)) (2.15)

parametrizasyonuyla veriliyorsa X(u,v), Monge yamas: (Monge patch) olarak adlandirilir.

Tamm 2.3.3 M yiizeyi, X : U ¢ E2 — E3 regiiler yamasi ile verilsin. Eger X(u,v) yamas, f

ve g tlirevlenebilir fonksiyonlar olmak {iizere;

X(u,v) = wv, f(u)+g)) (2.16)
parametrizasyonuyla verilirse M, 1. tip oteleme yiizeyi (1-type translation surface),

X(wv) =u+v,g9W),fW) (2.17)

parametrizasyonuyla verilirse M, 2. tip oteleme yiizeyi (2-type translation surface) olarak
adlandirilir [28].



Ayrica 1. tip 6teleme yiizeyinin X(u,v) yamasi,
X(u,v) = (u, O,f(u)) + (0, v,g(v))

X(w,v) =a) + )

ve 2. tip 6teleme ylizeyinin X(u,V) yamasi,
X(w,v) = (w0, f(w) + (v,g(v),0)

X(w,v) =a) + )

olacak sekilde iki diizlemsel egrinin toplamlar1 seklinde de ifade edilir.

Tamm 2.3.4 M yiizeyi, X : U ¢ E? — E3 regiiler yamasi ile verilsin. Eger X(u,v) yamas, f

ve g tlirevlenebilir fonksiyonlar olmak {izere;

Xwv) = W, f(wg®)) (2.18)
ya da
X(w,v) =(fwg),uv,) (2.19)
ya da
X(w,v) = (u, fwg®),v) (2.20)

parametrizasyonlariyla verilirse, bu yamalarla tanimlanan ylizeylere ¢arpanlarina

ayrilabilir yiizey (factorable surface) denir [29] .

Tamm 235 o B:R—>E? iki tiirevlenebilir diizlemsel egriler olsun. a(u) =

(A, (W), Bw) = (9:(v), g2(v)) olmak iizere; bu iki egrinin kiiresel carpimi
(spherical product) a x B : E? — E3 olacak sekilde

X(w,v) = (i), LW g:1(v), () g, (v)) (2.21)

seklinde tanimlanir. Bu yamayla verilen yiizeye kiiresel ¢arpim yiizeyi denir [30].

Tamim 2.3.6 (2.21) parametrik ifadesi ile verilen kiiresel ¢arpim yiizeyinde

B(v) = (cos v, sinv) olarak alinirsa



X(u,v) = (fi(w), f2(u) cosv, f(u) sinv) (2.22)

seklinde elde edilen yiizeye donel yiizey (surface of revolution) denir.

Tamm 237 M yizeyi X : U c E?—>E® regiler yamas:i ile verilsin.
a) = (x; (W), y1(W), z1 (W) ve y) = (x(w),y,(u),z,(w), E> de regiler egriler

olsunlar. Eger M c 2 yiizeyinin parametrizasyonu
X(u,v) = alu) + vy(u) (2.23)

bi¢iminde veriliyorsa o zaman M yiizeyi regle yiizey (ruled surface) olarak isimlendirilir
[27]. Regle yiizey, bir parametreye bagli dogru ailesi olarak da ifade edilir. « tireteg egrisi,

y dogrultman egrisidir.

2.4 E* Oklid Uzayinda Egriler

4-boyutlu Oklid uzayr E* de x:1 € R —» E* regiiler bir egri olsun. Eger, x egrisinin
tirevleri x'(s), x"'(s), x"""(s), x*(s) lineer bagimsiz ve x'(s),x" (s),x""(s), x" (s), x"(s)
lineer bagimli ise x egrisine 4-mertebeli Frenet egrisi denir. Her bir 4-mertebeli Frenet
egrisinin ~ {V,V,,V3,V,} ortonormal 4-catisi ve kq,ky ks : I = R, Frenet egrilik

fonksiyonlart i¢in

Vi 0 k., 0 01V
V2’ _k1 0 kz O Vz

= 2.24
viITY 0 —k, 0 ks||ws (2.24)
/A 0 0 —k3 01V,

Frenet denklemleri saglanir, burada v, X egrisinin hizidir (yani v = [|x'(s)|| ) [14].

Buradan itibaren E* de egriler kisminda, V;(s) yerine T(s), V,(s) yerine N,(s), V5(s)
yerine N, (s) ve V,(s) yerine N5(s) kullanilacaktir.

E* de eger v = ||x'(s)|| = 1 ise x egrisi birim hizli egri olarak adlandirilir ve (2.24) Frenet

denklemleri

T'(s) = k1 (s)N:(s)
Ny'(s) = —=ky(S)T(s) + ko (s)N2(s)
Ny'(s) = —ka(s)N1(s) + k3(s)N3(s)
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N5'(s) = —k3(s)N,(s) (2.25)
formunu alir.

x : 1 € R - E* birim hizl bir egri olsun.

my(s) = (x(s),T(s)),  my(s) = (x(s),N1(s))
m,(s) = (x(s),Nx(s)),  mz(s) = (x(s),N5(s)) (2.26)

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere; X egrisinin yer vektori
x(s) = mo(s)T(s) + my(s)Ny(s) + my(s)Ny(s) + m3(s)N3(s) (2.27)

parametrik denklemini saglar. (2.27) denkleminin s ye gore birinci tiirevi alinip (2.25)

Frenet denklemleri kullanilarak

x'(s) = my' ($)T(s) + mo(s)T'(s) + my'(s)N1(s) + my(s)N;'(s) + my' ()N, (s)
+m, ()N, (s) + m3' (s)N3(s) + mz(s)N5'(s)
= (mo’(s) —m(s)k; (s))T(s) + (mo (s)k.(s) + m;'(s) —m,(s)k, (s))Nl (s)
+(my (8)k,(s) + my' (s) — m3()ks(s))Ny(s) + N3 (my(s)ks(s) + mj(s))
=T(s)

olur ve buradan

m6 - k1m1 = 1
m'1 + k1m0 - k2m2 =0
mlz + k2m1 - k3m3 =0

esitlikleri elde edilir.

E* de egrilerle ilgili kistmda (2.27) parametrik denklemi ve buna ait (2.28) esitlikleri

kullanilacaktir.

Tamm 2.4.1 x:1 ¢ R - E*, E* de birim hizli bir egri olsun. Eger ||x7|| = ¢ sabit ise 0
zaman X egrisine T-sabit egri (T-constant curve) denir. x, T-sabit egrisi i¢in ||xT|| = 0 ya
da |[xT]| =2 dir. Burada A sifir olmayan diferensiyellenebilir fonksiyondur [31,32].
Bununla beraber, ||xT|| = 0 ise x, T-sabit egrisi 1. cesit diger durumda 2. cesit olarak

adlandirlir.
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Tamm 2.4.2 x:I c R - E* E* de birim hizli bir egri olsun. Eger ||x"|| = ¢ sabit ise o

|xN|| = u dir. Burada u sifir olmayan diferensiyellenebilir fonksiyondur [31,32]. Bununla

beraber, ||xV|| = 0 ise x, N-sabit egrisi 1. ¢esit diger durumda 2. ¢esit olarak adlandirilir.

Tamm 2.4.3 x:1 € R - E*, E* de birim hizl bir egri olsun. Eger X egrisinin yer vektorii,
{T,N,,N;} tarafindan gerilen hiperdiizlemde yatiyorsa, 0 zaman x e E* de 1. ¢esit
oskiilator egri, {T, N, N3} tarafindan gerilen hiperdiizlemde yatiyorsa o zaman x e E* de 2.
cesit oskiilator egri, {T, Ny, N, } tarafindan gerilen hiperdiizlemde yatiyorsa o zaman x e E*

de 3. ¢esit oskiilator egri denir.

k1, k,, k3 sabit fonksiyonlar iseler bu durumda x genellestirilmis vida egrisi veya bir helis

olarak isimlendirilir [15].

Bu egriler, Oklid déniisiimlerinin bir parametreli gruplarinin izleri olduklarindan, F. Klein

ve S. Lie tarafindan W egrileri olarak isimlendirilmislerdir [16].

2.5 E* Oklid Uzayinda Hiperyiizeyler

U c E* bir acik kiime olsun. f diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve c¢ reel sabit olmak

uzere;
M = {x = (x1,%2,%3,%4) EU| f:U > R, f(x) =c}

kiimesinde her p € M igin Vf(p) # 0 oluyorsa M kiimesine E* uzayinda bir hiperyiizey
denir [13].

Tamm 2.5.1 E¥’de ¥ = (x1,%3,%3,%4), ¥ = (V1, V2, V3, V), Z = (21,23, Z3,24) Vektorleri

i¢in i¢ carpim
(X,¥) = X171 + XY + X3Y3 + X4V (2.29)
ve iiclii vektdrel ¢arpim
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XXy XZ=det

= (X2Y3Z4 — X3YaZ3 — X3Y2Z4 + X3YaZp + X4Y223 — X4Y3Z2,
—X1Y3Z4 t X1Y4Z3 + X3Y1Z4 — X3Z1Ys — Y1X4Z3 t X4Y321,
X1Y2Z4 — X1YaZy — XpY1Z4 t X2Z1YVa T Y1X4Zy — X4Y221,
—X1Y2Z3 + X1Y3Z3 + X3Y1Z3 — X3Y321 — X3Y1Z2 + X3Y271) (2.30)

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.5.2 M ve M sirastyla n ve (n+d)-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar olmak

lizere; f: M — M diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. Her p € M igin

dfp: Ty (M) = Ty (M)

doniisimii birebir ise f ye bir immersiyon (daldirma) denir. Ayrica f:M — f(M) bir
homeomorfizm ise f ye bir gémme (imbedding) denir. Eger M™ € M™% ve f:M —» M
doniisiimii bir ggmme ise M ye M nin n-boyutlu bir immersed (gomiilen) altmanifoldu ad1

verilir. Bununla beraber f bir immersiyon olmak iizere; VX, Y € T, (M) i¢in

(dfp(X), dfy(Y) ey =X, Y)y

sartin1 sagliyorsa, f ye bir izometrik immersiyon adi verilir [33].

X = X(u,v,w), E*?de M3 hiperyiizeyinin izometrik immersiyonu olsun. Hiperyiizeyin
birim normal vektor alani

- X, X Xy X X, 231)
1 Xy X Xy X Xyl

ile tanimlidir. Hiperyiizeyin birinci temel form katsayilari,

E=<X,X,> F=<X,X,> G=<X,X,>
A=<X,X,> B=<X,X,> C=<X,X,> (2.32)

seklinde, ikinci temel form katsayilar1 da

L=<Xu,{> M=<X,,,{> N=<X,,,{>
P=<Xy,{> T=<Xp(> V=<Xp{> (2.33)
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seklindedir. Ayrica hiperyiizeyin Gauss egriligi

detl = (EG — F*)C + 2ABF — A*G — B*E
detll = (LN — M?)V + 2MPT — PN — T?L (2.34)

olmak lzere;

_ (LN — M*)V + 2MPT — PN —T?L _ detll
"~ (EG — F2)C + 2ABF — A?G — B2E ~ detI

(2.35)

ifadesiyle elde edilir [34].

Tamm 253 M bir C*® manifold olmak iizere; f:M™ — E™m*d
f = (AW, L), ., frnra@W); u = (Uy, Uy, ..., Up)EM™ izometrik immersiyon ve
g:S"(1) » E**!

n n

n
g, vy, ., vy) = (| | cosv;, | | sinvicos v, | | sinv,cos vy, ..., Sinv,,_1€cos v, , sinv,)
i=1 j=2 k=3

bigiminde bir gdbmme tanimlansin. Bu takdirde VueM™; f;(u) # 0 ve veS™ igin
X M™ % Sn(l) N [Em+n+d
wv) = X(w,v) = (W), L), ., finra-1(W), finra@W). g()) (2.36)

seklinde tanimlanan X gémmesi rotasyonel gomme olarak tanimlanir [35].

Tamm 2.5.4 y:1 € R - I ¢ E?, E* de bir diizlem egrisi ve ¢ bu diizlemde diiz bir dogru
olsun. E* de bir dénel hiperyiizey, y profil egrisinin £ ekseni etrafinda dénmesiyle

tanimlanir. £, (0,0,0,1) vektorii tarafindan gerilen dogru olsun ve v, w € R olmak iizere;

cosvcosw —sinv —cosvsinw 0

7 — [ sinvcosw cosv —sinvsinw 0 (2.37)
sinw 0 cosw 0
0 0 0 1

ortogonal matrisi géz ontine alinirsa, bu matris

Zl=¢0,7.2'=22=1,, detZ=1 (2.38)
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esitliklerini saglar. @(u): I € R — R, Vu € [ igin diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak
tizere; profil egrisi y(u) = (u, 0,0, p(w)) ile verilir. (0,0,0,1) vektori tarafindan gerilen
donel hiperyiizey,

X(uw,v,w) =Z(v,w).y(u) (2.39)
carpimiyla elde edilir ve u € R — {0} ve v,w € [0,2m) olmak iizere;
X(u,v,w) = (u cosvcosw,usinvcosw,usinw, <p(u)) (2.40)

seklinde tanimlidir [36].

Tamm 2.55 X:E3 - E* ve f = f(u,v,w) diferensiyellenebilir bir fonksiyon olacak
sekilde X(u,v,w) = (u,v,w, f(u,v,w)) doniisiimiine Monge hiperyiizey denir [37]. f
fonksiyonu ozel olarak f(u,v,w) = fi(w).f2(v). f5(w) segilirse, Monge hiperyiizeyi

carpanlarina ayrilabilir (factorable) hiperyiizey olarak isimlendirilir ve

X(w,v,w) = (w,v,w, fi(w). LW). (W) (2.41)

parametrizasyonu ile verilir.
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3. E3 OKLIiD UZAYINDA TZITZEICA EGRILERI

Tamm 3.1 x: I c R - E3, k (s) >0 ve k,(s) # 0 olmak iizere; birim hizli bir egri

olsun. a sifirdan farkli sabit olmak tizere; eger X’in k, egriligi,

ky(s) —a

2
dosc

(3.1)

kosulunu sagliyorsa, bu durumda X’e Tzitzeica egrisi (Tz-egrisi) denir. X’in oskiilator
diizleminin orijinden uzakhig1 d,s. = (x, N,) ifadesi ile verilir. Burada N,, x in binormal

vektor alamidir [2].

Teorem 3.2 x : I € R — E3 birim hizh bir egri olsun. X’in Tz-egrisi olmasi igin gerek ve

yeter sart

k5 (5){N2(5), x(5)) + 2k3 (s)(N1(5), x(s)) = 0 (3.2)
olmasidir. Bu esitlik ayn1 zamanda (2.5) esitliklerinden

kym, + 2k3m, = 0 (3.3)

ifadesine denktir.

Ispat: (=) (3.1) ifadesinde her iki tarafin tiirevi almirsa,

( ka ) _ (@) o KN~ 2N xNNp )
<N2,.X')2 B <N2,X)4 -

= k5(Ny, x)? — 2k (N5, x)[(N,', x) + (N5, x")] = 0
= k3(Ny, x) — 2k, [(—k,Ny, x) + (N, T)] = 0

bulunur. Ayrica (2.5) yardimiyla (3.3) elde edilir.

(&) Ispatin diger yonii agiktir.

Teorem 3.3 x: 1 c R > E3, k;(s) > 0 ve k,(s) # 0 olmak iizere; birim hizli bir egri

olsun. x’in kiiresel bir egri olmasi igin gerek ve yeter kosul
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ko(s) < Ky (s) ) .

k1 (s) - k, (S)Rf(s)

olmasidir [12].

Teorem 3.4 x:1 c R - E3, ky(s) >0 ve k,(s) # 0 sartlarim1 saglayan birim hizli

kiiresel bir egri olsun. Eger X, bir Tz-egrisi ise bu durumda, X in egrilikleri arasinda

ka(s) _ ka(s)

= 3.5
23() G 55)
bagintis1 vardir. Ayrica X in k, egriligi,

k! ()k,(s) — 2k (s
ka(s) = [l )2 1 () (3.6)
3k1°(s)

denklemini saglar.

Ispat x, birim hizli kiiresel bir egri olsun. Bu durumda ||x|| = r dir. x, (2.5) yardimiyla

x|l = 7 = {x,x)
(,x)' =% = (x,x)=0
= (x,T) =0 =m, (3.7)

elde edilir. Bununla birlikte (2.4) Frenet denklemleri kullanilarak

(x,TY =0 = (X", T)+(x,T')=0
= 1 + k1<x,N1) = O

= (x,N;) = T =m (3.8)

elde edilir. Ayrica (2.4) Frenet denklemleri yardimiyla

! !

k
(x) N1>, = ( ) = <x,, N1> + <x, N1,> == 12
k1 kq

k !
= 0 —ky(x, T) + kpx, Ny) = k—

1

olur. (3.7) ifadesinde (x,T) = 0 oldugundan
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!

6, Np) = — 39)
x,N,)=——=m .
2 k2k12 2

bulunur. Ustteki (x, N;) ve (x, N,) degerleri (3.2) ifadesinde yerine yazilirsa

k3(Ny, x) + 2k3(Ny, x) = 0

k, -1 kik, — 2k3k
ké 12+2k%( )=0$ 2™1 221=0
k2k1 kl kal
= kik,' — 2k3k, = 0
ky ki
> = =—
2k " kg

bulunarak (3.5) ifadesi elde edilmis olur.

Diger taraftan (3.4) ifadesinde esitligin sag tarafindaki tiirev agilirsa

ko (ki)
ki \k,k?

_ ki'koky® — ki (koky®)

ke’ key*
k'koky® — kil kE — kik, 2Kk
- o’k

ko’ky® = ki'kgpky® — 2(k1)?kiky — kikyk?
ve (3.5) ifadesi de iistteki esitligin son teriminde kullanilirsa
3k, %k, ® = ki kyky® — 2(k))2k, kg

bulunur. Ara islemler de yapilarak k, nin k; e bagli olan (3.6) ifadesi elde edilir.

Sonug¢ 3.5 x : [ € R > E3 birim hizli (2.6) parametrizasyonunu saglayan kiiresel bir egri

olsun. Bu durumda Teorem 3.4 {in ispatinda agikca gosterilen

mgo =0
-1
my = k_1
ky
m, = P (3.10)
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esitlikleri elde edilir.

Sonu¢ 3.6 x : I € R — E3 birim hizli anti-Salkowski kiiresel Tz-egrisi olsun. Bu durumda

X’in k, egriligi sabit olacagindan, x in k; egriligi

V3k,
¢; sin(v3k,s) — ¢, cos(V3k,s)

ky(s) = (3.11)

ifadesiyle verilir. Burada c; ve c, integral sabitleridir.

Ispat (3.6) ifadesinin diizenlenmesiyle k;'k; — 2(k;)? — 3k,*k,* = 0 diferansiyel denklemi

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziilmesiyle (3.11) elde edilir.

Onerme 3.7 x : I € R - E3, my, m,, m, diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere;
yer vektorii (2.6) parametrik denklemini saglayan birim hizli bir egri olsun. Eger x, Tz-

egrisi ise bu durumda
m6 - k1m1 =1

mi + k1m0 - k2m2 =0
mlz + k2m1 =0

kim, + 2ksm, = 0 (3.12)

esitlikleri vardir.

Ispat x, (2.6) parametrik denklemini saglayan birim hizli egri oldugu icin (2.7) denklemleri
ve egri Tz-egrisi oldugu icin (3.3) denklemine sahip olur. Sonug olarak (3.12) denklem

sistemi elde edilir.

Sonu¢ 3.8 x : I c¢ R - E3, (2.6) parametrizasyonuyla verilen birim hizli anti-Salkowski

Tz-egrisi olsun (k,(s) # 0, sabit). Bu durumda x, N-sabit rektifiyan bir egridir.
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Ispat x anti-Salkowski egri oldugundan k, = sabit ve k,’ =0 dir. (3.3) ifadesinde

k," = 0 yerine yazilirsa

kémz + Zk%ml = 0
= kim; =0

= m1 = 0
elde edilir. (3.12) esitliklerinde m; = 0 yerine yazilirsa birinci esitlikten,

mf)—klml:l
=>my=1

= mo =S5+ C1
elde edilir. Ugiincii esitlikte m, = 0 yerine yazilirsa

m'2+k2m1=0
=>m;, =0

=>m, =c,

bulunur. my, my, m, degerleri (2.6) ifadesinde yerine yazilirsa

x(s) = (s + ¢1)T(s) + c2N(s)

olur. Bu, egrinin rektifiyan egri oldugunu gosterir. Ayrica my, mq, m, degerleri (3.12)
esitliklerinin ikincisinde yerine yazilirsa

my + kymy — k,m, =0

ki(s+c¢)—kyc, =0

elde edilir. Yani k—z sabit olmayan lineer fonksiyon olmustur. Bu durumda X egrisi N-
1

sabittir.

Sonu¢ 3.9 x : I € R - E3, (2.6) parametrizasyonuyla verilen birim hizli Salkowski Tz-

egrisi olsun (k,(s) # 0, sabit). Bu durumda

my'(s) + (ki(s) + 3kF(s)my(s) + ki(s) = 0 (3.13)
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esitligi elde edilir.

Ispat x, Salkowski egrisi oldugundan k; = sabit ve k;' = 0 dir. (3.12) esitliklerinden

ikincinin tirevi alinirsa

(my + kymy — k,my) =0

mi’ + klmol - kémz - kzmlz = 0

elde edilir. (3.12) esitliklerinin birincisinden m,’, ti¢iinciisinden m;, ve dordiinciisiinden de

k;m, gekilip tstteki esitlikte yerine yazilirsa (3.13) esitligi elde edilir.

3.1 E3 OKklid Uzayinda Tz-Normal Egrileri

Tammm 3.1.1 x : [ € R - E3, birim hizli normal egrisi, m;(s) ve m,(s) tiirevlenebilir
fonksiyonlar ve N;(s) ve N,(s) sirastyla X’in asli normal ve binormal vektor alanlari

olmak iizere;
x(s) = my(s)Ny(s) + my(s)N,(s) (3.14)

parametrik denklemiyle karakterize edilebilir [21].

Onerme 3.1.2 x : | c¢ R — [E3, (3.14) parametrizasyonuyla verilen birim hizli normal bir

egri olsun. (3.14) normal egri denkleminin k4 Ve k, egrilikleri cinsinden ifadesi,

1 ki(s)
x(s) =— +— N 3.15
seklindedir. Ayrica
—kfk; + kiki'k, — k kikj — Z(ki)zkz =0 (3.16)

esitligi de normal egri olma sartidir.

Ispat (3.14) ifadesinin tiirevi (2.4) Frenet denklemleriyle beraber diisiiniiliirse

x" =my'N; + myN;" + my,’N, + myN,'
= mllNl + ml(_le + kzNz) + mZINZ + m, (_kle)
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T = _klmlT + (mll - kzmz)Nl + (kzml + mZI)NZ
bulunur. Polinom esitliginden elde edilecek ii¢ esitlik

_k1m1 = 1
m1, - kzmz = O

mzl + k2m1 = 0 (317)

dir. Bu esitliklerin birincisinden m, ¢ekilip tiirevi alinirsa

—kim; =1
-1
>m = k_
1
] kl,
>m; = F

bulunur. m;" degeri (3.17) esitliklerinin ikincisinde yerine yazilirsa

m1, - kzmz = 0

my'
>m, =—
k;
A
>m, = i
2= T2
koky

olarak bulunur. Bulunan m, ve m, degerleri (3.14) de yerine yazilirsa (3.15) elde edilir.
Diger taraftan m,; ve m, degerleri (3.17) esitliklerinin {igiinciisiinde yerine yazilirsa
kom; +my, =0
kz(_—1>+< ko >,=0

ky kok,?

—k,  ky"kyki® —ky'ky ke — ky'ky2kiky
= + = =
y (kaks®)

= —k, %k, + kiky'ky — kiky'ky' — 2(ky)2%k, = 0

bulunarak (3.16) denklemi de elde edilmis olur.

Onerme 3.1.3 x: I c R - E3, (3.14) parametrizasyonuyla verilen birim hizli normal
egrinin Tz-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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esitliginin saglanmasidir.

Ispat (=) (3.1) ifadesinde yer alan d,s. = (x, N,) aym zamanda (2.5) ifadesiyle birlikte

g0z Oniine alinirsa m, = (x, N,) = d . olur. Bu durumda (3.1) esitligi

formuna doniisiir. (3.15) deki m, = % degeri Ustteki ifadede yerine yazilirsa
21

_ k3ki

a= W (3.19)

bulunur. (3.19) un tiirevi alinirsa

(k)?3k3koki + (k1)?4kikiks — 2kiky k3ki a
(k)* P

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa (3.18) esitligi elde edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Sonug 3.1.4 Tz-Normal egrisi i¢in k, = sabit alinirsa k4 (s) = ﬁ olarak bulunur ve egri
2

ayni zamanda anti-Salkowski egrisi olur. Burada c,, ¢, integral sabitleridir.

Ispat k, = sabit oldugundan kj =0 olur. Bu durumda (3.18) ifadesinde gerekli

sadelestirmeler yapilirsa 2(k;)? — k ki = 0 diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem

C1

cozilirse k4 (s) = olarak bulunur. Burada c;, ¢, integral sabitleridir.

S+co

3.2 E3 Oklid Uzayinda Tz-Rektifiyan Egrileri

Tamm 3.2.1 x : I € R > E3 birim hizh rektifiyan egrisi, my(s) ve m,(s) tiirevlenebilir

fonksiyonlar ve T (s) ve N, (s) sirayla X in teget ve binormal vektor alanlari olmak iizere;
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x(s) = mo(s)T(s) + my(s)N,(s) (3.20)

parametrik denklemiyle karakterize edilmistir [20, 22].

Onerme 3.2.2 x : | € R - E3, (3.20) parametrizasyonuyla verilen birim hizl1 rektifiyan

egri olsun. Rektifiyan egri denklemi, c; ve c, integral sabitleri olmak {izere;
x(s) =(s+c¢)T(s) + c,N,(s) (3.21)

seklindedir. Ayrica

—L(s) = (3.22)

esitligi de rektifiyan egri olma sartidir.

Ispat (3.20) ifadesinin tiirevi (2.4) Frenet denklemleriyle beraber diisiiniiliirse

xl = mOIT + moTI + mZINZ + mzNZI
=mgy'T + my(kyNy) + my' N, + my(—k,Ny)
T = mOIT + (klmo - kzmz)Nl + mZINZ

bulunur. Polinom esitliginden elde edilecek ii¢ esitlik

mol = 1
k1m0 - k2m2 = 0

mzl = 0
seklindedir. Esitliklerin birincisinde ve tiglinciisiinde integral alinirsa

my =1=>my=s+c¢

mzl =0= my = Co
elde edilir. Bulunan m, ve m, degerleri (3.20) de yerine yazilirsa (3.21) ifadesi elde edilir.
Diger taraftan m, ve m, degerleri ikinci esitlikte yerine yazilirsa

k1m0 - kzmz =0

kl(S + Cl) - k2C2 =0
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ki ¢
k, s+c

olarak bulunur. Bu da, (3.22) rektifiyan egri olma sartidir.

Teorem 3.2.3 x : | € R — E3, (3.21) parametrizasyonuyla verilen birim hizli rektifiyan
egrinin Tz-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart k, egriliinin sabit olmas1 yani egrinin

anti-Salkowski egrisi olmasidir.

Ispat (=) (2.26) ifadesinden d,s. = (N,,x) = m, idi. Onerme (3.2.2) nin ispatinda
m, = ¢, bulunmustu. Bu deger (3.1) de yerine yazilirsa a = Ck—zz elde edilir ve a nin sabit

2

olmasi yani egrinin Tz-egrisi olmas1 ancak k, egriliginin sabit olmasiyla miimkiindiir.

(&) Ispatin diger yénii agiktir.

CaC

Sonu¢ 3.2.4 x : [ € R — E3 birim hizli rektifiyan Tz-egrisi igin k, (s) = = olur. Burada
1

s+c

1 Ve ¢, integral sabitleri, c5 sifirdan farkl: sabittir.

Ispat Egri birim hizli rektifiyan oldugundan (3.22) vardir. Tz-egrisi oldugundan Teorem

C2C3

(3.2.3) den de k, = c5 sabittir. Bu deger (3.22) de yerine yazilirsa k4 (s) = elde edilir.

S+cCq

Sonu¢ 3.25 x: 1 c R — E3, (3.21) parametrizasyonuyla verilen birim hizli rektifiyan

egri, N-sabit egriye denktir.

Ispat Birim hizli rektifiyan egri kosulu olan = = —Z_ jfadesinde k, nin k, e orani sabit

k
k, Ss+cq

olmayan lineer fonksiyon oldugundan Tanim (2.2.3) geregi N-sabit egriye denktir.
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3.3 E3 Oklid Uzayinda 1. Mertebeden Tz-Involiit Egrileri

Tamm 3.3.1 x:IcR- E® sifirdan farkh k; ve k, egriliklerine sahip (2.6)
parametrizasyonuyla verilen birim hizli bir egri olsun. C integral sabiti olmak {izere; X’in 1.

mertebeden involiit egrisi
x(s) =x(s) + (c —s)T(s) (3.23)

seklindedir [25].

Onerme 3.3.2 x : | € R — E3 birim hizl egrisinin 1. mertebeden involiit egrisi olan X(s)

egrisinin Tz-egrisi olma sart1, a sifirdan farkli sabit olmak {izere;

(B) Ok
(c = ) (ks ($)mz() + ka(S)mo(s) + (c — $)ha(5))”

g= (3.24)

esitliginin olmasidir.

Ispat (3.23) ifadesiyle verilen x egrisine ait 1. mertebeden involiit egrisinin Frenet
vektorleri ve ky, k, egrilikleri, X egrisinin Frenet vektorleri ve ky, k, egrilikleri cinsinden

sirastyla

_ — —kiT + k,N. — kT + k4N
T=N,, N, = 1 21V N, = 2 112

Vv T KK
k 1A
T (%) fa

lklle—sl” 2T+ kD —»)

(3.25)

dir [25]. X egrisinin 1. mertebeden involiitii olan X egrisinin Tz-egrisi olma sartt a # 0

sabit olmak tizere;
B 3.26
¢= (-fr N2>2 ( . )

seklindedir ve yine d,s. = (¥, N,) dir. Buradan X ve N, yerine yazilir ve (2.26) esitlikleri

kullanilirsa
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_ kT + kN
(%, N,) = (x + (c — )T, =22

k —s —s
= (X, Np) + ———(x, T) + i )<T,N2>+ 2( )<T,T>
k2 2 2 2 k2 k2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2
1

-_— [k1m2 + kzmo + kz (C - S)]

VEk? + k3

bulunur. Bu deger ve (3.25) esitliklerindeki k, nin degeri (3.26) da yerine yazilir, ara
islemler de yapilirsa (3.24) elde edilir.

Sonuc 3.3.3 Silindirik helisin ’;—2 degeri sabit oldugundan (12) = 0 olur ve (3.24) ifadesi
1 1

sifira esit olur. Bu da tanima aykiridir. Dolayisiyla silindirik helisin 1. mertebeden involiitii

Tz-egrisi olamaz.

Sonu¢ 3.3.4 x birim hizli kiiresel egrisinin 1. mertebeden involiitiiniin Tz-egrisi olmasi

i¢cin, a sifirdan farkli sabit olmak lizere;

() O L)
(c =) (k' () + (c = )y (k2 (5))

a= (3.27)

esitligi saglanmalidir.

Ispat (3.24) ifadesinde (3.10) esitlikleri yerine yazilirsa istenen sonug elde edilir.

Onerme 3.3.5 x : | € R — E3 birim hizh kiiresel egrisinin bir Tz-egrisi olmas1 i¢in gerek

ve yeter sart, a sifirdan farkli sabit olmak iizere;

, 3
(kll) =- Uf/%)z (3.28)

esitliginin saglanmasidir.
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ko

’ 2
ky
kok?

olur. k; ve k, ler esitligin iki tarafinda kalacak sekilde ara islemler yapilirsa istenen sonug

Ispat d ;. = (N,, x) = m, idi. (3.10) daki m, degeri (3.1) de yerine yazilirsa a =

elde edilir.

Sonug 3.3.6 X, birim hizli kiiresel Tz-egrisi olsun. x in 1. mertebeden involiitii olan X de

Tz-egrisi ise

5 3
ak) — \/Eklkz/z —a(c — s)k?k, + 2vaa(c — s)zklkz/2 +aa(c—s)3k3=0 (3.29)

bagmtisi elde edilir. Burada a # 0 sabit, X’in Tz-sabiti ve a # 0 sabit, x in Tz-sabiti,

ki, k, ise X in sirayla sifirdan farkl birinci ve ikinci egrilikleridir.

Ispat x birim hizh kiiresel egrisinin Tz-egrisi olma sart1 olan (3.28) ifadesinde esitligin sol

tarafi agilir ve k; yalmz birakilirsa

3
K k)
k2 a

3

! k%kZ/z

ki = Ta

bulunur. Diger taraftan X birim hizli kiiresel egrisinin 1. mertebeden involiiti X egrisinin

Tz-egrisi olma sart1 olan (3.27) ifadesinde ( %) acilirsa
1

kz\ ko'ky = kpky') 3 2
(k_i) (k13 kzz) B < k12 )kl kZ

(c—s)(ky' + (c— s)k1k22)2 - (c—s)(ky' + (c— s)k1k22)2

a=

bulunur. Burada k; niin bir tstteki esiti yerine yazilir ve ara iglemler yapilirsa

va (Vak,' — kik,?)

a =

1 2
(c — )k, [k1 +Va(c — s)kz/z]
elde edilir. Buradan da islem yapmaya devam edilirse (3.29) bagintisina ulasilir.
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3.4 E3 Oklid Uzayinda 2. Mertebeden Tz-Involiit Egrileri

Tamm 341 x:IcR- E® sifirdan farkh k; ve k, egriliklerine sahip (2.6)

parametrizasyonuyla verilen birim hizli bir egri olsun. X in 2. mertebeden involiitii
x(s) = x(s) + 1,(s)T(s) + 2,(s)N;(s) (3.30)

parametrizasyonuyla verilir. Burada T ve Ny, X in teget ve asli normal vektor alanlari ve A,

ve A,
A1(s) = k1(s)A,(s) — 1
25(s) = =2A1()k1(s) (3.31)

esitliklerini saglayan tiirevlenebilir fonksiyonlardir [25].

Onerme 3.4.2 x : 1 c R - E3 birim izl egrisinin 2. mertebeden involiitii olan X(s)

egrisinin Tz-egrisi olma sart1, a sifirdan farkli sabit olmak tizere;

a= fa (s) (3.32)

k()22 (5) (o (s) + A,(5))”

esitliginin saglanmasidir.

Ispat (3.30) ifadesiyle verilen x egrisine ait 2. mertebeden involiit egrisinin Frenet
vektorleri ve ky, k, egrilikleri, X egrisinin Frenet vektorleri ve ky, k, egrilikleri cinsinden

sirastyla

T=N2, N1=_N1, N2=T

—  sgn(ky) _ ky
=222 k= 3.33
TN 2= i (3:33)

dir [25]. Ayrica

(%,Ny) = (x + 4T + A,N;, T)
= ('x! T) + AI(T) T) + AZ<N11 T)
= mo + Al
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bulunur. Bu deger ve (3.33) esitliklerindeki k, nin degeri (3.26) Tz-egri olma sartinda

yerine yazilir, ara islemler de yapilirsa (3.32) elde edilir.

Sonu¢ 3.4.3 my + A; = 0 olursa (3.32) ifadesi tanimsiz olacagindan bu durumda x in 2.

mertebeden involuti olamaz.

Sonug¢ 3.4.4 x : I € R — E3 birim hizli (2.6) parametrizasyonunu saglayan kiiresel egrinin

2. mertebeden involiitiiniin Tz-egrisi olmast i¢in

k !
k, (k_:) My — ke (222k, — 22, — A2ky) = 0 (3.34)

esitliginin saglanmasi gerekir. Eger x bir genel helis ise bu durumda (3.34) esitligi
225k, — 24, — A3k, =0 (3.35)

formuna doniisiir.

Ispat x kiiresel bir egri oldugundan Teorem 3.4 iin ispatinda my = 0 bulunmustur. Bu

durumda (3.32) ifadesi a = T(l/l)z seklini alir. Bu ifadenin tiirevi alinir ve (3.31)
242\11
esitlikleri de kullanilirsa
k4 '
k, ki\' k , ,
w7 | = () " g a2+ 22 =0

k !
k, (k_:) A5 = kq[A (A1kq) + 24,(k4 2, — D] =0

!

k
k, (k—:) WAy — ky(222k, — 22, — 22k;) = 0

: o 9 T ..k .
bulunarak istenen sonug elde edilmis olur. Eger X egrisi bir genel helis ise k—1 orani sabit
2

olacagindan (%) = 0 olur. Boylece (3.34) ifadesi (3.35) ifadesine doniisiir.

2
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4. E3 OKLID UZAYINDA TZITZEICA YUZEYLERI
Tzitzeica yiizeyi, yilizeyin Gauss egriliginin, ylizeyin keyfi bir noktasindaki teget
diizleminin orijinden uzakliginin doérdiincii kuvvetine oraninin sabit olmasi ile tanimlanir.

Buna gore, X : U € E2 - E3 regiiler yamasiyla verilen M yiizeyi i¢in a sifirdan farkli sabit

olmak tizere;
K (4.1)
=qa .
d?an

esitligi saglaniyorsa M ylizeyine TZzitzeica yiizeyi (Tz-yiizeyi) adi verilir. Burada K bu
yiizeyin Gauss egriligi, N yilizeyin birim normal vektor alan1 ve d;,, teget diizlemin

orijinden uzaklig1 olur ve
dian = (X, N) (4.2)

ile tanimlanir [1].

Tamm 4.1 x:] € R - E?, (k; > 0) birim hizh diizlemsel bir egri olsun. Bu taktirde a,
sifirdan farkl: sabit olmak tizere;
ki(s) = al-dtz)sc (4.3)

sartin1 sagliyorsa X’e diizlemsel Tzitzeica egrisi (diizlemsel Tz-egrisi) denir. Burada N;

egrinin birim normal vektdr alan1 olup
dosc = (x, Nq1) (4.4)

ile tanimlanir.

Onerme 4.2 M yiizeyi, X : U c E? - E3

X(u,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u, v)) (4.5)

regiiler yamasi ile verilsin. M nin Tz-yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart sifirdan farkl

bir sabit a i¢in
(eg — fH(EG — F?) = a(X, Xy, X,)* (4.6)
ifadesi ve bu ifadenin esiti olan
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2

Xuu Yuu Zuu||Xvw Yw Zww Xuww Yuww Zuyv X y
Xu Yu Zy Xy Yu Zy | — | Xu Yu Zy =al|lXu Yu
Xy Y Zy Xy Y Zy Xy Y Zy Xy Yo

esitliginin saglanmasidir.

Ispat (=) Regiiler bir yiizeyin birim normal vektor alani

Xy XX, | Xy XX,
IXy X Xull  VEG — F2

dir. Bu ifade (4.2) de yerine yazilirsa

Xy XXy (X, Xy, X,)
'VEG —F%2  \EG — F2

dtan = (X,N) =(X

elde edilir. Bu deger ve (2.14) deki K nin esiti, (4.1) de yerine yazilirsa

eg _fz _ (X'Xva)4
EG—F2 Y (EG - F?)?

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa (4.6) elde edilir.

Bununla birlikte

X, x X 1|6t € &
= —'u—vz = W Xu Yu Zy
EG - F x‘U y‘U Z‘U

ve (2.13) esitliklerinin kullanilmasiyla

2
e —
w891

EG — F?
_ <qu N)<va'N) - <Xuv' N)Z
— o
_1< Xy, X X, KuxXy XuxX,,) X Xy X X, )2}
w2l ”“'IIX X X, ll" T N1 Xy X Xl Xy X Xl

1 1

= T e o Xa X0) Ko X X0) = s Xo %021
u v

2
'x‘U‘U yVV Z‘U‘U

xuv y uv Zuv
xu y u Z u

Xy Vv Zy

Xuu  Yuu  Zuu

Xu  Vu Zu || X Yu  Zu

— L Xy Y Zy 11Xy Yy Zy
w2 w2

elde edilir. Ote yandan N nin esiti yardimiyla
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dtan = <X;N)
Xy XX,

=((x,y, Z)’\/ﬁ>
xX y z

elde edilir. d;u,, degerinin dordiincii kuvveti ile K nin esiti (4.1) de yerine yazilirsa (4.7)

ifadesi de elde edilmis olur.

(&) Ispatin diger yonii aciktir.

Onerme 4.3 (4.5) regiler yamasiyla verilen M  yiizeyinin  x(u,v),
y(u, v), z(u, v) fonksiyonlar1 tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere; Tz-yiizey olmasi

icin gerek ve yeter sart a, Sifirdan farkli bir sabit olacak sekilde

a? (oyuXpy — xlzw) + bz(yuuyvv - yl%v) + CZ(Zuquv - Z&v)
+ab Xy Yoy + YuuXvw — 2%y Yuw) + aC(XyyZyy + ZyyXpy — 2Xyp2Zy0)

+bcVuuZvy + ZuwYov — 2YuvZuy) = a1(ax + by + CZ)4 (4.8)

esitliginin saglamasidir. Burada
a(u,v) = YuZy — YoZu

b(u,v) = —x,z, + x,7y,
c(u,v) = XYy — XYy

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

Ispat M yiizeyi, (4.5) regiiler yamasi ile verilsin. Buna gore

€, € é3
xu yu Zu
xU yU Z‘U

= (a(u,v),b(u,v),c(u,v))

Xy XXy = = (yuzv — YoZu —XyZy + XypZy, Xy Yy — xvyu)

elde edilir. Bu durumda ||X, X X, || = Va? + b? + c? > 0 olur. Béylece M yiizeyinin

birim normal vektor alani

(a,b,c)
N = (4.9
va? + b2 + c2
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ile verilebilir. (2.10) esitlikleri kullanilarak birinci temel form katsayilari
E=x2+y2+2z2 F=xx,+Y+2yz, G=x2+y2+2z2
olarak bulunur. (2.13) esitlikleri kullanilarak ikinci temel form katsayilari

_axyy + by, +czyy _axyy + byy, + czyy _axXyy + byyy, +CZyy

Y
Va2 + b% + c? va? + b% + c2 va? + b% +c?

elde edilir. Boylece

_eg—f*
EG — F?
a2 (xuuxvv - xiv) + bz(yuuyvv - yiv) + CZ(Zuquv - thw)
a? + b% + c?
ab(Xyy, Yoy + YuuXpw — 2%y V) + AC(XyyZpy + ZyyuXpy — 2Xy0Zy5)
a?+ b2 + c2

bc(yuuzvv + Zyudvy — Zyuvzuv)
+
a? + b% + c?

K

bulunur. Diger taraftan

xa + yb + zc

va? + b? + ¢2

olarak bulunur. Buradan d,, degeri ve K Gauss egriligi (4.1) de yerine yazilirsa (4.8) elde

dtan = <X:N) —

edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Tamm 4.4 (4.8) ifadesiyle verilen denklem Tz- yiizey denklemleri olarak isimlendirilir.

4.1 E3 Oklid Uzayinda Tz-Monge Yiizeyi

Onerme 4.1.1 M yiizeyi, (2.15) Monge yamasi ile verilsin. Buna gére M yiizeyinin Tz-

yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart, a sifirdan farkli bir sabit olmak tizere;

a= fuu-fvv - fuvz
(_ufu - va + f)4

(4.10)

esitliginin saglanmasidir.
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Ispat (=) (2.15) koordinat yamasinin U ve v ye gore kismi tiirevleri aliirsa sirasiyla
Xy, = (1,0,f,) ve X, = (0,1, 1)

elde edilir. Buradan birinci temel form katsayilari

E=(XyXy)=1+f} F=XuXo)=fufo  GC=XpXp)=1+f

olarak bulunur. Boylece

Xy XXy = (_fur _fv: 1) = ”Xu XXv” = 1 +fuz +ﬁ72

yardimiyla M nin birim normal vektor alani

X, X X, 1

1 Xy X X5l n V14 fi2+ f2

seklindedir. Benzer sekilde X in ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa

(~fu—for 1)

Xouu = (0,0, fun) Xuw = (0,0, firp) Xvw = (0,0, f1)

elde edilir. Boylece M nin ikinci temel form katsayilari

ﬁl—u'f: (Xuv,N> =L,g = (Xva> :A
VIHRE+ S VI+fE+ 17 VI+f2+ 17

olarak bulunur. Birinci ve ikinci temel form katsayilar1 yardimiyla

e = (qu,N) =

_eg—f*?
"~ EG — F2

_ fuu- fov — fuzv
L+ A2+ DR

K

bulunur. Diger taraftan (4.2) esitliginden

elde edilir. Sonug olarak d;,, ve K Gauss egriligi, (4.1) de yerine yazilirsa istenen sonug

elde edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.
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—(34+uv)
u+v

Ornek 4.1.2 E3 de X(u,v) = (u,v, ) parametrizasyonuyla verilen regiiler Monge

yamasi bir Tz-ylizeyidir.

—(3+uv)

Coziim f(u,v) = —

nin u ya ve v ye gore kismi tiirevleri

f v+ v)+B+uw) —w-v*+3+uw  3-v°
- =

(u+v)? B (u +v)? (Ut v)?
_—6—2uv
fuv = (u+v)3
_ —2(3-v?)
b = o
_—u(w+v)+B+uwv) —uP-—uww+3+uw  3-u?
v (u + v)?2 B (u + v)?2  (u+v)?
-2(3-u?
foo = (u + v)3

Bu degerler (4.10) da yerine yazilirsa

4(3=v*)(B-u*) (=6—2uv)®

_ (u+v)e (u+v)° _ 1
- B-v?) (3-u?) , —(3+uv)\* 108
(_u(u+v)2_v(u+v)2 u+v )

olarak bulunur. Bu yiizey Sekil 4.1 de farkl araliklar kullanilarak gosterilmistir. Cizimlere
ait Maple komutu plot3d([u,v,(-3+u*Vv)/(u+v)], u=m..n, v=p..r, grid=[30,30]); seklindedir.

(@ (b)
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(©)

Sekil 4.1: Tz-Monge yiizeyi a) m=-2, n=-1, p=-2, r=-1, b) m=-1, n=2, p=-1, r=2.
¢) m=1, n=2, p=1, r=2

4.2 E3 Oklid Uzayinda Tz-Oteleme Yiizeyi

Onerme 4.2.1 M c E3 (2.16) regiiler yamasi ile verilen 1. tip dteleme yiizeyi olsun. Buna
gore M yiizeyinin Tz-yiizeyi olmasi igin gerek ve yeter sart a sifirdan farkli bir sabit olmak
uzere;
_ fllgll

(—uf' —vg' +f+g9)*

a (4.11)

esitliginin saglanmasidir.

Ispat (=) (2.16) koordinat yamasinin U Ve V ye gore kismi tiirevleri alinirsa sirastyla
X, =(10,fHYveX,=(019")

elde edilir. Buradan birinci temel form katsayilar

E=1+f" F=f.g G=1+g"

olarak bulunur. Boylece

Xy XX, = (_fl,_g’, 1) = ”Xu XXU” = /1 _|_f/2 +g/2

yardimiyla M nin birim normal vektor alani
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Xu X X‘U (_f,) _g’) 1)

X, X X,
A R A

seklindedir. Benzer sekilde X in ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa

X’uu = (0101 f”) Xuv = (0,0,0) X‘Uv = (0)0) g”)
elde edilir. Boylece M nin ikinci temel form katsayilari

fll gll

e = f:() g=
f1+f'2+g’2 /1+f'2+g’2

olarak bulunur. Birinci ve ikinci temel form katsayilar1 yardimiyla

2
e —
k=891
EG — F?
f/lgu

= 2
(1+f7+g?)
bulunur. Diger taraftan (4.2) esitliginden

(-uf'—vg' +f+g)

/1+f’2+g’2

dtan = <X:N) =

elde edilir. Sonug olarak d;,, ve K Gauss egriligi, (4.1) de yerine yazilirsa istenen sonug

elde edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Onerme 4.2.2 M c E3 (2.17) regiiler yamast ile verilen 2. tip 6teleme yiizeyi olsun. Buna

gore M yiizeyinin Tz-yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart, a sifirdan farkli sabit olmak

uzere;

a _ flglfllgll
(—uf'g' —vf'g'"+fg' +gf')*

esitliginin saglanmasidir.
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Ispat (=) (2.17) koordinat yamasinin U Ve V ye gore kismi tiirevleri aliirsa sirasiyla
X, =(10,fHveX,=(,9g,0)

elde edilir. Buradan b irinci temel form katsayilari,

E=1+4+f?% F=1 G=1+g"

olarak bulunur. Boylece

KX Xy = (019 = XX Koll = [F2g7 4 £ 4 g7
yardimiyla M nin birim normal vektor alani
v XXX, (f'g'f.9)

AT g s g2

seklindedir. Benzer sekilde X in ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa
Xuu = (00,f) Xy =(0,00) Xy, = (0,9",0)
elde edilir. Boylece M nin ikinci temel form katsayilar

g'r" f'g”

Jf/ZgIZ _l_f/Z _l_ng \/f12g12 +f'2 +g12

olarak bulunur. Birinci ve ikinci temel form katsayilar1 yardimiyla

2
e —_—
k=891
EG — F?
flfllglgll

2
(flzglz +f12 +g12)
bulunur. Diger taraftan (4.2) esitliginden
—w+v)f'g' +fg+g'f

dtan = <X; N) =
\/frngZ +f'2 +g/2

elde edilir. Sonug olarak d;,, ve K Gauss egriligi, (4.1) de yerine yazilirsa istenen sonug

elde edilir.

39



(&) Ispatin diger yonii agiktir.

Sonug 4.2.3 M yiizeyi, X : U c E? - E3 yamas: ile verilsin. (2.16) ifadesiyle verilen 1. tip
Tz-Oteleme yiizeyini olusturan a(u) ve B(v) egrileri diizlemsel Tz-egrisi olsun. Bu
takdirde a sifirdan farkli sabit, a4, a(u) egrisine ait Tz-egri sabiti, a;g, f(v) egrisine ait

Tz-egri sabiti olmak iizere;
fII 143
fll [gll

T+

Ve (1+£%)* \/?(Hg’z)

esitligi saglanir.

(4.13)

Ispat X(u,v) = (w,0,f(W) +(0,v,9(v)) = a(w) + B(v) olmak iizere; a(u)=

(u, 0,f (u)) diizlem egrisinin Frenet vektorleri
_ o) ) (=f.01)
ve egriligi
£

)

seklindedir. (4.4) esitliginden
—flutf

bulunur. kq4 Ve dysc ., (4.3) de yerine yazilirsa a(u) egrisine ait Tz-sabiti

1la =

dosca = (a(u), Nig) =

fll
L+ 5 (=fru+f)?

A1 =

olarak bulunur.
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Bw) = (0, v, g(v)) diizlem egrisinin Frenet vektorleri

_01,9)

f1+g’2

ve egriligi

0,—g',1
N _(0,-g",1)

1= —
/1+g’2

Tg

14

g

kip=—""T""3
(ree)

seklindedir. (4.4) esitliginden

doscB = <B(U): N1[,’) —_ -9V f
1+g’

bulunur. kg Ve d L (4.3) de yerine yazilirsa (v) egrisine ait Tz-sabiti

"

g

alﬁ =
14+ g%(—g'v+ g)?

olarak bulunur.

a;q dan (—f'u + f) cekilir ve a;z dan da (—g'v + g) cekilip (4.11) de yerine yazilirsa
(4.13) elde edilir.

Sonug 4.2.4 a4, a(u) egrisine ait Tz-egri sabiti, a,z, f(v) egrisine ait Tz-egri sabiti ve a

da 1. tip Tz-Oteleme yiizeyinin Tz-yiizey sabiti olsun. Bu takdirde

A= % (4.14)
olmak tizere;
J(1+f’2)(1+g’2) =A(4+A)+%(4+%)+6 (4.15)

sart1 altinda a;4.a,3 = a olur.

Ispat Sonug 4.2.3 iin ispatinda bulunan a,, ve a, p degerleri carpilirsa
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a a B f’l gll
la- %18 — .
/1 +f’2(—uf’+f)2 ’1+g’2(—vg’+g)2

elde edilir. (4.14) ve (4.15) esitlikleri bir tistteki ifadede yerine yazilirsa istenen sonug elde

edilir.

4.3 E3 Oklid Uzayinda Tz-Carpanlarina Ayrilabilir Yiizey

Teorem 4.3.1 M yiizeyi, X : U c E? - E3 regiiler yamasi ile verilsin. f ve g tiirevlenebilir

fonksiyonlar olmak iizere; (2.18), (2.19) veya (2.20) parametrizasyonlariyla verilen

carpanlarina ayrilabilir yiizeyin Tz-yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart a sifirdan farkl

bir sabit olmak lizere;

L Jr"99" — ("9
(-uf'g —vfg' + fg)*

(4.16)

esitliginin saglanmasidir.

Ispat (=) (2.18) koordinat yamasinin U Ve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa sirastyla

Xy = (10,9f) veX, = (0,1,fg"

elde edilir. Buradan birinci temel form katsayilari,

E=1+(gf")* F=ff'g9 G=1+(fg')?

olarak bulunur. Boylece

Xy X Xy = (=gf',~fg', 1) = Xy X X, |l = 1+ (gf )% + (fg')?
yardimiyla M nin birim normal vektor alani

_ XuxX,  (=gf' —f9'D
1Xu XXl /T4 (gf D2+ (Fg")?

seklindedir. Benzer sekilde X in ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa

Xyu = (010' gf”) Xy = (0:0' g’f’) Xy = (O'O'fg”)

elde edilir. Boylece M nin ikinci temel form katsayilari
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o gfll f= glfl g _ fgll
V1+@9f)2+ (fg)? V1+(gf)?+(fg)? V1+(9f)?+(fg)?

olarak bulunur. Birinci ve ikinci temel form katsayilar1 yardimiyla

_eg—f*
K=tc—r
__[f"99" - (g'f")’
1+ (gf)?+ (fg)?)?

bulunur. Diger taraftan (4.2) esitliginden

(—ugf' —vfg' +fg9)
J1+@gfD?+ (fg')?

dtan = (X;N> =

elde edilir. Sonug olarak d;,, ve K Gauss egriligi, (4.1) de yerine yazilirsa istenen sonug

elde edilir.
(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Ayrica (2.19) ve (2.20) parametrizasyonlari i¢in de ayni sonug bulunur.

Ornek 432 E3 de, X(u,v) = (u, v,%) parametrizasyonuyla verilen regiiler Monge

yamasinda flu,v) = == fw).gw) olarak yazilabileceginden (2.18)

uv -
parametrizasyonuna uygundur. Dolayisiyla f nin ve g nin birinci ve ikinci mertebeden

tiirevleri alinip (4.16) de yerine yazilirsa a = % olarak bulunur ve boylece verilen yiizey

bir Tz-yiizeyi olur. Bu yiizey Sekil 4.2 de gosterilmistir. Cizime ait Maple komutu
plot3d([u,v,1/(u*Vv)], u=1..100, v=1..100, grid=[40,40]); seklindedir.
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Sekil 4.2: Tz-carpanlarina ayrilabilir ylizey

4.4 E3 Oklid Uzayinda Tz-Kiiresel Carpim Yiizeyi

Teorem 441 o, B:R - E2 ve a(u) = (fl(u),fz(u)), B(v) = (gl(v),gz(v))
tirevlenebilir diizlem egrileri olmak tizere; (2.21) parametrizasyonuyla verilen bu iKi
egrinin kiiresel ¢arpim yamasi X (u, v) = a(u) @ B(v) nin Tz-yiizey olmasi i¢in gerek ve

yeter sart a sifirdan farkli sabit olmak tizere;

a4 = _f1,(f1”f2, - f1,f2”)(91”92’ —91'92")
fz(flle - f1,f2)4(9192' — 91'92)?

(4.17)

esitliginin saglanmasidir.

Ispat (=) (2.21) koordinat yamasinin u ya ve vV ye gore birinci ve ikinci mertebeden kismi

tiirevleri alinip (4.7) de yerine yazilirsa

17 12 " n " 4 ! ! ! 2
i 291 f2 g0 f297 f292 0 f29 1292 fi £91 92|
i’ e 92 fi' flan f29:2|- i flor gl =alfi Lo f2 9.
0 f91" f202'110  fagd  fo97] 0 fo9:" f292 0 f201" f292

bulunur ve determinantlar agilip islemler yapilirsa

[fz(gng’ - gllgz)(flufz’ - flrfz”)][_flrfzz(glugzl - 91’92”)] =0
= a[fz(gp‘]z, - gllgz)(fﬂcz’ - f1’fz)]4
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! " ! r " " ! ! " ! ! 4 ! ! 3
—f (f1 fo —fify )(91 9, =91 9; ) = afz(f1f2 _flfz) (9192 _9192)
elde edilir ve a ¢ekilip yalniz birakilirsa (4.17) bulunur.

(&) Ispatin diger yonii agiktir.

Sonug¢ 4.4.2 (2.21) ifadesindeki a ve B egrileri birim hizli alinirsa (4.17) ifadesi

_f1,K1aK1/2
a= ; ; - - (4.18)
LUife — fi £2)*(9192" — 91'92)°
formuna donisir. Burada |[@’|l=1 ve |[f'||=1 oldugundan x;, = |la’ X a"|| =

(L' —A'f") ve xap = lIB" x B"ll = (91" 92’ — 91'9>"") sirasyla o ve B nin egrilik

fonksiyonlaridir.

Ornek 4.4.3 (2.21) parametrik ifadesi ile verilen kiiresel carpim yiizeyi

a(u) = (f;(w), L)) = (coshu,sinhu)
B() = (g1(v), g,(v)) = (coshv, sinhv)
alinirsa bu durumda

X(u,v) = (coshu, sinhu cosh v, sinhu sinh v)

tek kanatli hiperboloid elde edilir. fi, 2, g1, g» nin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri
alinip (4.17) de yerine yazilirsa a = —1 bulunur ve yiizey Tz-ylizeyi olur. Bu yiizey Sekil
4.3 de farkli araliklar kullanilarak gosterilmistir. Cizimlere ait Maple komutu
plot3d([cosh(u),sinh(u)*cosh(v),sinh(u)*sinh(v)], u=-m..n, v=p..r); seklindedir.
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(© (d)

Sekil 4.3: Tz-kiiresel carpim yiizeyi a8) m=-0.1, n=0.1, p=-0.1, r=0.1, b) m=-1, n=1, p=-1, r=1

€) m=-2, n=2, p=-2, r=2, d) m=-10, n=10, p=-10, r=10

Ornek 4.4.4 (2.21) parametrik ifadesi ile verilen kiiresel ¢arpim yiizeyinde
a(u) = (fl(u),fz (u)) = (cos(c + u),sin(c + u))

B(v) = (9:(), 9.(»)) = (sin(cy + ), cos(e; +v))

¢emberleri alinirsa bu durumda

X(u,v) = (cos(c + u),sin(c + u) sin(c; + v), sin(c + w) cos(c; + v))
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kiiresi elde edilir. f;, f5, g1, g nin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri alinip (4.17) de

yerine yazilirsa a = 1 bulunur ve ylizey Tz-ylizeyi olur.

4.5 E3 Oklid Uzayinda Tz-Dénel Yiizeyi

Onerme 4.5.1 o : R > E?, a(w) = (f,(w), f»(u)) tirevlenebilir diizlemsel egri ve (2.22)
parametrik ifadesiyle verilen donel yiizeyin Tz-yilizey olmasi igin gerek ve yeter sart, a

sifirdan farkli sabit olmak tizere;

a = fll(flan, - f1’f2”)
f(fife —fi'f2)*

(4.19)

esitliginin saglanmasidir.

Ispat (2.22) koordinat yamasimin U Ve V ye gore kismi tiirevleri alinirsa sirastyla
X, = (i, fp cosv,f, sinv)ve X, = (0,—f,sinv, f, cos v)

elde edilir. Buradan birinci temel form katsayilari,

12

E=f"+f" F=0 G=p°

olarak bulunur. Boylece

12

Xy X X, = (fofa s —fi'frcos v, —fi'fy sinv) = |1X, X X, || = szz (™ +£")

yardimiyla M nin birim normal vektor alani

Xy xX, (fy/,~fi'cosv,—f;"sinv)
Xy X Xyl

,2 ’2
i +£h
seklindedir. Benzer sekilde X in ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa

Xuu = (fi", f2" cosv, f," sinv), Xy, = (0,— £, sinv, £, cosv), X,,, = (0, —f, cos v, —f, sinv)

elde edilir. Boylece yiizeyin ikinci temel form katsayilari
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AR AR __fi'f
e = g =

«If1,2+f2’2 - w/fllz'*‘lez

olarak bulunur. Birinci ve ikinci temel form katsayilar1 yardimiyla

_eg—f*
K= —F
_ AR R -Af"
N ) 12\ 2
f2 (fl + /2 )

bulunur. Diger taraftan (4.2) esitliginden
fifs' = fi'fa

2 2
A5+

dtan — (X;N> =

elde edilir. Sonug olarak d;,, ve K Gauss egriligi, (4.1) de yerine yazilirsa istenen sonug

elde edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Sonug 4.5.2 a(u) = (fi (W), f(w)) egrisi birim hizli alinirsa donel yiizeyin Tz-yiizey sarty,

a sifirdan farkli bir sabit olmak tzere;

L _lel
f2(fife’ = A'f)*

(4.20)

bigimine doniisiir.

Ispat a(w) = (fi(w), f(w)) birim hizli almirsa a’ = (£, ;") ve lla’|l = /fl'z +£7%=1

olur. Normun her iki tarafinin tiirevi alinirsa

(f1,2 +f2,2), =0
AR +R' R =0
—f'f."

fi'

fll_
1 =
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elde edilir. Bu deger (4.19) nin pay kismindaki parantezin i¢inde yerine yazilirsa istenen

sonug bulunur.

Ornek 4.5.3 (2.22) parametrik ifadesi ile verilen dénel yiizeyde a(w) = (f,(w), fo(w)) =

(coshu, sinhu) alinirsa ylizey
X(u,v) = (coshu, sinhucosv,sinhusinv)

elde edilir. Bu yiizey eliptik pseudo kiiresel bir yilizeydir. f; ve f, nin birinci ve ikinci
mertebeden tiirevleri alinip (4.19) da yerine yazilirsa a = 1 bulunur ve elde edilen yiizey
Tz-ylizeyi olur. Bu yiizey Sekil 4.4 de gosterilmistir. Cizime ait Maple komutu
plot3d([cosh(u),sinh(u)*cos(v),sinh(u)*sin(v)], u=-0.5..0.5, v=-2*Pi..2*Pi, grid=[30,30]);
seklindedir.

Sekil 4.4: Tz-donel yiizeyi

4.6 E3 Oklid Uzayinda Tz-Regle Yiizeyi

Onerme 4.6.1 M yiizeyi, X : U c E? - E3 regiler yamas: ile verilsin. (2.23)
parametrizasyonuyla verilen regle ylizeyin Tz-yiizeyl olmasi igin gerek ve yeter sart, a

sifirdan farkli sabit olmak tizere;

_ _(y’! Xu) ]/)2

a= X, Xy, v)* (4.21)

sartinin saglanmasidir.
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ispat a(w) = (x; (u), y1 (W), 2 (W) Ve y(w) = (5, (), y2 (W), 2, (w)) olmak iizere; (2.23)
ifadesi
X(u,v) =alu) +vy(u)

= (2w, 11 (W), (W) + v(2; (W), ¥, (W), 2, (W)

= (x1 (w) + vx,(u), vy, (w) + vy, (w), z;(w) + vz, (u))

= (x(u,v),y(w,v),z(u, v))

olur. Bu ifadenin u ya ve v ye gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinirsa

Xy = (x1 +vxy,y1 + vyy, 21 + v2Zy)
Xy = (x2,¥2,22)

Xuuw = (01" +vx3, 1" +vyy, 21 +vz5)

Xuv = (%2, Y2, 22)

Xy, = (0,0,0)

bulunur. Bu tiirevler (4.7) ifadesinde yerine yazilirsa

! !

x{ +vxy y/ +vy) z{!+vzy||10 0 0 X Y5 Z
x1+vxy; y;+vy, z;+vz, A= |x1+vx; yi+vy, z1+vz,
X2 Y2 Zy X2 Y2 Zy

X +vx, yi+vy, z;+vzyt

=al|x;+vxy; yi+vy, z;+ vzé‘
X2 Y2 Z3

elde edilir. Bu ifade de (4.21) e esittir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Ornek 4.6.2 a,y:R > E3, a(u) = (cosu,sinu,0) ve e; = (0,0,1) olacak sekilde
y(u) = a’'(u) + e3 = (—sinu, cosu, 1) regiiler egrileri (2.23) ifadesinde yerine yazilirsa

olusan regle yiizey

X(u,v) = a(w) +vy(w)
= (cosu —vsinu,sinu + vcosu,v)

seklindedir [27].

y'=(—cosu,—sinu,0)ve X, = (—sinu —vcosu,cosu —vsinu,0)
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(4.21) de yerine yazilir ve islemler yapilirsa a = —1 bulunur ve yiizey Tz-yiizeyi olur. Bu
yizey Sekil 4.5 de gosterilmistir. Cizime ait Maple komutu plot3d([cos(u)-
v*sin(u),sin(u)+v*cos(u),v], u=-Pi..Pi, v=-2..2, grid=[30,30]); seklindedir.

------

Sekil 4.5: Tz-regle yiizeyi
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5. E* OKLID UZAYINDA TZITZEICA EGRILERI

Tamm 5.1 x:I € R - E* birim hizli bir egri olsun. {T, N;, N3} tarafindan gerilen hiper

diizlemin orijinden uzaklig1
d{T,Nl,N3} = (x, N;)

olsun. Bu durumda a, sifirdan farkli sabit olmak iizere; k, egriligi

ko

=a
2 1
A{r,Nq N3}

kosulunu sagliyorsa o zaman X e birinci ¢esit Tzitzeica egrisi (Tz-egrisi) denir.

{T, N,, N3} tarafindan gerilen hiper diizlemin orijinden uzaklig
d{T,Nz,N3} = (x,N;)

olsun. Bu durumda a, sifirdan farkli sabit olmak iizere; k; egriligi

kq

=a
2 2
AT N5,N3)

kosulunu sagliyorsa o zaman X € ikinci ¢esit Tzitzeica egrisi (Tz-egrisi) denir.

{T, N,, N, } tarafindan gerilen hiper diizlemin orijinden uzaklig

d{T,Nl,NZ} = (x, N3)

olsun. Bu durumda a; sifirdan farkli sabit olmak iizere; k5 egriligi

k3

=a
2 3
AT,N 1N

kosulunu sagliyorsa o zaman X € iigiincii ¢esit Tzitzeica egrisi (Tz-egrisi) denir.

5.1 Birinci Cesit Tz-Egrileri

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

Teorem 5.1.1 x: I € R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli bir egri

olsun. x in birinci gesit Tz-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
kémz + 2k%m1 - 2k2k3m3 =0

olmasidir.
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Ispat (=) x, birinci gesit Tz-egrisi olsun. O zaman (5.2) ifadesinin tiirevi alinirsa

ky(x, Ny)? — 2k, (x, Ny){x, N;)' = 0
k5 (x, Np)* — 2k (x, No){(x', No) + (x, N,')} = 0

elde edilir. (2.25) Frenet denklemleri g6z 6niinde bulundurulursa

ki (x, NoY* — 2ko{x, NoY{—ko(x, Ny) + k3(x,N3)} = 0
ké(x; N,) + 2k22(x; N;) — 2kyk3{x,N3) = 0

bulunur. (2.26) da kullanilirsa (5.7) elde edilmis olur.

(&) Ispatin diger yonii agiktir.

Onerme 5.1.2 x:1 ¢ R —» E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizl1 kiiresel

bir egri olsun. Bu durumda

mO = 0
-1

mq = k_

1

ki
M2 = k2

k!’ 2k!? k! k! k
m3 1 1 112 2 (58)

T KPkoks Kikyks kPkZks  kiks

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler yardimiyla k,m, + m), — k3mg = 0 denklemi bulunur.

Ispat x, birim hizli kiiresel bir egri olsun. Bu durumda ||x|| = r dir. X, (2.26) yardim1yla

x|l =7 = {x,x)
(6,x)' =% = (x,x)=0

= (x,T)=0=m,

bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinir ve (2.25) Frenet denklemleri goz oniine alinirsa
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(x,TY =0 = (X", T)+(x,T')=0
= 1 + k1<x,N1) = 0

elde edilir. Elde edilen bu ifadenin tiirevi alinir ve (2.25) Frenet denklemleri géz Oniine

alinirsa

! !

k
M) = () = @)+ @) =
k4 ky

k !
= 0 — ky(x,T) + ky(x, N,) = k—12

1

olur. (x,T) = 0 ve (2.26) denklemi kullanilarak

k'

x,N,) =——— =
( 2) kzklz

m,

bulunur. Benzer sekilde bulunan ifadenin tiirevi alinirsa

ky''key Py — ko' (2kiky Ky + Ky 2Ky

x,N,) =
( 2) k14k22

ky'"ky Pk, — 2k ke, ke — Ky 2ky 'y

x',Ny) + (x,N,) =
(x',N2) + (x, Nz ') PR

elde edilir. (2.25) Frenet denklemleri kullanilirsa

k1”k12k2 - Zklkllzkz - k12k1,k2,
ky*k,?

_k2<x; N1) + k3(x, N3> =

elde edilir. (x, N;) = ;—1 ifadesi yerine yazilir ve (2.26) denklemi kullanilirsa
1

e N k'l Pk, — 2k ke, hy — kiPky Ry kg
3\X, N3) = -
ki 'k, ks

) k" 2k,"” k'k,  k,
x,N3) = - - - =m
7 kPkyks  kikyks  kylky’ks kiks

elde edilir. m4 ifadesinde m; ve m,’ yerine yazilarak k,m,; + m), — kzms = 0 denklemi

bulunur.
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Onerme 5.1.3 x:1 ¢ R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli kiiresel

bir egri olsun. X in birinci ¢esit Tz-egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart

3kyki kb — 2k, k) ky + 4k} %k, = 0 (5.9)

2

11/
olmasidir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden k, = c. [(k—l) ] ; elde edilir. Burada ¢
1

integral sabitidir.

Ispat (=) x, birinci ¢esit Tz-egrisi olsun. O zaman (5.8) esitlikleri (5.7) ifadesinde yerine

yazilirsa

k! —1 kY 2k!? kKikh,  k,
kK| — +2k2(—)—2kk - - — =0
2<k2kf> 2\k, ? 3<kszk3 kkoks  k2kZks  kiks

bulunur. Gerekli ara iglemler ve sadelestirmeler yapilirsa (5.9) elde edilir. Buradan

3kykiky = ko (2k ki — 4k}?)
ky 2k 4k}

k, 3k, 3k,

173
bulunur. Her iki tarafin integrali alinarak gerekli iglemler yapilirsa k, = c. [(k—l) ] elde
1

edilir. ¢, integral sabitidir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Sonu¢ 5.1.4 (5.9) ifadesinde k, sabit olursa k k!’ — 2k;* = 0 ikinci mertebeden lineer

C

olmayan diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse k; = — . elde edilir.

c1+

Onerme 5.1.5 x:1 c R > E*, my, m;, m,, m; diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak
tizere; yer vektorl (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli bir egri olsun. X in,

birinci ¢esit Tz-egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart
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my—kymy =1
my +kimy —k,m, =0
my + komy — ksms =0
m; + ksm, =0

kémz + Zk%ml - 2k2k3m3 = O (5-10)

esitliklerinin olmasidir.

Ispat x, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli egri oldugu icin (2.28)
denklemleri ve egri birinci ¢esit Tz-egrisi oldugu icin (5.7) denklemine sahip olur. Sonug

olarak (5.10) denklem sistemi elde edilir.

Onerme 5.1.6 x:1 ¢ R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizl1 birinci

cesit Tz-egrisi olsun. X in 1. ¢esit T-sabit egrisi (my = 0) olmasi igin, k, > 0 sabit olmak

uzere;

B -1
my = 3

c1ks
mz = —3
(k3 + k3)?
c

ms = ! (5.11)

1
(k3 + k3)2

olmalidir. Burada c; # 0 integral sabitidir.

Ispat Tanim geregi m, = 0 oldugundan (5.10) esitliklerinin ilki

olarak bulunur. Diger taraftan (5.10) esitliklerinden besincisinin tiirevi alinirsa

kim, + kim,' + 4k kimy + 2k2m," — 2m3'kyks — 2mg(ky' ks + kyks') = 0
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bulunur. (5.10) esitliklerinin ikinci, tiglincii ve dordiinciisiinden sirayla mj, mj, m3 gekilir

vemy = ;—1 ile birlikte bir iistteki denklemde yerine yazilip, diizenlenirse
1
3kyk,’

my (kY + 2k3 + 2kyks?) + my(—ky ks — 2kyk;") = p
1

elde edilir. (5.10) esitliklerinin dordiinciisiinden m, = ifadesi elde edilen esitlikte

3

yerine yazilir ve diizenlenirse

—3k,ky ks

my'(ky + 2k3 + 2k,ks?) — ma(—ky'ks® — 2kyksks') = .
1

bulunur. k, > 0 sabit kabul edilirse k," = 0 olur ve iistteki ifade, gerekli sadelestirmeler

ve diizenlemeler de yapilinca
my' (k3 + k3®) = —ma(ksks")

formunu alir. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliince
€1

my=——

(k3 + k3)2

olarak bulunur (c; # 0 integral sabiti). ms {in tiirevi alinirsa

I
' —Crksks
ms - 3

= 3
(k3 +k3)?
elde edilir. m3" degeri (5.10) esitliklerinin dordiinciisiinde yerine yazilirsa

!
C1k3

m,=——
(k3 +k3)?

bulunarak (5.11) esitliklerinin tamami elde edilmis olur.

Onerme 5.1.7 x:1 € R — E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli birinci
gesit Tz-egrisi olsun. x in 2. ¢esit T-sabit egrisi (m, # 0 sabit) olmasi i¢in, k; > 0 sabit,

2
—2mgk
0%
e

3
k, = — e ks > 0 sabit olmak tizere;
2
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m — —
1 I,
m;
m e —
2 ks
((2mak? \
< mg 1k§) 2m0k1k§ <_4m0k%>s a2 i
5 — log| e Mt m% L42k3|+C
4mg le 2 4mg le 2 4m0k1 2
L g—L+2k3 5—+2k3 3 J
ms =e (5.12)
olmalidir.

ispat Tamimdan m, = ¢ (sabit) = my =0 olur. Bu durumda (5.10) esitliklerinin

birincisinden
_ -1
mq = k1

elde edilir. (5.10) esitliklerinden besincisinin tiirevi alinirsa
kiym, + kim,' + 4k,kymy + 2k2my’" — 2m3'kyks — 2ms(ky ks + koks') = 0

elde edilir. (5.10) esitliklerinin ikinci, tiglincii ve dordiinciisiinden sirayla mj, mj, mj

cekilir ve my = ;—1 ile birlikte elde edilen esitlikte yerlerine yazilip diizenlenirse
1

3k, k)
kq

my(ky + 2k + 2kyks”) + ma(—ky ks — 2k,ks") = + 2ck, k3

™3 ifadesi, iistteki ifadede
3

elde edilir. (5.10) un dordiincii esitliginden elde edilen m, = p

yerine yazilip diizenlenirse

_3k2kék3

my(ky + 2k3 + 2koks?) + my(ky ks® + 2kyksks) = .

— 2ck,;k2ks  (5.13)

bulunur. Esitligin sag tarafi sifira esitlenir ve ara islemler yapilirsa

elde edilir. Buradan k, ve kj sifirdan farkli ve 3k} + 2ck?k, = 0 oldugunu varsayalim.

ki > 0 (= c;) sabit kabul edilirse bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinden
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(¢, # 0, sabit) elde edilir. k; = c; ve k, tstteki gibi alinirsa (5.13) ifadesinde esitligin sag

tarafi sifira esit olur ve diizenlenirse

ms  ky'ky® + 2kyksks
my kY +2k3 + 2k,ks°

seklini alir. k, nin birinci ve ikinci tiirevi alinir ve elde edilen ifadede yerine yazilirsa

2ccy? /
my Fks® + 2ksks
ms - —chlzs 2
4c4cy e 3 2

bulunur. k53 > 0 (= c3) sabit kabul edilir ve diferansiyel denklem ¢oziiliirse

2
ZC§1 cs2
—f ds

2 2
_2ccq s
4c?¢c1* e 3 5
9 +2 s +2C3
ms =e

olarak bulunur. Sabitlerin karsiliklar1 yazilip integral de ¢oziildiugi taktirde

2mokik3
% s 2m0k%k§ _4m0k% 214
3 2 3 ) 4mo%ky .2
- ST 5T >-log|—e t——g —*2k3|tmo
4mo°k] 2 [4mo°k] 2 4moky c3
9 — T2k3 o — T2k3 3
my=e )

elde edilir. m5 iin tiirevi alinip (5.10) esitliklerinin dordiinciisiinde yerine yazilirsa m, de

bulunarak ispat tamamlanmis olur.

Onerme 5.1.8 x:1 c R — E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizl1 birinci
cesit Tz-egrisi olsun. x in 1. cesit N-sabit egrisi (m? +m3 + m% = 0) olmasi icin,

k, # 0, k3 # 0 sabitler olmak iizere;

59



1 c(k3 + k3
Mo =C37~ c3 = % (sabit)
1 2

k
my = k—z (c1s+¢3), ¢, = —ck; (sabit)

m, = c (sabit)

ms =¢S5+ ¢y, ¢, = —ck; (sabit) (5.14)

olmasidir.

Ispat Tanimdan

m?+m3+ms =0 (5.15)
dir. (5.15) in tiirevi alinirsa

mm; +mym, + mymsz' =0 (5.16)
bulunur. (5.10) esitliklerinden besincisinin karesi alinip, diizenlenirse

ky,'m2 + 4k2kymymy, + 4k m? — 4kyk, ksmyms — 8k3kamyms + 4k2k2m2 = 0
elde edilir. (5.15) den m3 ¢ekilip iistteki ifadede yerine konulup diizenlenirse

m? (—k2’2 + 4k§) + m2 (—kz’2 + 4k§k§) + 4k2k, mym, — 4kyky keamyms
—8k3kymm; =0

bulunur. Bu esitligin tiirevi alinip, (5.16) dan mym,;’ = —m,m,’ — mymy’ esitligi tiirevi

alinan ifadede yerine yazilir ve diizenlenirse

m,’ (2k2'2m2 — 8kim, + 4k2k,'m, — 4k2k2'k3m3)

+m;' (—8kyms + 8k2kim; — 4k, k, kymy — 8k3kymy) + my' (4k3kym, — 8k3kym;)
i (—ky? + 4ket) +m2 (k' + 4k3kE) + mym, (4k2k})

—mymy(4kyky'ks) — mymz(8k3ks)' =

elde edilir. k, # 0 sabit ve k; # 0 sabit olarak alinirsa iistteki denklem

8k§ (kymy" — kymg')(kymy — kymz) =0
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seklini alir. Ustteki ifadede k, sifirdan farkli oldugundan ya ikinci ya da iigiincii ¢arpanlar

sifira esitlenerek

3
k2m1' - k3m3, == O = m1, = k—m3l
2

ya da

k
k2m1 - k3m3 = 0 = m1 ES k_3m3
2

bulunur. k,, k; sabit olduklarindan elde edilen bu iki ifade birbirine esit olur.

taraftan (5.10) esitliklerinin {igiinciistinde (5.17) ifadesi kullanilirsa
m; +k2k—3m3 —ksm; =0=m, =0 = m, = c (sabit)
2

olarak bulunur. (5.10) esitliklerinin dordiinciisiinde m, nin degeri yerine yazilirsa
m; + ksc = 0 > mj = —ksc (sabit) > m; =¢; = mz = ;S + ¢,
elde edilir. ms in degeri (5.17) de yerine yazilirsa

k
k—z(c15+ cy) > my = —3c1

mq =
k,

bulunur. (5.10) esitliklerinin ikincisinde m, ve m; degerleri yerlerine yazilirsa

ks
_Cl + k1m0 - sz —_ O
k;
c(ks +k3) 1 1
>mg=——7——"——=c3— (c3sabit
0 kz k1 3k1 ( 3 )
sabit

olarak m, da bulunarak ispat tamamlanmis olur.

(5.17)

Diger

Sonu¢ 5.1.9 x: I ¢ R — E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli birinci cesit

Tz-egrisi olsun. X, 2. gesit N-sabit egrisi ise m,, m,, m,, m5 katsayilar1 (5.14) esitliklerini

saglar.
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Onerme 5.1.10 x:I ¢ R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli birinci

cesit Tz-egrisi olsun. x, 2. gesit oskiilator egri (my, = 0) ise, k, # 0 (sabit) olmak {izere;

k3 o .
ky = c,(s+¢;) ve eJstenksds = (S+C3 2 esitlikleri saglanir. Burada c; ve c, integral
1

sabitleridir.

Ispat Tanimdan m,; = 0 dur. (5.10) esitliklerinin birincisinden
my=1=>mg=s+c; (c sabit)
bulunur. (5.10) esitliklerinin ikincisinde m, degeri yerine yazilirsa
kl(S + Cl) - kzmz = 0
my = —(s + ¢;)
2 %, 1
elde edilir. m, nin tiirevi alinip (5.10) esitliklerinin ii¢linciisiinde yerine yazilirsa

m’2 _k3m3 = 0

k !
(k—;) (s+¢;) k,
T T ok

olarak bulunur. m,, m5 degerleri (5.10) un besincisinde yerlerine yazilirsa

kq !
k5 (s e = 2k (k_z) (S+Cl)+ )
Zkz ST 2K3 ks kyks =

olur. k, # 0 sabit alinir ve gerekli sadelestirmeler de yapilirsa
—2ki(s+c¢;) —2k; =0

elde edilir. Bu diferansiyel denklem de ¢oziiliirse

ki = cy(s +¢;) (c, sabit)

bulunur. Ustte bulunan m,,m; degerleri (5.10) esitliklerinin dérdiinciisiinde yerine

yazilirsa
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(i—;)l (s+cy) ’

ky \ ky
o +(—) +k3k—2(5+01)—0

kaks

olur. k, # 0 sabit ve k; in esiti Ustteki ifadede yerine yazilip gerekli islemler ve

diizenlemeler yapilinca
—2(s + c)kj + 2ks + (s + ¢)?k3 =0
bulunur. Esitligin her iki tarafi k5 (s + ¢;) e boltniirse

k’
234

2
K, (S+Cl)+(s+c1)k3 =0

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden de

k3

ef(s+c1)k§ds 3
(s+c¢y)?

bagintisi elde edilerek ispat tamamlanmis olur.

Onerme 5.1.11 x:1 € R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli birinci

cesit Tz-egrisi olsun. X, 3. cesit oskiilator egri (m3; = 0) ise, k3 = 0 ve

3
5 2
ck?  cki  3ck)
= + —_
mo 3 5

Kk 3 5
Y2kZk,  4KZk,

—ck;,
my = E
2k?2
1
m, = ck; (5.18)

esitlikleri saglanir.

Ispat Tanimdan m; = 0 dir. (5.10) esitliklerinin dérdiinciisiinden k3m, = 0 olur. m, # 0

oldugundan k53 = 0 olur. (5.10) un besincisinden

_ké

kim, 4+ 2kimy = 0=>my = —m,
212
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bulunur. (5.10) esitliklerinin Giglinciisiinde iistteki m; in degeri yerine yazilirsa

—ks my _ K
2:0:}—:—

met ke gz ™ m, 2k,

olur. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden

1

m, = ck? (c integral sabiti)

olarak bulunur. Ustteki m, in esitinde m, yerine yazilirsa

—ck} . =2ckyky + 3ck}’
ml = § = m1 - E
2k2 412

elde edilir. (5.10) esitliklerinin ikincisinde m; ve m, nin esitleri yerlerine yazilirsa

—2ck, kY + 3ck}?
5
4k2

1
+ k1m0 - szk§ = 0

esitligi bulunur. Son olarak m, da

3
ck?2  cky  3cky’
Mo = T3 T3
3 :
2kZk,  4kZk,

olarak bulunur.

Sonug 5.1.12 Onerme 5.1.11 de k, # 0 sabit alinirsa bu durumda

olarak bulunur. Ayrica (5.10) esitliklerinin birincisinden

3 4

, ck}
mg =1= k_ =1
1

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢éziimiinden de
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2
s+c.cik;

olur. Burada c ve c; integral sabitleridir.

Onerme 5.1.13 x:1 ¢ R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli birinci

cesit Tz-egrisi olsun. Eger X, W egrisi (k; # 0,k, # 0,k; # 0 sabitler) ise 0 zaman

ks

my = c3 sin(kys) — ¢, cos(kys) + (¢cs + ¢p) .
1

. cky —ky
my = ¢, sin(kys) + c3 cos(kys) + —=
1
mz =cs + Cl
¢ cysin(k;s)  cgcos(kys) cky, — ky

=—+4 + 5.19
"™ T Tk ks kok2 (519

olur. Burada c, ¢4, ¢y, c3 integral sabitleridir.

Ispat W egrisinin kq, k,, k3 egrilikleri sabittir. Bu durumda (5.10) esitliklerinin ikinci,

ticlincii ve besincisinin ayr1 ayri tiirevleri alinirsa sirayla

m’1, + klmol - kzmzl =0 (520)
m’2, + k2m1' - k3m3’ =0 (521)
Zk%mll - 2k2k3m3, = O (522)

elde edilir. (5.10) un birincisinden m," ¢ekilip (5.20) de, dordiinciisiinden m3’ ¢ekilip

(5.21) ve (5.22) de yerlerine yazilirsa sirayla

mi’ + kl(l + klml) - ksz' == 0 (523)
my + komy' + ky*m, =0 (5.24)
—k32

2
k2m1, + k3 mz == 0 = m1, == mz

ka

bulunur. Ustteki m,’ degeri (5.24) de yerine yazilip diizenlenirse mj = 0 elde edilir.

Buradan

65



m, = cs +c¢; (cve c; integral sabitleri)

bulunur. mj = ¢ degeri, (5.23) de yerine yazilirsa

my 4+ myk,* = ck, — ky (= sabit)

diferansiyel denklemi bulunur. Bu denklemin ¢6ziimiinden

ck, — k4

my = ¢, sin(k;s) + c3 cos(kys) + %
1

olarak bulunur. m, in tiirevi alinip, m,, ile birlikte (5.10) esitliklerinin ikincisinde yerlerine
yazilirsa

ks

my = cg sin(kys) — ¢, cos(kys) + (cs +¢;) v
1

seklinde bulunur. m, nin tiirevi m, ile birlikte (5.10) esitliklerinin iiclinciisiinde yerine

yazilirsa ms de

¢ cysin(kys) A c5 cos(k,s) N ck, — ky
ks ks ks kyk?

bulunarak (5.17) esitliklerinin tamami elde edilmis olur.

5.2 Ikinci Cesit Tz-Egrileri

Teorem 5.2.1 x:I ¢ R — E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli bir egri

olsun. x in ikinci gesit Tz-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
kiml + Zk%mo - 2k1k2m2 =0 (525)

olmasidir.

Ispat (=) (5.4) ifadesinin tiirevi alinirsa
ki{x, N1)? — 2ky(x, Ny}{x, N;)' = 0 = ki(x, N1)? = 2kq(x, N)Y{{x', Ny ) + {x, N, )} = 0
elde edilir. (2.25) Frenet tiirev denklemleri kullanilirsa

ki(x, N1>2 - 2k1<xr Nl){_k1<er) + kZ(xr NZ)} =0
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ki (x, Ny Y + 2k, 2(x, TY — 2k1ko{x, N,) = 0
bulunur. (2.26) da géz oniine alinirsa (5.25) elde edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktur.

Onerme 5.2.2 x:1 ¢ R — E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizl1 kiiresel
bir egri olsun. X in ikinci gesit Tz-egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart k; = c sabit

olmasidir.

Ispat (= ) x, ikinci gesit Tz-egrisi olsun. O zaman (5.8) deki esitlikler (5.25) de yerine

yazilip diizenlenirse 3% = 0 elde edilir. Bu diferansiyel denklem de ¢oziiliirse istenen
1

sonug elde edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Onerme 5.2.3 x:1 c R — E*, mg, m;, m,, m; diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak
lizere; yer vektorii (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli bir egri olsun. X in

ikinci gesit Tz-egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart

my—kymy =1
my + kymg —k,m, =0
m, + kym; — ksms =0
ms + kym, =0

kiml + Zk%mo - 2k1k2m2 =0 (526)

esitliklerinin olmasidir.

Ispat x, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli egri oldugu icin (2.28)
denklemleri ve egri ikinci gesit Tz-egrisi oldugu igin (5.25) denklemine sahip olur. Sonug

olarak (5.26) denklem sistemi elde edilir.
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Onerme 5.2.4 x:1 c R —» E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli ikinci
gesit Tz-egrisi olsun. x in 1. gesit T-sabit egrisi (my = 0) olmasi i¢in, k, > 0,k; >

0 sabitler ve k; = ¢, sin(\/szs) +c, cos(\/szs) olmak {izere;

2 2
—, my = —2kze?k5StC, m, = g2ksste (5.27)

mq =
k1

olur. Burada c, ¢4, ¢, ler integral sabitleridir.

Ispat Tanimdan m, = 0 dir. (5.26) nin birinci esitliginden

-1

m1=_
ky

olarak bulunur. (5.26) esitliklerinin besincisinin tiirevi alinip, yine (5.26) esitliklerinin

ikincisinden ve tiglinciisiinden sirasiyla my’, m," ¢ekilip bu tiirevde yerlerine yazilirsa
(ki, + Zklk%)ml - (k{kz + Zklké)mz - 2k1k2k3m3 =0
elde edilir. (5.26) esitliklerinin birincisinden m,, dordiinciistinden m, c¢ekilip tistteki

esitlikte yerlerine yazilip diizenlenirse

"
1ks

ky

m3,(k1k2 + Zklké) - 2k1k2k32m3 = 2k%k3 +

bulunur. k, > 0 sabit ve k3 > 0 sabit alinip, esitligin her iki tarafi k; k, ye boliiniirse

2k,ks  ki'ks
r_9 2 — 2
ms k;"ms k. + ksz (5.28)

elde edilir. Esitligin sag tarafi sifira esitlenir ve sadelestirmeler yapilirsa ki’ + 2k,%ky =0

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden
ki =c sin(\/szs) +cy cos(\/ikzs)

bulunur. Burada c;,c, ler integral sabitleridir. Boylece tstteki k; degeri, k, > 0 sabit,

ks > 0 sabit i¢in (5.28) esitliginin sol tarafi sifira esit olur. Buradan
m3, - 2k32m3 =0

diferansiyel denklemi elde edilir. Denklemin ¢oziimiinden de

68



2 2
ms = e2k3"s+c o ms' = 2k32€2k3 s+c
bulunur. Burada c integral sabitidir. ms’, (5.26) nin dérdiincii esitliginde yerine yazilirsa
m, = —2k382k325+c

bulunarak ispat tamamlanmis olur.

Onerme 5.2.5 x:] c R — E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli ikinci
cesit Tz-egrisi olsun. X in 2. ¢esit T-sabit egrisi (m, # 0 sabit) olmasi igin k; #= 0, k, # 0

sabitler olmak tizere;

ml_kl' m2_ klk??, m3_k1k3 ( . )
olmalidir.

Ispat Tanim geregi m, # 0 sabit oldugundan m{ =0 olur. Bu durumda (5.26)

esitliklerinin birincisinden

-1

m1=—
ky

(5.30)

elde edilir. Sonrasinda (5.26) esitliklerinin besincisinin tiirevi alinip, yine (5.26) nin ikinci
esitliginden my, tigiincii esitliginden de m;, ¢ekilir ve alinan tiirevde yerine yazilirsa

(ki + 2kik3)my — (kiky + 2k ky)m, — 2k kykyms + 3ckky = 0

bulunur. Burada da (5.26) esitliklerinin doérdiinciisiinden m, c¢ekilip, (5.30) dan m; in esiti

uistteki denklemde yerlerine yazilir ve diizenlenirse
(kpkky + 2k2ky)my — 2k, *kyks®ms = ki'ks — 3ck, ki ks + 2kik, ks
olarak bulunur. k; # 0 sabit, k, # 0 sabit olarak alinirsa

ke . koks

My =———— My = —=
3 k1k3 3 k1k32

elde edilir. Ustteki mj degeri (5.26) nin dordiinciisiinde yerine yazilirsa
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kaks
kyk3

m2:

bulunarak (5.29) esitliklerinin tamami elde edilmis olur.

Onerme 5.2.6 x:1 c R —» E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli ikinci
cesit Tz-egrisi olsun. X in, 1. gesit N-sabit egrisi (m? + m3 + m% = 0) olmasi igin k; # 0

1 k1+C1k%+C1k%

sabit, k, # 0 sabitve k5 = N AT

olmak tizere;

mO = (1 + Clkl)s + Cz, m1 = Cl
ki[(1+cik))s+c ki + c.k? + c k2
m, = 1[( 1 1) 2], ms = 1 11 172 (531)
k, kaks

olmalidir. ¢4, ¢, ler integral sabitleridir.

Ispat (5.26) esitliklerinin besincisinin karesi alinip diizenlenirse
(kiml + Zklzmo - Zklkzmz)z = 0
kizmlz + 4‘k%k1m0m1 + 4‘kfm02 - 4‘k1k2m2(kim1 + Zk%mo) + 4‘k12k22m22 = 0

olur. Tammdan m? + m% + m2 = 0 idi. Burada m? cekilip iistteki ifadede yerine yazilip

dizenlenirse

_kiz(m% + m%) + 4k%k{m0m1 + 4‘k11-m02 - 4‘k1k2m2 (kiml + Zk%mo)
+4‘k12k22m22 =0
m3(—ki? + 4k3k,?) — ki*m3 + 4k *mo(kimy + kZmgy — 2k, kymy)

_4‘k1kik2m1m2 = 0

olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

2mymy’ (—kj2 + 4k2k,2) + m2(—k}? + 4k2ky?) — 2K,k m2 — 2k} *mamy’
+(8k1kim0 + 4‘k%m0,)(k£m1 + k%mo - Zklkzmz)

4k Pmo(ki'my + kimy' + 2k kimg + k2my' — 2k k,m, — 2k kym, — 2k, k,m,")
—(4kikiky)' mim, — 4k kik,(my'm; + mym,") =0
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bulunur. k; # 0 sabit, k, # 0 sabit alinirsa k;' = 0 ve k,’ = 0 olur. Bu durumda iistteki

ifade duzenlenirse

2momy’ (4k2k,%) + 4kZmy' (k3mg — 2k kymy) + 4k, *mo(k2my' — 2kikym,") = 0
k,*mym,’ — kik,mg'm, — kik,momy' + k2mom,' = 0

(kom,' — kymy')(ko,m, — kymg) =0
formunu alir. Buradan da

kom,' —kymy' =0V k,m, —kymy =0
olur. Dolayisiyla

r_ M ' _kl
m2 —k_mo V m2 —k_mo
2 2

kosullan elde edilir. k; ve k, sabit olduklarindan ikinci kosulun tiirevi birinci kosula
esittir. Yani

k
m, =-—my,=>m; = k—lmg (5.32)

olur. (5.32) den k,m, gekilip, (5.26) esitliklerinin ikincisinde yerine yazilirsa

m; = 0 = m,; = ¢, (sabit) (5.33)
bulunur. (5.33) deki m, in esiti (5.26) esitliklerinin birincisinde yerine yazilirsa

my—ciky =1=2>mi=1+ck; = myg =1+ c;ky)s + ¢, (c, sabit) (5.34)
olur. (5.34) de elde edilen m, (5.32) de yerine yazilip diizenlenirse

ki[(1+ciky)s + ¢,
mz = kz

k
>m) = k—l (1 + ¢ ky) (5.35)
2
olur. (5.35) den m; ve (5.33) den m,, (5.26) esitliklerinin tigiinciisiinde yerlerine yazilir ve
diizenlenirse
my + kymy — ksms =0
kq
k_(l + Clkl) + ClkZ - k3m3 == 0
2

Mo = kl + Clk]Z_ + Clk% N m, — _ké(kl + Clk% + Clk%
’ k2k3 ’ k2k32

(5.36)
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olarak bulunur. (5.36) dan m3 ve (5.35) den m,, (5.26) esitliklerinin dordiinciisiinde

yerlerine yazilip diizenlenirse

mé +k3m2 = 0

—k3(ky + c1ki + c,k3) K ki[(1+ciky)s +co]
koks® 3 k,

ky ki [(1+ ciky)s + ¢

ks® kgt k? + ik

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢ozdiiriiliirse

o ks +cik? + k3
3 \/C3 - S[kl(l + Clkl)s + 2C2k1]

(c3 sabit)

bulunarak ispat tamamlanmais olur.

Sonu¢ 5.2.7 x:1 € R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizl ikinci cesit
Tz-egrisi olsun. X, 2. gesit N-sabit egrisi ise my, m,, m,, my katsayilari (5.31) esitliklerini

saglar.

Onerme 5.2.8 x:1 ¢ R > E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli ikinci

cesit Tz-egrisi olsun. X egrisinin 1. ¢esit oskiilator egri olmast (m, = 0) i¢in

—Ck’k3 Ck3 .
my = Zkflkz , my = T, ms = ¢ (sabit) (5.37)

olmaldir. Ayrica kym} — kimj + kim, + ki = 0 diferansiyel denklemi elde edilir. Ve
ustteki ifadede k,; # 0 sabit alinirsa m, = 0 olacagindan egri {N;, N3} diizleminde yatar.
Bu durumda katsayilar
1
my = ¢; sin(k;s) + ¢, cos(kys) — o Ms=c (sabit) (5.38)
1

olur.

Ispat Tanimdan m, = 0 degeri (5.26) esitliklerinin dordiinciisiinde yerine yazilirsa
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mé +k3m2 = 0

m3 =0=m3 =c (csabit) (5.39)
bulunur. m, ve ms degerleri (5.26) esitliklerinin {igiinciisiinde yerine yazilirsa

my + komy — kzmz =0
cks

k2m1 - k3C == O = mq = k_ (54‘0)
2

olarak bulunur. m, ve m; degerleri (5.26) nin besincisinde yerlerine yazilirsa

kiml + Zk%mo - 2k1k2m2 = 0

ckiks
2k?k,

, Ck3 5
klk_+2k1m0 - Oﬁmo =
2

(5.41)
bulunarak (5.37) esitlikleri elde edilmis olur.

Diger taraftan (5.26) esitliklerinin ikicisinde m, = 0 kullanilip mq yalniz birakilirsa

mi +k1m0 = 0

—m}
kq

n ! 4

o —m1 k1 + m1k1
=>my = 2
1

me = (5.42)

elde edilir. (5.42) den m{ m esiti (5.26) esitliklerinin birincisinde yerine yazilip

dizenlenirse

m6 _k1m1 = 1

14 ! !
_ml kl + mlkl
ki

- k1m1 = 1
kymy —kimi +k¥3m; +k? =0

diferansiyel denklemi elde edilir. k; # 0 sabit alinirsa my = 0 oldugundan egri {N;, N3}

diizleminde yatar ve m3 de ayni kalir. Ayrica en son elde edilen denklem
klmil + k13m1 + k]z_ = 0
olur ve bu denklem ¢dziilerek

1
my = ¢; sin(k;s) + ¢, cos(kys) ——

k1

elde edilir. Sonug olarak (5.38) esitlikleri de elde edilmis olur.
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Onerme 5.2.9 x:1 c R > E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli ikinci
cesit Tz-egrisi olsun. X egrisinin 3. ¢esit oskiilator egri (ms = 0) olmasi i¢in k,; # 0 sabit,

k, # 0 sabit olmak iizere;

ks =_—k1 m =ﬂs+c (5.43)
k2+k3 7 kE+k:T T '

olmalidir. Burada c, c; integral sabitleridir.

Ispat Tanimdan m; = 0 dir. Bu durumda (5.26) esitlikleri

my—kymy =1

my + kymy — k,m, =0
m, +k,m; =0

ksm, =0

kimy + 2k?my — 2kikym, =0 (5.44)
formunu alir. (5.44) tin dérdiinciisiinden m, # 0 oldugundan

ks =0

olur. (5.44) iin besincisinin tiirevi alinirsa

(kiml + Zk%mo - 2k1k2m2), =0
ki,ml + k{m; + 4k1kim0 + Zkfmé - Z(klkz)lmz - Zklkzmé =0

bulunur. (5.44) in birincisinden, ikincisinden ve {gilinciisiinden sirasiyla, mg, mj, m;

yalniz birakilip esitleri tistteki ifadede yerlerine yazilip diizenlenirse
elde edilir. k; # 0 sabit, k, # 0 sabit alinirsa tstteki ifadeden

MR

olarak bulunur. Ustteki m; in esiti, (5.44) iin birincisinde yerine yazilir ve ara islemler de

yapilirsa
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m6 —k1m1 =1

(—k) K3

o=1+k =
o VZ T kE I+ K2

2

2 .
my = ———=S5 + ¢ (c sabit
07 k2 + k2 ( )

seklinde bulunur. Ayrica m, in esiti (5.44) {in {igiinciisiinde yerine yazilirsa

m’2 +k2m1 = O

(=k1)
my;+k,——==0
20 Pk kS
kiky :
m, = ms + ¢4 (cq sabit)

bulunarak (5.43) esitliklerinin tamamu elde edilmis olur.

Onerme 5.2.10 x:/ € R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli ikinci

cesit Tz-egrisi olsun. Eger X, W egrisi (k; # 0,k, # 0,k; # 0 sabitler) ise 0 zaman

k, k, k?c; ¢

= —c3sin(k3s) + — kys) — —— ——

m s 5 sin(kss) s ¢4 cos(kss) 2k

m; =c¢S+c¢;
. 1k,
m, = cg sin(kss) + ¢, cos(kzs) — =z
3
k,

my = c3 cos(kss) — ¢, sin(kss) + (c15 + ¢3) (5.45)

ks

olmalidir. Burada c;, ¢, c3, ¢, integral sabitleridir.

Ispat (5.26) esitliklerinin ikinci, tigiincii ve besincisinin tiirevleri aliir ve diizenlenirse

sirastyla

my + kymy —k,m;, =0
" 1] !
my +k,m; —ksm; =0

kimgy —k,m, =0 (5.46)
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bulunur. (5.26) esitliklerinin birincisinden mg ¢ekilip (5.46) nin birincisinde ve
tiglinciisiinde, (5.26) esitliklerinin dordiinciisiinden m3 ¢ekilip (5.46) nin ikincisinde

yerlerine yazilip diizenlenirse

my = kymy — ky(1 + kymy)

my, = —k,m} — k3m,
k
m} = k—1(1 + kymy) (5.47)
2

elde edilir. (5.47) nin {igiinciisii birincisinde yerine yazilir ve diizenlenirse

k
mi’ = kz k_l (1 + klml) - kl(l + klml)
2
mi’ =0> m’l =c,>my =c¢S+Cy (cl,cz Sabit) (5-4’8)

bulunur. (5.48) den m1 , (5.47) nin ikincisinde yerine yazilip diizenlenirse
m’2, + k?z)mz = _C1k2
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden c3, ¢, sabit olmak iizere;

c1k;

m, = c3sin(kzs) + ¢4 cos(kzs) — Wz = m), = ksc; cos(kss) — ksc, sin(kss) (5.49)
3

bulunur. (5.48) den mj niin, (5.49) dan m, nin esitleri, (5.26) esitliklerinin ikincisinde

yerlerine yazilip diizenlenirse

m'1 + k1m0 - k2m2 =0

k
Cq + k1m0 - kz <C3 Sin(kgs) + Cy COS(kgS) - a 2) =0

k3
k k kc, ¢
my = k—jcg, sin(kss) + k—ic4 cos(kss) — kz—k; — k—i
173

olarak bulunur. (5.48) den m; in, (5.49) dan m), niin esitleri, (5.26) esitliklerinin

liclinciisiinde yerlerine yazilip diizenlenirse

mlz + k2m1 - k3m3 =0
kscs cos(kss) — kgcy sin(kss) + k,(c18 + ¢3) —ksmg =0

k,(cis + cy)

ms = c5 cos(kss) — ¢, sin(kszs) + -
3
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de bulunarak (5.45) esitliklerinin tamami elde edilmis olur.

Ornek 5.2.11 E* de x(s) = (acos(cs), asin(cs), bcos(ds), bsin(ds))
parametrizasyonuyla verilen regiiler W-egrisi ikinci gesit Tz-egrisidir. Burada 0 < s < 2,
a,b,c,d reel sabitler, ¢ > 0,d >0 dir. Genelligi bozmadan x in birim hizli olmasi
isteniyorsa a?c? + b?d? = 1 almmaldir. Boylece ¢ = d halinde x bir ¢ember, ¢ # d
halinde ise E* de bir egridir [38].

Coziim [38] numarali kaynagin 6. sayfasindan k; egriligi ve asli birim normal vektor alani

k, =+ a?c* + b%d*

1
N, = T [—ac? cos(cs), —ac? sin(cs), —bd? cos(ds) , —bd? sin(ds)]

dir. N; vex, (5.3) de yerlerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

d{T,Nz,N3} = {x,N;)
-1
vazc* + b2d*

bulunur. dr v, n,3 Ve kq degeri (5.4) de yerlerine yazilip diizenlenirse Tz-sabiti de

3
a, = (a®c* + b?d*)z e R
olarak bulunur.

E* de verilen W egrisinin x, = 0 koordinat hiperdiizlemi tizerindeki izdiistimii

= S i S 35 = = =
x(s) (cos( /m>,5m< /m),cos< /m)) dur. Burada a=1b=1,c
1/ m,d = 3/ V10 dur.  lizdiisim  egrisine ait ¢izimin Maple  komutu

spacecurve([cos(t/sqrt(10)),sin(t/sqrt(10)),cos(3*t/sqrt(10)], t=m..n, grid=[30,30]);
seklindedir.
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(@) (b)

Sekil 5.1: ikinci ve iigiincii ¢esit Tz-W egrisi a) m=0, n=5*pi, b) m=0, n=50*pi

Ornek 5.2.12 E* de  gomiilmis birim  3-kire  S3(1) iizerindeki
x(s) = (cos® cos(as), cos@ sin(as), sin@ cos(bs) , sin@ sin(bs)) parametrizasyonuyla
tanimlanan helis egrisi ikinci cesit Tz-egrisidir. Burada a®cos?@ + b%sin?’¢ =1 ve

X124 x3%2 = cos?@, x3% + x,% = sin?@ dir [38].

Coziim (2.26), (2.27) ve (2.28) yardimiyla X(S) egrisinin Frenet vektorleri ve kq, ko, k3
egrilikleri
T = (—acos@sin(as), acos® cos(as) , —bsin® sin(bs) , bsin® cos(bs))

_ (—a*cos@ cos(as) , —a*cos@ sin(as) , —b?sin@ cos(bs) , —b?*sin@ sin(bs))

N; =
Ja*cos?® + b*sin?@

N, = (bsin® sin(as), —bsin® cos(as) , —acos@ sin(bs) , acosd cos(bs))
(b2sin® cos(as), b?sin@ sin(as) , —a?cos® cos(bs) , —a?cos@ sin(bs))

N3 =
Ja*cos2® + b*sin?@

ky = +/a*cos?@ + b*sin2¢
_ab(a® — b*)cos@Psin®
Ja*cos?@ + b*sin?@

2
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_ ab
Ja*cos2@ + b4sin2@

ks

olarak bulunur. N; ve X, (5.3) de yerlerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

d{T,Nz,N3} = {x,N;)
_ -1
Ja*cos2@ + b4sin2@

bulunur. kq ve dgr y, v, degerleri (5.4) de yerlerine yazilip gerekli islemler yapilinca

3
a, = (\/a“cosz(b + b4sin2(2)) ER

bulunarak istenen sonug elde edilmis olur.

5.3 Ugiincii Cesit Tz-Egrileri

Teorem 5.3.1 x:I € R — E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli bir egri

olsun. x in Giglincii ¢esit Tz-egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart
kims + 2k3m, =0 (5.50)

olmasidir.

Ispat (=) (5.6) ifadesinin tiirevi alinirsa

ké(x, N3)2 - 2k3(x, N3)(x, N3>’ =0
k5(x, N3)* — 2ks(x, N3){(x', N3) + (x, N3')} = 0

elde edilir. (2.25) Frenet denklemleri g6z 6niinde bulundurulursa

ké(x, N3>2 - 2k3(X: N3){—k3(x, Nz)} =0
ké(x, N3>2 + 2k32<X, N3)(X, Nz) =0

bulunur. (2.26) da g6z 6niine alinirsa (5.50) elde edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktur.
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Onerme 5.3.2 x:I ¢ R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli kiiresel
bir egri olsun. X in {i¢iincii ¢esit Tz-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ki?  kikj

’ ku_z__
k3< 1 kl kZ

- k1k§) + 2Kk k3 =0 (5.51)

olmasidir.

Ispat (=) x, {iglincii gesit Tz-egrisi olsun. O zaman (5.8) esitlikleri (5.50) ifadesinde yerine

yazilirsa

kY 2k!? kikh,  k, k!
k! - - — +2k:—=]=0
3<kfk2k3 k3kyks kZkZks  kyks 3\ k,k?

bulunur. Gerekli ara islemler ve sadelestirmeler yapilirsa (5.51) elde edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Sonug 5.3.3 Eger k; # 0 sabit, , k, # 0 sabit olarak alinirsa (5.51) ifadesi
—kik k2 = 0= ki = 0 = k; = sabit

olur. Bu durumda x birim hizl tiglincii gesit kiiresel Tz-egrisi, W egrisi olur.

Onerme 5.3.4 x:1 c R > E*, mgy,my, m, m; diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak
tizere; yer vektorii (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli bir egri olsun. X in
ticlincii ¢esit Tz-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

my—kymy =1

my + kymy — k,m, =0

m, + kym; — ksms =0

m3 + kym, =0

kims + 2k3m, = 0 (5.52)

esitliklerinin olmasidir.
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Ispat x, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizhi egri oldugu icin (2.28)

denklemleri ve egri tiglincii ¢esit Tz-egrisi oldugu i¢in (5.50) denklemine sahip olur. Sonug

olarak (5.52) denklem sistemi elde edilir.

Onerme 5.3.5 x:1 c R — E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizl1 iigiincii

gesit Tz-egrisi olsun. X in 1. ¢esit T-sabit egrisi (m, = 0) olmasi igin

4+ Cks k1

= , 2 = _’
Jetki(=2c,s —c2 —s2) + ¢ ck?

ks # 0 (sabit)

kq

olmak tlizere;

1 —k,

m =—-— m,=¢ My=-—n—
Yok T T TR kaks

olmalidir. Burada c, ¢4, ¢, sifirdan farkli integral sabitleridir.

(5.53)

Ispat Tanimdan m, = 0 dir. m, degeri (5.52) esitliklerinde yerine yazilirsa, bu esitlikler

—kimy =1

m; —k,m, =0

my + kymy — kyms =0
m; + kym, =0

kém3 + Zkgz)mz = 0
formunu alir. (5.54) iin birincisinden

1K
m1=k—1:>m1 :F
1

(5.54)

(5.55)

olarak bulunur. (5.54) esitliklerinin besincisinin tiirevi alimir ve (5.54) esitliklerinin

dordiinctisiinden ve tiglinciisiinden sirasiyla ms’, m,’ ¢ekilip yerlerine yazilip diizenlenirse

(kém_g + Zkgmz)’ = 0
kims + kimj + 4kskym, + 2k3m), = 0

ké,m3 + 3k3kém2 - Zkzkgml + 2k§m3 == 0

bulunur. (5.55) den m, in esiti de istteki ifadede yerine yazilip diizenlenirse
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ky
elde edilir. k3 # 0 sabit alinirsa
_2k2k§ _kz _kék1k3 + kzk],_k3
2 3 = = ! = .
m5(2k3) , = my kiks = my pET (5.56)

bulunur. (5.55) den m; ve (5.56) dan m; degerleri (5.54) {in {igiinciisiinde yerlerine yazilip

diizenlenirse
' _1 _kz '
m2+k2(k—1)—k3(k1k3)=0:>m2=o=>m2=c (5.57)

olarak bulunur. (5.57) den m, nin ve (5.55) den mj niin esiti (5.54) tn ikincisinde

yerlerine yazilirsa

, k; o ky'ck? — 2ck,k}?
kl = Ck%kz = k2 == % = kz - Czkil' (5-58)
bulunur. (5.58) den k; niin esiti, (5.56) dan m3 de yerine yazilirsa
—kjkiks + kyckZk,k
m} = 2 163 T KoCRTKy K3 (5.59)

kiks
elde edilir. (5.59) dan mj niin, (5.57) den m, nin esitleri (5.54) n dordiinciisiinde

yerlerine yazilir ve diizenlenirse

_kéklk?) + szk%kzkg _
kik3 -
_ké + Cklk% = _Cklkg

_Ckg

bulunur. (5.58) den k, ve k; niin esitleri tistteki denklemde yerlerine yazilir ve ara

islemler yapilirsa

(k{’ckf — 2ck1k12> ckiki® 2
- - = 173

c2ky c2kf
ki'ky —3k}? — c2k*kZ =0
elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢ziimiinden de

L Cks

Jetki(=2c,5 —c2 —52) + ¢4

ky
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bulunarak (5.53) esitlikleri elde edilmis olur.

Onerme 5.3.6 x:1 ¢ R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli {igiincii

gesit Tz-egrisi olsun. X in 2. ¢esit T-sabit egrisi (m, # 0 sabit) olmasi igin

MELE ky ¢ .
= ) kz = + _kll k3 :pt 0 (Sablt)
Jertki(=2c,5 — c2 — 52) + c5

ke

cik? ¢

olmak iizere;

-1 _ _ -k,
e T T T

m; = (5.60)

olmalidir. Burada ¢ # 0 sabit ve c;, ¢, c5 integral sabitleridir.

Ispat Tanimdan m, = c sabittir. Bu durumda m{, = 0 olur. (5.52) esitliklerinde my = c ve

mg = 0 degerleri yerlerine yazilirsa

—kim; =1

my + k,c—k,m, =0
m, + kym; —ksms =0
ms + kym, =0

elde edilir. Bu kisimdan itibaren my, m,, ms lerin ¢ikariliglar1 yine k3 = c (sabit) alinmak

kaydiyla bir 6nceki Onerme 5.3.5 in ispatiyla aynidir. Dolayistyla

-1 ) —k
m; = k_1 m, = ¢; (sabit), m; = k1k23 (5.62)
tiir. (5.62) esitliklerinin ayr1 ayri tiirevleri alinirsa
' k{ ' ' _k£k1k3 + k2k£k3
m1 = k_f ) m2 = O, m3 = k%k% (563)

olarak bulunur. (5.63) den mj niin, (5.62) den m, nin esitleri, (5.61) in ikincisinde

yerlerine yazilirsa
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!

k
k—; + kic—kycy =0 = k) = —ck3 + c,k?k, (5.64)
1

bulunur. (5.64) ifadesinde k, yalniz birakilip tiirevi alinirsa

kZ = I — —
2
c k2 o

ki + ck3 -1 <k1’kf — 2k k}? . Ck,) (5.65)

4 1
kl

seklinde bulunur. Diger taraftan (5.63) ten mj ve (5.62) den m, degerleri, (5.61) in

dordiinciisiinde yerlerine yazilirsa

_kéklk?) + k2k1k3
kfks

_kéklk?) + kzk{k?) + Clk%kg = O

+k3C1 = O

elde edilir. (5.65) ten k, ve k; degerleri Ustteki ifadede yerlerine yazilir ve sadelestirmeler

yapilirsa
ky (k}'k? — 2k, k!? , (ki +ckd
C_1< kf +Ck1 +k1 W +C1kfk§=0

koki' —3ki? — c2k*k2 = 0
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden de

+C1k3

Jeitk3(—=2c,s — c2 — s2) + c5

kq
bulunarak (5.60) esitliklerinin tamami elde edilmis olur.

Onerme 5.3.7 x:1 c R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli {igiincii

cesit Tz-egrisi olsun. X in 1. gesit N-sabit egrisi (m? + m3 + m3 = 0) veya 2. gesit N-sabit
—ky

egrisi (m? + m2 + m2 = c¢) olmasi icin k5 # 0 (sabit), k, # 0 (sabit) ve k; = — (sabit)
173
olmak lzere;
c1k
my=0, m; = ;{ 3 m, =0, my = ¢; (sabit) (5.66)
2

olmalidir. Boylece egri {N;, N5} diizleminde yatan W egrisi olur.
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Ispat Tanimdan

m?+m35+ms =0 (5.67)
dir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

mm; + mym, + mymsz' =0 (5.68)

bulunur. (5.52) esitliklerinin besincisinin karesi almir ve (5.67) den m3 ¢ekilip esiti bu

ifadede yerine yazilir ve diizenlenirse

ki*m32 + 4k2kym,m; + 4kim3 = 0

mi(ky® — 4k?) + 4kZkimym; — 4kim? = 0

elde edilir. Bulunan bu ifadenin tiirevi alinirsa

2mamy’ (ky? — 4k?) + m3(2kiky — 16k3ks) + (8ksks® + 4kZky Ymym;
+4k2ki(mym;) — 16k3kim2 — 8kim;m,’ = 0

bulunur. Buradan itibaren k5 # 0 sabit kabul edilirse tistteki ifade

—-msm3z' —mym,;' =0 (5.69)
olur ve (5.68) de goz 6niine alinirsa

m,m,’ =0

formunu alir. Buradan da

m, =0V m,’ =0 =m, = c (sabit) (5.70)
elde edilir. m, = 0 kabul edilirse (5.52) esitlikleri

m6 - k1m1 = 1
m'1 + k1m0 =0
k2m1 - k3m3 =0

m;=0 (5.71)
formunu alir. (5.71) in dérdiinciisiinden
m3 = 0 = m3 = ¢, (sabit) (5.72)

bulunur. ms tin esiti (5.71) in tgilinciisiinde yerine yazilip diizenlenirse
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c1ks , ciksky’

k2m1 - k3C1 = 0 = mq = 1 = m1 ES 2 (573)
ko k,
seklini alir. m; niin esiti, (5.71) in ikincisinde yerine yazilip diizenlenirse
ciksky' ciky'k
—= 322 +kimyg =0=>my = L2 23 (5.74)
ka kiky
(k2" kaks® = kg (ks 'k + 2kkzks,”))
mol = C1k3 (575)

(k717

bulunur. (5.75) den m,' niin ve (5.73) den m, in esitleri, (5.71) in birincisinde yerlerine

yazilir ve diizenlenirse

(ko "hakes? = k' (e b + 2hakeaker)) ety .
%) B .

c1ks
C1k3 (k1k22k2” - k1,k22k2, 3 2k1k2k2,2) = k12k24 + C1k13k23k3

olur. Bu kisimdan itibaren k, # 0 sabit kabul edilirse k,” = 0 olur. Ustteki ifadenin sol

tarafi sifira esit olur ve

ki%k,* + ¢k > ko ks = 0 = ki %k, (ky + ¢k ks) =0
elde edilir. k; # 0 sabit ve k, # 0 sabit oldugundan

ky + cikiks = 0

ve buradan da

_ TR .
k, = ks (= sabit)

bulunur.

Ote yandan (5.70) den m, = ¢ (sabit) alinirsa (5.52) nin besinci esitligi 2k3c = 0 seklini
alir. k3 # 0 sabit oldugundan ¢ = 0 = m, olur ve (5.70) in ilk kosuluyla yapilmis olan

islemler gecerli olur. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Onerme 5.3.8 x:1 c R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli {i¢iincii

cesit Tz-egrisi olsun. X egrisinin 2. ¢esit oskiilator egri olmasi (m, = 0) i¢in
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e t ) ky # 0 sabit, k o
, sabit, k3 =
2 37 252 4 2c,c2s + 22 + 16

kl = 1
[cZ(cy +5)2 +16]2(s + ©)

olmak iizere;

(s + )k, —2(s + )k k3

my=s+c¢, my;= k—z' msg = K, > (5.76)
olmalidir. Burada c, ¢4, c,, c5 integral sabitleridir.
Ispat Tanimdan m; = 0 dir. Bu durumda (5.52) denklemleri
my=1
k1m0 e kzmz = 0
m’2 - k3m3 = 0
mé + k3m2 = 0
formunu alir. (5.77) esitliklerinin birincisinden
my=1=>my=s+c (5.78)
bulunur. m 1n esiti (5.77) esitliklerinin ikincisinde yerine yazilirsa
ki(s+c)—kym, =0

s+ o)k ki+ki(s+c¢))k, —k,(s+c)k
€ k)lﬁm,zz(l i )izz 3G+ Ok, 579

2 2

olarak bulunur. (5.79) dan m, nin esiti (5.77) esitliklerinin besincisinde yerine yazilip

dizenlenirse

(s + )k, 2(s + o)k, k2
- - = 0 = - - -

12 2 2 —
kims + 2k3 5 ms Ik,

(5.80)

ok (—2kikZ = 2(s + ) Uea K3 + 2kykskb) ) + 2(s + )k k3 ey ks + ko)
kzzklz
3

my = (5.81)

esitlikleri elde edilir. (5.79) dan m; niin ve (5.80) den mg {in esitleri, (5.77) esitliklerinin

ticiinciistinde yerlerine yazilir ve diizenlenirse
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(ky + ki(s +©)ky — k5(s + )ky 2(s + o)k k3
5 —ks|\|———/—F— ) =0
k2 ko k!

kyki(ky + kis + cky) — kikbkis — ckikyky = —2(s + o)k kK3
olur. Buradan itibaren k, # 0 sabit kabul edilirse k5 = 0 olur ve tstteki ifade diizenlenirse

ki(ky + kis + ck}) = =2(s + o)k k3

1 ki —2k3

G+o + k_1 = _ké (5.82)

seklini alir. (5.81) den mj niin ve (5.79) dan m, nin esitleri, (5.77) esitliklerinin

dordiinciisiinde yerlerine yazilir ve esitligin her iki tarafi k; e boliiniirse

Kok (= 2kyk3 = 25 + €Y (hy K2 + Zkaks ) ) + 2(s + k3 U5 + ko)
k 2k12
2 3

s+ o)k
+k3( ko
k
1
k—(—2k1k§k§ — 2(s + c)ky'k3ky — 3(s + )kykskl® + 2(s + )k k3ky) = 0
1

!

27,1 kl 21,1 72 271,11
_2k3k3 - 2(5 + C)k_k3k3 - 3(S + C)k3k3 + Z(S + C)k3k3 = 0
1

!

bulunur. (5.82) den % cekilip Ustteki ifadede yerine yazilip diizenlenirse
1

—2k3 1
ks (s+0¢)

—2kZky — 2(s + ¢) < >k§k§ —3(s + O)kski? + 2(s + O)k2ky =0

ve k3 # 0 oldugundan
4k% — 3k + 2ksky =

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden

4cq : : :
ks = 7521 20,025 1 202 1 16’ (¢4, ¢, integral sabitleri)
—4c¢,(2¢1%s + 2c5042
k, 1( 1 21 ) (583)

3= (€1%5% + 2¢y01%5 + c3%¢1% + 16)?

bulunur. (5.83) den k5 iin ve k3 niin esitleri, (5.82) de yerlerine yazilip diizenlenirse
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4cq 3
r =2
1 ki €1%5% + 2¢,¢1%5 + c,%¢,% + 16
+ — =
(s+c) Kk —4c1(2¢4%s + 2¢,5¢42)
(c1%52 + 2¢5¢1%s + c3%¢1% + 16)?

k1 16 ds

—ds =.f ds — | ——
ky (€125% + 2¢y¢1%s + c3%¢1?2 + 16)(cy, + 5) (s+¢)

Ink, =In(c, +s) — %ln(clz(cz +5)2+16) —In(s + ¢) + Incs , (c3 integral sabiti)

c3(c, +s
Ink, = In s(cz )1
(c1%2(cy +5)2 +16)2(s +¢)
c3(c, +s
- (cr +5)

(c1%(cy +5)% + 16)%(5 +¢)

bulunarak ispat tamamlanmis olur.

Onerme 5.3.9 x:1 ¢ R » E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizli iigiincii

cesit Tz-egrisi olsun. X egrisinin 1. ¢esit oskiilator egri olmast (m, = 0) i¢in

; €ty
k, # 0 (sabit), k, = - , ks = 5.84
17 0 (sabit) 27 ¢, cos(kys) — c5 sin(kys) 3T 4 ( )
olmak tizere;
my = c, sin(kys) + c3 cos(k;s)
my; = ¢, cos(k,s) — c3sin(k,s)
ms = (5.85)

saglanmalidir. Burada c, ¢4, ¢, , ¢5 sifirdan farkli integral sabitleridir.

Ispat Tanimdan m, = 0 dir. Bu durumda (5.52) esitlikleri

m6 - k1m1 = 1

m’1 + k1m0 =0

k2m1 - k3m3 =0
!

m3:O

kims =0 (5.86)
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formunu alir. (5.86) esitliklerinin dordiinciisiinden

m3 = 0 = mz = ¢ (+ 0 sabit) (5.87)
bulunur. (5.87) den mg iin degeri, (5.86) esitliklerinin besincisinde yerine yazilirsa

kic =0= ki =0 = k3 = c; (# 0sabit) (5.88)

olarak bulunur. (5.87) den ms iin ve (5.88) den k3 in esitleri, (5.86) esitliklerinin

liclinciisiinde yerlerine yazilirsa
k2m1 - CC1 = 0 = kzml = CCl (589)
elde edilir. Ote yandan (5.86) esitliklerinin birincisinin tiirevi alinirsa

(mo —kymy) =0

mgy —mik; —muk; =0 (5.90)
bulunur. (5.86) nin ikincisinden m; ¢ekilip, (5.90) da yerine yazilirsa

my — (—kymo)ky —mik; =0

my +mok? —muk; =0 (5.91)
elde edilir. Buradan itibaren k,; # 0 sabit alinirsa k; = 0 olur ve (5.91) ifadesi

my +mok? =0 (5.92)
formunu alir. (5.92) difarensiyel denklemi ¢oziiliirse

my = ¢, sin(kys) + c3 cos(k,s) (5.93)

bulunur. Burada ¢, # 0 ve c; # 0 integral sabitleridir. Ayrica (5.93) den m, 1n esiti, (5.86)

esitliklerinin ikincisinde yerine yazilirsa m; de

mj + k,(c, sin(kys) + c3 cos(kys)) =0

mj = —cyk, sin(kys) — c3kq cos(kys)

fm’lds = f(—czkl sin(k;s) — c3k, cos(kys))ds

my; = ¢, cos(k,s) — c3sin(k,s) (5.94)
olarak bulunur. (5.94) den m, in esiti, (5.89) da yerine yazilip k, yalniz birakilirsa

o = ccq
27 ¢, cos(kys) — c3 sin(kys)
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bulunarak (5.84) ve (5.85) e ait tiim esitlikler elde edilmis olur.

Onerme 5.3.10 x: I ¢ R - E*, (2.27) parametrik denklemini saglayan birim hizl iigiincii

cesit Tz-egrisi olsun. X egrisi, W egrisi (k; # 0,k, # 0, ks # 0 sabitler) ise

_kZ

~ kiks

my =0, my; = ;— (sabit), m, =0, ms (sabit) (5.95)
1

olmalidir. Boylece W egrisi {N;, N3} diizleminde yatar.

Ispat Tanimdan k5 = 0 sabit ise k3" = 0 olur. Bu durumda (5.52) esitliklerinin besincisi
2k2m, =0 (5.96)
formunu alir. k3 # 0 oldugundan (5.96) dan

m, =0 (5.97)
bulunur. (5.97) den m, nin esiti (5.52) esitliklerinin dordiinciisiinde yerine yazilirsa

m5 = 0 = m3 = c (sabit) (5.98)

olarak bulunur. Yine (5.97) den m, nin esiti, (5.52) esitliklerinin t¢iinciisiinde yerine

yazilirsa

msks

kom; —ksm; =0=>m, = (sabit) >m] =0 (5.99)

2

bulunur. (5.99) dan m; niin, (5.97) den m, nin esitleri, (5.52) esitliklerinin ikincisinde

yerlerine yazilir ve k; # 0 sabit de gbz Oniine alinirsa
k1m0 =0= mo = 0 (5100)

olarak bulunur. (5.100) den m, mn esiti, (5.52) esitliklerinin birincisinde yerine yazilir ve

(5.99) dan m, in esiti de diisiiniiliirse

_klml = 1
-1

m; = k_1 (5.101)
—1  mgks;

™M T Tk

91



~ kiks

ms (5.102)

esitlikleri de bulunarak ispat tamamlanmis olur.

Sonuc 5.3.11 E* de bir W egrisinin {igiincii ¢esit Tz-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

m, = 0 olmasidir.

Ispat (=) Egri W egrisi oldugundan k; # 0 sabit ve k3 = 0 olur. Bu durumda (5.50),

liclincii ¢esit Tz-egrisi olma sartindan
2k§m2 =0$m2 =O
bulunur.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Ornek 5.3.12 Orek 5.2.11 de E* de x(s) = (acos(cs), asin(cs), bcos(ds), bsin(ds))

parametrizasyonuyla verilen regiiler W-egrisi tiglincii gesit Tz-egrisidir [38].

Coziim [38] numarali kaynagin 6. sayfasindan Frenet egrilik ve vektorlerinden, k;egriligi

ve kj egriligi ile ikinci binormal vektor alani

k, =+ a?c* + b%d*

cd
by = ———
VaZc* + b2d?
1
N3 = —[bd? cos(cs), bd? sin(cs), —ac? cos(ds), —ac? sin(ds)]

kq
dir. N3 vex, (5.5) de yerlerine yazilip gerekli islemler yapilirsa
d{T,Nl,NZ} = (x, N3)
ab(d? — c?)
va?c* + b%d*

bulunur. dgr n, v, Ve k3 degeri (5.6) da yerlerine yazilip diizenlenirse Tz-sabiti de
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B cdva?c* + b%d*

as = azbz(dz _ 62)2 €

olarak bulunur.

Ornek 5.3.13 Ornek 5.2.12 de E* de gémiilmiis birim 3-kiire S3(1) {izerindeki

x(s) = (cos® cos(as), cos® sin(as), sin® cos(bs),sin@ sin(bs)) parametrizasyonuyla

tanimlanan helis egrisi tiglincii ¢esit Tz-egrisidir [38].

Coziim (2.26), (2.27) ve (2.28) yardimiyla x(S) egrisinin k5 egriligi ve ikinci binormal

vektor alani

(b2sin® cos(as), b?sin@ sin(as) , —a?cos® cos(bs) , —a?cos® sin(bs))

N3
Ja*cos2® + b*sin2@

ab

ke =
’ Ja*cos2® + b*sin?@

olarak bulunur. N3 ve X, (5.5) de yerlerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

d{T,Nl,NZ} = (x, N3)
_ cos@sin@(b* — a?)
Ja*cos2@ + b4sin2@

bulunur. (5.6) da k5 ve dgr v, n,} degerleri yerlerine yazilip gerekli islemler yapilinca

1
_ab(a*cos?*® + b*sin’@)?2
T3 = 052 @sin2(b? — a?)?

bulunarak istenen sonug elde edilmis olur.
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6. TZITZEICA HIPERYUZEYLERI

Yiizeyin herhangi bir keyfi noktasindaki teget diizlemin orjinden uzaklig1 d;,, ve Gauss

egriligi K olmak {izere; K 4 = a sifirdan farkli sabit bir say1 oluyorsa bu durumda

dtan

yiizey Tz-yiizey olarak adlandirilmisti. Hem fizikte hem matematikte yiizeylerin bu
siniflandirmas1 6nemli uygulamalara sahiptir [3,4]. Ayrica negatif Gauss egrilikli Tz-

yiizeylerinin asimptotik ¢izgilerinin de Tz-egrileri oldugu gosterilmistir [6].

Vilcu [10] da Cobb-Douglas carpanlarina ayrilabilir hiperyiizeyin bir Tz-hiperylizey
olmasi i¢in gerek ve yeter sarti vermistir. Ayrica [11] de yazarlar Tz-sartin1 saglayan

Oteleme hiperyiizeyleri siniflandirmiglardir.

Genel Tzitzeica hiperyiizeyi, hiperyiizeyin bir X noktasindaki teget hiperdiizlemin orjinden

uzaklig1 d, Gauss egriligi K ve a; # 0 sabit olmak iizere;
K(x) = a;.d™?(x) (6.1)

esitligiyle tanimlanir [10].

6.1 E* Oklid Uzayinda Tzitzeica Hiperyiizeyleri

Hiperyiizeyin bir X noktasindaki teget hiperdiizlemin orjinden uzaklig1 d, Gauss egriligi K
ve a, # 0 sabit olmak iizere; E* 4-boyutlu Oklid uzay: icin (6.1) ifadesi

K
“E B

(6.2)

sekline doniisiir. Bu sart1 saglayan hiperyiizeye E* de Tz-hiperyiizeyi denir. {, hiperyiizeyin
o noktadaki birim normal vektor alan1 ve X yer vektorii olmak iizere; hiperdiizlemin

orjinden uzaklig
d=<d{X> (6.3)

ile tanimlidir.
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Teorem 6.1.1 X:M3 - E* X(u,v,w) = (f(w,v,w), gw,v,w), h(u, v,w), z(u, v, w))
parametrizasyonuyla verilen E* de bir hiperyiizey olsun. X in Tz-hiperyiizey olmasi igin

gerek ve yeter sart, a, sifirdan farkli sabit olmak tizere;

L M P ;
M N T f g9 h z
p T vi_, L | gu M 2z
E F A 1.W5. fv gv h"l) Z‘U
A B C

olmasidir. Burada W = || X, X X, X X,,||, A, B, C, E, F, G (2.32) de taniml1 hiperyiizeyin
birinci temel form katsayilar1 ve L, M, N, P, T, V (2.33) de tanimli hiperyiizeyin ikinci

temel form katsayilaridir.

Ispat (=) X in u,v,w ya gére kismi tiirevleri (2.31) de yerine yazilip elde edilen ¢ birim

normal vektor alani, X ile i¢ ¢arpim yapilirsa W = || X,, X X,, X X,,|| olacak sekilde

1
d= W{f(guhvzw a guzvhw F hugvzw + huzvgw + Zugvhw - Zuhvgw)

+9(—fuhvzy + fuzohw + hyfozy — hyfuzy — fozyhy, + 2400 fi)
+h(fu9vzw — fuzv9w — Gufozw + Gufwzv + foZu9w — Zugvfw)
+Z(_fugvhw + fuhvgw + gufvhw - guhvfw - hufvgw + hugvfw)}

f g h =z
— i fu Gu hy 1z,
W. fU gU hv Zv
L M P
M N T
elde edilir. (2.35) den K = ‘52— idi. Bu esitlik ve iistteki d degerinin besinci kuvveti
F G B
A B C

(6.2) de yerine yazilirsa istenen sonug elde edilir.

(<) Ispatin diger yonii agiktir.
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6.1.1 E* Oklid Uzayinda Rotasyonel Gomme Tzitzeica Hiperyiizeyleri
Teorem 6.1.1.1 f: M2 - E3, f(u,v) = (fi(w, v), f,(w,v), f5(u, v)) izometrik immersiyon
ve g:S1(1) - E2, g(0) = (cos,sinf) biciminde bir gémme olsun. Bu takdirde
V(u,v)eM?; f;(u,v) # 0 ve 8eS*(1) igin
X: M2 x S1(1) - E*

(u,v,0) » X(u,v,0) = (fi(w,v), f,(u,v), f3(u,v).cosb, f5(u,v).sind) (6.4)

seklinde tanimlanan rotasyonel gdommenin Tz-Aiperyiizey olmasi igin gerek ve yeter sart

_ (LN - M?) —c(a? + b? + c?)?

UGG~ FD) ilafs + by + o) (65
olmasidir. Burada

a(u,v) = fzufsv - f3uf2v

b(u,v) = fsuf1v = fluf3,,

c(w,v) = fi fo, — For f1, (6.6)

seklindedir.

Ispat (=) (6.4) ifadesinin u , v ve 8 ya gore kismi tiirevleri almip (2.30) daki iiclii vektorel

carpim kullanilirsa

Xu XXy X Xg = f3(f2,,f3, = 3 J2r 3010, = 1S3,
(f1ufzv - fzuf1v) cos o, (f1uf21, - fzufl,,) sin )

elde edilir. Ayrica

1 Xy X X, X Xg| = fS\/(qufBU - fsufzv)z + (f3uf1,, - f1uf3v)2 + (f1uf21, - fzufl,,)z
dir. Buradan (2.31) kullanilarak birim normal vektor alani
(fzuf31] - f3uf217' f3uf117 N fluf31/' (flufzv N fzuflv) cos 9 ’ (flufzv N fzuflv) Sln 9)

St +Cati= ) (o= £251)

olur. (6.6) esitlikleri kullanilirsa birim normal vektor alani
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B (a, b, ccosB, csind)

6.7
¢ va? + b? + c? (67)
olur. Hiperdiizlemin orjine uzakligi, (6.7) ve X yer vektorii (6.3) de yerine yazilirsa
d —(afy byt fy) (68)
= a C .
VaZ+bZ+cZ 2 ’

olarak bulunur. Hiperyiizeyin birinci temel form katsayilart da (2.32) esitlikleri

kullanilarak

E=(f) +(f) +(R)  4=0
F=fi,f,+ e, T 3,03, B=0
6= (fo,)" + (f) + (5,) C=ff (69)
elde edilir. (6.4) ifadesinin u, v ve 6 ya gore ikinci mertebeden kismi tiirevleri de alinip

(6.7) ile birlikte (2.33) esitliklerinde yerine yazilirsa ikinci temel form katsayilar

1
L= (afiy, +bfay, +¢fa,,) P=0

1
M=\/7m(af1uv+bf2uv+6‘f3uv) T=O

1 1
N=Trrs (afip, +bfay, +cfay,) V= T (—Cf3) (6.10)
elde edilmis olur. (6.9) ve (6.10) esitlikleri (2.35) de yerine yazilirsa

~ —¢(LN — M?)
fsva? + b? + c?(EG — F?)

(6.11)

Gauss egriligi elde edilir. (6.8) in besinci kuvveti alinip (6.11) ile birlikte (6.2) de yerine
yazilirsa (6.5) elde edilir .

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Ornek 6.1.1.2 (6.4) ifadesinde M? yerine S?(a) kiiresi alinirsa

f(u,v) = (acosucosv,acosusinv,asinu) olur ve

X:5%(a) x S1(1) -» E*,

X(u,v,0) = (acosucosv, acosusinv, asinucos, asinusing)
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rotasyonel gomme hiperyiizey elde edilir. Bu hiperyiizey bir Tz-hiperyiizeydir ve Tz-sabiti

-1 ..
a, = Edlr.

Coziim X(u,v,0) nin u, v ve 6 ya gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinip

(6.6) esitlikleri kullanilarak

a(u,v) = —a?cos?ucosv
b(u,v) = —a?cos?usinv
c(u,v) = —a?sinucosu

elde edilir. (6.9) esitliklerinden birinci temel form katsayilar
E=a? F=0, G=a%cos’u, A=0, B=0, C = a®sinu
ve (6.10) esitliklerinden ikinci temel form katsayilari

L=a M=0 N=acos?u, P=0, T=0, V= asinu

bulunur. (6.5) esitliginden @, = ;—; sabiti elde edilir.

Teorem 6.1.1.3 f: M* - E2?, £(8) = (f1(), f»(8)) izometrik immersiyon ve
g:5%(1) - E3, g(u,v) = (cosucosv,cosusinv,sinu)

bi¢iminde bir gémme olsun. Bu durumda VOeM; g,(u,v) = cosucosv #0 ve
(u, v)eS?%(1) igin

X: M x 52(1) - E*,
X(0,u,v) = (f1(0), f,(0) cosucosv, f,(0) cosusinv, f,(0) sinu) (6.12)

seklinde tanimlanan rotasyonel gémmenin Tz-Aiperyiizey olmasi igin gerek ve yeter sart

a, = 1,2(f1’ 2”_ 1”f2’)
VTR - AR

(6.13)

olmasidir.
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Ispat (=) (6.12) ifadesinin 8, u ve v ye gore kismi tiirevleri alinip (2.30) daki iiglii vektdrel

carpim kullanilirsa
Xo X X X X, = f2(—f5 cosu, f{cos*ucosv, f{ cos?usinv, f/ cosusinu)

elde edilir. Ayrica

’2 2
1Xg X Xy X Xpll = f7 Cosu,/ 1t

dir. Buradan (2.31) kullanilarak birim normal vektor alani

1
{ = ——==(—f,,f{ cosucosv, ff cosusinv, f{ sinu) (6.14)

f;[IZ + f2/2
olur. Hiperdiizlemin orjine uzakligi, (6.14) ve X yer vektorii (6.3) de yerine yazilirsa

_Rf—hf

1h?+ﬂz

olarak bulunur. Hiperyiizeyin birinci temel form katsayilari da (2.32) esitlikleri

d (6.15)

kullanilarak

E=f"+f" A=0

F=0 B=0

G = f,° C = f,%cos?u (6.16)

elde edilir. (6.12) ifadesinin 6, u ve v ye gore ikinci mertebeden kismi tiirevleri de alinip

(6.14) ile birlikte (2.33) esitliklerinde yerine yazilirsa ikinci temel form katsayilar

_ i —A'f2

L P=0
—f/ —f/f,cos*u

N = fifz V= fifz (6.17)
fl,z +f2'2 fl,z +f2'2

elde edilmis olur. (6.16) ve (6.17) esitlikleri (2.35) de yerine yazilirsa
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_ 1’2(/(1’ 2 —fi'f2)
- 5
f22< ’ 1/2 +f2/2>

Gauss egriligi elde edilir. (6.15) in besinci kuvveti alinip (6.18) ile birlikte (6.2) de yerine
yazilirsa (6.13) elde edilir .

K

(6.18)

(&) Ispatin diger yonii agiktir.

Ornek 6.1.1.4 (6.12) ifadesinde M' yerine S'(a) ¢emberi alinirsa
f(6) = (acos@,asinB) olur ve

X:S%(a) x S%(1) - E*,

X(0,u,v) = (acosB,asinf cosucosv,asinf cosusinv,asinb sinu)

rotasyonel gomme hiperyiizeyi elde edilir. Bu hiperyiizey bir Tz-hiperyiizeydir ve Tz-sabiti

1 .
a, = —Edll’.

Coziim X(6,u,v) rotasyonel gommesinde f(6) = (acosf,asinf) izometrik

immersiyonunun birinci ve ikinci tirevleri alinip (6.13) de yerine yazilirsa a; = —

sabiti elde edilir.

Ornek 6.1.1.5 (6.12) ifadesinde M? yerine f(68) = (cosh 8, sinh 8) alinirsa

X:M! x 52(1) - E*,

X(0,u,v) = (cosh8,sinh 8 cosu cos v, sinh 8 cosu sinv, sinh 8 sinu)

rotasyonel gomme hiperyiizeyi elde edilir. Bu hiperyiizey Tz-hiperyiizeydir ve Tz-sabiti

a = 1 dll‘

Coziim X(6,u,v) rotasyonel gommesinde f(6) = (acosh@,asinhf) izometrik
immersiyonunun birinci ve ikinci tiirevleri alinip (6.13) de yerine yazilirsa a; = 1 sabiti

elde edilir.
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6.1.2 E* Oklid Uzayinda Dénel Tzitzeica Hiperyiizeyleri
Teorem 6.1.2.1 (2.40) ifadesiyle verilen donel hiperyiizeyin Tz-hiperyiizey olmasi igin

gerek ve yeter sart p(u) = u—c3 olmasidur.

Ispat (=) (2.40) ifadesinin u, v ve w ya gore kismi tiirevleri almir (2.30) daki iiclii vektorel

carpim ve (2.31) kullanilirsa birim normal vektor alani

1
{ =———=(¢'cosvcosw, @ sinvcosw, e sinw,—1) (6.19)

1+<p’2

olur. Hiperdiizlemin orjine uzakligi, (6.19) ve X yer vektorii (6.3) de yerine yazilirsa

_up'—¢

d (6.20)

14 ¢'?

olarak bulunur. Hiperyiizeyin birinci temel form Kkatsayilar1 da (2.32) esitlikleri

kullanilarak

E=1+¢" A=0

F=0 B=0

G = u?cos’w  C=u? (6.21)

elde edilir. (2.40) ifadesinin u, v ve w ya gore ikinci mertebeden kismi tiirevleri de alinip

(6.19) ile birlikte (2.33) esitliklerinde yerine yazilirsa ikinci temel form katsayilar

L=—2 P=0
f1+<p’2
M=0 T=0
—u@'cos®*w —ugp’
N=('0— V=—g0 (6.22)

14 ¢'? ’1+g0’2

elde edilmis olur. (6.21) ve (6.22) esitlikleri (2.35) de yerine yazilirsa Gauss egriligi

12 1
K = L (6.23)

5
u(1+ ¢'%)?
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seklinde elde edilir. (6.20) nin besinci kuvveti alinip (6.23) ile birlikte (6.2) de yerine

yazilirsa

2 1
—Q @

T 2w = p)®

(6.24)

Tz-sart1 elde edilir. (6.24) esitligi sabit olmas1 gerektiginden her iki tarafin U ya gore tiirevi

alinip gerekli ara islemler yapilirsa
12 1 !
—¢ @ —0
u?(ug' — ¢)°

2 1,12 2 92 rorn

ugp' (g’ — @) (—2up'p"* — U@ " + 2upe"’ + upe'p" + 2up'p”

_z(p(pl(pu + Suz(pl(puZ) =0 (625)
esitligi elde edilir. Bu esitligin 1. ve 3. terimleri olan u ve (u¢’ — ¢) terimleri, (6.24)
ifadesinin paydasini tanimsiz yapacagi i¢in ve 2. terim olan ¢’ terimi ise a; # 0 sartindan

dolay1 sifirdan farkli olmalidir. Bu durumda 4. terim sifira esitlenir ve gerekli islemler

yapildiktan sonra

3uZQ'@" + 2up@” + 2u@E'’’ — 209" =0 A @' =0 (6.26)
sartlar1 elde edilir. (6.26) daki birinci esitligin U ya gore tiirevi alinirsa

6up'” + 3ul@’"? + 3u2Q Q" + 209" + 2u@'P" + 2uPE' + 2¢'* + 4ug’ Q"
—2¢"% —2¢0¢" =0

elde edilir. (6.26) nin ikinci esitligi olan ¢’ = 0 ifadesi son bulunan esitlikte yerine

yazilirsa 4¢’' +up' =0 esitligi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin de ¢oziimii

yapilirsa @ (u) = % bulunur.

() p(u) = % fonksiyonu (2.40) ifadesinde yerine yazilirsa

c
X(u,v,w) = (ucosvcosw,usinvcosw,usinw,—3)
u

27

donel hiperylizeyi elde edilir. (6.20), (6.23) ve (6.2) esitlikleri kullanilarak a, = Tsec?

sabiti elde edilir. Dolayisiyla donel hiperyiizey Tz-hiperyiizey olur.
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6.1.3 E* Oklid Uzayinda Carpanlarina Ayrilabilir Tzitzeica Hiperyiizeyleri
Teorem 6.1.3.1 M, X(u,v,w) = (u,v,w, f(w). f,(v). fs(w)) parametrizasyonuyla verilen

carpanlaria ayrilabilir hiperylizeyin Tz-hiperyiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

CAEE(RRE S+ R RE S+ R R R 2 B D - AR R )
B Wfi'fofs Y Vifa s Y WhLS = fifofs)S

a (6.27)

olmasidir.

Ispat (=) X(u, v,w) parametrizasyonunun u, v ve w ya gore kismi tiirevleri almir (2.30)

daki ti¢lii vektorel garpim ve (2.31) kullanilirsa birim normal vektor alant

1
{ = ! ! !
V1+ (A B2+ (R )2 + (fufofs)?

(f'fofs fifo fo fifofs', = 1) (6.28)

olur. Hiperdiizlemin orjine uzakligi, (6.28) ve X yer vektorii (6.3) de yerine yazilirsa

_ ufi' fofs +vifa fs t Whifafs — fifafs

d=
V1+ (A )2 + (R f)? + (fifofs)?

(6.29)

olarak bulunur. Hiperyiizeyin birinci temel form katsayilari da (2.32) esitlikleri

kullanilarak

E=1+(fi'fof3)? A= ffi' Bl fsfs

F=ffi'fafs f° B = fi*fofo fofs'

G =1+ (f1f2' f2)? C =1+ (fifaf3)? (6.30)

elde edilir. X(u,v,w) parametrizasyonunun u, v ve w ya gore ikinci mertebeden kismi
tirevleri de alinip (6.28) ile birlikte (2.33) esitliklerinde yerine yazilirsa ikinci temel form

katsayilar

L —f."fofs

Vi+ L)%+ (G B2+ (RLf)?
M = _f1,f2,f3

Vi+ L2+ (G )2+ (Lff)?
N = _f1f2”f3

\/1 + (L fofs)? + (fuf2 1302 + (fifofs)?
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b —fi'fofs
Vi+ (A L2+ (R )2+ (ffafs)?

- ~fifo f5'
Vi+ (AR + (A 1) + (ifefs)?

. S , 631)
Vi+ A L)+ (A )2+ (ffefs))?

elde edilmis olur. (6.30) ve (6.31) esitlikleri (2.35) de yerine yazilirsa
Lt (AR RE + AP RR R+ AR AR - 2B BB - AR R )

K= (6.32)

A+ (fi'ofs)2 + (Ao f:)? + (f1f2f3’)2)5/2

Gauss egriligi elde edilir. (6.29) un besinci kuvveti alinip (6.32) ile birlikte (6.2) de yerine
yazilirsa (6.27) elde edilir .

(<) Ispatin diger yonii agiktir.

Ornek 6.1.3.2 X(u,v,w) = (u, v, W, ﬁ) hiperyiizeyi f(u,v,w) = ﬁ icin hem monge

1 1
v'w

hiperyiizey hem de f(u,v,w) = % = fi(w). (V). f3(w) oldugundan carpanlarina

ayrilabilir hiperyiizey olur. Bu hiperyiizey Tz-hiperyiizeydir ve Tz-sabiti a; = ﬁ dir.

Coziim f(u,v,w) = (). f,(0). frW) = ..

1 . . .
” fonksiyonunun u,v,w ya gore kismi

tirevleri alinir ve (6.27) de yerine yazilirsa a; = 2—;6 sabiti elde edilir. Dolayisiyla bu

hiperyiizey Tz-hiperylizey olur.
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