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OZET

POLINOMLARIN SIFIRLARI VE DESCARTES METODU
YUKSEK LISANS TEZi
iDRIS TUZCU

BALIKESIR UNIiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. NiHAL OZGUR)
BALIKESIR, ARALIK - 2021

Bu tez calismasinda polinomlarin sifir yerleri temel alinmis ve bu konu incelenmistir.
Polinomlarin sifir yerlerini bulmaktaki amag reel katsayili tek degiskenli bir polinomun
sadece bir tek kokiinii igeren ayrik araliklar1 bulmaktir. Bu tez ¢alismasinda polinomlarin
sifir yerlerini bulmakta sik¢a kullanilan Descartes isaret Kurali temel alinmistir ve bazi
uygulama alanlarina yer verilmistir. Yapilan bu yiiksek lisans tez galismasi derleme bir
calismadir.

Bu tez calismasi bes ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde tez konusu tanitilmastir.

Ikinci boliimde tez ¢alismasi1 boyunca kullanilan temel tanim, teorem ve dnermeler verilip
ornekler ile desteklenmistir.

Ucgiincii boliimde Descartes isaret kurali detayli bir sekilde incelenmistir. Bu béliimde
Descartes isaret kurali ile polinomlarin kokleri arasindaki iligki verilmistir. Ayrica bu
boliimde teoreme ait iki farkli ispata yer verilerek karsilagtirmasi yapilmistir ve drnekler
verilerek desteklenmistir.

Dordiincii boliimde normal polinomlar ile ilgili temel bilgiler verilmis ve Descartes isaret
kurali ile iliskisi ele alinmistir.

Son boliimde ise Descartes i1saret kurali ile ilgili iki farkli uygulama alanina yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Polinomlarn sifirlar1, Descartes isaret kurali, normal
polinomlar.
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ABSTRACT

ZEROS OF POLYNOMIALS AND DESCARTES METHOD
MSC THESIS
IDRIS TUZCU
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. NIHAL OZGUR)

BALIKESIR, NOVEMBER - 2021

This thesis is based on the study of zeros of polynomials and this subject is examined. Our
goal in finding the zero locations of polynomials is to find discrete intervals containing
only one root of a univariate polynomial with real coefficients. In this thesis, Descartes
sign rule, which is frequently used to find zero locations of polynomials, is based on and

some application areas are included. This master's thesis is a review on the Descartes sign
rule.

This thesis consists of five main chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced.

In the second chapter, the basic definitions, theorems and propositions used throughout the
thesis work are given and supported with examples.

In the third chapter, Descartes sign rule is examined in detail. In this section, the
relationship between Descartes sign rule and roots of polynomials is given. In addition, two
different proofs of the theorem were compared and supported by the given examples.

In the fourth chapter, basic information about normal polynomials is mentioned and its
relationship with Descartes sign rule is discussed.

In the last part, two different applications related to Descartes sign rule are given.

KEYWORDS: Zeros of polynomials, Descartes sign rule , normal polynomials.
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SEMBOL LIiSTESI

A(X) : x degiskenine bagli reel katsayili polinom

Var(A) : A(x) polinomunun isaret degisim sayist

Var (@) . a reel sayilarin sonlu bir dizisi olmak tizere, bu dizideki isaret degisim sayisi
Z(A) : A(x) polinomunun pozitif reel kok sayisi

E,(x) : n. dereceden Fibonacci polinomu

T, (x) : n. dereceden Tribonacci polinomu

o : Isaret fonksiyonu

(Z) :n’in r’li kombinasyonu

A'(X) : A(x) polinomunun tiirevi

S[x] : S birimli halkasi iizerinde tanimlanmis polinom halkasi



ONSOZ

Bu ¢alismada, Descartes isaret kurali detayli bir sekilde incelenmis ve farkli uygulama
alanlarina yer verilmistir. Bu tez ¢alismasi konu hakkinda bir derleme ¢alismasi olarak
hazirlanmistir. Bu tez calismasinda verilen biitiin 6rnekler orijinal olarak elde edilmistir.
Ayrica bazi teoremlerin ispatlar incelenen ¢alismalardan elde edilen fikirler harmanlanarak
yar1 orijinal olarak elde edilmistir.

Bu tez calismasi boyunca ve akademik ¢alismalarim boyunca yardimini esirgemeyen ve
verdigi fikirler ile bana yol gosteren degerli tez danismanim Prof. Dr. Nihal Ozgiir’e,

fikir ve yonlendirmeleri i¢in Dog. Dr. Beyza Billur iskender Eroglu’na ve Dog. Dr.

Derya Avcr’ya ve tizerimde emegi gegen biitiin degerli hocalarima tesekkiirlerimi sunarim.
Ayrica bu ¢calisma boyunca beni her zaman destekleyen ve desteklerini benden higbir
zaman esirgemeyen aileme ve arkadaslarima slikranlarimi sunarim.

Balikesir, 2021 Idris TUZCU
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1. GIRIS

Polinomlarin sifirlar fizikten kimyaya, ekonomiden geometriye bir¢ok alanda uygulamasi
olan bir konudur. Ozellikle matematik ve miihendislik bilimleri gibi bir¢ok disiplinin de en
onemli konulardan biri olmustur. Polinomlarin sifirlart miihendisligin &zellikle sinyal
isleme, bilgisayar uygulamalari ve otomasyon gibi konularinda siklikla kullanilmaktadir.
Ayrica grup ve halka cebirleri gibi cebrin bir¢cok alaninin yani sira niimerik analiz gibi
uygulamali matematigin bir¢ok alaninda da kullanilmaktadir. Polinomlarin sifirlar1 ve
bunlarin geometrik yerleri boyle bir dneme sahip olmasindan dolayr bu konuda bir¢ok
calisma yapilmis ve halen yapilmaktadir. Yapilan bu tez c¢aligmasinda polinomlarin
stfirlarinin yerlerini bulmakta kullanilan bir yontem olan Descartes isaret kurali ele

alinmistir. Bu tez ¢alismasi Descartes isaret kurali ile ilgili bir derleme ¢alismasidir.

Descartes isaret kurali ilk olarak Rene Descartes tarafindan 1637 yilinda yayimladigi La

Geometrie [1] adl1 eserinde verilmistir.

Ilk olarak Vincent 1836 yilinda yaptig1 ¢aligmalarda Descartes isaret Kuralina dayanan bir
yontem ile polinomlarin reel kok ayrisiminin yapilabilecegini gostermistir [2]. Bu test kok
olan araliklar1 bulmanin yani sira kok igermeyen araliklari elde etmek icin de yol
gostermektedir. Burada kurala ait kosullar saglanmiyorsa o aralik ikiye bdliinerek alt
araliklarda kural tekrar edilerek polinomlarin koklerinin bulundugu araliklar elde

edilebilmektedir.

Vincent tarafindan gelistirilen bu yonteme ek olarak Collins ve Akritas (1976) tarafindan
yeni bir yontem gelistirilmistir [3]. Bu yontem literatiirde kullanilan Descartes isaret kurali

olarak bilinmektedir.

1998 yilinda Johnson tarafindan yapilan bir ¢alismada Sturms tarafindan gelistirilen reel kok
bulma yontemi ve diger yontemler kiyaslanmistir [4]. Yapilan bu kiyaslama ile Vincent’in

yonteminin daha 1yi sonuglar verdigi ispatlanmistir.

2001 yilinda Johnson’un bu bulgulari Rouillier ve Zimmerman tarafindan yapilan denemeler

ile dogrulanmustir [5].

Descartes isaret kurali Johnson, Krandick, Rouillier ve Zimmerman, Lane ve Riesenfeld
(1981) gibi isimler tarafindan yapilan ¢alismalarda farkli yontemler kullanilarak ispatlanmig

ve uygulanmustir [6].



Sonug olarak matematik tarihi boyunca polinomlarin sifir yerleri her zaman énemli bir konu
olmustur. Bu konu ile ilgili literatiirde 6nemli bir yeri olan Descartes isaret kurali farkli
kullanim ve uygulama alanlarina sahiptir. Polinomlarin sifir yerlerini bulmak igin birgok
yontem bulunmasina ragmen Descartes isaret Kurali birgok yonteme gore daha iyi sonuglar

verdiginden dolayi giincelligini ve gegerliligini korumaktadir.

Bu tez calismasinda konu ile ilgili farkli bakis agilar1 ele alinmistir ve uygulama alanlarina
yer verilmistir. Ayrica bu yontem ve uygulamalarin daha net anlasilmasi igin orijinal

orneklere yer verilmistir.



2. ONBILGILER

2.1 Genellestirilmis Fibonacci Polinomlari
2.1.1 Tamim :
fi(x) =1, f(x) = x baslangi¢ sartlar1 altinda f;,4,(x) = xfp41(x) + f(x)
(n = 3) seklinde tanimlanan fonksiyonlara genellestirilmis Fibonacci polinomlart denir [7].
2.1.2 Tanim :
T_1(x) =Ty(x) =0, T;(x) =1, T,(x) = x? ve baslangi¢ kosullar: altinda
Tpi3 () = X°Tpyp (X)) + xTpy1 (0) + T,(x) (n23)

seklinde tanimlanan fonksSiyonlara Tribonacci polinomlari denir [8].
2.1.3 Ornek :

T,(x)=1

T,(x) = x?

T;(x) =x*+x
T,(x) =x®+2x3+1
Ts(x) = x® + 3x5 + 3x2
To(x) = x1% + 4x7 + 6x* + 2x

Verilen tanim ve baslangi¢ kosullar1 ile birlikte diger tribonacci polinomlari da kolay bir
hesaplama ile elde edilebilir. Birgok kullanim ve uygulama alani bulunan bu polinomlar

daha sonra Descartes isaret Kurali ile iligskilendirilerek 6rnek tizerinde ele alinacaktir.
2.2 Mobius Doniisiimleri

Mobius doniistimleri matematigin birgok alaninda kullanim alanina sahip énemli bir
konudur. Ayrica bu doniisiimler 6nemli 6zelliklere sahiptir. Bu tez ¢alismasinin 3. ve 4.

boliimiinde tanimlanacak ve kullanilacak Mobius doniistimleri ile normal polinomlarin



reel koklerini iceren bdlgelerin bulunmasinda 6nemli bilgiler iceren bazi sonuglar

verilecektir.
2.2.1 Tanim:
z kompleks degisken olmak iizere, f(z) = Z:Z (a,b,c,d € Cve ad — bc # 0) olarak

tanimlanan rasyonel fonksiyonlara Mdbius doniisiimii veya Kesirli lineer doniisiim denir
[9].

2.2.2 Teorem :

Mobius dontisiimler bileske islemine gore bir grup olusturur. Yani iki Mobius

dontistimiin bileskesi yine bir Mdbius doniisiimdiir. Bu bileske islemi fonksiyonlarda

kullanilan bileske islemi ile ayn1 6zellikte olup ayni sekilde uygulanir [10].

Ispat :
T(2) = b e U (2) = a,Z—+b, tanimda verilen sartlar1 saglayan iki M6bius doniisiim
cz+d c'z+d
olsun.
(a'a+b'c)z+(a’b+b’ d) i
UoT(2) = elde edilir. Burada

(c'a+d’c)z+(c'b+d’'d)

(@a+b'c)(c’b+d'd)—(ab+b'd)(c'a+d'c)=(a'd —b'd)(ad — bc) #0

elde edilir ve verilen tanim geregince U o T (z) bir M6bius doniisiimiidiir.

2.2.3 Sonug :

az+b
cz+d

e o . s e - dz—b
doniisiimiiniin tersi yine bir Mgbius doniisimiidiir ve T71(z) = #

Mobius

f(z) = z doniistimii birim doniisiim olarak adlandirilir. Ayrica T(z) =

olarak

tanimlanmaktadir [11].
2.2.4 Tanim :

Biitiin kompleks sayilarin kiimesi ve bu kiime i¢inde bulunmayan oo ifadesinin birlesimi

ile olusan C = C U {oo} kiiresi Riemann kiiresi olarak adlandrilir [11].



3. POLINOMLARIN REEL KOKLERI iCIN DESCARTES iSARET

KURALI

Bu boliimde ilk olarak Descartes isaret Kuralina ait temel bilgiler verilecektir. Daha sonra
ise Descartes isaret kural ile tek degiskenli reel katsayili polinomlar arasindaki iliskiden
bahsedilecektir. Ayrica pozitif reel kok sayist ile ilgili iki farkli ispata yer verilecek ve

negatif koklerin durumundan bahsedilecektir.
3.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Bu béliimde, ilerleyen boliimlerde sik¢a kullanacagimiz Descartes isaret Kuralinin temelini

olusturan kavramlardan bahsedilecektir.

3.1.1. Tanim:

a=(ay,ay,..,a, ) reel sayilarin simirh bir dizisi olsun.
Ho<i<j<n
(ii) a;a; <0
(iid) ajyq = -+ = aj_,=0

Verilen bu ti¢ kosulu saglayan tiim (i, j) ikililerinin sayis1 a dizisinin isaret degisim sayisi

olarak tanimlanir ve Var a ile gosterilir [12].

Bir reel say1 dizisi olarak verilen bu tanim alt kisimda verilen tanim ile polinomlarin

katsayilar dizisi olarak kullanilacaktir.
3.1.2 Tanim:

A(x) = ag + ayx + -+ + a,x™ polinomunun katsayilar dizisi « = (ay, a4, -+, a,) olacaktir.
Burada A(x) polinomunun igaret degisim sayis1 Var(A) olarak gosterilir. Ayrica Var(4) ile

Var a birbirine esit olarak tanimlanmaktadir [12].
3.1.3. Ornek:

A(x) = —3x> + 4x* — 5x3 — 6x2 + 7x + 1 polinomu ele alnsin. Burada, katsayilar

dizisinin a = (1,7,—6,—5,4,—3) oldugu goriilmektedir. Ayrica gorildigi gibi



(7,—6), (—5,4) ve (4, —3) ikilileri arasinda isaret degisimi gergeklesmektedir. O halde A(x)

polinomunun isaret degisim sayis1 3 olarak bulunur.
3.2. Descartes Isaret Kurah
3.2.1. Teorem: (Pozitif Reel Kokler I¢in Descartes Isaret Kural)

A(x) = ay + a;x + -+ + a,x" sifirdan farkli reel katsayili bir polinom olsun. Bu polinomun
pozitif koklerinin sayist ya polinomun katsayilari arasindaki isaret degisim sayis1 kadardir

ya da isaret degisim sayisinin bir ¢ift tam say1 eksigi kadardir.
Verilen bu teoremde katliklarin sayilmasi hususuna dikkat edilmelidir [12].
ispat:

A(x) sifirdan farkli bir reel polinom olsun. Eger x*, A(x) polinomunu bdlen en biiyiik
dereceli terim ise A(x) / x* polinomu ile A(x) polinomu ayn1 isaret degisim sayisina ve
esit sayida pozitif reel koke sahiptir. Ciinkii boyle bir islem isaret degisim sayisini ve pozitif
reel kok sayisim etkilemeyecektir. Ayrica A(x) / x* polinomunun sabit terimi sifirdan
farklidir. Aksi halde, x*; A(x)’i bélen en biiyiik dereceli terim olmayacaktir. Oyleyse A(x)
sabit terimi sifirdan farkli olan bir polinom olarak alinabilir. Verilen bir A(x) polinomu i¢in

ay; A(x)’in sabit terimi, n; A(x)’in derecesi, a,,; A(x)’in bas katsayis1 olarak ele alinsin.

Var(A) ve Z(A) ifadelerinin birbirinin ¢ift tam say1 eksigi ya da fazlasi oldugunu géstermek

icin Conkwright (1941) tarafindan verilen goriis temel alinmigtir.
Z1,Zy, - Zpn; A(x) polinomunun kokii olan kompleks sayilar olsun. Bu durumda
A(x) = ap(x — z1) -+ (x — z,) yazilabilir. (3.1)
Oyleyse a, = A(0) = (=1)"a,z, - z,, ifadesi elde edilir.

Kompleks kokler birbirinin eslenigi olacagi i¢in ve bir z kompleks sayisinin eslenigi ile
carpimi z kompleks sayisinin boyu olarak tanimlandigi i¢in kompleks koklerin carpimi
pozitif olacaktir. Pozitif kdklerin ¢arpimi yine pozitif olacaktir. Ayrica ay # 0 oldugu igin
z = 0 polinomun kokii degildir. Oyleyse, negatif koklerinin ¢arpiminin isareti (—1)™"?
olacaktir. Ayrica ao/an ifadesinin isareti (—1)P olacaktir. Burada bahsedilen p degiskeni
pozitif reel kok sayisidir. Sonug olarak Var(A) ile Z(A) birbirinin ¢ift tamsay1 fazlasi olacagi

sonucu elde edilecektir.



Gauss (1828), B(x) # 0 ve pozitif reel a sayisi i¢in Var(4) > Z(A) oldugunu ispatlamak
i¢in

Var(B) < Var((x — a)B) (3.2)
esitsizligini kullanmaktadir.

(3.1) geregince A(x)’in her pozitif kokiiniin en az bir isaret degisimi sagladigi sonucuna

ulasilabilir. Oyleyse, (3.2) nolu ifadenin gosterilmesi gerekmektedir.

B(x) =by,x™+-+by , a>0ve C=(x—a)B=cpx™1+-+c, olsun. Eger

Var(B) > 0 iken (i, j) ikilisi Var(B) ifadesinin elemani olan bir ikili olsun. Buradan,
0 <i<j<m,b;bj <0 olacaktir. Ayricaya j =i+ 1yadab;,; = 0 olacaktir.
0:R — {—1,0,1} fonksiyonu isaret fonksiyonu olarak tanimlansin. Bilindigi gibi

o(ciz1) = o(b; —ab;;,) = a(b;) olacaktir. (iy, 1), -, (ix, jx) iKilileri  Var(B)’yi
olusturan ikililer olsun. Eger, 0<i | <j1S<ix<jxsm ise

var(c; 41+ 0, i1, Cme1) = Var(by, -+, by, by) = Var(B) olacaktur.

Simdi i indeksi b; # 0 olacak sekilde en kii¢iik eleman olsun. Buradan, 0 <i < i, ve

o(c;) = o(—ab;) = —a(b;) = —a(bil) = —a(c;+1) elde edilir. Yani,

Var(c) = Var(c;, ¢ 41, Cipt1, Cme1) = 1+ Var(B). Burada, eger Var (B) = 0 ise

Var(c) = Var(c;, ¢;p41) = Var(ab;, b,,,) = 1 olacaktir.
3.2.2 .Ornek:

A(x) = x* — x3 + 7x? — 3x + 20 polinomu ele almsimn. Bu polinomun katsayilar dizisinin
a = (20,-3,7,—1,1) oldugu goriilmektedir. O halde (20,—-3), (—3,7), (7,—1) ve (—1,1)

ikililerinden dolay1 4 tane isaret degisimi vardir. Diger yandan A(x) polinomu
A(x) = (x% — 2x + 5)(x? + x + 4) olarak yazlabilir.

Buradan A(x) polinomunun reel kokii olmadigi, dolayisiyla pozitif reel kokiiniin olmadigi
goriilmektedir. O halde Var(4) = 4 ve pozitif reel kok sayis1 0 olarak bulunur. Sonug
olarak, isaret degisiminin sayisi pozitif reel kok sayisinin 4 fazlasi olmaktadir. Yani bu

ornekte Descartes isaret kuralinin gergeklestigi goriilmektedir.



3.2.3. Teorem:

A(x) sifirdan farkli bir polinom olsun.

(i) Eger Var(A4) = 0 ise A(x) polinomu pozitif reel koke sahip degildir.

(ii) Eger Var(A) = 1 ise A(x) polinomu kesinlikle bir tane pozitif reel koke sahiptir [12].
Ispat:

A(x) # 0 bir polinom olsun ve Var(A) = 0 kabul edilsin. Teorem 3.2.1. den dolay1 Var(A)
ifadesi pozitif reel kok sayisindan biiyiik veya esit oldugundan en fazla sifir tane pozitif reel
kok olabilir. Haliyle A(x)’in pozitif reel kokii yoktur. Benzer sekilde Var(A) = 1 verilsin.

Teorem 3.2.1. den dolay1 pozitif reel kok sayis1 1 olacaktir.
3.2.4. Ornek:

Tio(x) = x18 + 8x15 + 28x12 + 50x° + 45x® + 16x®> + 1  polinomu ele  ahnsm.
Goriildiigi gibi Ty (x) polinomunun igaret degisim sayist bulunmamaktadir. Descartes isaret
kurali geregince T;,(x) polinomunun pozitif reel kokiiniin bulunmadigi gériilmektedir. Bu

polinomun kokleri arastirildiginda alttaki gibi bulunur :
0.9278 + 1.0236i
0.9278 — 1.0236i
0.4226 + 1.3153i
0.4226 — 1.3153i
0.7436 + 0.9309i
0.7436 — 0.9309i
0.4344 + 1.1094i
0.4344 — 1.1094i
—1.3504 + 0.2916i
—1.3504 — 0.2916i
—-1.1779 + 0.1785i

—1.1779 — 0.1785i



0.4314 + 0.7472i
0.4314 — 0.7472i
—0.8628 + 0.0000i
0.2139 + 0.3705i
0.2139 — 0.3705i
—0.4278 + 0.0000i
Goriildiigii gibi verilen polinomun pozitif kokii bulunmamaktadir.
3.3. Descartes Kuralimin Bir Diger Ispati
3.3.1. Teorem:
A(x) = agx? + a;xPt + -+ + a,xPn sifirdan farkl katsayilara sahip ve

0 < by < by < -+ < by, kosulunu saglayan bir polinom olsun. A(x) polinomunun pozitif
reel kok sayisi ya A(x) polinomunun isaret degisim sayisina esittir ya da isaret degisim

sayisinin ¢ift tam sayisi eksigi kadardir [13].

Bu boliimde Var(A) ifadesi isaret degisim sayisi olarak, Z(A) ifadesi pozitif reel kok sayisi

olarak diistiniilsiin.

3.3.2. Uyar:

A(x) = agxP + a;xP1 + -+ + a,xPn iistteki teoremde verilen polinom olsun. Eger
aya, > 0 ise Z(A) ¢ift bir tamsayidir, eger aga, < 0 ise Z(A) tek bir tamsayidir [13].
Ispat:

Ilk olarak aga, > 0 ele almsin. Bunun saglanmasi igin a, >0 ve a, > 0 oldugu
diistiniilstin. A(0) > 0 ve x - o iken A(x) — oo olacagi i¢in, A(x)’in grafigi x eksenini
pozitif kisimda cift say1 adedince kesecektir. Eger x = a noktast A(x) polinomunun
grafiginin x eksenine teget oldugu nokta ise x = a ¢ift katli kok olacaktir. Eger A(x)’in
grafigi x = a noktasinda x eksenini birden fazla kez kesiyorsa bu tek say1 adedinde olmak

zorundadir. Yani a, ve a,, pozitif ise Z(A) cifttir.



Diger taraftan, a, < 0 ve a, < 0 durumu ele alinsin. Yani aga,, >0, a, = A(0) < 0 ve
n — oo iken A(x) - —oo oldugu i¢in A(x)’ in grafigi x eksenini pozitif tarafta ¢ift tamsay1
kadar kesmek zorundadir. Yani bu durumda da Z (A) cifttir.

Ikinci olarak aga,, < 0 durumu ele almsin. Ust kisimda oldugu gibi a, < 0 ve a,, > 0 ile
ay > 0 ve a, < 0 durumlar vardir. Ust kisimdakine benzer sekilde eger ap > 0 ve a,, < 0

ise n — oo iken A(x) — —oo olacaktir. Buradan Z(A) ifadesinin tek oldugu goriilmektedir.
Teoremin ispati:
Genellemeyi bozmaksizin by = 0 kabul edilebilir. Bu ispatta timevarim kullanilmistir.

n = 1 i¢in Var(A) = 0 esitliginin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun Z(4) = 0
oldugu asikardir. n < k — 1, Var (A) = Z(A) ve Z(A) = Var(A) (mod2) kabul edilsin

ven = k durumu disiiniilsiin.

I1k olarak aga,; > 0 durumu diisiiniilsiin. Bu durumda Var(4) = Var(A4") olacaktir. Ustteki
uyaridan dolay1 Z(A) = Z(A")(mod2) denilebilir. Tiimevarim hipotezinden dolay1

Z(A") =Var(A")(mod2) ve Z(A") < Var(A") olacaktir. Ayrica, Z(A) = Var(A) (mod2)
sonucuna ulasilabilir. Rolle teoreminden dolay1 Z(A') = Z(A) — 1 oldugu goriilecektir.
Oyleyse, Var(4) = Var(4A’) = Z(A") = Z(A) — 1 > Z(A) — 2. Sonug olarak

Z(A) < Var(A) gerceklesir.

Ikinci olarak aga; < 0 durumunu diisiiniilsin. Bu durumda Var(4’) + 1 = Var(4) ve

Z(A) — Z(A") = 1(mod2) olacaktir. Tiimevarim hipotezinden dolay1
Z(A") = Var(A")(mod2) sonucu ¢ikmaktadir. Tekrar Rolle teoremi kullanilarak

Z(A") = Z(A) — 1 ifadesine ulasilabilir. Oyleyse Var(A) = Var(4') = Z(4") + 1 > Z(A)
gerceklesir.

3.3.3. Ornek:

A(x) = x* — 2x3 — 4x? + 2x + 3 polinomu ele almsin. A = (3,2,—4,—2,1) dizisi bu
polinomun katsayilarindan olusan dizidir. Burada sadece (2, —4) ve (—2,1) ikilileri isaret
degisim sayisinda belirtilen sart1 tagir. Yani A(x) polinomunun isaret degisim sayist 2’dir.

Diger yandan A(x) = (x? — 4x + 3)(x? + 2x + 1) olarak yazlabilir. Burada kokler;
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x=3,x=1vex=—1 (¢ift katli) oldugu goriilmektedir. Sonug olarak pozitif reel kok

sayis1 = igaret degisim sayis1 = 2 olarak elde edilir.
3.3.4. Uyart:

Descartes metodu negatif reel kok sayisi i¢in de bilgi vermektedir. Bir A(x) polinomunun
negatif reel kok sayisi ya A(—x) polinomunun isaret degisim sayisi kadardir ya da bu sayinin
cift tam say1 eksigi kadardir. Bu ifadenin dogrulugu Teorem 3.3.1 ifadesinin ispatinda

kullanilan mantik ile kolayca goriilebilmektedir.

Bu durum {stte incelenen 6rnek yardimi ile agiklanabilir. Verilen polinomda x = —1 ¢ift

katli koktiir. Katliklar sayilacagr i¢in 2 tane negatif reel kokii vardir. Diger yandan

A(—x) = x* + 2x3 — 4x? — 2x + 3 bulunur. Goriildiigii gibi A(—x) polinomunun isaret

degisim sayis1 2’dir.
3.3.5. Sonug:

Verilen ilk ispatta polinomun kdkleri kompleks kokler alinarak olast durumlar irdelenmis ve
teoremin ispatina ulasilmistir. Ancak verilen ikinci ispatta ise polinomlarin koklerinin olast
yerlerine ait farkli durumlardan yola ¢ikilarak ispata ulagilmistir. Her iki ispatta da kullanilan

anlagilir ve basit yontemler bu 6nemli teoremin kullanimina olanak saglamaktadir.
3.4. Descartes Isaret Kuralimin Algoritmasi

Bu bolimde Mobius doniisiimleri ile Descartes isaret kurali arasindaki iliskiden
bahsedilecektir. Ayrica bu boliimde verilecek olan bazi doniisiimler gelecek kisimlarin
temelini olusturmaktadir. Bu boliimde tanimi verilecek olan doniisiimler ve fonksiyonlar 4.

boliimde normal polinomlarin kdklerinin yerlerinin belirlenmesinde kullanilacaktir.
3.4.1. Tanim:

A(x) = apx™ + -+ + a,x + a, seklinde bir polinom olsun. S birim elemani 1 olan bir halka

olsun. Burada S[x] — S[x] olacak sekilde ii¢ tane doniisiim tanimlanacaktir.
(i) Homotetik Doniigtim:
H(A) = apx™ + 2a,_1x™" 1 + -+ 2" 1a, x + 2"™a, olarak tanimlanur.

(ii) Taylor Oteleme Déniisiimii:
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n .

(]) a;, k € {0, ...,n} olarak

T(A) = by,x™ + -+ + b;x + b,. Burada, by, = Z K

Jj=k
tanimlanir.
(iii) Ters Doniigiim:

R(A) = apx™ + -+ + a,,_1 X + a, olarak tanimlanir [12].

Burada R(A) = 0 esitliginin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli sartin A(x) = 0 oldugu
asikardir. Ciinkii A(x) ve R(A) ifadelerinin katsayilar1 aynidir. Ayrica x, A’y1 bdlerse
R(A) = R(A / x) oldugu goriilmektedir. Verilmis olan bu doniisiimler gelecek kisimlarda

verilecek olan normal polinomlar kisminda sik¢a kullanilacaktir.

Alttaki kisimda Descartes metodu kullanilarak gelistirilmis olan ve polinomlarin kdklerinin

yerleri hakkinda bilgi veren bir algoritma verilecektir.
3.4.2. Algoritma:
int roots_in_I
d « Var(TR(4));
ifd <1lreturnd;
B « H(A):C « T(B);
if x|Cme1;elsem <0

returnroots_in_I(B) + m + roots_in_I(C)

Verilen bu algoritma Descartes isaret kuralinin genel algoritmasini gostermektedir. Verilen
bu taslak kod yardimi ile algoritma Matlab ve Mapple gibi uygulamalarda
calistirllabilmektedir [12].

3.4.3. Tanim:

C = C U {0} kiimesi Riemann kiiresi olarak gosterilsin. Burada C den C ye olacak sekilde

li¢ tane fonksiyon tanimlanacaktir:
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z
E ,ZE(C
(0] Z = OO

)

olarak tanimlanacaktir.

® he) =

(i) t(z) = {o: 1. ZZ E So olarak tamimlanacaktir.
i ,Z€C

(i) r(z) =3 z=0 olarak tanimlanacaktir.
0 ,z=

Bu kisim dikkatli olarak incelendiginde h, t, r fonksiyonlarmin birer Mdbius doniistimii

oldugu goriilmektedir. Ciinkii bu ii¢ fonksiyon C —» C olacak sekilde tanimlanmis ve

az+b
Z+d

saglamaktadir [12].

(a,b,c,d € C ) olacak sekilde disiiniildiigiinde ad —bc # 0 kosulunu

3.4.4. Uyarr:

A(x) € R[x] olsun ve A(x) polinomunun derecesi n olsun. deg(0) = 0 ve sifir
polinomunun bas katsayis1 0 kabul edilsin. Buradan her z kompleks sayisi igin alttaki ii¢

esitlik saglanacaktir [12].
() H(A)(z) = 2"A(h(2))
(ii) T(A)(2) = A(t(2))

z" -A(r(z)) egerz +# 0
A'min baskatsayist egerz =0

(iii) R(4)(2) ={

Verilen bu ii¢ ifadenin dogrulugu kolaylikla goriilmektedir. Simdi (i) nolu ifadenin
dogrulugu gosterilecektir. (ii) ve (iii) nolu ifadelerin dogruluklar1 kullanilacak mantik ile

kolaylikla gosterilebilir. Oyleyse, ilk ifadenin dogrulugu gosterilsin:

A(z) = apz™ + -+ a,z + a, olsun.

H(A)(z) = apz™ + 2a,_1z" 1 + -+ 2" 1a z + 2"q,
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=2"(2"a,z" + -+ 204z + ay)

= 2"A(h(2)) oldugundan ifadenin dogrulugu goriilmektedir.

Bu ifadelere ek olarak Uyar1 3.4.4 yardimi ve verilen ifadelerin tanimlari kullanilarak altta

verilecek iki ifadenin dogrulugu da benzer sekilde goriilmektedir:
(OTHA)(2) = 2"A((h° )(2)

({i)) TR(A)(2) = {(t(z))nA((T ot)(2)) egerz+ —1

A'minbaskatsayist eger z = —1

Artik verilen bu ifadeler ile daha kapsamli bir sonuca ulasilabilir. Altta verilecek olan uyari
gelecek boliimlerde sik¢a kullanilacaktir. Verilecek bu uyari ile normal polinomlarin kékleri

icin yerlerinin belirlenmesi yapilacaktir.
3.4.5. Uyar:

(1) h fonksiyonu H(A) ifadesinin koklerini birebir ve orten olacak sekilde A(x)
polinomunun koklerine resmeder. Ayrica H(A)’ nin (0,1) araligindaki kokleri A(x)

polinomunun (0,1/2) araligindaki koklerine resmeder.

(2) t fonksiyonu T (A)’nin koklerini birebir ve orten olacak sekilde A(x) polinomunun

koklerine resmeder.

(3) r fonksiyonu R (A) nin sifirdan farkli koklerini birebir ve orten olacak sekilde A(x)
polinomunun sifirdan farkli koklerine resmeder. Ayrica A(x) # 0 oldugu siirece R(A) nin
kokleri sifirdan farklidir.

(4) h o t fonksiyonu TH (A) nin koklerini birebir ve 6rten olacak sekilde A(x) polinomunun
koklerine resmeder. Ayrica TH(A)'nin (0,1) araligindaki kokleri A(x) polinomunun
(1/2,1) araligindaki kokleri ile eslesir.

(5) r o t fonksiyonu TR(A)’nin -1 disindaki koklerini birebir ve 6rten olacak sekilde A(x)

polinomunun sifirdan farkli koklerine resmeder. A(x) # 0 oldugu siirece TR (4) 'nin kokleri

14



—1’den farklidir. TR(A)’nin pozitif reel kokleri A(x) polinomunun (0,1) araligindaki
kokleriyle eslesir [12].

Verilen bu uyarnt ile Tanim 341 ve Tanmm 3.43 arasindaki iligki
goriilmektedir. R, T, H,r,t, h ifadelerinin tanimlar1 kullanilarak bu uyarinin dogrulugu

goriilmektedir. Alttaki 6rnek yardimi ile bu dogruluk irdelenecektir.

3.4.6. Ornek:

(1) A(x) = x? — x — 1 polinomu ele almsin. Bu polinomunun kékleri x; = 1+2—\/§ ve

X, = _T\E olarak bulunacaktir. Diger taraftan H(A) = x? — 2x — 4 olacaktir. Bu
polinomun kékleri ise x; = 1+ V5 ve x, = 1 — /5 bulunur. Gériildiigii gibi h fonksiyonu
H(A)’nin (0,1) araligindaki kokleri A(x)’in (0,1/2) araligindaki kokleri ile birebir ve 6rten

olarak eslesmistir.

1+V5  1-/5
> veTolacaktlr.

(2) A(x) = x* — x — 1 polinomu ele almsin. Bu polinomun kokleri
Ayrica ag=1,a;, =—1 ve a, =1 oldugu gorilmektedir. Simdi, T(A) polinomu

bulunacaktir.

T(A) = b,x™ + -+ + b;x + b, oldugu bilinmektedir. Ayrica burada
n ] ..

b, = Z (;{) a; , vk € {0,1, ..., n} olarak tanimi verilmistir. Oyleyse, verilen bu tanim
j=k

yardimi ile

bo=> (Na=(Qant(Dar+(Z)a=ata+a, = -1

j=0

b=y D=+ (e =a+2=1

2 .
2 )

b, = Zj=2 (é) a; = (2) a, = a, = 1 olarak hesaplanir. Oyleyse T(4) = x2 4+ x — 1 ve

—-1FV5

T (A) ifadesinin kokleri >

olarak elde edilir. Yani verilen uyar1 ger¢eklesmektedir.

(3) A(x) = x2 —x — 1 polinomu ele alinsin. Burada R(4) = —x? — x + 1 oldugu R’nin
tanimindan agikg¢a goriilmektedir. Ayrica burada kokler 12—\/5 olarak elde edilir. Yani uyari

gergeklesmistir.
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(4) A(x) = x? —x — 1 polinomu ele almsin. Burada TH(x? —x — 1) = T(x? — 2x — 4)

olarak bulunur. Buradan, 2. 6rnekte yapilan igslemler yapildiginda;

=3 D= Qe Qors Q=

=Y (Da=()as +(2)a; =0 olarak butunur

j=1

Oyleyse T(x? — 2x — 4) = x? — 5 elde edilir ve kokleri F+/5 olarak elde edilir. Yani uyart
gerceklesmistir.

(5) A(x) = x> —x —1 polinomu ele almsmn. TR(A) = T(—x? — x + 1) oldugu agiktir.

Onceki boliime benzer sekilde;

by = Z ey = (Dao+ (ay +(2)az =1
by = Z oy =(Har+(2)ar =3

2 .
— N, _ (2 _
b, = zj:z (2) a; = (2) a, = -1 olarak bulunur. Sonug olarak

-3F/5

T(—x?—x+1) = —x?>—3x+1 bulunur ve kokleri elde edilir. Yani uyari

gerceklesmistir.
Goriildiigi gibi r, t, h Mobius doniistimleri ve T, R, H fonksiyonlar1 yardimiyla polinomlarin
koklerinin bulundugu araliklar birebir ve Orten olacak sekilde baska araliklara

taginabilmektedir. Doniisiimlerin bu 6zelliginden dolayr Descartes metodu ile koklerin

yerleri tespit edilebilmektedir.
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4. NORMAL POLINOMLAR VE UYGULAMALARI

4.1. Ostrowski’nin Teorisi

4.1.1. Tanim:

(i) Her k reel sayist icin, (ax)? = ap_q10x41

(i) apyq1, -+, aj—q > 0 sartini saglayan her h < j reel sayisi igin, a, > 0 ve a; > 0

sartlar1 saglaniyorsa negatif olmayan reel katsayilara sahip Yoo, a, z© kuvvet serisine

normaldir denir [12].

Bu tanim 1939 yilinda Ostrowski tarafindan verilmistir. Ostrowski ¢alismalarinda
polinomlarmn normalligi ile Descartes isaret kuralini iliskilendirmistir. {1k olarak katsayilar:
pozitif olan polinomlar i¢in sonuglar elde etmis, sonrasinda ise bas katsayinin pozitif olmasi
sartinin saglandiginda calismalarinin gerceklestigini gostermistir ve genel sonuglara

ulagmustir.
4.1.2.Tanim:

Reel katsayili bir polinomun en biiyiik dereceli teriminin katsayisi pozitif ise bu polinoma

pozitiftir denir [12].
4.1.3. Teorem:

Pozitif bir A(x) polinomunun normal olmas: i¢in gerekli ve yeterli sart Vu € Rt i¢in

Var((x — u)A(x)) = 1 olmasidir [12].
Ispat:

A(x) pozitif ve normal olan bir polinom, a pozitif bir reel say1 olsun. Burada negatif
olmayan bir m tamsayis1 bulunabilir dyle ki A(x) = B(x) - x™ olup B(x) de normaldir ve

B(x) polinomunun katsayilari da pozitiftir. Bu durumda

B(x) = b,x™ + b,,_;x™ 1 + -« + b;x + b, olsun. Buradan % >z 5 > Z—" ifadesi
1

n n—-1

n n-1 1

. b b b . .
elde edilir. Ayrica ’;—1 —a>22—a=- = b—o — a yazilabilir. Yani b,, > 0 ve

—aby < 0 oldugu i¢in

(x —a)B(x) = b,x"*1 + b, (bl’?‘: - a) X"+ 4+ by (Z—“ — a) x — ab,
1
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ifadesinin yalnizca bir tane isaret degisimi bulunmaktadir. Sonug olarak,
1= Var((x — a)B(x)) = Var((x — a)B(x)xm) = Var((x — a)A(x))
esitligi elde edilir ve teoremin bir tarafi gosterilmistir.

Simdi de teorem diger yonden ele alinsin. A(x) polinomu pozitif ve normal olmayan bir
polinom olarak kabul edilsin. Burada A(x) = x™ - B(x) olacak sekilde pozitif olmayan bir
m tamsayis1 ve sabit terimi sifir olan bir B(x) polinomu bulanabilir. Burada B (x) pozitif ve
normal olmayacagi i¢in sabit polinom olamaz ¢iinkii sabit polinomlar normalligin sartlarini

saglamaktadir. Herhangi bir « reel sayisi icin, €@ (x) = (x — @) B(x) tanimlansin. Burada

Var((x - @)A(x)) = Var (C(x)) denilebilir giinkii A(x) = B()x™ denilmisti. Simdi

ise Var (c(“) (x)) # 1 olacak sekilde a pozitif tamsayist bulunup bulunamayacagi
aragtirilacaktir:

B(x) = b,x™+b,_x" 1+ -+ bx+by, oOlsun. n>1,b,>0 ve b, # 0 olacaktir.
(a) (@) _

c@(x) = Qx4+ (x4 (Y olsun. Burada ¢ = —ab, , ¥ = by_, — aby

vk € [1,n] ve c,(l(i)l = b, elde edilecektir. Bu kisim {i¢ béliimde incelenecektir.

Eger Var(B(x)) = 2 ise o yeterince kiigiik secildiginde, Vk € [1,n] igin C,S“) ve by_q
polinomlarinin  isaretleri b,_; # 0 saglandiginda esit olacaktir. Bu durumda

Var (C (a) (x)) > Var(B(x)) = 2 olacaktir.

Eger Var(B(x)) = 1 ise Descartes isaret kurali geregince B (x) sadece bir tane pozitif reel
koke sahiptir. Bu yiizden a > 0 icin €@ (x) polinomu iki tane pozitif reel koke sahiptir.

Tekrar Descartes isaret kurali geregince Var (C (@) (x)) > 2 olacaktur.

Son olarak Var(B(x)) = 0durumu ele alnsin. Burada b, >0 oldugu icin B(x)

polinomunun biitiin katsayilar1 negatiften farklidir. Eger B(x) polinomunun tiim katsayilari

pozitif ve B(x) normal degilse 1<k <n-—1 araliginda 0 < bb—k < % kosulunu
k+1 k

b bg—
k<a<k1

olacak sekilde secilsin. Bu
k+1 by

saglayacak bir k indeks sayisi bulunabilir. «, -

durumda, a@>0; ¢ =b, >0 ; % = by —abg <0 ; P = by —ab >0

ifadeleri elde edilir. Sonug olarak bu durumda da Var (C (@) (x)) > 2 saglanacaktir.
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Eger B(x) polinomunun biitiin terimleri pozitif katsayili degilse, katsayis1 0 olan terimler
vardir. by, en biiylik dereceli katsayis1 0 olan terim olsun. Buradan herhangi bir pozitif « igin
C,E(fr)l < 0 olacaktir. by > 0 oldugu i¢in j < k olacak sekilde j indeksi vardir. Bu j indeksi

bj+1 = 0 ve b; > 0 ifadelerini saglar. Bu ifadeler yardimu ile

C](fi < 0= var (C (@) (x)) > 2 sonucuna ulagilir.

Sonug olarak incelenen biitiin durumlarda verilen sartlara uygun bir @ bulunmamaktadir.

Elde edilen bu ¢eliski ispat1 tamamlar.

Verilen teoremin her iki tarafinin da dogrulugu gosterilmistir. Verilen bu teorem Descartes
isaret kurali ile normal polinomlar arasindaki iligskiyi gostermektedir. Bu teorem yardimiyla

ilerleyen boliimlerde farkli sonuglar elde edilecektir.
4.1.4. Ornek:

A(x) = 2x® +3x% + 4x + 1 polinomu ele almsin. A(x) polinomunun normal oldugu
normalligin tamimi ile agik¢a goriilmektedir. (x — 1)A(x) = 2x* +x3 +x?2 —3x—1
polinomu elde edilir. Goriildiigii gibi olusan bu polinomun isaret degisim sayist yani

Var((x — 1)A(x) = 1 oldugu agiktrr.
4.1.5. Teorem:

Pozitif bir lineer polinomun normal olmasi igin gerekli ve yeterli sart polinomun kdkiiniin

negatif veya sifir olmasidir [12].
Ispat:

A(x) pozitif lineer bir polinom olsun. a € R sayis1 A(x) polinomunun kokii olsun. Oyle bir
A € R* sayisi igin A(x) = A1 - (x — @) = Ax — Aa yazlabilir. Buradan A(x) polinomunun
normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart —Aa > 0 esitsizliginin saglanmasidir. Ciinkii
Teorem 4.1.4 geregince Var((x — a)A(x)) = 1 olmalidir. Buradan Aa < 0 elde edilir.

Sonug olarak a < 0 elde edilir.

4.1.6. Tamm:

C ={a+ bi:a < 0velb| < |alV3} bélgesi karmasik diizlemde bir koni belirtmektedir [12].

Alttaki sekilde bu koninin resmi goriilmektedir.
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» Re(2)

Sekil 4.1: C konisinin belirttigi bolge.

4.1.7. Teorem:

Pozitif ikinci dereceden bir polinomun normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart polinomun

koklerinin C konisinin igerinde bulunmasidir [12].
Ispat :

A(x) pozitif ikinci dereceden bir polinom ve ¢ > 0 reel sayisi bu polinomun bas katsayisi

olsun.

Eger A(x) polinomunun kokleri kompleks eslenik a + bi ve a - bi (a,b € R) sayilari ise
A(x) = c¢(x — (a + b)) (x — (a — bi)) yazilabilir. Burada

A(x) = cx? — 2acx + c(a? + b?) polinomu normaldir
& —2ac = 0 ve (—2ac)? > cc(a? + b?)
& a < 0ve4a? > a? + b?

& 3a? > b?
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& |b| < a3
© a + bi € C olacaktir.
Ayrica A(x) polinomunun kokleri reel a ve S sayilari olursa
A(x)c(x — a)(x — B) = cx? — c(a + B)x + cBx yazilabilir. Bu durumda verilen A(X)
polinomu normaldir & —c(a + ) = 0 ve caff = 0 ve (—c(a + ,8))2 > ccaf
Sa+p<0,xB=0ve(a+p)=ap
< a,f < 0 elde edilir. Bu durumda da koklerin € konisi icerisinde oldugu goriilmektedir.

Ikinci dereceden bir polinomun koékleri igin bu iki durum diginda farkli bir durum
olusmayacaktir. Goriildiigii gibi her iki durum i¢in de normal polinomun koékleri verilen

koninin i¢erisinde kalmaktadir.
4.1.8. Ornek:

A(x) = x% 4+ 2x + 2 polinomu ele alinsin. Gériildiigii gibi A(x) polinomu normaldir.
Ayrica A(x) polinomunun kokleri x; , = —1 + i olarak bulunur. Burada x; , € C oldugu

acikca goriilmektedir.
4.1.9 Teorem :
Iki normal polinomun ¢arpimi normaldir [12].

Ispat

n
A= Z;n_o apx™ ve B = z bjx’ normal olan iki polinom olsun. Her normal polinom
= i=o

DX olarak yazilabilir. Burada k negatif olmayan bir tamsay1 ve p(x) biitiin katsayilari
pozitif olan bir normal polinom olacaktir. Yani A(x) ve B(x) polinomlar1 katsayilar1 pozitif

olan birer polinom olarak diistiniilebilir.

m+n

C(x) =A(x)B(x) = Zk:o C.x" olarak ele alinsm. Burada ¢, = Y, apby_p, , h Ve k ise
tamsayilar olacaktir. Ancak apve b; ifadeleri i¢in h & {0,-:-,m} ve j¢&{0,-,n}

saglanmalidir. Biitiin k indeksleri i¢in ;
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{(h,))€Z*>:h>j}={(j+1,h—1) € Z?>:h < j} U{(h,h — 1) € Z?} kiimesi ele alinsm
ve normal olma tanimi ile teoremin dogrulugu gosterilecektir. Ayrica istenen h tamsayisini

saglayan kiimeye H denilsin.

Cl? — Ci-1Cr+1

= Z Anayby_pby—j + Z apjby_pbp-; — Z apAjby_pbi—j11
h<j h>j h<j

- Z apa;bg_pi1bi—j-1
h>j

:Z apajbg_nbr—ns1 + z Aj+1An-1bg—j-1bk—n+1 *
hsj hsj

Z apap—1bg-nbr—n+1 — Zh apQjbg_py1br-j-1 —
=

Zh<jaf+1ah—1bk-fbk—h_ Z & D i1 Phn

= Zh '(ahaj - ah_laj+1) (bk—jbk—h — bk—j—lbk—h+1) elde edilir.
=J

A(x) normal oldugu i¢in ay, **+, a,, pozitiftir. Ayrlca% > % =2 % esitsizligi elde
m m-—1 1

edilir.

Sonug olarak, apa; —ap_1a;41 = 0,Vh <j saglamr. Bu ifadenin dogrulugu B(x)’in
katsayilar1 i¢in de sOylenebilir. Ayrica esitsizligin sag tarafi negatif ve sonug¢ olarak

her k igin CZ — Cx_1Cr+1 = 0 elde edilir.

4.1.10. Teorem :
Eger pozitif bir polinomun kdkleri C konisinin iginde ise polinom normaldir [12].
Ispat:

A(x) biitiin kokleri C konisinin elemani olan pozitif bir polinom olsun. A(x) polinomu

birinci ve ikinci dereceden polinomlarin ¢arpimi seklinde yazilabilir. Biitiin kokleri C
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konisinin i¢inde bulunacagi i¢in Teorem 4.1.5 ve 4.1.7 geregince biitiin birinci dereceden ve
ikinci dereceden garpanlar normal olacaktir. Sonug olarak Teorem 4.1.9 geregince A(x)

polinomu normaldir.
4.1.11. Ornek:
A(x) = x* + 6x3 + 18x% + 24x + 16 polinomu ele alinsin. Bu polinomun kokleri

X, =—14+i,x,=—1—-1i,x3=-2+2i,x, =—2—20 bulunur. Gorildigli gibi
bulunan biitiin kokler € konisinin elemanidir. Ayrica verilen polinom normalligin sartlarini

saglamaktadir.
4.1.12. Teorem:

Eger sifirdan farkli bir A(x) polinomunun kdkleri C konisinin elemani ise her a pozitif reel
sayisl i¢in Var((x —a)A(x) = 1 olur [12].
Ispat:

A(x) biitlin kokleri C konisinin elemani olan sifirdan farkli bir polinom olsun. Eger A(x)
pozitif ise Teorem 4.1.10 geregince A(x) normaldir. Ayrica Teorem 4.1.3 geregince Va €
R* igin Var((x —a)A(x) =1 saglanir. Eger A(x) pozitif degilse —A(x) polinomu

pozitiftir ve —A(x) polinomunun kokleri C konisinin elemanidir. Bu durumda

Var((x — @)(—A)(x) = 1 elde edilir. Ancak buradan

Var((x —a)A(x) = Var((x — a)(—A)(x) elde edilir. Bu ylizden Var((x —a)Ax) =1
olmalidir.

4.1.13. Ornek:

A(x) = x* + 2x + 2 polinomu ele alinsin. Bu polinomun kékleri x; , = —1 F i olarak
bulunur ve koklerin € konisinin elemani oldugu agiktir. Oyleyse @ = 1 ele almsin.
Boylece (x — 1)(x2 + 2x + 2) = x° + x2 — 2 elde edilir. Burada Var((x — @)A(x) = 1

bulunur.
4.2. U¢ Cember

Teorem 4.1.12 geregince Algoritma 1 tam olarak bir tane pozitif kokii olan ve diger kokleri
C konisinin elemanlar1 olan bir polinom A(x)’in, TR(A) altinda kendini c¢agirmay1

durduracaktir. Bu durum A(x) polinomunun kdkleri i¢in incelenmek istenmektedir. A(x)
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sifirdan farkli oldugunda Uyar 3.4.5 (5) geregince r o t fonksiyonu TR(A) nin kdklerini
A(x) polinomunun sifirdan farkli koklerine esledigi agiklanmistir. Ancak r o t ifadesi bir
Mobius doniistimii oldugu igin daha fazlasi elde edilebilir. Bu bolimde bu iliski

incelenecektir.
4.2.1. Uyarr:

Anderson (1999), Mobius doniisiimlerinin bazi 6zelliklerini incelemistir. Bu doniisiimlerin,

Riemann kiiresini (C = CU o) C icindeki ¢emberlere resmeden homeomorfizmalar
oldugunu goéstermistir. Anderson ilk olarak f(z) = az + b(a,b € R) ve f(2) = i Mobius

doniistimlerini ele almistir. Bu iki doniisiimiin ¢gember ve dogrular1 yine ¢ember ve dogrulara

az+b
cz+d

resmettigini incelemistir. Daha sonra elde ettigi sonuglar1 f(z) = (ad — bc # 0)

seklindeki MGobius donilisiimlere genellemistir. Anderson doniisiimlerin  resimlerini
arastirirken alisilmis yontemlerden farkli bir yontem izlemistir. Verilen bir Mobius
doniistimii altinda K ¢emberinin veya dogrusunun resmini {izerindeki {i¢ farkli nokta segip,

secilen bu noktalarin goriintiisiinii birlestirerek K’nin goriintiisii olan L’ye karar vermistir.

C — K ve C — L kiimelerinin her ikisi de kesinlikle iki baglantil1 bilesene sahip olmaktadir.

Mobius doniisiimleri C’nin homeomorfizmalar: oldugu i¢in, C — K ’nin her bileseni

C — L’nin farkl bilesenleri ile eslesmektedir. Bu mantik ile C — K’nin tek noktasina

doniisiim uygulanarak C — K’nin her bileseninin resmine ulasilabilir [12].
Bu durum altta verilen 6rnek ile agiklanacaktir.

4.2.2. Ornek:

MoGbius doniisiimii ve |z| = 1 birim ¢emberi ele alinsin. Bu ¢ember tizerinde

f(2) =

bulunan 1 + 0i, %+ 0i ve 0 + i noktalar1 sirasiyla %i +% , 0—1i ve _731' + % noktalarina

2z—-1
z+1
resmedilmektedir. Elde edilen bu ii¢ nokta birlestirildiginde bir dogru olugsmaktadir.

Diger yandan, Mobius doniisiimlerinin tersinin de bir Mobius donisiimi oldugu
bilinmektedir. Oyleyse olusan dogru f~1(z) doniisiimii altinda |z| = 1 birim ¢emberine

resmedilecektir.
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Im(z) Im(z)

@) t

4

A
- A
/\ 3/ 2
0 » Re(z) 5 - > Re(2)
R ——
f (2 Yy —

Sekil4.2: f(z) = % doniistimii altinda birim ¢emberin resmi.

4.2.3. Tanim:

c={frecl-(-19) <3

c

(recl-Grid)l <5

C'= {Z € C: |Z - G)| < %} diskleri tanimlansin [12].
4.2.4 Uyar:

7 o t doniisiimii C konisini birebir ve érten sekilde € — (C U C) bdlgesine resmeder [12] .

Im(z)

( —» Re(z)

Sekil 4.3 : C U C kiimesinin sinirt.
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ispat:

Eger z kompleks sayis1 C’nin sinirinda 1’den 0’a dogru saat yoniinde ilerlerse, r(z) 1’den
baslayarak{l —s++/3si:s = 0} yoniinde ilerler. Benzer sekilde, z C’nin siirinda saatin
tersi yoniinde 1’den 0’a dogru ilerlerse, r(z) 1’den baslayarak {1 —s—+/3si:s > 0}

yoniinde ilerler. z = 0 noktas1 r(0) = co & C olarak resmedilir.

Sonug olarak ™1 o 7 = (r o t)~! déniisiimii C — (C U C) bdlgesini birebir ve drten olarak C

konisine resmeder.
4.3 Normal Kiibik Polinomlar

Teorem 4.1.10 geregince kokleri C konisinin i¢inde bulunan biitiin polinomlarin normal
polinom oldugu bilinmektedir. Teorem 4.1.5 ve 4.1.7 geregince birinci ve ikinci dereceden
polinomlar i¢in bu ifadenin tersinin de dogru oldugu bilinmektedir. Ancak kiibik polinomlar
icin bu ifadenin dogrulugu ispatlanmis degildir. Bu durum bir polinom ile incelenecektir.
Ornegin A(x) = x3 + 5x2? + 16x + 30 polinomu ele almsin. Bu polinomun normal oldugu
agiktir. Ayrica A(x) = (x — (1 + 39))(x — (1 — 30))(x + 3) yazlabilir. 1+ 3i ve 1 — 3i
olarak bulunan iki kokiin C konisinin elemani olmadigi goriilmektedir. Haliyle polinom
normal olmasina ragmen koklerin hepsi € konisinin elemani olmamaktadir. Bu durumda
onceki boliimde gergeklesen iddia dogru olmayacaktir. Alt kisimda verilecek iki teorem ile

bu durum agiklanacaktir.

4.3.1 Teorem:

A(x) biitiin kokleri reel olan pozitif bir polinom olsun. A(x) polinomunun normal olmasi
icin gerekli ve yeterli sart biitiin kdklerinin pozitiften farkli olmasidir [12].
Ispat:

Eger A(x) polinomun biitiin kokleri pozitiften farkli ise Teorem 4.1.10 geregince A(x)
polinomunun normal oldugu agiktir. Diger yandan A(x) normal bir polinom ve bir tane
pozitif reel kdke sahip ise Teorem 3.2.1 geregince Var((x — 1)A(x)) > 1 olacaktir. Ancak

bu durum Teorem 4.1.11 ile gelisecektir. Haliyle bu sartlar altinda pozitif bir kok bulunamaz.
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4.3.2. Teorem:
A(x) tiglincii dereceden pozitif bir polinom olsun. A(x) polinomunun kokleri a, b + ci,

b —ci (a, b, c € R) olsun. Bu durumda A(x) polinomunun normal olmasi i¢in gerekli ve

yeterli sart
a<0
b<0
c2—3b%2—2ab—a%?<0
c* + 2b%c? + 2abc? — a®c? + b* + 2ab3 + 3a*b* = 0
ifadelerinin saglanmasidir [12].
Ispat:

A(x) polinomu bas katsayist 1 olan bir polinom olarak diisiiniilebilir ¢ilinkii polinom en
biiyiik dereceli terimin katsayist parantezine alindiginda polinomun normalligi

degismeyecektir.
Oyleyse A(x) = (x —a)(x — (b + ci))(x = (b — ci))

=x3+ (=2b + a)x? + (b? + ¢? + 2ab)x + (—ab? — ac?) polinomu ele

alinsin.
»—ab?—ac’=—-a(b?+c?*)=>0=>a<0
*(=2b—a)®> =4b*>+4ab+a?® >b*+c?+2ab = c?>—-3b*>—2ab—a*<0
* (b%2 + c? + 2ab)? = (—=2b — a)(—ab? — ac?)
b* + 2b%c? + 4ab® + 4a?b? + 4abc? + c* = 2ab3 + 2abc? + a?b? + a*c? =
c* + 2b%c? + 2abc? — a’c? + b* + 2ab® + 3a’b* = 0

= Sonolarak b < 0 esitsizligi gosterilmelidir. a < 0 oldugu gosterilmistir ayrica a = 0 iken
—a — 2b = 0 saglanacagindan b < 0 sonucu elde edilir. a < 0 durumu ele alinsin. Burada
a = —1 durumu ele alimirsa —a — 2b > 0 ifadesinden b <1 /2 elde edilir. Ancak bu

durum dogru olmayacaktir :

b = 1/2 kabul edildiginde —a — 2b = 0 ve a = 0 sonucu elde edilir ve bir ¢eligki olusur.
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b <1/2 kabul ederek b < 0 olmasi1 gerektigi sonucuna ulasilacaktir. a = —1 kabulii ile
c2—3b>+2b—1<0 ve —2b+b?+c? =0 esitsizlikleri elde edilir. Bu ifadelerin
carpilmast ile (c¢? — 3b% + 2b — 1)(—2b + b? + ¢?) < 0 olusacaktir. Ayrica

2b%c? + 2abc? — a®c? + b* + 2ab® + 3a?b? = 0 oldugu bilinmektedir. Bu iki ifade
birlestirildiginde —2b(2b — 1)((b — 1)? + ¢?) < 0 esitsizligi elde edilir. Ancak buradan
—2b(2b— 1) < 0ve 2b > 1 sonolarak da b > 1/2 sonucuna ulasilir. Yani tekrar ¢eliski
elde edilmistir.

Sonug olarak kiibik bir polinomun normal olmas1 i¢in gerekli ve yeterli sart bu polinomun

verilen dort sart1 saglamasidir. Bu durum [12] numarali kaynakta detayli olarak incelenmis

ve olusan bolge alttaki sekilde goriilmektedir :

Im(z)
'y

»Re(2)

Sekil 4.4 : Normal kiibik polinomlarin koéklerini igeren bolge

Verilen bu ispat normal polinomlarin tanim ve 6zellikleri kullanilarak bu tez ¢alismasinda
elde edilmis bir ispattir. [12] numarali kaynaktaki ispat mantig1 incelenmis ve semi orijinal
bir ispat verilmistir. Ayrica Sekil 4.4 ile ilgili detayli bilgi [12] numarali makalede

bulunabilir. Elde edilmis bu sonug¢ 6rnek tizerinde incelenecektir.

4.3.3. Ornek:
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A(x) = x3 + 6x2 + 11x + 6 polinomu ele almsin. Normal polinomlarin tanimi geregi bu
polinomun normal oldugu agiktir. Ayrica A(x) = (x + 1)(x + 2)(x + 3) olarak yazilabilir.
Burada polinomun koékleri —1, —2 ve — 3 olacaktir. Goriildiigli gibi kokler verilen bolgenin

i¢ine diismektedir.
4.3.4. Ornek:
Simdi ise bu durumun ger¢eklesmedigi bir 6rnek ele alinsin. Bunun i¢in

A(x) = x3 — 3x? + 9x + 13 polinomu ele alinsm. Gériildiigii gibi A(x) polinomu normal

degildir. Ayrica bu polinom,

A) = (x + D(x? —6x +13) = (x + D(x — (2 + 30))(x — (2 — 30)) olarak

carpanlarina ayrilir. Goriildigii gibi kokler verilen bolgeye diigmemektedir.
4.3.5 Teorem:

A(x) = B(x)C(x) seklinde yazilabilen sifirdan farkli bir polinom olsun. Burada B(x) tim
kokleri C konisi i¢inde bulunan bir polinom ve C(x) kokleri Teorem 4.3.2 de verilen sartlari
saglayan kiibik polinomlarin ¢carpimi seklinde yazilabilen bir polinom olsun. Bu durumda

herhangi bir « € R* i¢in Var((x — a)A(x)) = 1 sonucuna ulagilir [12].
Ispat :

B(x) polinomunun biitiin kokleri € konisinin i¢inde oldugu i¢in Teorem 4.1.12 geregince
B(x) polinomu normaldir. Ayrica C (x) polinomunun ¢arpanlari olan kiibik polinomlarin her
biri Teorem 4.3.2 geregince normaldir. Béylece Teorem 4.1.9 geregince A(x) polinomu da
normaldir. Sonug¢ olarak, Teorem 4.1.12 geregince Var((x — a)A(x)) =1 sonucuna

ulasilir.
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5. DESCARTES ISARET KURALININ UYGULAMA ALANLARI

Bu kisimda Descartes isaret kuralinin iki farkli kullanim alanindan bahsedilecektir. Bu
kisimda verilmis olan farkli kullanim alanlar1 Descartes isaret kuralinin kapsami genis bir
teorem oldugunu gostermektedir. 11k olarak Descartes isaret kuralinin kompleks
fonksiyonlar lizerinde bir uygulama alanindan bahsedilecektir. Burada konu ile ilgili bazi
temel teoremler verilmis ve daha giincel bir teorem incelenmistir. Boliimiin sonunda ise
elde edilen drnekler ile bu teoremlerin kiyaslamasi yapilmustir. ikinci uygulama alaninda
ise giincel bir uygulamaya yer verilmistir. Bu kisimda Covid19 salginina dair bir
uygulamadan bahsedilmistir. Incelenmis olan makalede elde edilmis olan matematiksel
modelleme ve modellemenin ¢éziimlenmesinde kullanilan Descartes isaret kuralina dair

adimlardan bahsedilmistir.
5.1. Descartes Isaret Kuralinin Kompleks Polinomlarda Bir Uygulamasi

Bu boliimde Descartes isaret kuralinin kompleks polinomlarda bir uygulamasina yer
verilmistir. Asagida verilen uygulamada Descartes isaret kurali ile kompleks bir polinomun

en biiyiik kokiine ait sinir bulunabilecegi goriilmektedir.
5.1.1. Teorem: (Cebirin Temel Teoremi)

f(z) =z"+ A;z" 1 + .-+ A, seklinde verilen bir polinomun belli bir |z| = R ¢emberi
disinda herhangi bir kokii yoktur [14].

Verilen bu teorem cebirin temel teoremi ya da Gauss Lucas teoremi olarak bilinir. Bu teorem
matematik literatiirliniin bircok alaninda siklikla kullanilan temel bir teoremdir. Ayrica bu

teorem daha sonra elde edilen bir¢cok teoremin de dayanagi konumundadir.

Eger, A;’lerin timii reel say1 ise Gauss (1799), S pozitif A;’lerin toplam1 olmak iizere

R = max(1,21/ ZS) oldugunu ispatlamistir. Ayrica A;’lerin reel veya kompleks olmasi
. : 1 1/k

durumunda ise Gauss (1816) k =1,2,..,n igin R = max (2 /2n|A|) oldugunu

ispatlamigtir. Daha sonra ise Gauss (1849) R’nin z" — 21/2(|A1|Z"‘1 + -+ 1]4An]) =0

denkleminin pozitif kokil olarak alinabilecegini gostermistir [14].
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5.1.2. Teorem: (Cauchy Teoremi)

a, # 0 iken f(z) = ay+ a,;z + -+ a,z" seklinde verilen bir polinomun biitiin kokleri

|z| < r gemberinin i¢inde yer alir. Burada bahsedilen r,

lao] + lag|z + -+ |a,_112"" 1 — |a,|z™ = denklemin  pozitif = kokii  olarak

tanimlanmastir [14].

Verilen bu iki teorem polinomlarin sifirlar1 konusunda en temel teoremlerdendir. Bu iki
teorem ve kullanilan ispat yontemleri bu konuda yapilan daha sonraki ¢ogu calismada bir

yol haritas1 olmustur. Asagida verilecek olan teorem bu ¢alismalardan birini igermektedir.

5.1.3. Teorem:

f(z) =] Z= 0 a,z* seklinde yazilabilen reel katsay1ili kompleks bir polinom olsun. Burada

fonksiyonun katsayilar dizisi {a, a,, ..., a, } olacaktir. Bu durumda, f(z) fonksiyonunun
pozitif reel kok sayisi ya isaret degisim sayisi kadardir ya da isaret degisim sayisinin ¢ift

tamsay1 eksigi kadardir [15].
5.1.4 Teorem:

a;, ag > 0 ve n > 2 kosullar altinda verilen bir f(z) = z™ — a;z + a, polinomu iki tane

pozitif koke sahip ise bu polinomun en biiyiik pozitif kokii § olmak iizere;

1 J4a, +1

6 <=
2 * 2
esitsizligi saglanir [16].
Ispat:

a;, ap > 0 oldugu i¢in, Teorem 5.1.3 geregince f(z) polinomunun ya 2 tane pozitif kdke

sahip oldugu ya da pozitif koke sahip olmadig1 goriilmektedir. Burada f(0) = a, > 0,

f(A)=1—-a, +ay ve limf(z) = +oo ifadelerinin saglandig1 goriilmektedir. f(1) >0
Z—00

saglandig1 i¢in f(z) fonksiyonu iki tane pozitif koke sahip olacaktir. Bu koklerden en biiyiik
olan & olarak gosterilsin. Burada f(0) >0 ve f(1) > 0 oldugu i¢in § > 1 oldugu

gozlemlenebilir. § ile ilgili bir tahmin vermek igin

f(5)=6n—a15+a0=0
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denklemi diistiniilsiin. Buradan,

6n+1 _ 6n
ﬁ - a16 + ao = 0
elde edilir. Ayrica a, > 0 oldugu i¢in,
5n+1 _ 5n
- a15 < 0

o1
elde edilir. Bu esitsizlik,
(" —6"1—a;6+a;) <0
esitsizligini ortaya ¢ikarmaktadir. Ve sonug olarak,
SV -6"2%—q) <-4
esitsizligi elde edilir. 6 ve a, ifadelerinin pozitif sayilar olmasindan dolay1,
ol —6""2—-q, <0
esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikte n = 3 verilirse,
§52-6—-a,<0

sonucuna ulasilir. Bu esitsizlik § degiskenine bagli bir denklem olarak ¢oziiliirse,

_J1+4a,
2

b2 =2 F
1,2_2

kokleri elde edilir. Sonug olarak,

1 J1+4+4a
51=5=§+Tl>1

ifadesi elde edilmistir. Bu asamada,
fi(6) = 6" =" — gy
£,(8) =6*—6—a

olarak tanimlansin. f; (§) fonksiyonun

[0,% + —1-;4(11] kapali araliginin disinda herhangi bir

pozitif reel kokiiniin bulunmayacaginin gosterilmesi ile ispat bitirilecektir. Bu asamada



fifonksiyonunun verilen bir aralikta daima monoton artan bir fonksiyon oldugu

gosterilmelidir.

f1(8) fonksiyonuna Descartes isaret kuralinin uygulanmasi ile f; (§) fonksiyonun yalniz bir

tane pozitif koke sahip oldugu goriilmektedir. Ayrica f;(0) = f,(1) = —a, ve
é‘l—l;‘,-;-noo f1(6) = +oo ifadelerinin dogrulugu goriilmektedir. Monotonlugu ispatlamak igin
f1(8) fonksiyonunun tiirevi kullanilacaktir:
file)=m-18"?-m—-2)"7>>0
Bu denklem,

n—1
o >

n—2

sonucunu vermektedir. Yanid > 1 iken f;(6) fonksiyonu daima monoton artan bir

fonksiyondur.

Ispatin tamamlanmasi igin,

1 J1+4aq 1 J1+4a,
0=rl\gt—7—)<hizt——=2

diger bir ifadeyle,

1 T+
ifadesi kullanilacaktir. Son olarak elde edilen bu esitsizligin dogrulugu gosterilecektir.

Monotonluk ile beraber bu esitsizlik f;(§) fonksiyonunun pozitif kokiiniin

[O,% + 1/1-;4(11]

kapal1 araliginin disinda kalmayacagi anlamina gelmektedir. Bu kisimda,

-1 -2
1 J1+4a;\ 1 J1+4a,\
X 1) (44X ——1) —aq >0

2 2 2 2

esitsizligi ilk olarak ele alinsin. Bu esitsizlik,

1 J1+4a, a,

§+ > > n—2+1
(1 N J1+ 4a1>
2 2
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ifadesini verecektir. Ayrica bu esitsizlik kullanilarak,

log| ——2L_
1+4a; 1
2 2

n> +2
1 1+ 4a,
loglz+—%—

ifadesi elde edilir. Burada yapilacak son sey esitsizligin sag tarafinin 4 ten kii¢iik oldugunu

gostermek olacaktir. Yani,

a;

log| ——
& J1+4a; 1

2 2

J1+4

2 2

+2<4

Buradan,

3 2
1 1+ 4a 1 1+ 4a
e B EE T P

2 2 2 2
Sonucuna ulasilir. Ancak elde edilen sonu¢ a; > 0 kosulu altinda ger¢eklesecektir.
5.1.5. Ornek:

f(z) =z*—6z+9 fonksiyonu ele almsmn. Bu fonksiyon f(z) = (z2 —3)? olarak

yazilabilir ve buradaki en biiyiik pozitif kék z = /3 olarak bulunur. Burada a; = 6 ve

V6-4+1

2

ay = 9 olup teoremde verilen sartlar saglanmaktadir. Ayrica V3 < % + saglandig

goriilmektedir. Sonug olarak teorem saglanmaktadir.
5.1.6. Ornek:

f(z) = z1% — 6z + 9 fonksiyonu ele alinsm. Bu 6rnek, Gauss Lucas teoremi ve Cauchy

teoremi icin incelenecektir.

I1k olarak 6rnek Gauss Lucas Teoremi i¢in incelensin. Verilen fonksiyonda biitiin katsayilar

reeldir. Bu yiizden teorem geregince R = max (1, 272 10) olacagindan, fonksiyonun en

biiyiik kokiiniin mutlakdegeri 10+/2”den kiigiik olacaktir.
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Ayni1 6rnek Cauchy teoremi ele alinarak incelensin. Burada teorem geregince

9+ 6z — 2% =0 denkleminin pozitif kokii bulunmasi gerekmektedir. Bu denklemin

kokleri arastirildiginda kokler alttaki gibi bulunmaktadir.
1.3272 + 0.0000i
1.0432 + 0.8081i
1.0432 — 0.8081i
0.3254 + 1.2537i
0.3254 — 1.2537i
—0.4850 + 1.1505i
—0.4850 — 1.1505:
—1.0006 + 0.6006i
—1.0006 — 0.6006i
—1.0933 + 0.0000i

Oyleyse teorem geregince f(z) fonksiyonunun en biiyiik kokiiniin mutlak degeri

1.3272’ den kii¢iik olmalidir.

Son olarak bu 6rnek Teorem 5.1.4 i¢in ele alinamaz ¢ilinkii bu teoremin kullanilabilmesi i¢in

fonksiyonun iki tane pozitif koke sahip olmasi gerekmektedir. Ancak fonksiyonun kokleri :
—1.2540 + 0.4290:
—1.2540 — 0.4290i
—0.7206 + 1.0937i
—0.7206 — 1.0937i
0.0937 + 1.2718i
0.0937 — 1.2718i
0.7998 + 0.9120i

0.7998 — 0.9120i
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1.0811 + 0.2818i
1.0811 — 0.2818i
olarak bulunur ve pozitif reel kokii yoktur.
5.1.7. Ornek:
f(z) = z°> — 31z + 30 fonksiyonu ele almsin. Verilmis olan bu fonksiyonda z = 1 ve

z = 2 fonksiyonun kokleri oldugu asikardir. Verilen bu 6rnek yukarida verilmis olan {i¢

teorem i¢in incelenecektir.

[lk olarak, Gauss Lucas teoremi ele alinsin. Teorem geregince R = max (1, 2%/ 231) olarak
bulunacaktir. Oyleyse bu fonksiyonun en biiyiik pozitif kokii 2'/231°den kii¢iik olacaktir.

Ikinci olarak, Cauchy teoremi ele alinsmn. Teorem geregince z°—31z—30=0

denkleminin koklerine ihtiya¢ duyulacaktir. Burada kokler ;
2.5568 + 0.0000i
0.2216 + 2.4120i
0.2216 — 2.4120i
—2.0000 + 0.0000:
—1.0000 + 0.0000i

olarak bulunacaktir. Oyleyse teorem geregince, verilmis olan fonksiyonun en biiyiik reel

kokii 2.5568 sayisindan daha kii¢iik olacaktir.

V4-31+1
— olarak bulunur.

Uciincii olarak, Teorem 5.1.4 ele almsin. Teorem geregince § < % +

Bu durumda verilen fonksiyonun en biiyiik pozitif reel kokii @ sayisindan daha kii¢lik

olacaktir.

Goriildiigi gibi fonksiyonun en biiylik kokii z = 2 olarak bulunur. Bu kdk verilmis olan ii¢

farkli sinirin da iginde kalmaktadir.
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5.2. Descartes Isaret Kuralimin Giincel Bir Uygulama Alam

Bu boliimde Descartes isaret kuralinin Covid19 ile ilgili bir uygulamasina yer verilecektir.
Verilen bu uygulama Descartes isaret kuralinin farkli kullanim alanlarinin da bulundugunu

gostermektedir ve bu kuralin 6nemini vurgulamaktadir.

5.2.1. Uyar:

¢ enfeksiyon orani; 1/y bulasma periyodu; 1/p karantina periyodu; § 6liim orani; & 6liim
olasiligt; p dogal 6liim orani; f sicaklik fonksiyonu olarak adlandirilsin. Ayrica bu kisimda
S saglikli olan ve enfeksiyona hi¢ yakalanmayan toplam niifus; E enfeksiyona maruz kalan
toplam niifusun orani; I viriisiin bulastig1 ve tespit edilmeyen toplam niifus olarak temsil

edilsin.

Bu kisimda [17] numarali kaynakta elde edilmis bir modelleme incelenecektir. Incelenen bu
calismada matematiksel modelleme sonucu ulasilmis olan Jakobiyen matris yardimi ile
Covidl9 virlisiiniin yayillma hizinin ne zaman denge haline gelecegi konusundan
bahsedilmistir. Bu kisimda bu uygulama incelenecektir. [17] nolu kaynakta elde edilen

Jacobiyen matris asagida verilmistir:

—f1 — 0 —fpS 0 0 01
Bl u—¢€ BS 0 0 0
0 3 y—pn—pe.e M 0 0 0
][E] = -yt | ,—AT -k :
0 0 pe ' - e —p(1—a)e™ —6a—pn 0 O
0 0 % —p(1—a)e 4 —u 0
0 0 0 Sa 0 —pu

Elde edilmis olan bu Jakobiyen matris ile elde edilen karakteristik denklem
x(D) = A+ w?*(A+p+8a+p(1l—a)e ™) (A2 + a;4? + ayA + aze 4 (boA? + by A + by))
olarak bulunur. Burada,
a, =3u+e+y+pI

a =@+we+w++e+2W(BI+up) —epS
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a3 =y +we+wW(BI + ) — Peps
bo = pe "
by =pe " 2u+ €+ pI)
by = pe (e + W) (BI + )
olarak ifade edilsin.
5.2.2 Uyar: (Enfeksiyon Igermeyen Durumun Kararlilig)
x(D) = A+w3A+u+da+p(l—a)e ™) (A2 + +diA + dy+e 4 (e 1 + e3))
karakteristik denklemi E; (enfeksiyon icermeyen durum) i¢in elde edilmistir [17]. Ayrica,
di=2u+e+y
dy = +w(e+w —pe
e =pe It
b, = pe (e + 1)
olarak elde edilmistir. Burada 7 = 0, ¥ = 0 olarak alinsin. Bu durumda,
x(D) = A+ A+p+8a+p(l—a))(A2++d1A+dy + (11 + €3))

denklemi olusacaktir. Elde edilmis bu denklemde a < 1ve (y + u)(e + u) > Pe sartlarinin
saglanmast durumunda isaret degisim sayis1 bulunmamaktadir. Yani Descartes isaret kurali
geregince bu denklemin pozitif kokii bulunmayacaktir. Diger bir deyisle verilmis olan
denklemin biitiin kokleri negatif olacaktir. Elde edilmis bu sonug E|, (enfeksiyon igermeyen

durum) icin asimptotik olarak yerel bir kararlilik saglanmas1 anlamina gelmektedir.
Ayni inceleme T = 0, k = 0 sart1 aranmaksizin ele alinacaktir.

x(D) = A+w3A+u+da+p(l—a)e™) (A2 + +diA + dy+e 4 (e 1 + e3))

denklemi ele alinsin.

[lk olarak (A + )3 = 0 denkleminden A, ,, = —u olarak elde edilir,
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Ikinci olarak ()l +u+da+pd-— a)e_"’l) = 0 denklemi ele alinsin. Bu kisimda kokleri

elde etmek i¢in A = iw esitligi kullanilip denklemde yerine koyulursa,
w = p(1 — acoskw)
U+ 6a = p(1 — asinkw)
denklemleri elde edilir. Bu iki denklem kullanilarak,
wi+ (ba+wu?—p*(1l—-a)? =0

denklemi elde edilir. Burada (6a + u)? > p?(1 — a)? olmasi durumunda bu kisimda
incelenen biitlin  kokler kompleks olacaktir. Bu durumda denklem pozitif kok

icermeyecektir.
Sonug olarak,
A+ w3 A+ u+da+p(l—a)e™)
denkleminin reel kokleri (§a + u)? > p?(1 — a)? sart1 saglandig1 siirece negatif olacaktur.

Bu kisimda yapilan agiklamalar ile birlikte [17] kaynakta yer verilmis olan ve E| ile ilgili

net bir sonuctan bahsedilecektir.
5.2.3. Teorem:

(ba + w)? > p?(1 —a)?, f; > 0 sartlan altinda E, enfeksiyon icermeyen durum olarak

temsil edilsin. Burada iki durum s6z konusudur :

(i) Eger d%2 <e? , y2>w? , d, <w? ve x >y kosullar1 saglanmas1 durumunda,
enfeksiyon icermeyen durumun denge noktasi E; 7 < t* olmasi durumunda asimptotik
olarak denge haline gelecektir. Aksi halde yanit > t* durumunda ise denge haline
gelmeyecektir.

. 1 (ex — d191)W2 —dye,

T* = —arccos
Wo efw? + es

olarak ele alinmaktadir.

(ii) Eger d2 > e? sartinin saglanmasi1 durumunda ise biitiin T degerleri igin E, yerel olarak

asimptotik bir denge halinde olacaktir [17].
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SONUC ve TARTISMA

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda polinomlarin sifirlarina ait en 6nemli yontemlerden biri
olan Descartes isaret kurali temel alinmistir. Bes ana bdliimden olusan bu tez ¢alismast
Descartes isaret kuralina ait farkli kaynaklarin incelenmesi ve orijinal 6rneklerin eklenmesi
ile konu hakkinda bir yol haritas: olmast amaciyla hazirlanmistir. Bu ¢alismada teoreme ait
farklt ispatlar kullanilarak yontemin farkli agilardan ele alinabilecegi gosterilmek
istenmistir. Tezin son boliimiinde verilen farkli uygulama alanlari ile farkli disiplinler i¢in
de faydali bir ¢alisma olmasi amaglanmustir. Tez ¢alismasi boyunca verilmis biitiin 6rnekler

orjinaldir. Bu 6rnekler ile konunun daha iyi anlagilmas1 amaglanmustir.
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