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Üçüncü bölümde diskte analitik ve diskin kapanışında sürekli fonksiyonlar uzayında, klasik 

Hardy ve değişken üslü Hardy uzaylarında Taylor serilerinin eş zamanlı maksimal yaklaşım 

özellikleri ile ilgili sonuçlar verilmiş ve ispat edilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde disk yerine basit bağlantılı bölge alınarak, klasik Smirnov ve değişken 

üslü Smirnov sınıflarında Faber serilerinin eş zamanlı maksimal yaklaşım problemlerine 
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This thesis consists of five chapters including introduction and sources. 

  

In the introduction part, a brief summary of the studies in the mathematical literature related 

to the subject investigated in this thesis study is given and the topicality of this thesis subject 

is explained. 

 

In the preliminary information section, basic definitions and theorems are given, as well as 

some information about Faber polynomials and Faber series and their approximation 

properties.  

 

In the third chapter, the results about the simultaneous maximal approximation properties of 

Taylor series in the space of analytic and continuous functions at the closure of the disc, 

classical Hardy and variable exponent Hardy spaces are given and proven. 

 

In the fourth chapter, by taking the simply connected region instead of the disc, simultaneous 

maximal approximation problems of Faber series, in the classical Smirnov and variable 

exponent Smirnov classes are examined, the solution methods of these problems are 

examined and the results obtained are proved. 

 

In the fifth chapter, the sources used in the thesis work are given.  
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1. GİRİŞ 

Yaklaşım teorisinde belirli özelliklere sahip fonksiyonların oluşturduğu uzaylarda yaklaşım 

problemleri incelenmektedir. Bu uzaylardan alınan her obje yaklaşılan fonksiyon olarak 

değerlendirilir. Yaklaşan fonksiyonlar olarak bu uzayın daha iyi özelliklere sahip olan 

fonksiyonlarının oluşturduğu alt uzaylar alınır. Bu alt uzaylar genellikle trigonometrik 

polinomlar, cebirsel polinomlar, rasyonel fonksiyonlar ve diğer basit özelliklere sahip olan 

fonksiyonlar yardımı ile oluşturulur. 

 

 Literatürde değişik fonksiyon uzaylarında yaklaşımla ilgili geniş bilgiler ve sonuçlar özel 

halde [29], [49], [16], [68] kaynaklarında detaylı bir şekilde verilmektedir. Örneğin: Sürekli 

fonksiyonlar sınıfında, sabit üslü Lebesgue uzaylarında, bu uzayların periyodik 

benzerlerinde klasik sonuçlar [49] kaynağında, daha sonra elde edilen sonuçlar [16] 

kaynağında, kompleks düzlemde ve onun basit bağlantılı bölgelerinde yaklaşım teorisi 

alanında elde edilmiş sonuçların  bir kısmı ise [20] kaynağında görülebilir. Üstelik kompleks 

düzlemde yaklaşım problemlerinin incelenmesi sürecinde Faber polinomları ve bu 

polinomların yardımı ile oluşturulan Faber serileri vazgeçilmez objeler olarak 

araştırılmaktadır. Faber serilerinin avantajı, onların diskte tanımlı Taylor serilerinin basit 

bağlantılı bölgelere direkt genelleştirmeleri olmasıdır. Bu açıdan bakıldığında basit 

bağlantılı bölgelerde elde edilen sonuçların ispatında kullanılan yöntemler diskteki benzer 

sonuçların ispatında kullanılan yöntemlerin genelleşmeleri olarak karşımıza çıkmaktadır. 

 

Yaklaşım teorisinin bir diğer önemli problemi eş zamanlı yaklaşım problemleri olarak 

bilinen problemlerdir. Bu tip problemlerde belli mertebeye kadar türevleri olan fonksiyonlar 

uzayında yaklaşım problemleri incelenir. Bu tip yaklaşımın başlıca özelliği belli sınıftan olan 

yaklaşım araçlarının verilen fonksiyonlara, bu araçların türevlerinin ise bu fonksiyonların 

türevlerine yaklaşabilir olmasıdır. Böylece eş zamanlı yaklaşım normal yaklaşımın bir 

genelleştirilmesimesi olarak da nitelendirilebilir. 

 

Yaklaşım teorisinde geleneksel araştırma problemlerinden biri de maksimal yakınsaklık 

problemidir. Bu tip problemlerde kompleks düzlemin belirli bölgelerinde (kanonik 

bölgelerde) tanımlı fonksiyonlar uzayı verilir, fakat yaklaşım problemi kanonik bölgeden 

daha dar olan alt bölgede araştırılır. Bunun sonucunda alt bölgede elde edilen  yaklaşım 

hızının kanonik bölgedeki yaklaşım hızından daha büyük olacağı beklenebilir. Bu 
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beklentinin doğruluğu sadece maksimal yaklaşımın incelendiği ve bu yönde bir dizi 

sonuçların elde edildiği çalışmaları kapsayan [12] kaynağında da görülebilir. 

Matematik literatürde kompleks düzlemin alt kümelerinde tanımlı fonksiyon uzaylarında 

hem maksimal yaklaşım hem de eş zamanlı yaklaşımın araştırıldığı çalışmalar yok denecek 

kadar azdır. 

 

Bu tez çalışmasının başlıca özelliği kompleks düzlemin belirli alt kümelerinde tanımlı 

fonksiyon uzaylarında aynı zamanda hem eş zamanlı yaklaşımın hem de maksimal yaklaşım 

problemlerinin birlikte incelenmesidir. Tezde bu problemler sürekli fonksiyonlar uzayında, 

klasik Hardy ve değişken üslü Hardy uzaylarında, klasik Smirnov ve değişken üslü Smirnov 

sınıflarında araştırılmaktadır. 

 

Tez çalışmasını oluşturan başlıca sonuçların ispatında kullanılan yöntemler genel olarak, 

sabit veya değişken üslü Smirnov uzaylarında benzer problemlerin araştırıldığı [33]-[45] 

çalışmalarında ve [12] kaynağında uygulanan yöntemlerdir. 
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2. ÖN BİLGİLER 

2.1 Temel Tanımlar ve Teoremler 

 Tanım  ,a b   olmak üzere sürekli bir  : ,a b   fonksiyonuna  

düzleminde bir eğri denir.    a b    olması halinde  ’ya kapalı eğri,   eğrisi sadece 

1 2t t  için    1 2t t   oluyorsa  ’ya Jordan eğrisi denir.   türevi var ve sürekli ise 

’ya diferansiyellenebilir eğri, diferansiyellenebilir  eğrisi için eğer her  ,t a b  için

  0t   oluyorsa  ’ya düzgün eğri denir [1, sayfa: 120]. 

 Tanım a t b   için       : z z t x t iy t     sürekli bir eğri olsun.  ,a b  kapalı 

aralığının  

1 2 3 1... na t t t t b       

biçimindeki parçalanışı olan keyfi bir  1nt 
  dizisi için 

   1

1

n

k k

k

z t z t



  

toplamı sınırlı kalıyorsa   eğrisine sonlu uzunluklu eğri denir [2, sayfa: 417]. 

 Tanım  , .V  bir normlu uzay olsun. V  üzerinde  ,d x y x y   şeklinde 

tanımlanan metriğe .  normu ile ilişkili metrik ve  ,V d  uzayına .  normu ile ilişkili 

metrik uzay denir [3, sayfa: 36]. 

 Tanım  , .V  normlu uzay olsun. Eğer .  normu ile ilişkili metrik uzay  ,V d  tam 

metrik uzay ise  , .V  uzayına Banach uzayı denir [3, sayfa: 48]. 

 Tanım Bir f  kompleks değişkenli fonksiyonu 0z noktasının belli bir  0 ,D z 

komşuluğundaki bütün noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f , 0z noktasında analitiktir 

denir [1, sayfa: 97]. 

 Tanım ,B ’de bir bölge olmak üzere :f B   sürekli dönüşümü verilsin. Eğer 

bir 0z B  noktasından geçen ve aralarındaki açı   olan herhangi iki düzgün 1  ve  2

eğrilerinin  1f   ve  2f   resim eğrileri de  0 0w f z  da aralarında yön ve büyüklük 

bakımından   açısı yapıyorlarsa f  fonksiyonuna 0z ’da bir konform dönüşümdür denir. 

Eğer her 0z B  noktasında f  konform ise f , B ’de konformdur denir [3, sayfa:295]. 

 Tanım   kompleks düzlemde bir eğri olsun. Eğer U  çemberini  ’ya resmeden ve  
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U  çemberinin bir komşuluğunda konform olan bir dönüşüm varsa   eğrisine analitik eğri 

denir [4].  

Her analitik eğri bir Jordan eğrisidir. 

 Tanım f  Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon ve  c olsun. 

    sup inf :
x

ess f x c f x c hemen her yerde   

şeklinde tanımlanan ifadeye f  fonksiyonunun esaslı supremumu denir [3, sayfa:26].   

 Tanım f  Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon ve  c olsun. 

    inf sup :
x

ess f x c f x c hemen her yerde   

şeklinde tanımlanan ifadeye f  fonksiyonunun esaslı infimumu denir [3, sayfa:26].    

 Tanım A  Lebesgue ölçülebilir bir küme olsun. 1 p    için 

 

 

, 1

sup ,

p

A

x A

f x dx p

ess f x p


     



   



 

şartını sağlayan A  üzerinde tanımlı Lebesgue ölçülebilir f  fonksiyonlarının oluşturduğu 

küme  pL A  ile gösterilir.   pL A  kümesine Lebesgue uzayı denir [3,sayfa:27]. 

 Tanım   sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi olsun. 1 p    için  

 
 

1

p

p
p

L
f f z dz





 
   
 
  

şartını sağlayan   üzerinde tanımlı bütün Lebesgue ölçülebilir kompleks değerli 

fonksiyonların kümesine Lebesgue uzayı denir ve  pL   ile gösterilir.  

 pL   uzayı  
 pL

f


 normu ile bir Banach uzayıdır [5]. 

 Tanım , 0,1,2,...,ka k n   ve 0na   olmak üzere  
0

n
k

n k

k

P z a z


  olarak  

tanımlanan ifadeye n  dereceli cebirsel polinom denir [6, sayfa:2].  

 Tanım Kompleks düzlemde bağlantılı ve kapalı kümeye kontinyum, bağlantılı ve 

açık kümeye de bölge denir [7]. 

 Tanım ,A ’de bir bölge olsun. A  içindeki her   eğrisi yine A  içinde sabit bir 0z

noktasına homotop ise A ’ya basit bağlantılı bölge denir [1, sayfa:25].  
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 Tanım G sonlu uzunluklu bir   Jordan eğrisiyle sınırlı bir bölge, ,f G  bölgesi 

içerisinde analitik ve 0p   olsun. G  içindeki 
n   özelliğine sahip sonlu uzunluklu 

kapalı Jordan eğrilerinin bir  n  dizisi için  

 
n

p

f z dz M


  

koşulunu n ’den bağımsız bir M  sabiti ile sağlayan f  fonksiyonlarının sınıfına Smirnov 

sınıfı denir ve  pE G ile gösterilir. Özel halde  : : : 1G D z z    ise  pH D  Hardy 

uzayı elde edilir [2]. 

 Teorem (Cauchy İntegral Formülü) G  bir bölge ve   bu bölge içinde kapalı bir 

eğri olsun. Eğer a,   içinde bir nokta ve  f z , G ’de analitik ise, 

 
 1

2

f z
f a dz

i z a





  

olur [1, sayfa:148]. 

 Teorem (Sınırsız Bölgeler için Cauchy İntegral Formülü) G sonlu uzunluklu bir 

Jordan eğrisiyle sınırlanmış sınırlı bir bölge ve   bunun pozitif yönlendirilmiş sınırı  olsun. 

,f G  bölgesinde analitik bir fonksiyon ise  

     

 

,1

,2

f f z z C Gf
d

f z z Gi z




 


    
 

 
  

olur [8, sayfa:486]. 

 Teorem (Riemann Konform Dönüşüm Teoremi) G   sınırı en az iki noktadan 

oluşan basit bağlantılı bir bölge ve 0z G  olsun. Buna göre, G  bölgesini D  birim diskine, 

 0 0f z   ve  0 0f z   şartları altında resmeden bir tek f  konform dönüşümü  vardır [9].  

 Teorem E   en az iki noktadan oluşan, basit bağlantılı tümleyene sahip sınırlı bir 

kontinyum olsun. Bu durumda \ E  bölgesini \ D  bölgesine  

      ve 
 

lim 0
z

z

z




  

şartları altında resmeden   konform dönüşümü tektir [9].  

 Teorem G  bölgesinin sınırı bir Jordan eğrisi olsun. Buna göre G  bölgesinden D  

birim diske tanımlı her konform dönüşüm G ’ye bire bir ve sürekli olarak genişletilebilir 

[10, sayfa:24]. 
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 Tanım  ,t a b  için  , z z t   parametrik gösterimine sahip sonlu uzunluklu eğri 

olsun. 0 1   olduğunda    1 2 1 2z t z t c t t


    olacak şekilde bir c sabiti bulunuyorsa 

  eğrisine  dereceden Lipschitz eğrisi denir ve Lip   olarak gösterilir [11]. 

 Teorem (Hölder Eşitsizliği) 1 ,p q    ve 
1 1

1
p q
   olsun. 

Eğer 
p qf L ve g L   ise 

1fg L  dir ve  

1 1

p q
p q

p q
fg dz f dz g dz f g

  

   
    
   

    

olur [9]. 

 

2.2 Faber Polinomları ve Faber Serileri 

0R   olmak üzere 
0z z R   diskinde analitik bir f  fonksiyonunun  

   0

0

n

n

n

f z a z z




   

şeklinde Taylor serisine açıldığı bilinmektedir. Bu seri diskte yakınsak ve bu diskin her 

kompakt alt kümesinde düzgün yakınsaktır. Faber serileri, disk durumunda bilinen Taylor 

serilerinin basit bağlantılı bölgeler durumuna genelleştirilmesidir. 

K , basit bağlantılı tümleyene sahip sınırlı bir kontinyum olsun. K  kontinyumunun 

tümleyenini G  ile gösterelim. 

:G K   ,   : : 1D w w    ve  : : 1D w w     olmak üzere 

 Riemann konform dönüşüm teoremine göre; G  bölgesini D
 bölgesine  

      ve  
 

lim 0
z

z

z


 


      

şartları altında resmeden bir tek   konform dönüşümü vardır. 

  fonksiyonu G  bölgesinde   noktası dışında analitik ve bu nokta fonksiyonun birinci 

mertebeden bir kutup noktasıdır. 

Laurent teoremine göre   noktasının çıkarılmış komşuluğunda   fonksiyonunun seri 

açılımı  

  1 2
0 2

.... ...k

k
z z

z z z

 
          

şeklindedir. 
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n  olmak üzere 

  1 2
0 2

.... ...

n
n

k

k
z z

z z z

 
  

 
          
 

 

                     
   

1 2 1 2
1 2 1 0 2

... ...
n n

n n n nn n n n

n n

b b
z a z a z a z a

z z
  

           

olduğu görülür. 

Bu eşitlikte z ’nin negatif olmayan kuvvetlerinden oluşan ve 1n  tane terimin toplamını 

         1 2

1 2 1 0...
n n n nn n n n

n n nz z a z a z a z a  

         

ile, z ’nin negatif kuvvetlerinden oluşan ve sonsuz terim içeren toplamı ise 

 
     
1 2

2
... ...

nn n

k
n k

bb b
E z

z z z
       

ile gösterilecek olursa, 

      ,
n

n nz z E z z G                                                                                   (2.1) 

eşitliği yazılır.  

 
n

z    fonksiyonu G  bölgesinde   noktası dışında analitiktir ve   noktasında n  

dereceli bir kutba sahiptir.  n z , n  dereceli bir polinom,  nE z  fonksiyonu ise G  

bölgesinde analitik olup   0nE    dır. 

 Tanım n  olmak üzere  n z  polinomlarına K  kontinyumunun .n  dereceden  

Faber polinomları denir. z G  için (2.1) eşitliğinden  

     
n

n nz z E z                                                                                                     (2.2) 

eşitliği elde edilir.  

2.2.2 Tanım   : : 1R z G ve z R       olmak üzere, 

R  eğrilerine K  kontinyumunun seviye eğrileri denir.  w z  dönüşümü konform ve 

univalent   (bire-bir ve analitik) olduğundan,  R  kapalı analitik bir eğridir. Bu sebeple R

seviye eğrisi  kompleks düzlemi iki bölgeye ayırır. Bu bölgelerden, R  ile sınırlanan sınırlı 

bölgeyi RG  ve sınırı R  olup, sonsuzluğu içeren sınırsız bölgeyi 
RG  ile gösterelim. RG  ve

RG  bölgelerine kanonik veya doğal bölgeler denir. 

G  bölgesini D
 bölgesine dönüştüren  w z  dönüşümünün tersini  z w  ile 

gösterelim. 
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Buna göre,   fonksiyonu D
 bölgesini G  bölgesine konform ve univalent (bire-bir ve 

analitik) olarak resmeder. 

      ve  
 

lim 0
z

z

z


 


      olduğu göz önüne alınırsa, 

    
 
1 1

0ve  
 

       
 

 

olur. 

Bu durumda,   fonksiyonu D
 bölgesinde  noktası haricinde analitiktir ve   

noktasında bir basit kutba sahiptir.   fonksiyonunun   noktasındaki Laurent açılımı,

  1 2
0 2

... ..., 1k

k
z w w w

w w w

 
            

şeklindedir. 

Rz G  için (2.1) eşitliğinden hareketle 

     1 1 1

2 2 2
R R R

n

n nE
d d d

i z i z i z

   
  

     
  

     
                                                    (2.3) 

eşitliği elde edilir. 

Rz G  olduğundan sınırsız bölgeler için Cauchy integral formülünden 

 1
0

2
R

nE
d

i z




 



   

olur. Buna göre  (2.3) ifadesinden, Rz G için  

 
 1

2
R

n

n z d
i z

 


 


   
                                                                                              (2.4) 

eşitliği elde edilir.  

(2.4) ifadesinde  t   dönüşümü yapılırsa,  

 
 

 
1

,
2

n

n R

t R

t t
z dt z G

i t z



 



  

  

olduğu görülür. Son eşitlikten görüldüğü gibi   n z  Faber polinomları, 
 

 

t

t z








 

fonksiyonunun   noktasının çıkarılmış komşuluğundaki Laurent açılımının Laurent 

katsayılarıdır. Buna göre, 
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 

 

 
1

0

,
n

Rn
n

t z
z G ve t R

t z t










 
  


  

elde edilir. 

2.2.3 Tanım  
 

 

t

t z








 fonksiyonuna   n z  Faber polinomlarının üreteç fonksiyonu 

denir.                                         

2.2.4 Tanım    n z ’ler K  kontinyumunun Faber polinomarı olsun.  na  bir karmaşık 

sayı dizisi olmak üzere,  

 
0

n n

n

a z




  

şeklindeki serilere K  kontinyumuna göre Faber serileri denir.   

 na  bir kompleks sayı dizisi ve   n z ’ler K  kontinyumunun Faber polinomları olmak 

üzere, 

1
lim sup 1, 1n

n
n

a R
R

                                                                                           (2.5) 

şartıyla  
0

n n

n

a z




  Faber serisi, RG  bölgesinde mutlak yakınsak, RG  bölgesinin kompakt 

alt kümelerinde düzgün yakınsaktır [12, sayfa 49]. 

f  fonksiyonu RG bölgesinde analitik ve sınırlı bir fonksiyon olsun. f  fonksiyonu için

  , Rf z M z G   

olacak şekilde bir M sabiti vardır.  

(2.5) şartı sağlanmak üzere , f   fonksiyonu için, 

   
0

,k k R

k

f z a z z G




                                

seri açılımı yazılabilir [12, sayfa 50]. 

Bu serideki  ka  katsayılarına, f  fonksiyonunun Faber katsayıları denir ve       

  
1

1

2
k k

t R

f t
a dt

i t



 



   

formülü ile ifade edilir. 

Bu seri RG  bölgesinin kompakt alt kümelerinde düzgün yakınsak olduğundan türev serileri  

   
0

,k k R

K

f z a z z G




     
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   
0

,k k R

K

f z a z z G




     

… 

       
0

,
m m

k k R

K

f z a z z G




                                                                                    (2.6) 

şeklinde yazılır. 
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3. TAYLOR SERİLERİ İLE EŞ ZAMANLI MAKSİMAL YAKLAŞIM 

3.1 Taylor Serilerinin Düzgün Normda Eş Zamanlı Maksimal Yakınsaklığı 

  1R   için 
RD , kompleks düzlemde R  yarıçaplı disk olmak üzere, 

RD  diskinde  

 analitik ve 'RD da  sürekli fonksiyonların sınıfını  RC D  ile tanımlayalım. 

Bu bölümde  RC D  sınıfından olan fonksiyonların m. türevine verilen fonksiyonun Taylor 

serisinin uygun türev serisi ile 1z   diskinde yaklaşım incelenmiş ve yaklaşım hatası 

 C D  uzayının normunda değerlendirilmiştir. 

1R   olmak üzere,  Rf C D  olsun. Bu durumda, Taylor teoremine göre

 
0

,k

k R

k

f z a z z D




                                                                                                (3.1)                     

olduğu bilinmektedir [12, sayfa 196].  

Bu serideki  ka  katsayılarına, f  fonksiyonunun Taylor katsayıları denir ve        

 
1

1

2
k k

t R

f t
a dt

i t 



   

formülü ile ifade edilir. 

Bu seri z R  diskinin kompakt alt kümelerinde düzgün yakınsak olduğundan türev serileri  

  1

1

,k

k R

k

f z a kz z D






                                                                                            (3.2)

    2

2

1 ,k

k R

k

f z a k k z z D






     

 … 

   
 

!
,

!

m k m

k R

k m

k
f z a z z D

k m






 


                                                                         (3.3) 

şeklinde yazılır. 

 Tanım  Rf C D , her ,n m   ve m n  olmak üzere,  m
f  türevine Taylor 

türev serisi ile 1z   diskinde maksimal yaklaşım hatası 

      
   1

! !
; , 1

! !

n
m m k m k m

n k k

k m k n

k k
R z f f z a z a z z

k m k m


 

  

   
 

                   (3.4) 

şeklinde tanımlanır. 
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 Tanım  Rf C D  için, 

   max
RC D z R

f f z


  

şeklinde tanımlanan norma f ’in 
RD ’deki düzgün normu denir.  

 Tanım 
nW  derecesi n ’yi aşmayan polinomlar sınıfı olmak üzere, 

 
   

; inf
C DR Rn n

n R nC D p W
E f D f p


   

sayısına f  fonksiyonu için  RC D  uzayında cebirsel polinomlarla düzgün normda en iyi 

yaklaşım sayısı denir.   

Buna göre 
np  ile 

RD  kapalı diskinde f ’ye en iyi yaklaşan polinomunu gösterecek olursak, 

     
 

; ,
R

n n R RC D
f z p z E f D z D                                                                           (3.5) 

yazılabilir.  

 Lemma 1u   olmak üzere 

 
 

 

   
1

1 1

1 1 !.! !
,

1! 1 1

m
k m n j m

j j
k n j

m j nk j
u P n m j u

jk m u u


  


  

   
           

   

eşitliği sağlanır.  

İspat  

 
 

 
   1

1 1 1

!

! 1

mm n
m

k m k k

k n k n k n

k u
u u u

k m u

  


     

  
     

    
   . 

Buradan 
1

1

nu

u




 ifadesinde 1. türev,  

     

 

   

   

11 1

2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1

n n nn nn u u u n u uu u

u u u u

        
   

    
                            

             
 

 
   

2 2 2

1

1 1 1

1 1 1 11 1 1

n n n

u

n u n u n
u u u

u u u uu u u


               
             

      

olarak bulunur. 2. türev,  

       

1
1

2 2 2 3

1 1 2

1 1 11 1 1 1

n
n n nu n n n

u nu u
u u uu u u u




        
                                

 

olarak bulunur. Bu sonucun tekrar türevini alarak 3. türevi, 
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 
     

1
2 1

2 2 3

1 2
1

1 1 1 1 1

n
n nu n n

n n u nu
u u u u u


 

     
                     

 

                 
       

1

2 3 3 4

2 6

1 1 1 1

n nn n
nu u

u u u u


   

      
         

         

 
         

2 1

2 2 3 3 4

1 2 2 6
1 2

1 1 1 1 1 1

n n nn n n
n n u nu u

u u u u u u

 
     

           
               

  

olarak bulunur. Bu şekilde ardışık türevler alıp .m  türev için  genelleştirdiğimiz takdirde 

 
 

 

   
1

1 1

1 1 !.! !
,

1! 1 1

m
k m n j m

j j
k n j

m j nk j
u P n m j u

jk m u u


  


  

   
           

                   

eşitliği elde edilir.  

 Teorem 1R   için  Rf C D  olsun. Her ,n m ve m n  olmak üzere, 

  
  

   
 

 

1 ! !
; ; , 1

1 ! 1 R

m

n n Rn C D

C R m nn
R z f E f D z

n m R R


 

  
 

olur. 

İspat  (3.3) den , 
   

 
!

,
!

m k m

k R

k m

k
f z a z z D

k m






 


  olduğu biliniyor 

 
1

1

2
k k

t R

f t
a dt

i t 



    

olmak üzere  (3.4) ifadesi 

    
  1

1

1 !
; , 1

2 !

k m
m

n k
k nt R

k z
R z f f t dt z

i k m t




 

 
  

 
                                             (3.6) 

olarak yazılır. 

 np t  ile f  fonksiyonuna  RC D  uzayında derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel 

polinomlar sınıfında en iyi yaklaşan polinom gösterilecek olursa,  kz  sisteminin t R  

üzerinden ortogonallığı da dikkate alındığında; 

       
  1

1

1 !
; , 1

2 !

k m
m

n n k
k nt R

k z
R z f f t p t dt z

i k m t




 

 
   

 
                              (3.7) 

olduğu görülür. (3.5) ve (3.7) den 
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    
   1

1

1 1 !
; ; , 1

2 !R

k m
m

n n R m k mC D
k nt R

k z
R z f E f D dt z

k m tt



 
 

 


                    (3.8)       

eşitsizliği yazılabilir.  

t R  ve 1z   olduğundan Lemma 3.1.5 den, 
z

u
t

  olduğunda 

   1 1

!. !

!. !

k m
k m

k m
k n k n

k z k
u

k m t k m

 



   


 

   

                             
 

   
1

1

1 1 !. !
,

1 1 1

m
n j m

j j
j

m j n j
P n m j u

j u u

 




   
           
                         (3.9)                                                              

elde edilir. 

Buna göre  (3.8) eşitsizliğinin sağ tarafındaki integral aşağıdaki şekilde değerlendirilebilir: 

 
 

1

1 1
1

1 1 !. !1 1
, .

12

j jn j mm

m j j
jt R

m j n t j tz
P n m j dt

j tt t z t z

 

 


   
           

        

 
 

1

1 1 1
1

1 1 ! !1 1 1 1
, . . . .

1 2 2

n j m j n j m j
m

m n j m j m n j m j
j t R t R

m z j n t z j t
P n m j dt

j t t t z t t t z 

    

      
  

   
    

      
        

                                                                                                                                                                        

 
 

11
1

1 . 1 ! !
,

1 2 2

m

j jn n
j t R t R

m dt dtn j j
P n m j

j R Rt z t z  
  

   
    

      
   .                              (3.10)       

t R  ve 1z   olduğu dikkate alınırsa 1t z R    yazılır. Böylece (3.10) eşitsizliğinden 

    
 

 

     

 

   
11

1

1 ! . 1 !! !
; ; .

!. 1 ! ! 1 1R

m
m

n n R j jn nC D
j

m n jn j
R z f E f D

m j j n m j R R R R




   
   
         


    
 

 

     

 

     
11

1 1

1 ! 1 !! !
; ; . . . .

! ! ! !1 . 1R

m m
m

n n R j jn nC D
j j

m mn n n j
R z f E f D

m j n m j m j n m jR R R R


 

  
  

        
    

elde edilir. Buradan, 

    
 

 

 
 

1

1

, 1 21 ! ! 1
; ;

, 21 ! 1

1

R

m

m

n n R nC D

Rm nn R
R z f E f D

Rn m R

R




   

 
  

 

 

değerlendirmesi yapılabilir ve sonuç olarak  

  
  

   
 

 

1 ! !
; ; , 1

1 ! 1 R

m

n n Rn C D

C R m nn
R z f E f D z

n m R R


 

  
                                          (3.11) 
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olduğu görülür.  

0m   durumunda bu Teorem ispatı [12, sayfa: 197] de verilmektedir.  

Özel halde (3.11) eşitsizliğinde 1m   ve 2m   alındığında sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler 

elde edilir.  

 
 

 
 

 

.
; ;

1 R
n n Rn C D

n c R
R z f E f D

R R
 


, 

 
 

 
 

 

2

; ;
1 R

n n Rn C D

n c R
R z f E f D

R R
 


. 

 

3.2 Taylor Serilerinin Hardy Uzaylarında Eş Zamanlı Maksimal Yakınsaklığı 

Bu alt bölümde  p

RH D  sınıfından olan fonksiyonların eş zamanlı maksimal yakınsaklığı 

incelenmiş ve yaklaşım hatası  C D  uzayı normunda değerlendirilmiştir.  

 Tanım f , 0R   için 
RD  diskinde analitik olsun. 1 p    olmak üzere, f  

fonksiyonu  

 

1

2

0

sup 1

0 2

p p

if re d
r R


 



 
   
  
 

  

şartını sağlıyor ise  p

Rf H D ’ dir.  

 p

Rf H D  ise 'f in  z R  çemberi üzerinde hemen her yerde açısal yollar üzerinden 

sınır değerlerinin olduğu ve sınır değerlerinin oluşturduğu fonksiyonun  çemberi 

üzerinde 
pL  Lebesgue uzayına ait olduğu, yani  pf L z R   olduğu bilinmektedir. 

 Tanım 1 1R ve p     için 
   m p

Rf H D  olsun. Her ,n m  ve m n  olmak 

üzere 

      
   1

! !
; : , 1

! !

n
m m k m k m

n k k

k m k n

k k
R z f f z a z a z z

k m k m


 

  

   
 

                 (3.12)   

olarak gösterilsin. 

      
   1

! !
; , 1

! !

n
m m k m k m

n k k

k m k n

k k
R z f f z a z a z z

k m k m


 

  

   
 

   

ifadesine  m
f  ne .m  Taylor türev serisinin eş zamanlı maksimal yaklaşım hatası denir.                  

z R
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 Tanım 1R   ve   için  olsun.  np t , f  fonksiyonuna 

 p

RH D  normunda derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel polinomlar sınıfında en iyi 

yaklaşan polinom olmak üzere f  fonksiyonunun n . dereceden p ortalamada en iyi 

yaklaşım sayısı, 

   
 

   

1

1
;

2
p

R

p
pp

n R nH D

t R

E f D f t p t dt




 
  
  

   

olarak tanımlanır. 

 Teorem 1R   için  1 Rf H D  olsun. Her ,n m  ve m n  olmak üzere,  

  
  

   
   

 1

1

1

1 ! !
; ; , 1

1 ! 1 R

m

n n Rn H D

C R m nn
R z f E f D z

n m R R


 

  
 

olur. 

İspat   (3.3) den , 
   

 
!

,
!

m k m

k

k m

k
f z a z z R

k m






 


  olarak yazılır. 

 
1

1

2
k k

t R

f t
a dt

i t 



    

olduğunda (3.12) ifadesi  

    
  1

1

1 !
; , 1

2 !

k m
m

n k
k nt R

k z
R z f f t dt z

i k m t




 

 
  

 
    olarak elde edilir . 

 np t  ile  1 RH D  diskinde f ye  en iyi yaklaşan derecesi n ’den büyük olmayan polinom 

gösterilecek olursa,  kz  sisteminin t R  üzerinden ortogonalliği dikkate alındığında

       
  1

1

1 !
; , 1

2 !

k m
m

n n k
k nt R

k z
R z f f t p t dt z

i k m t




 

 
   

 
                            (3.13) 

olduğu görülür.  

(3.13) eşitliğinin sağ tarafındaki toplamın 
z

u
t

  için Lemma 3.1.5 yardımı ile 

  1
1

!

!

k m

k
k n

k z

k m t




  
   

 
1

11
1

1 1 !. !1
,

1

j jn j mm

j jm
j

m j n t j tz
P n m j

jt t t z t z

 




   
            

  

 şeklinde değerlendirilebileceği görülür. Buradan 

 

 

     

 

     
11 1

1 1 1

1 ! 1 !! ! !
max

! ! ! ! !1 1

k m m m

j jk n nt R
k n j j

m mk z n n n j

k m t m j n m j m j n m jR R R R



 
   

  
  
         

    

1 p    p

Rf H D
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yazılır. Böylece, 

      
 

 

     

 

     
1

1

11
1 1

1 ! 1 !! !
; ;

! ! ! !1 1R

m m
m

n n R j jH D n n
j j

m mn n n j
R z f E f D

m j n m j m j n m jR R R R


 

  
  

        
   

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikten  

      
 

 

 
 

1

1

1

1

1

, 1 21 ! ! 1
; ;

, 21 ! 1

1

R

m

m

n n R nH D

Rm nn R
R z f E f D

Rn m R

R






   

 
  

 

 

değerlendirmesi yapılabilir ve  

  
  

   
   

 1

1

1

1 ! !
; ; , 1

1 ! 1 R

m

n n Rn H D

C R m nn
R z f E f D z

n m R R


 

  
                                                (3.14) 

sonucu elde edilir.  

Bu teorem 0m   durumunda [12, sayfa:198]’ de ispat edilmiştir. Özel halde (3.14) 

eşitsizliğinde 1m   ve 2m   alındığında sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler elde edilir.  

 
 

 
   

 1

1

1
; ;

1 R
n n Rn H D

nC R
R z f E f D

R R
 


  , 

 
 

 
   

 1

2

1

1
; ;

1 R
n n Rn H D

n C R
R z f E f D

R R
 


. 

 Teorem 1R   ve 1 p    için  olsun. Her ,n m  ve m n  olmak  

üzere, 

  
  

   
   

 
1

1 ! !
; ; , 1

1 ! 1 pH DR

m p

n n Rn

c R m nn
R z f E f D z

n m R R


 

  
 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat (3.3) den , 
   

 
!

,
!

m k m

k R

k m

k
f z a z z D

k m






 


 , ve  (3.12) den 

      
   1

! !
;

! !

n
m m k m k m

n k k

k m k n

k k
R z f f z a z a z

k m k m


 

  

  
 

        

olduğu biliniyor. 

 
1

1

2
k k

t R

f t
a dt

i t 



   olmak üzere, bu eşitlik  

    
  1

1

1 !
; , 1

2 !

k m
m

n k
k nt R

k z
R z f f t dt z

i k m t




 

 
  

 
  ,  

 p

Rf H D
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biçiminde yazılır.  

 np t  ile f  fonksiyonuna  p

RH D  uzayında derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel 

polinomlar sınıfında en iyi yaklaşan polinom gösterilecek olursa,  kz  sisteminin t R  

üzerinden ortogonalliği dikkate alındığın da 

       
  1

1

1 !
; , 1

2 !

k m
m

n n k
k nt R

k z
R z f f t p t dt z

i k m t




 

 
   

 
                            (3.15) 

olduğu görülür.  

(3.15) eşitliğinin sağ tarafındaki toplam 
z

u
t

  için  Lemma  3.1.5 yardımı ile                                                                  

   
 

 

   
11 1 1

1 1 1

1 1 !.! 1 ! 1 !
,

1! ! 1 1

k m k m m
n j m

j jk m k m m
k n k n j

m j nk z k z j
P n m j u

jk m t t k m t t u u

  
 

   
    

   
             

     

şeklinde yazılır. Buna göre  

        
 

1

1 1
1

1 1 ! !1 1
; ,

12

j jn j mm
m

n n m j j
jt R

m j n t j tz
R z f f t p t P n m j dt

j tt t z t z

 

 


   
             



   
 

     

 
1

1 1
1

1 ! !1 !1 1 !

2 ! 1 ! !

n j m j j
m

n m n j m j j
jt R

z j n t j tm n
f t p t dt

m j j n m jt t t z t z

  

   


 
    

       
  

 

   
   1

1

1 ! ! 1

! ! 2

m

n jn
j t R

dtm n n
f t p t

m j n m j R t z
 


 

   
   

 

   
    1

1

1 ! ! 1

! ! 2

m

n jn
j t R

dtm n j
f t p t

m j n m j R t z 
 


 

   
   

eşitsizliği elde edilir. 
1 1

1, 1 1p q ve
p q

     olmak üzere 

  
 

   
   

1 1

1
1

1 ! ! 1 1
;

! ! 2 2

p qm
pm

n n jqn
j t R t R

dtm n n
R z f f t p t dt

m j n m j R t z 
  

   
    

         
    

 

   
     

11

1
1

1 ! ! 1 1

! ! 2 2

qpm
p

nn j q
j t R t R

dtm n j
f t p t dt

m j n m j R t z  
  

  
   

        
    

eşitsizliği yazılır. Buradan 

  
 

   
   

 

1

1
1

1 ! ! 1
; ;

! ! 2
p

R

qm
m p

n n R jqn H D
j t R

dtm n n
R z f E f D

m j n m j R t z
 

 
  

     
   



19 

 

                   
 

   
   

   

1

1
1

1 ! ! 1
;

! ! 2
p

R

qm
p

n Rn j qH D
j t R

dtm n j
E f D

m j n m j R t z 
 

 
 

     
   

 elde edilir. 

Bu son eşitsizlik    

      
 

 

 
 

1

1

1
1

, 1 21 ! ! 1
; ;

, 21 !

1

p
R

q

m

m p

n n R nH D

q

R

Rm nn R
R z f E f D

Rn m R
R

R








   
 

  

 

        

olarak değerlendirildiğinde,                     

  
  

   
   

 
1

1 ! !
; ; , 1

1 ! 1 pH DR

m p

n n Rn

c R m nn
R z f E f D z

n m R R


 

  
                                   (3.16) 

sonucu elde edilir.  

Özel halde (3.16) eşitsizliğinde 1m   ve 2m   alındığında sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler 

zinciri elde edilir: 

     
 

   
 

1 1

21

1 1 1
; ; ;

2 2
p p

R R

q q

p p

n n R n Rq qn nH D H D

t R t R

dt dtn
R z f E f D E f D

R Rt z t z 

 

   
      

       
   

     
     

1 1

21

.
; ;

. 1 1
p

R

q q
p

n n R nH D n

n R R
R z f E f D

R R R R


 
      
  

                  

 
 

 
   

 1
; ;

1
p

R

p

n n Rn H D

nC R
R z f E f D

R R
 


  ,                                                                  (3.17) 

     
 

   
 

1 1

21 1

1 1
; ; ;

2 2
p p

D DR R

q q

p p

n n R n Rq qn nH H

t R t R

dt dtnn n
R z f E f D E f D

R Rt z t z  

 

   
     

       
 

   
 

   
 

1 1

2 3

1 2 1
; ;

2 2
p p

R R

q q

p p

n R n Rq qn nH D H D

t R t R

dt dtn
E f D E f D

R Rt z t z 
 

   
     

       
   

     
         

1 1 1 1

2 2 31 1

. . . 2.
; ;

1 1 1 1
p

R

q q q q
p

n n R nH D n n n

n nR n R n R R
R z f E f D

R R R R R R R R
 

 
 

          
 

 

 
 

 
   

 

2

1

.
; ;

1
p

R

p

n n Rn H D

n C R
R z f E f D

R R
 


 .                                                                  (3.18) 
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3.3 Taylor Serilerinin Değişken Üslü Hardy Uzaylarında Eş Zamanlı Maksimal 

Yakınsaklığı 

 Tanım  : 0,2E   ve    . : 1,p E    şeklinde tanımlı Lebesgue ölçülebilir bir üs 

fonksiyonu olmak üzere, 

 
 p x

E

f x dx    

koşulunu sağlayan Lebesgue ölçülebilir tüm  f  fonksiyonlarının kümesine değişken üslü 

Lebesgue uzayı denir ve 
   .p

L E  şeklinde gösterilir. 

E  üzerinde tanımlı  .p  üs fonksiyonu için 

   : inf : sup
x Ex E

p ess p x ve p ess p x 


   

notasyonları tanımlansın. 

1 p p     olmak üzere, yukarıda tanımlı 
   .p

L E  kümesi normlu bir uzaydır.  Ayrıca 

bu uzayda denk normlardan biri                           

 

 
 

.
: inf 0 : 1

p x

p

E

f x
f dx



  
   

  
  

şeklinde tanımlanabilir. 

Değişken üslü uzaylarda yaklaşım teorisinin incelenebilmesi için  .p  üs fonksiyonu ile 

ilgili bazı şartların konulması gereklidir. 

 Tanım , ,x y E x y  için    
 

1
,

2log

c
p x p y x y

x y
   

 
 

koşullarına ek olarak,  1 p p     koşulunu da sağlayan  .p fonksiyonlarının kümesi 

 0 E  ile gösterilsin. 

 Tanım    . : 1,p E    şeklinde tanımlı üs fonksiyonu E  kümesinde Lebesgue 

ölçülebilir bir fonksiyon olsun.  p

RH D  analitik fonksiyonların bilinen Hardy uzayı olmak 

üzere, 

          . .1: :
p p

R RH D f H D f L z R     

olarak tanımlanan kümeye RD  çemberinde analitik fonksiyonların değişken üslü Hardy 

uzayı denir. 
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 Tanım    0.p E  ve 
   .p

Rf H D  olsun. 
np , 

   .p

RH D  uzayında f  

fonksiyonuna derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel polinomlar sınıfından en iyi yaklaşan 

polinom olmak üzere 

         . .; :p p
R

n R nH D L z R
E f D f p


           . .; :p p

R
n R nH D L z R

E f D f p


   

ifadesine f  için 
   .p

RH D  uzayında cebirsel polinomlarla  en iyi yaklaşım sayısı denir.  

 Tanım 
   .p

Rf H D , her ,n m  ve m n  olmak üzere  m
f  türevine Taylor 

türev serisi ile eş zamanlı maksimal yaklaşım hatası 

       
   1

! !
; , 1

! !

n
m m k m k m

n k k

k m k n

k k
R z f f z a z a z z

k m k m


 

  

   
 

               (3.19)                          

şeklinde tanımlanır.  

   . : 1,p E    Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olsun. 
   
1 1

1
. .p p
 


 olmak üzere,  

       . .p p
f L E ve g L E


   için  1fg L E  olur.  Ayrıca  

     
   . .p p

E

f x g x dx K p f g


  

eşitsizliğini sağlayan   .p  fonksiyonuna bağlı pozitif bir  K p sabitinin olduğu 

bilinmektedir [13, sayfa:27]. 

 Teorem 1R   ve    0.p E  için 
   .p

Rf H D  olsun. Her ,n m  ve m n  

olmak üzere, 

    
 

   
     .1

1 ! !
; , ; , 1

1 ! 1
p

R

m

n n Rn H D

m nn
R z f c p R E f D z

n m R R


 

  
        

olur. 

 İspat   (3.19) dan 
 

1

1

2
k k

t R

f t
a dt

i t 



   olmak üzere, 

    
  1

1

1 !
; , 1

2 !

k m
m

n k
k nt R

k z
R z f f t dt z

i k m t




 

 
  

 
  , 

 elde edilir. 

 np t  ile f  fonksiyonuna 
   .p

RH D  uzayında derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel 

polinomlar sınıfında en iyi yaklaşan polinom gösterilecek olursa,  kz  sisteminin t R  

üzerinden ortogonalliği dikkate alındığında; 
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      
  1

1

1 !
; , 1

2 !

k m
m

n n k
k nt R

k z
R z f f t p t dt z

k m t




 

  


                              (3.20) 

olur. Buradan 

      
 1

1

1 1 !
; , 1

2 !

k m
m

n n m k m
k nt R

k z
R z f f t p t dt z

k m tt



 
 

  


  

elde edilir. 

Bu son eşitlikte 
z

u
t

  alınırsa, Lemma 3.1.5’e göre 

        
 

1

1 1
1

1 1 ! !1 1
; ,

12

j jn j mm
m

n n m j j
jt R

m j n t j tz
R z f f t p t P n m j dt

j tt t z t z

 

 


   
             

      

                                                                                                                                          

   
 

     

 
1

1 1
1

1 ! !1 !1 1 !

2 ! 1 ! !

n j m j j
m

n m n j m j j
jt R

z j n t j tm n
f t p t dt

m j j n m jt t t z t z

  

   


 
    

       
  

 

     
   

 
1

1

1 !1 ! ! 1 1

! 1 ! ! 2

n j m j
m

n m n j m j
j t R

z j n tm n
f t p t dt

m j j n m j t t t z

 

  
 


 

    
   

 

     
   

1

1 1
1

!1 ! ! 1 1

! 1 ! ! 2

n j m j
m

n m n j m j
j t R

z j tm n
f t p t dt

m j j n m j t t t z

  

   
 


 

    
   

 

   
    1

1

1 ! ! 1

! ! 2

n j m
m

n n j
j t R

zm n n
f t p t dt

m j n m j t t z

 


 


 

   
   

 

   
    1

1

1 ! ! 1

! ! 2

n j m
m

n n j
j t R

zm j n
f t p t dt

m j n m j t t z

 


 


 

   
   

olduğu görülür. Buradan 
   
1 1

1
. .p p
 


 olmak üzere, 

  
 

   

 
       

   

.

.

1

1
1

1 ! !
;

! ! 2
p

R
p

R

n j m
m

m

n n n jH D
j

H D

zm c pn n
R z f f t p t

m j n m j t t z


 





 

   
  

 

   

 
       

   

.

.

2

1
1

1 ! !

! ! 2
p

R
p

R

n j m
m

n n jH D
j

H D

zm j c pn
f t p t

m j n m j t t z


 





 

   
  

 

   

 
     

   

.

.

1

1
1

1 ! !
;

! ! 2
p

R

p
R

n j m
m

n R n jH D
j

H D

zm c pn n
E f D

m j n m j t t z


 







   
  
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 

   

 
     

   

.

.

2

1
1

1 ! !
;

! ! 2
p

R

p
R

n j m
m

n R n jH D
j

H D

zm j c pn
E f D

m j n m j t t z


 







   
  

 

   

 
       

.

1

1
1

1 ! ! 1
;

! ! 2 1
p

R

m

n R jH D n
j

m c pn n
E f D

m j n m j R R 





   
  

 

   

 
       

.

2

1
1

1 ! ! 1
;

! ! 2 1
p

R

m

n R jH D n
j

m j c pn
E f D

m j n m j R R 





   
                              

yazılır. Bu eşitsizlik 

          

 

 
 

.

1

1

1

, 1 21 ! ! 1
; ; , 1

, 21 ! 1

1

p
R

m

m

n n R nH D

Rm nn R
R z f c p E f D z

Rn m R

R






   

 
  

 

 

şeklinde değerlendirilir ve 

    
 

   
     .1

1 ! !
; , ; , 1

1 ! 1
p

R

m

n n Rn H D

m nn
R z f c p R E f D z

n m R R


 

  
                      (3.21)            

 olduğu görülür.  

(3.21) eşitsizliğinde 1m   ve 2m  için hesaplamalar yapılırsa sırasıyla aşağıdaki sonuçlar 

elde edilir: 

, 

 
 

 
     .

2

1
; ;

1
p

R
n n Rn H D

n C p
R z f E f D

R R
 


. 

 

 

 

 

  

 
 

 
     .1

; ;
1

p
R

n n Rn H D

nC p
R z f E f D

R R
 


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4. FABER SERİLERİ İLE EŞ ZAMANLI MAKSİMAL YAKLAŞIM 

4.1 Faber Serilerinin Düzgün Normda Eş Zamanlı Maksimal Yakınsaklığı 

Önce teorem ifade ve ispatlarında kullanılmak üzere sonlu uzunluklu Jordan eğrilerinin bir 

özel alt sınıfını tanımlayalım. 

G , sonlu uzunluklu   eğrisiyle sınırlanan sınırlı bir bölge olup,   sınırı    

     z x s iy s z s    denklemi ile verilmiş olsun. Burada s ,   eğrisinin belli bir 

noktasından  z s  noktasına kadar olan yayın uzunluğunu ifade etmektedir.  

 Tanım p  ve 0 1   olsun. Eğer,   eğrisini ifade eden  z z s  fonksiyonu 

.p  mertebeden sürekli türevlenebilir ve l  eğrinin uzunluğu olmak üzere   0, l aralığında 

   p
z s Lip  koşulunu sağlıyorsa, bunu  ,C p   olarak gösterelim.  

Riemann konform dönüşüm teoremine göre, G  bölgesini D
 bölgesine       ve 

  0    şartları altında resmeden bir tek  w z konform dönüşümü olduğunu 

biliyoruz. 

Ayrıca  ,C p   ise  z  ve  w  fonksiyonları sırasıyla G  ve 1w   kapalı 

bölgelerinde sürekli türevlenebilirdirler. Bu yüzden 
   p

z Lip   ve 
   p

z Lip   olur. 

Aynı durum G  bölgesini birim diske konform olarak dönüştüren dönüşüm ve onun tersi için 

de geçerlidir. 

 Tanım   bir Jordan eğrisi ve G ,  eğrisiyle sınırlı bir bölge olsun. 1R   olmak 

üzere kompleks düzlemde RG  bölgesinde analitik ve 'RG da  sürekli fonksiyonların sınıfını 

 RC G  ile tanımlayalım.      

 Tanım  Rf C G , her ,n m  ve m n   olmak üzere,  m
f  türevine Faber türev           

serisi ile eş zamanlı maksimal yaklaşım hatası, 

              
0 1

; ,
n

m m m m

n k k k k R

k k n

R z f f z a z a z z G


  

                                       (4.1) 

şeklinde tanımlanır. 

Burada, 
  
1

1

2
k k

t R

f t
a dt

i t



 



   olduğundan  

      
   

1
1 1

1

2

m

m k

k k k
k n k nt R

z
a z f t dt

i t




 


   


    
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elde edilir. 

:G K    olmak üzere,         ,k

k kz z E z z G     ,  olduğu biliniyor.  Bu 

eşitliğin her iki tarafının .m  türevi alındığında 

     
 
       ,

mm mk

k kz z E z z G       

olur . Buradan, 

     
 
     

1 1 1
1 1 1

m
km m

k k

k k k
k n k n k n

zz E z

t t t

  

  
     


                                                                      (4.2)                                       

eşitliği yazılır. 

 Tanım  Rf C G  için 

   max
RC G z R

f f z


  

şeklinde tanımlanan norma f ’in  RC G  uzayında düzgün normu denir. 

nW  derecesi n ’yi aşmayan cebirsel polinomlar sınıfı olmak üzere, 

 
   

; inf
C GR n n R

n R nC G p W
E f G f p


   

sayısına f  fonksiyonu için düzgün normda derecesi n ’yi aşmayan cebirsel polinomlar 

sınıfında en iyi yaklaşım sayısı denir.   

Buna göre  np z  ile 
RG  kapalı bölgesinde f ’ye en iyi yaklaşan polinomu gösterecek 

olursak,  

     
 

; ,
R

n n R RC G
f z p z E f G z G        

yazılabilir.  

 Tanım 1 ,i j m   olmak üzere, 

  , , ,.., :
i

iA        ’nin 1.,2.,3.,…, i . mertebebeden türevlerine bağlı bir ifade, 

  , , ,.., :
j

jB        ’ın 1.,2.,3.,…, j . mertebebeden türevlerine bağlı bir ifade olarak 

tanımlansın. 

Teorem ispatlarında kullanılacak 
     

 
     

mm mk

n nz z E z    türevinin 1. ve 2. terimleri 

için sırasıyla aşağıdaki lemmalar geçerlidir. 

 Lemma z G  olsun. Bu durumda 

 
 
                1

11 2 ... 1 ...
m mk k m k

mz k k k k m z A k z A             
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olur. Burada  .kA  çarpanları genellikle  1
, ,...,

m
  

   türevlerine bağlı olan ifadelerdir.  

İspat 1m   olduğunda 

       1k kz k z z     

eşitliği elde edilir. 

2m  olması halinde,  

               2 11k k kz k k z z z k z z             

                         
22 11 k kk k z z k z z         

yazılır. 3m   için son eşitlikten türev alınırsa, 

                     
23 21 2 1 2k k kz k k k z z z k k z z z                 

                           2 11 k kk k z z z k z z           

                       
33 2 11 2 3 1k k k kz k k k z z k k z z z k z z                    

olarak bulunur. 

4m   alındığında, 

 
 
          

4 441 2 3k kz k k k k z z             

                          
231 2 3kk k k z z z         

                                
2 23 23 1 2 3 1k kk k k z z z k k z z             

                       23 1 kk k z z z             21 kk k z z z            

                     41kk z z   

 
 
          

4 441 2 3k kz k k k k z z                 

                          
234 1 2 kk k k z z z             

223 1 kk k z z     

                        24 1 kk k z z z           41kk z z   

 
 
          

4 441 2 3k kz k k k k z z                           

                          
234 1 2 kk k k z z z        

                            
221 3 4kk k z z z z         

 
     41kk z z   

5m   alındığında 
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 
 
           

5 551 2 3 4k kz k k k k k z z              

                           
341 2 3 4kk k k k z z z         

                          
344 1 2 3 kk k k k z z z         

                         
234 1 2 2kk k k z z z        

                         
234 1 2 kk k k z z z               33 1 2 kk k k z z z        

                     23 1 kk k z z             
234 1 2 kk k k z z z        

                       24 1 kk k z z z               424 1 kk k z z z      

                         421 kk k z z z          51kk z z   

bulunur,  bu ifade ortak çarpan parantezine alınarak, 

 
 
           

5 551 2 3 4k kz k k k k k z z         

                          
348 1 2 3 kk k k k z z z         

                                     
2 231 2 8 8 3kk k k z z z z z z z                 

 
 

                               421 3 4 5kk k z z z z z z             
 

     51kk z z   

sonucu elde edilir. 

Yukarıdaki gibi ardışık türevler alınırsa, .m  türev için aşağıdaki genelleştirme yazılabilir. 

 
 
         11 2 ... 1 ( )

m
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eşitliği yazılır. Buradan tekrar türev alınırsa, 2. türev 
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olarak bulunur. Bu şekilde ardışık türevler alıp .m  türev için genelleştirdiğimiz takdirde, 
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sonucu elde edilir.  

Şimdi (4.2) eşitliğinin sağ tarafındaki birinci terimi olan 
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kullanacağımız bir eşitini verelim. 

Lemma 4.1.6’ya göre 
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Diğer yandan, 1u   olmak üzere Lemma 3.1.5 den sırasıyla aşağıdaki bağıntıların 

doğruluğu görülür. 
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olarak elde edilir. 

  



31 
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K

f z a z z G




     

 ve                 

              
0 1

;
n

m m m m

n k k k k

k k n

R z f f z a z a z


  

        

eşitlikleri yazılır. 

 Rf C G  olduğundan  

  , Rf z M z G    

olacak şekilde bir M  sabiti vardır.    

Bu şart altında Faber katsayıları için aşağıdaki formül yazılır. 

   

 

  
1 1

1 1

2 2
R

k k k

t R

f tf
a d dt

i i t

  


    

 


    . 

Buna göre  

     
   

1
1

1
;

2

m

m k

n k
k nt R

z
R z f f t dt

i t







 


   

olduğu görülür. 

 np z  ile f  fonksiyonuna  RC G  uzayında derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel 

polinomlar sınıfında en iyi yaklaşan polinom gösterilecek olursa,  kz  sisteminin t R  

üzerinden ortogonalliği dikkate alındığında; 

         
   

1
1

1
;

2

m

m k

n n k
k nt R

z
R z f f t p t dt

i t
 






 


                                               (4.5) 

şeklinde yazılır.       

Buna göre (4.2) ve (4.5) ifadelerinin yardımıyla  
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    
 

   
1

1

1
; ;

2R

m

m k

n n R kC G
k nt R

z
R z f E f G dt

t




 


   

                     
 

 
 

     
1 1

1 1

1
;

2R

m
k m

k

n R k kC G
k n k nt R

z E z
E f G dt

t t





 

 
   

 
  
 
  

                       (4.6) 

eşitsizliği elde edilir. 

 Lemma 4.1.5 den, 

 
 
                  11 2 ... 1 ...

m m mk k m kz k k k k m z z k z z            ,    (4.7)  

olduğu biliniyor.  2,C m    olduğu dikkate alındığında    1 20
m

m w m    

eşitsizliği yazılabileceğinden (4.4) göz önünde bulundurularak (4.6) eşitsizliğinde köşeli 

parantezin içindeki birinci toplam aşağıdaki şekilde değerlendirilebilir:

 
 
 

1
1

1

2

m
k

k
k nt R

z
dt

t








 

  

 
 

   

1

1

1 1 1
1

1 1 !1 1 !
,

1 2

jn j m n j m jm

m j m jn j m n j m
j t R t R

m j ntc w w j t
P n m j dt dt

j t tt w t wt t

    

     
  

   
    

      
    

 
 

   

1 1 11
2

11 1
1

2 1 !1 1 !
, 1

1 2

jn j m n j m jm

m j m jn j m n j m
j t R t R

m j ntc w w j t
P n m j dt dt

j t tt w t wt t

      

     
  

   
     

      
    

 
 

   

2 2 12
3

1 1 12 2
1

3 1 !1 1 !
, 2

1 2

jn j m n j m jm

m j m jn j m n j m
j t R t R

m j ntc w w j t
P n m j dt dt

j t tt w t wt t

      

       
  

   
      

      
    

 
 

   

1 1 11

2 2 11 1
1

0 1 !1 1 !
.... ,1

1 2

jn j n j j

m

j jn j n j
j t R t R

j ntc w w j t
P n j dt dt

j t tt w t wt t

    

   
  

  
    

      
   , 

 
 
 

1
1

1

2

m
k

k
k nt R

z
dt

t








 

  

 
 

1 11
1

1 1 ! !
,

1 2 2

m

j jn n
j t R t R

m dt dtj n j
P n m j c

j R Rt w t w  
  

   
    

      
    

 
 1

2 11
1

2 1 ! !
, 1

1 2 2

m

j jn n
j t R t R

m dt dtj n j
P n m j c

j R Rt w t w 




  

   
     

      
    
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 
 2

3 11
1

3 1 ! !
, 2 ...

1 2 2

m

j jn n
j t R t R

m dt dtj n j
P n m j c

j R Rt w t w 




  

   
      

      
    

 
 1

11
1

0 1 ! !
,1

1 2 2
m j jn n

j t R t R

dt dtj n j
P n j c

j R Rt w t w  
  

  
    

      
   . 

Buradan, 

 
 
 

1
1

1

2

m
k

k
k nt R

z
dt

t








 


 

     

 

   
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c
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
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m
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c
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1
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m
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c
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
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
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     

 

   
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1
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n jn j
c

j j n j R R R R




 
  

       
  

 

     

 
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1 1
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 
 
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   
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 


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 
 

          
   

 

     

 

     

2 2
3 3

11
1 1

3 ! 3 !! !
...

2 ! 2 ! 2 ! 2 !1 1

m m

j jn n
j j

m mnc jcn n

m j n m j m j n m jR R R R

 


 

 
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          
   

           

1 1
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   

 
    

 
     

1
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1
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1

m
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R
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R
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




   

              
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   
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1 ! 1 ! 1
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1

m
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R
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R


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
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 

 

eşitsizliği elde edilir. Sonuç olarak 
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 
 
     

   1
1

2 1 ! !1

2 1 ! 1

m
k

k n
k nt R

z m m nn c R
dt

t n m R R








 




  
                                                           (4.8) 

olduğu görülür. 

(4.6) eşitsizliğinde köşeli parantezin içindeki ikinci terim için, 

 
 

   
1

, : , 1, 1F w w
w w

 
 

   


   

 
 olmak üzere, 

    
1

1
, , 1

2

k

kE w F w d w
i


   




   [12, sayfa:202] ifadesinden .m  türev alınırsa, 

Lemma 4.1.6 dan, 

              1

1

1 1
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, ,..., , , ,..., ,

2 2

m m mk k

k m w m wE w B F w d B F w d
i i
 

            
 





 

              

                      1

1

1
... ,

2

mk

wB F w d
i


   




                                                                   (4.9) 

 elde edilir. Buna göre, 

         1
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i t

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


 


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yazılabilir ve buradan, 
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                                                          1 1
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olduğu görülür.  

 2,C m    olduğunda  
1 20

m
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                        (4.10) 

elde edilir. 
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(4.10) eşitsizliğinde u
t


  işaretlersek, 
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u
u

u



 




   olur. Buradan, 

    
 

 

1

1

1 1
1 1

1 1 1
,

2 2 2

m n
k

wk n
k nt R t R

E w c t
dt F w d dt

t i t t t


 
 

   



 
   




    

                                            
 

1

1

1

1 1
... ,

2 2

n
mm

w n

t R

c t
F w d dt

i t t t



 

  





 


   

eşitsizliği elde edilir. 

 2,C m    koşulu altında,
   

1

, , 1
m

wF w dt w





             [12, sayfa:162]   

olduğu biliniyor. Bu bilgiye göre,  

 1
1

1

1
: sup ,

2
w

w

A F w d


 




   ,  2
1

1

1
: sup ,

2
w

w

A F w d


 




   ,…

   
1

1

1
: sup ,

2

m

m w
w

A F w d


 




    olsun.                                                                    (4.11) 

Bu durumda, 

    
1 1

1 1 1
1

1
...

2 2 1 2 1

m

k m m

k n n
k nt R t R t R

E w dt dtA cAc
dt

t R t R t



  



  
   

  
 

     

                                             
 1n

Ac

R R



                                                                       (4.12)  

eşitsizliği yazılabilir. 

    
 

 
 
     

1 1
1 1

1
; ;

2R

m
k m

m k

n n R k kC G
k n k nt R

z E z
R z f E f G dt

t t





 

 
   

 
  
 
  

   

eşitsizliğinde  (4.8) ve (4.12) bağıntıları dikkate alınırsa, 

    
 

   

     

2 1 ! !
; ;

1 ! 1 1R

m

n n R n nC G

m m nn c R Ac
R z f E f G

n m R R R R

 
       

 

  
   

   
 

 

2 1 ! !
; ;

1 ! 1 R

m

n n Rn C G

m m nn c R
R z f E f G

n m R R




  
,         z G                                      (4.13)  

eşitsizliği elde edilir.  

(4.13) eşitsizliğinde 1m   alınırsa, 
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 
 

 
 

 
; ;

1 R
n n Rn C G

nc R
R z f E f G

R R
 


      

sonucu elde edilir. 

(4.13) eşitsizliğinde 2m   için ise, 

 
 

 
 

 

2

; ;
1 R

n n Rn C G

n c R
R z f E f G

R R
 


   

yazılabilir.  

 

4.2 Faber Serilerinin Smirnov Uzaylarında Eş Zamanlı Maksimal Yakınsaklığı 

 Tanım  G sonlu uzunluklu bir   Jordan eğrisiyle sınırlı bir bölge ve f , G

bölgesinde analitik bir fonksiyon olsun. G  içinde G ’nin kompakt alt kümelerini sınırlayan 

ve    eğrisine yaklaşan,  
1n n




  sonlu uzunluklu Jordan eğrilerinin bir dizisi için,

    , 1

n

p

f z dz M f p


       

koşullunu sağlayan n ’den bağımsız bir  M M f  sabiti varsa f  fonksiyonu Smirnov 

sınıfındandır denir. Smirnov sınıfı  pE G  ile gösterilir [14]. 

 pf E G  ise 'f in    üzerinde hemen her yerde açısal yollar üzerinden sınır değerlerinin 

olduğu ve sınır değerlerinin oluşturduğu fonksiyonun   üzerinde 
pL  Lebesgue uzayına ait 

olduğu, yani  pf L   olduğu bilinmektedir. 

 Tanım 1p   ve 1R   için  p Rf E G  olmak üzere,  

   
 

   

1

; inf
p R

n n

R

p
pp

n R nE G p W
E f G f t p t dt




 
  
  

                                                                          (4.14) 

                         

sayısına, f  fonksiyonuna,  p RE G  uzayında derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel 

polinomlar ile en iyi yaklaşım sayısı denir. Burada nW , derecesi n ’den büyük olmayan 

cebirsel polinomlar kümesidir. Yukarıdaki infimumu gerçekleştiren bir np  cebirsel 

polinomunun varlığı gösterilmiştir. 

Bu np  polinomuna, f  fonksiyonuna  p RE G  uzayında, derecesi n ’yi aşmayan cebirsel 

polinomlar sınıfından en iyi yaklaşan cebirsel polinom denir. 
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 Tanım 1p   ve 1R   için  p Rf E G  olsun. Her ,n m  ve m n olmak 

üzere,  m
f türevine  Faber türev serisi ile eş zamanlı maksimal yaklaşım hatası, 

              
0 1

; ,
m m m m

n k k k k

k k n

R z f f z a z a z z G
 

  

        

şeklinde tanımlanır. 

 Teorem G sonlu uzunluklu bir   Jordan eğrisiyle sınırlı bir bölge ve 0 1  ,

m ,  2,C m    olsun. 1R   için  1 Rf E G  ve her ,n m , m n  olmak 

üzere,   
   

   
   

 1

1

1

2 1 ! !
; ; ,

1 ! 1 R

m

n n Rn E G

m m nn c R
R z f E f G z G

n m R R


 

  
                

eşitsizliği sağlanır. 

İspat   ,n z G  bölgesinin Faber polinomları olmak üzere 

       
0

,
m m

k k R

K

f z a z z G




     

 ve                 

              
0 1

;
n

m m m m

n k k k k

k k n

R z f f z a z a z


  

                                                        (4.15) 

eşitlikleri yazılır. 

   

 

  
1 1

1 1

2 2
R

k k k

t R

f tf
a d dt

i i t

  


    

 


     

olmak üzere, (4.15) eşitliği,  

     
   

1
1

1
;

2

m

m k

n k
k nt R

z
R z f f t dt

i t







 


   

 şeklinde elde edilir. 

 np t  ile f  fonksiyonuna  1 RE G  uzayında derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel 

polinomlar sınıfında en iyi yaklaşan polinom gösterilecek olursa,  kz  sisteminin t R  

üzerinden ortogonalliği dikkate alındığında; 

         
   

1
1

1
;

2

m

m k

n n k
k nt R

z
R z f f t p t dt

i t
 






 


    

olduğu görülür. Buradan 
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         
   

1
1

1
;

2

m

m k

n n k
k nt R

z
R z f f t p t dt

i t
 






 


    

 ve (4.14) göz önünde bulundurularak  

      
 

   
1

1

1
1

; ; max ,
R

m

m k

n n R kE G t R
k n

z
R z f E f G z G

t




 


                                            (4.16)  

eşitsizliği elde edilir. 

:G K    olmak üzere, 

     
 
       ,

mm mk

k kz z E z z G      

olduğundan,  (4.16) eşitsizliği yerine 

 
      

 

 
 

     
1

1

1 1
1

; ; max
R

m
k m

m k

n n R k kE G t R
k n

z E z
R z f E f G

t t



 
 

 
  
 
 

                                  (4.17) 

eşitsizliği ve buradan da 

      
 

 
 
     

1

1

1 1
1 1

; ; max
R

m
k m

m k

n n R k kE G t R
k n k n

z E z
R z f E f G

t t

 

 
   

 
  
 
  

                           (4.18) 

elde edilir. 

Lemma 4.1.5. den,  

 
 
                  11 2 ... 1 ...

m m mk k m kz k k k k m z z k z z             

olduğu biliniyor. (4.18) eşitsizliğinin sağ tarafında köşeli parantezin içindeki birinci toplamı, 

yani 

 
 
 

1
1

max

m
k

kt R
k n

z

t




 

  

ifadesini değerlendirelim. , 1z w   için    z w ve w z    olmak üzere, 

 2,C m    olduğunda,    1 20
m

m w m      olur. 1t   için 1
w

t
  

olduğundan (4.3) ve (4.4) den 

 
 
 

1
1

max

m
k

kt R
k n

z

t




 

  
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 
 

   

1

1 1 1
1

1 1 !1 !
max ,

1

jn j m n j m jm

m j jn j m n j mt R
j

m j ntw w j t
P n m j c

j t tt w t wt

    

    


   
           

  

 
 

   

1 1 11

2 11 1
1

2 1 !1 !
max , 1

1

jn j m n j m jm

m j jn j m n j mt R
j

m j ntw w j t
P n m j c

j t tt w t wt

      

     


   
            

  

 
 

   

2 2 12

3 1 12 2
1

3 1 !1 !
max , 2 ...

1

jn j m n j m jm

m j jn j m n j mt R
j

m j ntw w j t
P n m j c

j t tt w t wt

      

      


   
             

  

 
 

   

1 1 11

2 11 1
1

0 1 !1 !
max ,1

1

jn j n j j

m j jn j n jt R
j

j ntw w j t
P n j c

j t tt w t wt

    

   


  
           

                          (4.19) 

elde edilir. Şimdi aşağıdaki gereken işlemleri gerçekleştirirsek 

 
 
 

1
1

max

m
k

kt R
k n

z

t




 


 

     

 

   
1 11

1

1 ! 1 !! !

! 1 ! ! 1 1

m

j jn n
j

m n jn j
c

m j j n m j R R R R




  
  

       
  

 

     

 

   

1

2 11
1

2 ! 1 !! !

1 ! 1 ! 1 ! 1 1

m

j jn n
j

m n jn j
c

m j j n m j R R R R






  
  

         
  

 

     

 

   

2

3 11
1

3 ! 1 !! !
...

2 ! 1 ! 2 ! 1 1

m

j jn n
j

m n jn j
c

m j j n m j R R R R






  
   

         
  

     

 

   

1

11
1

1 !0! ! !

1 ! 1 ! 1 ! 1 1
m j jn n

j

n jn j
c

j j n j R R R R




 
  

       
  

 

     

 

     
1 1

11
1 1

1 ! 1 !! !

! ! 1 ! ! 1

m m

j jn n
j j

m m jnn c n c

R Rm j n m j R m j n m j R


 

 
 

       
   

 

     

 

     

1 1
2 2

11
1 1

2 ! 2 !! !

1 ! 1 ! 1 1 ! 1 ! 1

m m

j jn n
j j

m m jnn c n c

R Rm j n m j R m j n m j R

 


 

 
 

           
   

           

1 1

11
1 1

! !0! 0!
...

1 ! 1 ! 1 1 ! 1 ! 1

m m

j jn n
j j

nn c n c j

R Rj n j R j n j R


 

 
       

   

 
    

 
     

1

1

1
,1 2

! ! 1
! 1 ! 2 ! .. 1! ! 1 1 ! .. 1.1!

1 ! 1 ! 1
, 2

1

m

n n

R
nn c n c R

m m m mm m m
n m R n m R

R
R






   

              
     

 

 

elde edilir ve sonuç olarak  

 
 
     

   
1

1 1
1

2 1 ! !
max

1 ! 1

m
k

k nt R
k n

z m m nn c R

t n m R R



 
 




  
                                                               (4.20) 
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olduğu görülür.  

(4.18) eşitsizliğinde köşeli parantezin içindeki 2. terim için (4.9) dan,  

   
         1 1 1

1 1 11

1
max max max , ,..., , ...
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m wk k kt R t R t R
k n k n k n

E wE z
B F w d

t t i t


 
    



  

    
     


    


    

                                       1 1
11

1
,

2

k
m

w k
k n

B F w d
i t



  






 


 


  

eşitsizliği yazılır.      

Buradan,  
1 20

m
m m      olduğundan,  

   
 11

1 11

1 1
max max ,

2
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k

wkt R t R
k n k n

E z
c F w d
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


 



 

 
   


 

  
 

  … 

                                            
   
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1 1
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2

k

m

m w

k n

c F w d
i t t




 





 


 

  
  

                                       (4.21)         

(4.21) eşitsizliğinde u
t


  olarak işaretlersek, 

1

1 1

n
k

k n

u
u

u



 




   olur. Böylece, 
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1
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
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   

 
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n
m

m w n

t
c F w d

i t t t



 

 










 


   
 

1

1

1

1 1
,

2

n
m

m w n

t
c F w d

i t t t



 

 










 
  

eşitsizliği elde edilir. 

(4.11) den, 

 

    
     
1 1

1 1 1 1
1

max ...
1 1 1

m

k m m

k n n nt R
k n

E w A cAc Ac

t R R R R R R



   
 

   
  

                           (4.22) 

elde edilir. (4.20) ve (4.22) beraber düşünüldüğünde, (4.16) eşitsizliği

      
 

   

     1

1 1
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2 1 ! !
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1 ! 1 1R
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n n R n nE G

m m nn c R Ac
R z f E f G

n m R R R R 

 
  

    
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şeklinde yazılabilir ve buradan 

      
 

   

     1

1 1

1 1

2 1 ! !
; ;

1 ! 1 1R

m

n n R n nE G

m m nn c R Ac
R z f E f G

n m R R R R 

 
  

    

      

  
   

   
   

 1

1

1

2 1 ! !
; ;

1 ! 1 R

m

n n Rn E G

m m nn c R
R z f E f G

n m R R




  
                                                  (4.23)                       

 sonucu elde edilir.  

(4.23) eşitsizliğinde 1m   alınırsa,  

     
 

 

 1

1

1
; ;

1R
n n R nE G

nc R
R z f E f G

R R
 


 

elde edilir. (4.23) eşitsizliğinde 2m   alınırsa, 

     
 

 
 1

2

1

1
; ;

1R
n n R nE G

n c R
R z f E f G

R R
 


 

elde edilir. 

 Teorem m , 0 1  ,  2,C m   , G ,   eğrisiyle sınırlı bir bölge ve 

1p  , 1R   için    p Rf z E G olsun. Her ,n m  ve m n  olmak üzere,  

  
   

   
   

 1

2 1 ! !
; ; ,

1 ! 1 p R

m p

n n Rn E G

m m nn c R
R z f E f G z G

n m R R


 

  
                      

eşitsizliği sağlanır. 

İspat   ,n z G  bölgesinin Faber polinomları olmak üzere, 

       
0

m m

k k

k

f z a z




    

ve  

              
0 1

;
n

m m m m

n k k k k

k k n

R z f f z a z a z


  

                                                        (4.24) 

yazılır. 

ka  Faber katsayıları, 

  
1

1

2
k k

t R

f t
a dt

i t



 



  ,                                                                                                 (4.25) 

olmak üzere, (4.24) ve (4.25) den 
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;

2

m
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z
R z f f t dt

i t







 


   
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 eşitliği elde edilir. 

 np t  ile f  fonksiyonuna  p RE G  uzayında derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel 

polinomlar sınıfında en iyi yaklaşan polinom gösterilecek olursa,  kz  sisteminin t R  

üzerinden ortogonalliği dikkate alındığında; 

         
   

1
1

1
;

2

m

m k

n n k
k nt R

z
R z f f t p t dt

i t
 






 


                                             (4.26) 

olduğu görülür. 

:G K    olmak üzere,  

     
 
       ,

mm mk

k kz z E z z G      

olduğundan, (4.26) ifadesi aşağıdaki şekilde değerlendirilir: 

        
 

 
 
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t


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




 

       

                         
   

1
1

1

2

m

k

n k
k nt R

E z
f t p t dt

t
 






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   .                                        (4.27) 

Lemma  4.1.5 den,  

 
 
                1

11 2 ... 1 ...
m mk k m k

mz k k k k m z A k z A             

olduğu biliniyor. Buna göre, (4.3) ve (4.4) eşitliklerini göz önünde bulundurarak (4.27)  

eşitsizliğinin sağ tarafındaki birinci terimi  değerlendirelim: 

, 1z w   için    z w ve w z    olmak üzere,  2,C m    olduğunda, 

   1 20
m

m w m      olur. 1t   için 1
w

t
  olduğundan, 
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       
 
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1 1 11
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... ,1 (4.28)
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 elde edilir. Böylece, 

     
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olur ve buradan, 
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eşitsizliği elde edilir. 

1 1
1, 1 1p q ve

p q
     olmak üzere, Hölder eşitsizliğini uygularsak; 
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eşitsizliği elde edilir ve bu eşitsizlik aşağıdaki gibi değerlendirilebilir: 
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(4.27) eşitsizliğindeki 2. terim için,  z w alınırsa (4.9) eşitliğine göre; 
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olduğu görülür. 

(4.11) dikkate alındığında (4.35) eşitsizliği,  
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olarak yazılır. 

1 1
1, 1 1p q ve

p q
     için Hölder eşitsizliği yardımı ile   
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(4.38) eşitsizliğinde 2m    alınırsa,  
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4.3 Faber Serilerinin Değişken Üslü Smirnov Uzaylarında Eş Zamanlı Maksimal 

Yakınsaklığı 

 Tanım   üzerinde tanımlı olup   1p z   şartını sağlayan Lebesgue ölçülebilir bir 

 p z  üs fonksiyonu için, 

 
 p z

f z dz


    
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şartını sağlayan Lebesgue ölçülebilir f  fonksiyonlarının kümesine,   üzerinde tanımlı 

değişken üslü Lebesgue uzayı denir ve 
   .p

L   ile gösterilir.  
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olarak verilen norm ile bir Banach uzayı olur. 

 Tanım    . : 1,p    şeklinde tanımlı üs fonksiyonu   üzerinde tanımlı 

Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olsun. 0 p    için  pE G , analitik fonksiyonların 

bilinen Smirnov sınıfı olmak üzere, 

          . .1: :
p p

E G f E G f L     

olarak tanımlanan kümeye, G  bölgesinde analitik fonksiyonların değişken üslü Smirnov 

sınıfı denir. 

 Tanım 1R   olmak üzere    0. Rp     ve 
   .p

Rf E G  olsun. np , 

   .p

Rf E G fonksiyonuna derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel polinomlar sınıfında en 

iyi yaklaşan polinom olmak üzere, 

         . .; :p p
R R

n R nE G L
E f G f p


   

olarak tanımlanan sayıya f  için 
   .p

RE G  sınıfında cebirsel polinomlarla  en iyi yaklaşım 

sayısı denir.     

4.3.4 Teorem G   sınırlı basit bağlantılı bir bölge olsun. : G    ve m , 0 1   

 için  2,C m    olsun. 1R   olmak üzere    0. Rp    ve 
   .p

Rf E G  olduğunu 

varsayalım. ,n m n  için,  

  
   

   
       .

.

1

2 1 ! ,
; , ,

1 ! 1
p

R

m p

n n Rn E G

m nn C p R
R z f E f G z G

n m R R


 

  
             

olur. 

İspat    ,n z G  bölgesinin Faber polinomları olmak üzere, 

       
0

m m

k k

k

f z a z




   ve 

              
0 1

;
n

m m m m

n k k k k

k k n

R z f f z a z a z


  

       
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eşitliği ve 

  
1

1

2
k k

t R

f t
a dt

i t



 



   

ifadesinden 

     
   

1
1

1
;

2

m

m k

n k
k nt R

z
R z f f t dt

i t







 


   

elde edilir. 

 np t  ile f  fonksiyonuna 
   .p

RE G ’de, derecesi n ’den büyük olmayan cebirsel 

polinomlar sınıfında en iyi yaklaşan polinom gösterilecek olursa,  kz  sisteminin t R  

üzerinden ortogonalliği dikkate alındığında; 

         
   

1
1

1
;

2

m

m k

n n k
k nt R

z
R z f f t p t dt

i t
 






 


                                             (4.39) 

yazılabilir. 

G , z     noktasını içeren G G   kapalı bölgesinin tümleyeni olan basit bağlantılı bir 

bölge olmak üzere, 

     
 
       ,

mm mn

n nz z E z z G         

olduğundan (4.39) ifadesi  aşağıdaki gibi yazılır; 

        
 

 
 

1
1

1
;

2

m
k

m

n n k
k nt R

z
R z f f t p t dt

t


 






 

    

                        
   

1
1

1

2

m

k

n k
k nt R

E z
f t p t dt

t
 






 

      .                                      (4.40) 

Lemma 4.1.5 den,  

 
 
                1

11 2 ... 1 ...
m mk k m k

mz k k k k m z A k z A             

olduğu biliniyor. Buna göre (4.39) eşitsizliğinin sağ tarafındaki birinci terimi 

değerlendirelim. , 1z w  ,  z w   ve  w z   olmak üzere  2,C m     için   

   1 20
m

m w m      eşitsizliği ve 1
w

t
  olduğu dikkate alındığında (4.3) ve 

(4.4)’den; 
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     
 

 
 

1
1

1

2

m
k

n k
k nt R

z
f t p t dt

t


 






 

   

       
 

   

1

1 1 1
1

1 1 !1 1 !
,

12

jn j m n j m jm

n m j jn j m n j m
jt R

m j ntw w j t
f t p t c P n m j dt

j t tt w t wt
 



    

    


   
            

  

       
 

   

1 1 11

2 11 1
1

2 1 !1 1 !
, 1

12

jn j m n j m jm

n m j jn j m n j m
jt R

m j ntw w j t
f t p t c P n m j dt

j t tt w t wt
 



      

     


   
             

  

       
 

   

2 2 12

3 1 12 2
1

3 1 !1 1 !
, 2 ...

12

jn j m n j m jm

n m j jn j m n j m
jt R

m j ntw w j t
f t p t c P n m j dt

j t tt w t wt
 



      

      


   
              



       
 

   

1 1 11

2 11 1
1

0 1 !1 1 !
... ,1

12

jn j n j j

n m j jn j n j
jt R

j ntw w j t
f t p t c P n j dt

j t tt w t wt
 



    

   


  
            



eşitsizliği elde edilir. Buradan, 

     
 

 
 

1
1

1

2

m
k

n k
k nt R

z
f t p t dt

t


 






 

   

 

   
     

 
1

1
1

1 ! !

! ! 2

n j mm

n jn
j t R

m cn n w
f t p t dt

m j n m j t t w
 



 


 


 

   
   

 

   
     

 
1

1
1

1 ! !

! ! 2

n j mm

n jn
j t R

m cn j w
f t p t dt

m j n m j t t w
 



 


 


 

   
   
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   
     

 
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1
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m cnn w
f t p t dt
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 



  


 


 

     
   

 

   
     

 
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1
1

2 ! !
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n jn
j t R

m cn j w
f t p t dt

m j n m j t t w
 



  


 


 

     
   

 

   
     

 

22
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1
1

3 ! !

2 ! 2 ! 2
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n jn
j t R

m cnn w
f t p t dt

m j n m j t t w
 



  


 


 

     
   

 

   
     

 
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1
1

3 ! !
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n jn
j t R

m cn j w
f t p t dt
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 



  


 


 

     
   

   
     

 

11

1
1

0! !
...

1 ! 1 ! 2

n j

m
n jn

j t R

cnn w
f t p t dt

j n j t t w
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

 


 

 
   

   

   
     

 

11

1
1

0! !

1 ! 1 ! 2

n j

m
n jn

j t R
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f t p t dt

j n j t t w
 


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
 

 
   

   
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olduğu görülür.   

  t   dönüşümü yapılır ve  w z  olduğu düşünülürse, 

     
 

 
 
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2

m
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f t p t dt

t


 






 

   

 
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eşitsizliği elde edilir. 
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 t   dönüşümü yapılır ve  z   olduğu düşünlürse  (4.45) eşitsizliği, 
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olarak yazılabilir. 
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şeklinde elde edilir. 

(4.11) dikkate alınarak (4.46) eşitsizliğinin devamı olarak  
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eşitsizliği elde edilir.                                                                      

 (4.40) eşitsizliğinin, (4.41) ve (4.47) den, 
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