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This thesis consists of five chapters including introduction and sources.

In the introduction part, a brief summary of the studies in the mathematical literature related
to the subject investigated in this thesis study is given and the topicality of this thesis subject
is explained.

In the preliminary information section, basic definitions and theorems are given, as well as
some information about Faber polynomials and Faber series and their approximation
properties.

In the third chapter, the results about the simultaneous maximal approximation properties of
Taylor series in the space of analytic and continuous functions at the closure of the disc,
classical Hardy and variable exponent Hardy spaces are given and proven.

In the fourth chapter, by taking the simply connected region instead of the disc, simultaneous
maximal approximation problems of Faber series, in the classical Smirnov and variable
exponent Smirnov classes are examined, the solution methods of these problems are
examined and the results obtained are proved.

In the fifth chapter, the sources used in the thesis work are given.
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinde belirli 6zelliklere sahip fonksiyonlarin olusturdugu uzaylarda yaklasim
problemleri incelenmektedir. Bu uzaylardan alinan her obje yaklasilan fonksiyon olarak
degerlendirilir. Yaklasan fonksiyonlar olarak bu uzaymn daha iyi 6zelliklere sahip olan
fonksiyonlarinin olusturdugu alt uzaylar alinir. Bu alt uzaylar genellikle trigonometrik
polinomlar, cebirsel polinomlar, rasyonel fonksiyonlar ve diger basit 6zelliklere sahip olan

fonksiyonlar yardimi ile olusturulur.

Literatiirde degisik fonksiyon uzaylarinda yaklasimla ilgili genis bilgiler ve sonuglar 6zel
halde [29], [49], [16], [68] kaynaklarinda detayl: bir sekilde verilmektedir. Ornegin: Siirekli
fonksiyonlar smifinda, sabit iislii Lebesgue wuzaylarinda, bu wuzaylarin periyodik
benzerlerinde klasik sonuglar [49] kaynaginda, daha sonra elde edilen sonuglar [16]
kaynaginda, kompleks diizlemde ve onun basit baglantili bolgelerinde yaklasim teorisi
alaninda elde edilmis sonuglarin bir kismi ise [20] kaynaginda goriilebilir. Ustelik kompleks
diizlemde yaklasim problemlerinin incelenmesi siirecinde Faber polinomlar1 ve bu
polinomlarm yardimi ile olusturulan Faber serileri vazgecilmez objeler olarak
arastirilmaktadir. Faber serilerinin avantaji, onlarin diskte tanimli Taylor serilerinin basit
baglantili bolgelere direkt genellestirmeleri olmasidir. Bu acidan bakildiginda basit
baglantili bolgelerde elde edilen sonuglarin ispatinda kullanilan yontemler diskteki benzer

sonuglarm ispatinda kullanilan yontemlerin genellesmeleri olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Yaklasim teorisinin bir diger 6nemli problemi es zamanli yaklagim problemleri olarak
bilinen problemlerdir. Bu tip problemlerde belli mertebeye kadar tiirevleri olan fonksiyonlar
uzayinda yaklagim problemleri incelenir. Bu tip yaklasimin baglica 6zelligi belli siniftan olan
yaklasim araglarmin verilen fonksiyonlara, bu araglarin tiirevlerinin ise bu fonksiyonlarin
tiirevlerine yaklasabilir olmasidir. Boylece es zamanli yaklasim normal yaklasimin bir

genellestirilmesimesi olarak da nitelendirilebilir.

Yaklasim teorisinde geleneksel arastrma problemlerinden biri de maksimal yakinsaklik
problemidir. Bu tip problemlerde kompleks diizlemin belirli bolgelerinde (kanonik
bdlgelerde) tanimli fonksiyonlar uzay: verilir, fakat yaklagim problemi kanonik bolgeden
daha dar olan alt bolgede arastirilir. Bunun sonucunda alt bdlgede elde edilen yaklasim

hizinin kanonik bdlgedeki yaklasgim hizindan daha biiylik olacagi beklenebilir. Bu



beklentinin dogrulugu sadece maksimal yaklasimin incelendigi ve bu yonde bir dizi
sonuglarin elde edildigi ¢aligmalar1 kapsayan [12] kaynaginda da goriilebilir.

Matematik literatiirde kompleks diizlemin alt kiimelerinde tanimli fonksiyon uzaylarinda
hem maksimal yaklasim hem de es zamanli yaklagimin arastirildig1 ¢calismalar yok denecek

kadar azdur.

Bu tez ¢aligmasinin baslica 6zelligi kompleks diizlemin belirli alt kiimelerinde taniml
fonksiyon uzaylarinda ayni zamanda hem es zamanli yaklasimin hem de maksimal yaklagim
problemlerinin birlikte incelenmesidir. Tezde bu problemler siirekli fonksiyonlar uzayinda,
klasik Hardy ve degisken iislii Hardy uzaylarinda, klasik Smirnov ve degisken iislii Smirnov

siniflarinda arastirilmaktadir.

Tez ¢aligmasimi olusturan baslica sonuglarin ispatinda kullanilan yontemler genel olarak,
sabit veya degisken tislii Smirnov uzaylarinda benzer problemlerin arastirildigi [33]-[45]

calismalarinda ve [12] kaynaginda uygulanan yontemlerdir.



2. ON BILGILER

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1 Tamm [a,b]cR olmak iizere siirekli bir y:[a,b]—>C fonksiyonuna C
diizleminde bir egri denir. y(a)=y(b) olmas: halinde y ’ya kapah egri,  egrisi sadece
t, =t, icin y(t,)=y(t,) oluyorsa y’ya Jordan egrisi denir. ' tiirevi var ve siirekli ise y
’ya diferansiyellenebilir egri, diferansiyellenebilir y egrisi i¢in eger her te[a,b] icin
7'(t) = 0oluyorsa y "ya diizgiin egri denir [1, sayfa: 120].

2.1.2 Tamm a<t<b igin y:z=2z(t)=x(t)+iy(t) siirekli bir egri olsun. [a,b] kapal:
araligmin

a=t <t,<t,<..<t ,=Db

bigimindeki pargalanigi olan keyfi bir {tm} dizisi i¢in

S fe(te)-2(0)

toplami sinirli kaliyorsa y egrisine sonlu uzunluklu egri denir [2, sayfa: 417].

2.1.3 Tamm (V,||[|) bir normlu uzay olsun. V iizerinde d(x,y)=|x~y| seklinde
tanimlanan metrige ||| normu ile iligkili metrik ve (V,d) uzayma || normu ile iligkili
metrik uzay denir [3, sayfa: 36].

2.1.4 Tamm (V,||||) normlu uzay olsun. Eger ||| normu ile iliskili metrik uzay (V,d) tam

metrik uzay ise (V,[}{) uzayma Banach uzayx denir [3, sayfa: 48].

2.1.5 Tamm Bir f kompleks degiskenli fonksiyonu z,noktasmmn belli bir D(z,,5)

komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z,noktasinda analitiktir
denir [1, sayfa: 97].

2.1.6 Tamm B, C’de bir bolge olmak iizere f :B — C siirekli doniisiimii verilsin. Eger
bir z, € B noktasindan gegen ve aralarindaki ac1 « olan herhangi iki diizgiin y, ve p,
egrilerinin f (y,) ve f(y,) resim egrileri de w, = f(z,) da aralarinda y6n ve bityiiklitk
bakimindan o agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z,’da bir konform déniisiimdiir denir.
Eger her z, € B noktasinda f konformise f, B’de konformdur denir [3, sayfa:295].

2.1.7 Tamm y kompleks diizlemde bir egri olsun. Eger U ¢emberini y ’ya resmeden ve



U c¢emberinin bir komsulugunda konform olan bir doniisiim varsa y egrisine analitik egri
denir [4].
Her analitik egri bir Jordan egrisidir.

2.1.8 Tamm f Lebesgue 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve ¢ e R olsun.

esssup f (x)=inf {c: f (x)<c hemen her yerde|

seklinde tanimlanan ifadeye f fonksiyonunun esash supremumu denir [3, sayfa:26].
2.1.9 Tamm f Lebesgue 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve ¢ e R olsun.

essinf f (x) = sup{c: f (x)>c hemen her yerde}

seklinde tanimlanan ifadeye f fonksiyonunun esash infimumu denir [3, sayfa:26].

2.1.10 Tanim A Lebesgue 6lgiilebilir bir kiime olsun. 1< p <oo igin
ﬂf (x)|pdx<oo, 1<p<ow

esssup|f )<, p=oo

XeA

sartin1 saglayan A tizerinde tanimli Lebesgue Olgiilebilir f fonksiyonlarinin olusturdugu
kiime L"(A) ile gosterilir. L"(A) kiimesine Lebesgue uzay: denir [3,sayfa:27].

2.1.11 Tammm I sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. 1< p <o i¢in

T
o [ﬂf |dz|j <o

sartin1 saglayan I' {izerinde tamimli biitiin Lebesgue Olgiilebilir kompleks degerli

fonksiyonlarm kiimesine Lebesgue uzayx denir ve L (T") ile gosterilir.

L?(T) uzayr |f ||Lp (r) ormu ile bir Banach uzayidir [5].

2.1.12 Tamm 3, €C, k=0,12,...,n ve |a |¢O olmak lizere P Zakz olarak

n

tanimlanan ifadeye n dereceli cebirsel polinom denir [6, sayfa:2].

2.1.13 Tanim Kompleks diizlemde baglantili ve kapali kiimeye kontinyum, baglantili ve
agik kiimeye de bolge denir [7].

2.1.14 Tammm A, C’de bir bolge olsun. A i¢indeki her y egrisi yine A i¢inde sabit bir z,

noktasina homotop ise A’ya basit baglantih bolge denir [1, sayfa:25].



2.1.15 Tanmmm G sonlu uzunluklu bir T" Jordan egrisiyle sinirli bir bolge, f,G bdlgesi
igerisinde analitik ve p>0 olsun. G i¢indeki I', - T" &zelligine sahip sonlu uzunluklu
kapali Jordan egrilerinin bir {I", } dizisi igin
”f (2) |dz] <M
Iy
kosulunu n’den bagimsiz bir M sabiti ile saglayan f fonksiyonlarinin smifina Smirnov
siifi denir ve E,(G)ile gosterilir. Ozel halde G:=D={z:|z|<1} ise H"(D) Hardy
uzayi elde edilir [2].
2.1.16 Teorem (Cauchy integral Formiilii) G bir bolge ve ¥ bu bolge i¢inde kapali bir
egri olsun. Eger a, y iginde bir nokta ve f(z), G ’de analitik ise,

1 .f(z
f(a)= pn ! z%a) dz
olur [1, sayfa:148].
2.1.17 Teorem (Smmrsiz Bolgeler icin Cauchy integral Formiilii) G sonlu uzunluklu bir

Jordan egrisiyle smirlanmis smirli bir bolge ve T' bunun pozitif yonlendirilmis sinir1 olsun.

f, C—G bolgesinde analitik bir fonksiyon ise

ij-mdg:{f (0)— f(2), zeC-G
27iy ¢ -2 f(z) , 2eG

olur [8, sayfa:486].

2.1.18 Teorem (Riemann Konform Doniisiim Teoremi) G — C sinir1 en az iki noktadan

olusan basit baglantili bir bolge ve z, €G olsun. Buna gore, G bolgesini D birim diskine,
f(z,)=0 ve f'(z,)> 0 sartlar1 altinda resmeden bir tek f konform doniiiimii vardir [9].

2.1.19 Teorem E c C en az iki noktadan olusan, basit baglantili tiimleyene sahip sinirli bir

kontinyum olsun. Bu durumda C\ E bélgesini C\D bolgesine

@(o)=c0 ve IimM>0

77— Z
sartlar1 altinda resmeden ¢ konform doniistimii tektir [9].
2.1.20 Teorem G bolgesinin smir1 bir Jordan egrisi olsun. Buna gére G bdlgesinden D

birim diske tanimli her konform doniisiim G ’ye bire bir ve siirekli olarak genisletilebilir

[10, sayfa:24].



2.1.21 Tamm t e[a,b] i¢in y, z=2z(t) parametrik gosterimine sahip sonlu uzunluklu egri

olsun. 0 < <1 oldugunda |2(t,)—z(t,)| <clt,~t,|" olacak sekilde bir ¢sabiti bulunuyorsa

y egrisine « dereceden Lipschitz e@risi denir ve y € Lipa olarak gosterilir [11].

2.1.22 Teorem (Holder Esitsizligi) 1< p,q <o ve l+E =1 olsun.
P q

Eger fel vegel,ise fgel, dirve

1 1

p q
IlfglleIS{IlflpleI} {Ilglq IdZI} =[£l,lalL
r r r

olur [9].

2.2 Faber Polinomlan ve Faber Serileri
R >0 olmak tizere |z —z,| <R diskinde analitik bir f fonksiyonunun
f(2)=2a(2-2)

n=0
seklinde Taylor serisine agildig1 bilinmektedir. Bu seri diskte yakinsak ve bu diskin her
kompakt alt kiimesinde diizgiin yakmsaktir. Faber serileri, disk durumunda bilinen Taylor
serilerinin basit baglantili bélgeler durumuna genellestirilmesidir.
K, basit baglantili tiimleyene sahip sl bir kontinyum olsun. K kontinyumunun
tiimleyenini G~ ile gdsterelim.

G =C-K, D:={weC:|w|<1} ve D" =={weC:|w|>1} olmak iizere

Riemann konform doniisiim teoremine gore; G~ bolgesini D™ bolgesine

@(0) =0 ve ¢'()= IimM:7>O

Z—>0 Z
sartlar1 altinda resmeden bir tek ¢ konform doniisiimii vardir.

@ fonksiyonu G~ bolgesinde o noktasi diginda analitik ve bu nokta fonksiyonun birinci

mertebeden bir kutup noktasidir.

Laurent teoremine gore o0 noktasinin ¢ikarilmig komsulugunda ¢ fonksiyonunun seri

acilimi

p(z)=rz+7, +ﬁ+7—§+....+7/—‘;+...
zZ 7 YA

seklindedir.



n e N olmak lizere

n
[o(2)] :(7/24-]/0 +%+%+....+7Z/—t+...j

(m K
" bl
VA

n-2

=y"z"+a"z" +a" 2" 2+ +aVz+al" + -

oldugu goriiliir.
Bu esitlikte Z ’nin negatif olmayan kuvvetlerinden olusan ve n+1 tane terimin toplamini

n-1

@, (z)=y"2"+alz " +al " .+ a2+l

ile, Zz’nin negatif kuvvetlerinden olusan ve sonsuz terim igeren toplami ise

bl(") pin b
-E, (Z)=T+?+"'+zk_k

+...

ile gosterilecek olursa,

[p(2)] =@,(2)-E,(2), zeG (2.1)
esitligi yazilr.

[(p(z)]n fonksiyonu G~ bolgesinde oo noktast disinda analitiktir ve oo noktasmnda n
dereceli bir kutba sahiptir. @ (z), n dereceli bir polinom, E (z) fonksiyonu ise G~
bolgesinde analitik olup E, (c0)=0 dur.

2.2.1 Tamm neN olmak iizere @, (z) polinomlarina K kontinyumunun n. dereceden
Faber polinomlar: denir. ze G~ i¢in (2.1) esitliginden

@, (2)=[¢(z)] +E,(2) (2.2)
esitligi elde edilir.

2.2.2 Tamim [ :={ z2eG :ive ‘(o(z)‘ =R >1} olmak tizere,

'y egrilerine K kontinyumunun seviye egrileri denir. w=¢(z) doniisiimii konform ve
univalent (bire-bir ve analitik) oldugundan, I'; kapali analitik bir egridir. Bu sebeple I';
seviye egrisi kompleks diizlemi iki bolgeye ayirir. Bu bolgelerden, I'; ile smirlanan smirl
bolgeyi G, ve smir1 I'; olup, sonsuzlugu igeren siirsiz bolgeyi G ile gosterelim. G, ve
G, bolgelerine kanonik veya dogal bolgeler denir.

G~ bolgesini D™ bodlgesine doniistiren w=¢(z) dénisiminin tersini z=y (w) ile

gosterelim.



Buna gore, i fonksiyonu D~ bélgesini G~ bdlgesine konform ve univalent (bire-bir ve

analitik) olarak resmeder.

o) v 1 ()= lim 22

Z—>0 Z

=y >0 oldugu goz 6niine alinirsa,

1
w(o)=0 ve y'(w)=— =—=£>0

()= ve /()= 5=
olur.

Bu durumda, y fonksiyonu D~ bolgesinde oo noktasi haricinde analitiktir ve oo

noktasinda bir basit kutba sahiptir. {7 fonksiyonunun o noktasindaki Laurent agilimi,

b, b B

z=y (W)= ﬂW+ﬂO+—+W+ At . w>1

seklindedir.
z € G, i¢in (2.1) esitliginden hareketle

[ @,(<) 1 (E(¢)
ZmI 27”.[ ;_ng—zﬂii g_zdé” (2.3)

esitligi elde edilir.

Z € G; oldugundan sinirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral formiiliinden

1 rE (9
Ejg ~d¢ =0

olur. Buna gore (2.3) ifadesinden, z € G, i¢in

27z| F-[ (2.4)

esitligi elde edilir.
(2.4) ifadesinde ¢ = (t) doniisiimii yapilirsa,

1 t"y'(t) it

D, (Z) = o e w(t)-

zeGy

v' (1)
w(t)-z

fonksiyonunun o noktasinin ¢ikarilmis komsulugundaki Laurent agilimmin Laurent

oldugu goriiliir. Son esitlikten gorildigi gibi {d)n(z)} Faber polinomlari,

katsayilaridir. Buna gore,



v'(Y) 2®t"n£lz), zeGyve t|>R

H _
w(t)-z 3

elde edilir.

! t . .
2.2.3 Tamim i ( ) fonksiyonuna {d)n (z)} Faber polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

w(t)-z

denir.

2.2.4 Tanim {d)n (z)} ’ler K kontinyumunun Faber polinomari olsun. {an} bir karmagik

say1 dizisi olmak tizere,

> a0, (2)

n=0
seklindeki serilere K kontinyumuna gore Faber serileri denir.

{a,} bir kompleks say1 dizisi ve {d)n (z)} ’ler K kontinyumunun Faber polinomlar1 olmak

uzere,

I!im supq/mz%<1, R>1 (2.5)

sartiyla Zand)n(z) Faber serisi, G, bolgesinde mutlak yakinsak, G, bolgesinin kompakt
n=0

alt kiimelerinde diizgiin yakinsaktir [12, sayfa 49].

f fonksiyonu G bolgesinde analitik ve sinirlt bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu i¢in

1f(z) <M, zeG,

olacak sekilde bir M sabiti vardir.

(2.5) sart1 saglanmak tizere , f fonksiyonu igin,

_h

—~
N

N—"

Il

s
QD

~

i)

—~
N

~

z2eG,
k=0

seri agilimi yazilabilir [12, sayfa 50].

Bu serideki {a } katsayilarma, f fonksiyonunun Faber Kkatsayilar1 denir ve

1 flv(®),

ak = tk+l

2

=R
formulii ile ifade edilir.

Bu seri G, bolgesinin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak oldugundan tiirev serileri

f’(z):ial((b[((z), 2eG,
K=0



f™(z)=> ad\"(z), z¢G, (2.6)
K=0

seklinde yazilir.
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3. TAYLOR SERILERI iLE ES ZAMANLI MAKSIMAL YAKLASIM

3.1 Taylor Serilerinin Diizgiin Normda Es Zamanh Maksimal Yakinsakhgi
3.1.1 R>1 i¢in Dy, kompleks diizlemde R yaricapli disk olmak iizere, D, diskinde

analitik ve Dr'da siirekli fonksiyonlarmn smifin1 C (BR) ile tanimlayalim.

Bu boliimde C (BR) sinifindan olan fonksiyonlarm m. tiirevine verilen fonksiyonun Taylor
serisinin uygun tiirev serisi ile |z|<1 diskinde yaklasim incelenmis ve yaklasim hatas

C ( [_)) uzaymin normunda degerlendirilmistir.

R>1 olmak iizere, feC([_)R) olsun. Bu durumda, Taylor teoremine gore

f(z):iakzk, ze D, (3.1)

k=0
oldugu bilinmektedir [12, sayfa 196].
Bu serideki {a,} katsayilarma, f fonksiyonunun Taylor katsayilar1 denir ve

_ 1o f

S

=R
formuli ile ifade edilir.

Bu seri |z| <R diskinin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak oldugundan tiirev serileri

f’(z):iakkzk‘l, ze D, (3.2)
k=1

o0

f"(z)=> ak(k-1)z“?  zeDj

k=2

K!' o
2" zeD, (3.3)

f(m)(z):éak ()

seklinde yazilir.
3.1.2 Tanmm f € C(BR), her n,meN* ve m<n olmak iizere, f™ tiirevine Taylor

tiirev serisi ile |z| <1 diskinde maksimal yaklasim hatas

Zk—m

Rn(z; f(m)>

i \ K!'  kem
fl )(z)—Zakmz

seklinde tanimlanir.

.7 <1 (3.4)

11



3.1.3 Tanim f EC(BR) icin,

(s, = max|f (2)
(%)

seklinde tanimlanan norma f ’in D, *deki diizgiin normu denir.

3.1.4 Tammm W, derecesi n’yi asmayan polinomlar smifi olmak iizere,

B, (:Ds )5, = inf |If =Pl

R P W,
sayisma f fonksiyonu i¢in C(IjR) uzayinda cebirsel polinomlarla diizgiin normda en iyi

yaklasim sayis1 denir.

Buna gore p, ile D, kapali diskinde f ’ye en iyi yaklagan polinomunu gdsterecek olursak,

|t (2)-p,(z)<E (fD)(R) ze Dy (3.5)

yazilabilir.

3.1.5 Lemma |u| <1 olmak iizere

" Kl m m— g (j—l)!.l’l+ j!
kzn;rl(k m Z;[ j J) {(1_u)j (1_u)j+l]

esitligi saglanur.

Ispat
(m) n+l (m)
d k! K—m - K \(m) ( > kj ( u J
— U = u = u = .
k—zml(k_m)! k;l( ) k;‘il 1-u
n+1
Buradan ifadesinde 1. tiirev,

1-u

() e ) () u

1-u
Wl n+1 u AN 1 u AN 1
=Uu (r"‘ ZJZU 1_u+1_u+ 2 =Uu [E“r ZJ
u (1-u) - (1-u) (1-u)

olarak bulunur. 2. tiirev,

A
1-u 1-u (1-u) 1-u (1-u)’ (1-u) (1-u)

olarak bulunur. Bu sonucun tekrar tiirevini alarak 3. tiirevi,

12



u™ m—n )| L | 2

(1—UJ - ( 1) {l—u (1u)2J [(1u)2 (1U)3J

+nu“1[ n_,_2 ]+u”[ n_,_® J
(1-u)" (1-uy (1-u)" (1-u)

:n(n—l)u“2£L+ 1 }LZnu”{ n_, 2 J+u”( 2n .8 ]
1-u ) FRTANTET Y M (R T

olarak bulunur. Bu sekilde ardisik tiirevler alip m. tiirev i¢cin genellestirdigimiz takdirde

o Lukfm: mm-1 nm i)y (j—l)!.n+ j! |
2 (k—m)! Z(J—_JP( m-1) [ (1_U)J+1J

k=n+1 j=1 (l—U)j

esitligi elde edilir. O

3.1.6 Teorem R>1 i¢in f EC(BR) olsun. Her n,me Nve m<n olmak tizere,

C(R)(m+1)!nn!

. f(m) R
R”(Z’f )S(n+1—m)!R“(R—1) ”(f’DR)c(ﬁa)’ [4=1
olur.
© |
ispat (3.3)den, f™(z)=Y a, G km)lzk‘”‘, z € Dy oldugu biliniyor
k=m -
8 :i- fk(+t1) dt
2ri R t

olmak tlizere (3.4) ifadesi

Rn(z;f(m>)=i_j f(t){iﬁ}dt, 7| <1 (3.6)

27i R k:n+1(k - m)!tk+l
olarak yazilir.
p,(t) ile f fonksiyonuna C(II_)R) uzayinda derecesi n’den biiyiik olmayan cebirsel
polinomlar smifinda en iyi yaklasan polinom gdsterilecek olursa, (Zk) sisteminin |t| =R

iizerinden ortogonallig1 da dikkate alindiginda;

Rn(z;f(m)):ziﬁi [ (f(t)—pn(t)){i%}dt, 2| <1 3.7)

M=R k=n+1

oldugu goriiliir. (3.5) ve (3.7) den
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- 1 ¢ 1 |e ki |
<E,(f;D dt <1 3.8
AAERELSE = il ¥ o e L (38)

Rn(z; f(m))

esitsizligi yazilabilir.

t|=R ve |z| <1 oldugundan Lemma 3.1.5 den, u =% oldugunda

= klLzkm _i k'

k;l(k—m)!.tkm S (k—m)!
R e N U A L .
_;[J‘—JP( =) L(l—u)j (1—u)"“J 49

Buna gore (3.8) esitsizliginin sag tarafindaki integral asagidaki sekilde degerlendirilebilir:

NI 1'n|t| i
Z”t.l.R|t|m+lZ[ j n, _J)_ [ Z|j+l |dt|

U i

n m_l - 1 1 |Z|n+j—m ( |t| 1 |Z|n+j*m J||t|J+l
= P(n,m-j)| =— NSRS SN j
. ( j—lJ (n,m J){ J. m+1 n+j-m | | o tJ.R |t|m+1 n+j—m |t_z|1+1

27 et |t ZI' t

elde edilir.

. (m-1 A n(j=1)r oo |t j! |dt|
< ) P(n,m- _ 4 __ |, 3.10
Z(J 1) ( J){ Rn+127z_ tIR |t—Z|J Rn27z_ tJ. |J+1 ( )

- :R|t—Z

t|=R ve |z| <1 oldugu dikkate alnirsa |t —z|> R -1 yazilir. Boylece (3.10) esitsizliginden

z; M) < D L (m-1)! n! n'(j_l)!+ j!
‘Rn( - f ))En(f,DR)C(DR)£;(mj)!.(jl)!'(nm+j)!|:Rn(R_1)J Rnl(R—l)H:l]

SE”( : ) o) (i (m- 1)' n! Z(m 1)! ni i MJ

) (n-m+j)r R(R -1 F(m-j) (n-m+j) R (R-1)

Rn(z; f(’"))

elde edilir. Buradan,

1
nnt | (B _1\"1
Rn(z;f(m))sEn(f;DR) - _(m+ytan! J(R-1)™ . 1<R<2
°0) (n+1-m)!R" 1 ,  2<R
R-1

degerlendirmesi yapilabilir ve sonug olarak

E (ni(fi)rf]r;;?(ﬁ”_!l) (1:B:) g, <1

(3.11)




oldugu goriilir. O
m =0 durumunda bu Teorem ispati [12, sayfa: 197] de verilmektedir.
Ozel halde (3.11) esitsizliginde m=1 ve m=2 alindiinda sirasiyla asagidaki esitsizlikler

elde edilir.

3.2 Taylor Serilerinin Hardy Uzaylarinda Es Zamanh Maksimal Yakinsakhgi

Bu alt boliimde HP (D) smifindan olan fonksiyonlarin es zamanl maksimal yakinsaklig
incelenmis ve yaklasim hatas1 C ( [_)) uzay1 normunda degerlendirilmistir.

3.2.1 Tamm f, R>0 icin Dy diskinde analitik olsun. 1< p <o olmak iizere, f

fonksiyonu

2 p 5
Sup iHf(re”)‘ do| <o
O<r<R| 27y
sartin sagliyor ise f e HP(Dg)” dir.

f eHP(Dg) ise f'in |z|=R gemberi iizerinde hemen her yerde agisal yollar tizerinden

smir degerlerinin oldugu ve sinir degerlerinin olusturdugu fonksiyonun |Z| =R ¢emberi
iizerinde L” Lebesgue uzayma ait oldugu, yani f e L° (|Z| = R) oldugu bilinmektedir.

3.22 Tamm R>1vel<p<ow igin ™ eH’(D;) olsun. Her n,meN ve m<n olmak

uzere

Rn(z; f(m)):: f(m)(z)—zn:ak KL jem_ i a, _K gen HES! (3.12)
= " (k—m)! S (k—m)!

olarak gosterilsin.

Rn(z; f(m)) = f(m)(z)—zn:ak kI jenl_ i aksz‘m 7|=<1
= (k—m)! G (k=m)!

ifadesine f(™ ne m. Taylor tiirev serisinin es zamanh maksimal yaklasim hatas: denir.
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3.23 Tamm R>1 ve 1<p<ow igin feHP(Dg) olsun. p,(t), f fonksiyonuna
HP?(Dg) normunda derecesi n’den biiyiik olmayan cebirsel polinomlar smifinda en iyi

yaklasan polinom olmak tizere f fonksiyonunun n. dereceden portalamada en iyi

yaklasim sayisi,

Yo
£ (D)o =[5 [ 110, (0 et

T r
olarak tanimlanir.

3.2.4 Teorem R>1icgin f e H,(Dg) olsun. Her n,meN ve m<n olmak iizere,

Rz 1)<

olur.

C(R)(m+1)!nn!
(n+1-m)IR™(R-1)

EY(f;Dp)

HY(Dg)’ |Z| <1

© |
Ispat (3.3) den, f(m (Z) = Zak E zm, |Z| <R olarak yazilr.

27i (R

oldugunda (3.12) ifadesi

= ki
R(zf™)=—= [ f(t ————|dt, <1 ilir .
n(Z ) _tIR ( )Lgl(k—m)!t“} |z]<1 olarak elde edilir

p,(t) ile H,(Dg) diskinde f ye en iyi yaklasan derecesi n’den biiyiik olmayan polinom

gosterilecek olursa, (Zk) sisteminin [t|=R tizerinden ortogonalligi dikkate alindiginda

o0

R, (2= ij(f(t)—pn(t)){z(kk_!;%}dt, |z|<1 (3.13)

27 =R k=n+1
oldugu goriiliir.

(3.13) esitliginin  sag tarafindaki toplamin u=% icin Lemma 3.1.5 yardimi ile

(u -’ !MMJ

© k1 Zk—m | 1 & (m _1] . ‘
< . P(nm—j)|— .
k_zn.;.l(k_m)!tk-ﬂ tm+l; J—l ( J) t |t_Z|J |t_z|j+l
seklinde degerlendirilebilecegi goriiliir. Buradan

Zw: (k- m_ltk+1| {Z(m_l-)! L +i - L L J

M X

T (m=j)(n-m+j)! R”+1 R-1) S (m-j)!(n-m+j)IR"(R-1)""
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yazilir. Boylece,

™ < g® o~ (m-1)!  n! S n! j
‘ (Z f )<E (f D) D){JZ: J) (n m+J)|Rn+1 R_ l) +; n m+]) (R_l)j+1
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten
-
m+1
Rn(z,f( )) < r(]l (f D )H (m+l)!nn! : (R—l) , 1<R<«?2
®) (n+1-m)IR™ 1 , 2<R
R-1
degerlendirmesi yapilabilir ve
C(R)(m+1)!nn!  _
f(m EV(f;Dg)n o <1 3.14
Ro(z: 1) < mriom R (R_g) " (1 Pehey [2 (3.14)

sonucu elde edilir. o
Bu teorem m=0 durumunda [12, sayfa:198]" de ispat edilmistir. Ozel halde (3.14)
esitsizliginde m=1 ve m=2 alindiginda sirastyla asagidaki esitsizlikler elde edilir.

nC(R)

R@ s Ry & (F:Pedwion

n"C(R) Lo

Ri (2 7)< R™(R-1) " (D8 )o,

3.2.5 Teorem R>1vel<p<w igin f eHP(Dy) olsun. Her n,meN ve m<n olmak

lzere,

(1)<

esitsizligi saglanir.

Inn!
c(R)(m+1)1.nn. Egp)(f;DR) <t
(n+1-m)IR"™(R-1) HP(or)

. . © K!' o
ispat 3.3)den, T (2)=> a, 2", 2Dy, ve (3.12)den

~ &% (k=m)!
s k! = k!
f f (m) _ k-m _ k-m
(Z ) (2) éa“(k—m)!Z kzzn+1ak(k—m)'Z
oldugu biliniyor.
= i .[ f (t) dt olmak tizere, bu esitlik
27“ M=R k+1

0

Rn(z:f(m>)=i-tJRf<t>{z%}dt' 7<t,

27“ = k=n+1
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bi¢iminde yazilir.

p,(t) ile f fonksiyonuna HP (D) uzaymnda derecesi n’den biiyilk olmayan cebirsel

polinomlar smifinda en iyi yaklasan polinom gdsterilecek olursa, (Zk) sisteminin |t| =

tizerinden ortogonalligi dikkate alindigin da

R, (2 ™) = ij(f(t)—pn(t)){i(kk_!;%}dt, 2] <1 (3.15)

27i =R k=n+1
oldugu goriiliir.

(3.15) esitliginin sag tarafindaki toplam u:% icin  Lemma 3.1.5 yardim ile

= kT 1 & klzvm 1 &(m-1 (j-1)tn j!
e e e P gni-m _ _
k:zml(k—m)!t“l " kz (k—m)it t”‘”,—g‘(j—l) (m.m=j)u ((1—u)’ +(1—u)”1

=n+1

seklinde yazilir. Buna gore

Rz 1)

1 nl Zn+j7m J_l 'ntJ JltJ+l
OO eV o il (< ROl g

j+l

z

<5 Jlre Z[ J m-j)

7 ir t

”“[u AL L

t—z| |t z|j+1

2 G0 -m | =
m (m-1)! |dt|
< . n+
,Zl:(m—J)!(n—m+J IR™ 27 t-U |t z|
n (m-1)! |dt|
+ :
,Z;‘(m J)'(n m+ j)IR" 2”{[ ‘ | z|”1

esitsizligi elde edilir. p>1,g9>1 ve %+é =1 olmak iizere

R"(Z;f(m))gg((nr:_?)!(n T R“*{ j|f (1))t I} {zlﬂtut'_dj']q}

R (m-1)! 1 |dt| .
(- m+J'R{ Lo "d@[ fh_qﬁl}

esitsizligi yazilir. Buradan

1

3 n! n 1 |dt|
_Z )an+1 n (f D )HPDR[ ,[ :|

z; £
( ) F(m-j)(n-m+j 27 g ft- z|Jq
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elde edilir.

Bu son esitsizlik

g
Innt | (B _1\™"%
Rn(z;f(m))SEr(]P)(f;DR)p (m+1)!nn! 1 (R-1)" . 1<R<2
HP(Dg) (n+1_m)!Rn+ R% ’ 2 <R
R-1
olarak degerlendirildiginde,
¢(R)(m+1)!nn!
£(m EP(f:D , <1 3.16
(Z ) (n+1-m)IR™(R-1) " ( R)Hp(DR) 2 (3.16)

sonucu elde edilir. O
Ozel halde (3.16) esitsizliginde m=1 ve m=2 alindiginda sirasiyla asagidaki esitsizlikler

zinciri elde edilir;

1 1

n 1| ( 1o faf |f
R (z:f")<— f:D 1 Em f:D el
n (Z )| Rn+1 n ( )Hp DR) {27[ tJ.R |t Z| ] + Rn n ( R)HP(DR)lzﬂ, tJ.R |t_z|2q =
1 1
n.RY R

<E'"(f;Dp)

R.(z;f")

HP(DR) Rn+l(R_1)+ Rn(R—l)z

nC(R)
R™ (R—1)

R, (z; f') <

E” (fiDg)\no,, - (3.17)

|Rn(z; f")

1 1
nn 1 dt| [* n 1 |dt|
<—EP(f;D — EP(f;D
RN ( R)H(pDR[ZﬂtLh_ZP} +Rn+1 n ( R) Hioe) |:2ﬂtIR|t—Z|

1 1
n 1 df |* 2 1 dt
+FE£p)(f;D)HpDR[ | il }+EE§p)(f;DR)HPDR{ | _ldf } =

27 it~ 27 et~ 2"
1 1 1 1
vy (P (. n.nR* n.R4 n.RA 2.R1
R (2 )< B (1 De)og, RT(R-) RP(R-1 R(R-1) R(R-1)
L n>C(R) _(»),,.
R, (z; f )SmEn (f:D8)yo, (3.18)
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3.3 Taylor Serilerinin Degisken Uslii Hardy Uzaylarinda Es Zamanh Maksimal
Yakinsakhgi

3.3.1 Tamm E:=[0,27] ve p(.): E —[1,00) seklinde tamiml1 Lebesgue dl¢iilebilir bir iis

fonksiyonu olmak iizere,

ﬂf (x)‘p(x)dx<oo
E

kosulunu saglayan Lebesgue olgiilebilir tim f fonksiyonlarinin kiimesine degisken iislii
Lebesgue uzayi denir ve L0 (E) seklinde gosterilir.

E iizerinde tanimli p(.) iis fonksiyonu i¢in

p_ = essiEnf p(x) ve p, = esssEup p(x)

notasyonlar1 tanimlansin.
1< p_<p, <o olmak iizere, yukarida taniml LV (E) kiimesi normlu bir uzaydir. Ayrica

bu uzayda denk normlardan biri
p(x)
| f ||p(_) = inf {/1 >0: I f(x) dxsl}
E

seklinde tanimlanabilir.

A

Degisken {islii uzaylarda yaklasim teorisinin incelenebilmesi i¢in p() iis fonksiyonu ile

ilgili baz1 sartlarin konulmasi gereklidir.

C
3.3.2 Tamm X,y eE, x#Y icin [p(X)- p(y)|€ ——i—, [x-y|<=
PP Sy VIS5

kosullarma ek olarak, 1< p_ < p, <oo kosulunu da saglayan p () fonksiyonlarinin kiimesi
¢, (E) ile gosterilsin.
3.3.3 Tammm p(.):E —>[L ) seklinde tamml iis fonksiyonu E kiimesinde Lebesgue

olgiilebilir bir fonksiyon olsun. H® (D) analitik fonksiyonlarin bilinen Hardy uzayi olmak

uzere,
H™(D,):={f e H'(D,):f e’V (|7 =R)}
olarak tanimlanan kiimeye D, ¢emberinde analitik fonksiyonlarin degisken iislii Hardy

uzay1 denir.
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3.3.4 Tamm p(.)ep,(E) ve fer(')(DR) olsun. p,, Hp(')(DR) uzayinda f

fonksiyonuna derecesi n’den biiyiik olmayan cebirsel polinomlar sinifindan en iyi yaklasan

polinom olmak tizere
E, ( f DR)HP(')(DR) = ”f —Pn ||Lp(‘)(\z\:R) E, ( f DR)HP(')(DR) = ”f —Pn ||Lp(->(\z\:rz)
ifadesine f i¢in H P (Dg) uzayimnda cebirsel polinomlarla en iyi yaklasim sayisi denir.

3.3.5 Tanmm f eH p(')(DR), her nnmeN ve m<n olmak iizere f™ tiirevine Taylor

tiirev serisi ile es zamanh maksimal yaklasim hatasi

Cpm) 2§ (7) S K' || S K! km
Rn(z,f )_f (2) kZmak(k_m)!z _kzn;lak(k_m)!z . 7=1 (3.19)

seklinde tanimlanir.

p(.):E —>[L0) Lebesgue dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. i+L =1 olmak iizere,

p() ()

fe Lp(')(E) Ve Qe pr(')(E) icin fgeL'(E) olur. Ayrica
JIf () g (<K (p)f],, gl
E

esitsizligini saglayan  p(.) fonksiyonuna bagli pozitif bir K(p)sabitinin oldugu
bilinmektedir [13, sayfa:27].
3.3.6 Teorem R>1ve p(.)eg,(E) igin f eH" (D;) olsun. Her n,meN ve m<n

olmak tizere,

R, (Z; f(m)) < C( P: R)(n +1(_mmJ;!1Il!:ln(!R —1) 5 ( f DR)HDO(DR)’ |Z| =t
olur.
Ispat (3.19) dan a, :i_ fk(fl) dt olmak iizere,
27l g
o | kom
R, (z1™)|= %L f (t){k;l(kk_';w} dt|,  |7<1,
elde edilir.

p,(t) ile f fonksiyonuna H p(‘)(DR) uzayinda derecesi n’den biiyiik olmayan cebirsel

polinomlar smifinda en iyi yaklasan polinom gosterilecek olursa, (Zk) sisteminin |t| =R

lizerinden ortogonalligi dikkate alindiginda;
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£ (m) i B - ki1z*
(212 [ 10RO 2 050 Sl < (3:20)
olur. Buradan
© k—m
zf™)=— [ [f(t)- L kiz |dt, z|<1
(1) =5 LT O P Ol | 2 Gy

elde edilir.

s z
Bu son esitlikte U = n alinirsa, Lemma 3.1.5’e gore

1 & m—1}
t)- t —T A P n,m-—
27 i t 1;[ -

i)

" Jl'ntJ i
(o

0 g i

1 1 & (m-1)! nt TGy
<— f t)— t - . . j j + j+ dt
2 J| () pn()||t|m+1jz_;4(m_1)( - |t_Z|Jl | |

iR (-1l (n—m+ j)! |t|”*j m |t_z|J

Si (n_1—1_)! n! ij|f(t)—pn(t)| L (1)1 |t|| |

=t (m_ J)I(J_l)!(n_m+ ])' 2 R |t|m+1 |t|n+J -m |t Z|
o (m-1)! ntooo1 1™ gy
+ H H Y f t _pn t m+ n+j-m + dt
J-Z;‘(m—J)!(J—l)!(n—m+J)!27th| (®) ()||t| 1|t| - t—z |J1| |
n (m-1)!  nln 1 |z |n+] "
< - —— | [f(t)-p,( ?dt
J-Z_;‘(m—j)!(n—m+1)!27zt~_[R| (®) It [t - z|J| |
m (m—l)lj | |n+j_m
+ -
;(m_J) (” m+J) '2”“ |t| |t—z|J+l| |
C 1 1 ,
oldugu goriiliir. Buradan —~ +——~ =1 olmak {izere,
p() P'()
m In (p) |Z|n+j—m
z; £ < f(t)—p,(t .
( ) JZ; m— n m+ J) o H ( ) pn( ) HP(Dg) |t|”+1|t_z|l (00
+i H n HP()(D) r|1 |n+j_mj+1
J n m+J 2 R t| |t—Z| pr()(DR)
©(m-1)! nin c(p). .. | |n+j_m
E,(f:Dg).n
,Z:;‘ m-j)(n-m+j) 27 (1800, t" o
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n+j-m
7

n ( f ; DR )H P(-)(DR)

j=l (m_J)I (n_m+ J)| 2 t|n|t_z|j+l H”'()(D)
n(m-1)!  nln c(p) 1
< E (f;D;)., .
,Z_:‘(m—j)!(n—m+ i)l 2z o (F:D%), 0(Dg) R (R-1)
o(m-Di  nt c(p) 1
E.(f;Dg).» —_—
+JZ_} (m=j) (n-m+j)! 2z (D) R"(R-1)™
yazilir. Bu esitsizlik
-
n _ m+1)Inn! | (R-1)"" , 1<R<2
&(Zf())Sc(p)aif’DR%“wm(ni1—%ﬂR“1( 1) 2<r =R
R-1
seklinde degerlendirilir ve
e(m (m+1)!nn! _
R,(z f )SCULRNn+1_mﬂRM%R_1)E(f,DQHMmM,|4£1 (3.21)

oldugu goriiliir. O
(3.21) esitsizliginde m=1 ve m =2 i¢in hesaplamalar yapilirsa sirasiyla asagidaki sonuglar
elde edilir:

R, (z; f') S#(Rp—)l)

En ( f ; DR)H p(-)(DR)

- n’C(p)
“R™(R-1)

R,(z ")

En ( f . DR)H p(-)(DR)'
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4. FABER SERILERI ILE ES ZAMANLI MAKSIMAL YAKLASIM
4.1 Faber Serilerinin Diizgiin Normda Es Zamanh Maksimal Yakinsakhgi

Once teorem ifade ve ispatlarinda kullanilmak iizere sonlu uzunluklu Jordan egrilerinin bir
ozel alt sinifin1 tanimlayalim.

G, sonlu uzunluklu T egrisiyle smirlanan smirli bir bdlge olup, T smiri

z=x(s)+iy(s)=z(s) denklemi ile verilmis olsun. Burada s, I' egrisinin belli bir
noktasmndan z(s) noktasina kadar olan yaym uzunlugunu ifade etmektedir.

4.1.1 Tamm peN ve 0<a <1 olsun. Eger, I egrisini ifade eden z =z(s) fonksiyonu
p. mertebeden siirekli tiirevlenebilir ve | egrinin uzunlugu olmak iizere (0,l)arahginda
2 (s) € Lipa kosulunu sagliyorsa, bunu ' e C( p, &) olarak gosterelim.

Riemann konform déniisiim teoremine gore, G~ bélgesini D™ bolgesine ¢(w)=o0 Ve
¢'(0)>0 sartlar1 altinda resmeden bir tek w=¢(z)konform doniisiimii oldugunu

biliyoruz.

Ayrica T'eC(p,e) ise ¢(z) ve w(w) fonksiyonlar: sirastyla G ve |w|>1 kapal

bolgelerinde siirekli tiirevlenebilirdirler. Bu yiizden ¢'” (z) e Lipa ve e (z) e Lipa olur.

Aynidurum G boélgesini birim diske konform olarak doniistiiren doniisiim ve onun tersi i¢in
de gecerlidir.
4.1.2 Tamm T bir Jordan egrisi ve G, T egrisiyle sinirli bir bolge olsun. R>1 olmak

lizere kompleks diizlemde G bdlgesinde analitik ve G, 'da siirekli fonksiyonlarm sinifint

C (6R ) ile tanimlayalim.

4.1.3 Tanm f C((_BR), her nnmeN ve m<n olmak lizere, (™ tiirevine Faber tiirev

serisi ile es zamanh maksimal yaklasim hatasi,

Rn(z; f(m)) :‘f(m)(z)—zn:akd)(km)(z) i akd)(km)(z)
k=0

k=n+1
seklinde tanimlanir.

, 2eG, (4.1)

fw(t)

k+1

Burada, a, = l_ j dt oldugundan
i

=R
- 1 = " (2)
2 a0 ()=~ [ fw(1) X
k=n+1 27“ M:R k=n+1
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elde edilir.

G =C-K olmak iizere, ®,(2)=(¢")(z)+E(z), (z€G), oldugu biliniyor. Bu
esitligin her iki tarafinin m. tiirevi alindiginda

o (2)=(¢")" (2)+EM(2), (2¢6G)

olur . Buradan,

son_s W0, ¢ B0 "

i} tk+l Naret] tk+1 tk+1
esitligi yazilir.

4.1.4 Tanim f eC((_BR) icin

f(2)

seklinde tanimlanan norma f ’in C (GR) uzaymda diizgiin normu denir.

|f || = max

|Z<R

W, derecesi n’yi asmayan cebirsel polinomlar smifi olmak iizere,
SR
sayisina f fonksiyonu igin diizglin normda derecesi n’yi asmayan cebirsel polinomlar

smifinda en iyi yaklasim sayisi denir.

Buna gore p,(z) ile G, kapah bolgesinde f ’ye en iyi yaklasan polinomu gosterecek

olursak,

£ (2)-p,(2)|< En(f;GR)c(cR)’ zeG,

yazilabilir.

4.1.5 Tanmm 1<i, j <m olmak iizere,

A((p 0", Q",. ,(0 ) @’nin 1.,2.,3., . mertebebeden tiirevlerine baglh bir ifade,

B. (1// v "y ) w’m 1.,2.3.,..., ] . mertebebeden tiirevlerine bagli bir ifade olarak
tanimlansin.
Teorem ispatlarmda kullanilacak @\ (z)= (gok )(m) (z)+ E™ () tiirevinin 1. ve 2. terimleri

icin sirasiyla asagidaki lemmalar gegerlidir.

4.1.6 Lemma ze G olsun. Bu durumda
((pk)(m)(z):k(k—l)(k—Z)...(k—(m—l))(pk‘m(Z)Ai((o')+...+ kgpk‘l(z)An(go(m))
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olur. Burada A (.) carpanlari genellikle @, 9", ... tiirevlerine bagli olan ifadelerdir.

Ispat m=1 oldugunda

(") (2)=ko" (2)9'(2)
esitligi elde edilir.

m = 2 olmasi halinde,
(¢) (2)=k(k-D)¢*2(2)¢' ()¢ (2) + ko (2) " (2)
=k(k=1)¢"*(2)(¢) (2)+kp" " (2)9"(2)

yazilir. m=3 i¢in son esitlikten tiirev alinirsa,
(0) (2)=k(k-1)(k-2)0*7 (2)¢'(2)(¢)" (2) +k (k-1)¢"*(2) 20 (2) 9" (2)
+k(k=1)9"*(2)¢'(2) 9" (2) +ke" ' (2) 9" (2)

(¢*) (2) =k(k-1)(k=2)0"*(2)(#")'(2) + K (K -1)0'* (2)'(2) o' (2) ko' (2)6" (2)
olarak bulunur.

m =4 alindiginda,

()" (2)=k(k-1)(k-2)(k-3)¢"*(2)(#)"(2)

+(k-1)(k-2)¢"(2)3(¢')' (2)9"(2)

13k (k-1)(k=2)9"* (2)(¢') (2)9"(2) +3k (k-1)9* (2) (¢} (2)
13K (k-1)9" (2)(¢)(2)(9")(2) +k (k=D * (2)(¢') (2) (") (2)
+kp'*(2) 9" (2)

()" (2) =k (k-1 (k-2)(k-3)¢"* (2) ()" (2)
+k (k=1)(k=2)9"* (2)(¢')’ (2)¢"(2) +3k(k-1)0"? (2)(¢")’ (2)
HK(K-1)9" (2)¢/ (2)0"(2) +ko ()9 (2)

()" (2) =k (k-1 (k-2)(k-3)¢"* (2) ()" (2)
+k(k-1)(k=2)¢** (2)(#)' (2)¢"(2)
+(k-1)0" (2)[3(o") (2) + 40/ (2)" (2) | +ko ()9 (2)

m=5 alindiginda
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-D)(k=2)6" (1) (2)0" (2) <3k (kK26 (1) ()" (2
k=1)¢** (2)¢"(2) +4k (k-1)(k—2)9**(2)(¢)" (2)9"(2)
+4k (k1) "2 (2)¢"(2) 9" (z) +4k (k ~1)p"? (Z)(p'(z)go(4) (z)

+k(k=1)¢"%(2)¢'(2)9") (2) +ko**(2) 9" (2)

bulunur, bu ifade ortak garpan parantezine alnarak,
(¢)7 (2)=k(k-2)(k-2)(k-3) (k=4)¢** () (¢')' (2)
18k (k=1)(k—2)(k=3)9'* (2)(¢') (2)¢"(2)
+k(k=1)(k=2)0"(2)| 8(#)(2)(¢")' (2) +8(¢)' (2)¢" (2)+3(#)(2) 9" (2)
+k(k=1)¢"* (2)[ 30" (2) +4¢' (2) 9" (2)+5¢'(2) 0" (2) | +ko'* (2) 6" (2)

sonucu elde edilir.

Yukaridaki gibi ardisik tiirevler alinirsa, m. tiirev i¢in asagidaki genellestirme yazilabilir.

(wk)‘”“)<z>=k(k—l)(k—z>---<k+1—m> 0" (2) A
th(k=1)(k=2)..(k+2-m)o" " (2) A, (¢, ¢")
tk(k=1)(k=2)...(k+3-m)o"*"(2) A (¢, 0" ¢")
+...+k(pk’1(z)¢(m)(z)An((p(m)) .

Buradan,

()" (2)=K(k-1)(k~2)..(k~(m-D)) o " (2) A (o) .+ (2) A, (0

olur. o

4.1.7 Lemma F(z,w):= — . 7|21 |w]=1 olmak iizere,
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(m) — rooon (m) 1 ket rooon (m-1) 1 ke n
E, (y/(W)) B, (1// Wy )_27zi ;[_11 F,(7,w)dr+ Bmfl(z// Wy )_27ri ,J:1T Fo(z,w)dz+...
— roon (m) 1 kv roon (m-1) 1 kpn
(l//(W)) B, (W Wy )_27zi J:lz' FW(T,W)dT+ Bmfl(l/l R V4 74 )_Zﬂ'i M:Iz' FW(T,W)dT+...
+B ((//')i rkF(m)(r,W)dr.
' 27i A "

Ispat m=1 oldugunda
1

v (WL ()= 55 [
! _ 1 i “F'(z,w)dr
k(w(w))_'ﬂ'(w) 271 Fulzwp

esitligi yazilir. Buradan tekrar tiirev alinirsa, 2. tiirev
1

o' (W)EL (v (w)) :%Z%LAFV;(T,W)M ot | PR

i rkFV;'(T,W)dz'

1
(w')" (w) 27i 2,

” _V/”(W) 1 Ko
Ef(w(w))= — | T°F, (z,w)d7 +
k ( ( )) (y/,)?: (W) 27Z'| TJ;l ( )d
olarak elde edilir. m=3 igin

2

W'(W)E"'(l,/(w)):—W"’(W)('/”f(W)+W"(W)3(W’) (wW)y"(w) 1 [ Fy (r Wy

k v (W) 2t ),
+L(W)i Fy(r,w)dz +—21//’(W)1//”(W) ! ™“F!(7,w)dz
(v') (w) 271 7. Rl (v)' (w) 27 Jl R

1 1 ¢ .
|7 FV\',"(T,W)dT
(') (w) 2 J—l
ifadesi yazilir. Bu ifadeden gerekli diizenlemeler yapildiginda,
_l//m(W)l//’(W)+l//”(W)3l//”(W) 1 TkF'
()" (w) 271 4
+ _l/,/ 3(W) i z-kFV;’(r,W)dr + _21,//3 (w) i rkFV;’(z',W)dr
(') (w) 27 .2 (') (w) 271

v (W)E(y ()=

++% F(r,w)dz
(w')" (w) 27 1
yazilir ve
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03 W) L

R 7 TR = E

+_3l,//T(\N)2i TkF"(T W)dT + ’:2 % TkFV\!,”(T,W)dT
(v') (w) 27t 1y (w') (w) 271 1y

olarak bulunur. Bu sekilde ardisik tiirevler alip m. tiirev i¢in genellestirdigimiz takdirde,

B (v (w)= _wm() L J F

(/)" (w) 22t 2y
1

—_— rkF(m)(r,W)dr,

(T,W)dr+ ...... —_— I Tka\:’(T,W)dT-F....

w

Elgm)<l//(W))=Bm v, V/(m))i_ I TkFVC(z',W)dz'+ Bmil(l//',l//" ..... l//(m_l))i_ _[ z'kFV;'(r,W)dz'+...

27 1 A}
+Bl((//')i_ *F"™ (z,w)d
2ri 1
sonucu elde edilir. o
" kK \(M)
L 4) esitlisini sas tarafindaki birinci terimi o (") (2) o ecini orig
Simdi (4.2) esitliginin sag tarafindaki birinci terimi olan Z I ifadesinin ileride

k=n+1
kullanacagimiz bir esitini verelim.

Lemma 4.1.6’ya gore

- (¢)"() ¢ )(k=2)...(k+1-m)p" " (2) A (¢)
kg;l et = Z £kl v v
+i k(k—1)(k—2)...(k+2—m)gok*1*m(z)Az(go',go")

k=n+1 tk+1

0 _ _ _ k+2-m rono " w Kk k-1 (m)
L5 k(k=1)(k-2)..(k+3 tlTl)(p (Z)Ag(q),(o,q))_l_m_'_z o (zt)kjn(go )
k=n+1 Kentl

k
= |dr|] .

w(wﬁszy:A(¢)§:kw 1)(k-2)...(k+1-m)p* " (2)

tk—m
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A(00) § KK (k=2)(k+2-m)o" (2)

+
tm = tk+l—m
ronom\ _ _ _ k+2-m
Algp") 5 KK 2) (3t (e)
t k=n+1 t
An ¢(m) © k(ﬁk_l 7
. (t2 )k_zl tk_1() (4.3)

Diger yandan,

u|<1 olmak iizere Lemma 3.1.5 den sirasiyla asagidaki bagntilarmn

dogrulugu goriiliir.

(m) n+1 \(M) . .
= u m(‘m-1 ] (3D j!
u| = = = T P(n,m=j)umim . :

(kzn;l j (1—UJ ;Kj—lj ( 2 [(1—u)’ (1-u)™

(m-1) n+1 \(M-1) m-1 -2 . i—1)1 i
K=n+l 1-u =\ )-1 (1—u) (l—u)

(m-2) ne1 \(M-2) m—2 _ . i—=1)1 i
K=n+l 1-u =\ ]-1 (1—u) (1—u)

(S5 e, )

Bu ifadelerde, ¢(z)=w ve w(w)=z oldugu disinilir ve u=% yazilirsa, (4.3)

s

s

esitligi,

= (¢)"(2) _A(p) e (m-1 AW (g
Z ki - tmf Z[J—_ljp(n’m_” g i-m +(tJ_W)j+1

k=n+1 j=1 (t - W)j

rom\ m-1 _ N+ j+1-m i _1\Intl TS
A0 (”; ij(n,m—l—j)w [(J L)int’ jit J

tn+j+1—m (t—W)j (t_W)j+l

tn+j+2—m (t—W)j (t_W)j+l

1 0 ] Wn+j—1 (J_l)lntl j!tj+l
t? ;[]—1]P(n’1_1)t”*11( (t—w)’ +(t—W)MJ 4

olarak elde edilir.

I " ") m-2 _ N+ j+2-m i_1\Intl srg
+—A3((0’(p’¢) (m ij(n,m_Z—j)W [(J int L J+
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4.1.8 Teorem I''=0G ve O<a <1, F'eC(m+2,«a) olsun. R>1 ve f eC((_SR) i¢in

her n,meNve m<n olmak iizere,

(2m+1)m!nnic(R) -
< E (f;
*(n—m+1)'R (R_1) (fiGi)g) 2<6

Rn(z; f(m))

esitsizligi gegerlidir.

Ispat @, (z), K kontinyumunun Faber polinomlar1 olmak iizere,

f(m)(z)=iakd>f<m)(z), zeG,
K=0
ve

R (2:1™)= 17 (2)-Y a0 (2)= Y a0 (2)
k=0

k=n+1

esitlikleri yazilir.
f €C(Gr) oldugundan
1f(z)<M, zeG

olacak sekilde bir M sabiti vardir.

Bu sart altinda Faber katsayilari i¢in agsagidaki formiil yazilir.

NG IO

k — 27 ;. (ok+l(é/) - 27 i th+l
Buna gore
1 = 0" (2)
R (zf™)=— [ f(w(t < 4t
”(Z ) 27i t.!R (l//( ))kg;l et

oldugu goriiliir.

p,(z) ile f fonksiyonuna C(ER) uzayinda derecesin ’den biiyiik olmayan cebirsel

polinomlar sinifinda en iyi yaklasan polinom gosterilecek olursa, (Zk) sisteminin |t| =R

iizerinden ortogonalligi dikkate alindiginda;

R (z; f<m>)=i_ (f(w(t)-pa.(w(1) i %t (4.5)

27i =R k=n+1

seklinde yazilir.
Buna gore (4.2) ve (4.5) ifadelerinin yardimiyla

31



m 1 0 q)(m) Vi
Rn(Z; f( )) S En(f;GR) (GR)ZM . k;l lj[|<+£ ) |dt|

: ]|dt| (4.6)

= 1
< En(f,GR)c@R)ZtIR{ 2
esitsizligi elde edilir.
Lemma 4.1.5 den,
(¢)" (2) =K (k=1) (k=2)...(k~(m=1)) " (2) ()" (2) +.-+kg** (2) " (2), (47)

oldugu biliniyor. I'e C(m+2,«) oldugu dikkate alindiginda 0<m, < o™ (W)‘ <m, <oo

esitsizligi yazilabileceginden (4.4) g6z oniinde bulundurularak (4.6) esitsizliginde kdseli
parantezin  i¢indeki  birinci  toplam  asagidaki  sekilde  degerlendirilebilir:

(¢k )(m) (Z)

ot

IS

n+j—-m
t A

1
|dt|+ I W

=R

m+1

Wn+j—m th+1 || @

mfm-1 .\ C 1
< P(nm-j)—
4 (J_lj ( J)zﬂ[tIR |t|m+1 tn+1 m (t—W)Hl
d I}

Wn+j+l—m (j_l)!ntj
m tn+j+l—m (t—W)j

Wn+j+1—m J |tj+l

tn+j+1—m (t _W)J+1

+,12 (T:ﬂp(”’m‘z‘j)%lti ItI'Z’E‘l \;V‘J; (it 1w;t %' i+ J "k Itli_l \iv'J; (t j—!‘t’;;+l||dt|]+
+,211:(J(i1j (n1- J)Zﬂhﬁ tnngjlll(ét 1\/;;“ %I t+ tfR|tl| Vtvn:jf( 't‘;ﬂh I}
L5 ]

- ;(T:lljp(n’m_ j)q{(é;g’!”ﬂ tIR t |—d‘t"|’|j ' anz!” tL t J(j:’:m}

ni(m_2 [ Geym et 1 dt
+_ ( ._1Jp(n’m_1_ J)CZ (Rn+12) J. | | i + anz J. | |j+1
=i T lrlt—w 7 o[t =W
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m2(m—3 _ j—1)!n dt j! dt
+ ( _ JP(n,m—Z—J)C3 (JM) I ] 7t nJ J. | |j+1 to
< o1 R™27 \fot-w' R"27 o |t—w|

L( 0 | (i-1)in ¢ dt] j! |dt|
P(n1- : __ |,
+Z( J _1] (n’ J)Cm [ Rn+127z_ t_[ j + Rn 272_ tJ‘ j+1

=1 “r|t—w] “rft—w]
Buradan,
i i ((pk)(m)(z) |dt|£i (m—l). n! c n(j—l)!__}_ j! |
27 laf&h 1 Z(m-§)(i-)!(n-m+ )| R"(R-1)" R™*(R-1)""

S (m-2)! n! C{n(J—l)!__l_ i }
i:l(m—l—j)!(j—l)!(n+1—m+j)!2 R"(R—l)’ Rn—l(R_l)J+1

I
—_
3
|
N
|
—
~
~
N
-
~—~—
—_
>
+
N
3
+
N
~

n!

L 0! R j!
+;(1_j)!(j_1) H(n-1+j)" {R“(R—l)j R“‘l(R—l)“l}

Szm:(m—l)! n! nc, '+Zm:((m:1_)!! _n!_ jCl_

jzl(m—j)!(n—m+j)!R”(R—l)’

ot n! nc, et (m-2)! n! ic,
+ -+ 0
= (m-1- j) (n+l-m+j)R"(R-1)" F(m-1-j)(n+l-m+j)R*(R-1)"

+m 2 — n! nc, +§ (m—3)| n! jC3 .
(- 2“) (”+2‘m+j)!R"(R—1)j 7 (m=2-j)!(n+2-m+j)! R (R-1)™
L 0! n! 1 O| nl ij

+ - , T+, _

nn'c nlc L —,1<R<2
S|:(n_}_:l__.m)!Rn(m!_*—(m_]‘)H_(m_2)!4_"-"_:I'!)—"_m(mm!-i-(m—].)(rn—:I.)!+..+]..:|.!) ( _])- )
rRo1 2<%
I | (R 11)m+1’1<R<2
nnic nlc _
S{mmmh(nﬂ—m)m“ﬂ(m“)! 1
m, 2<R

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak
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1

27 (oR

(2m+1)m!nnic(R)

(n—m+1)IR"(R-1) (49)

(™
5 ) )

k=n+1

|dt| <

oldugu goriiliir.
(4.6) esitsizliginde koseli parantezin igindeki ikinci terim igin,
v'(7)

F(T’W)::l//(r)—y/(w)_r—w

. |7[=1  |w]=1 olmak iizere,

E, (g//(W)) = 2_7ri‘ _1TkF (r,w)dz,  |w|=1 [12, sayfa:202] ifadesinden m. tiirev alinirsa,

Lemma 4.1.6 dan,

Eém)(l/l(W))Z B, (l,//',l//" ..... y/(m))i_ j “Fy(7,w)dz +B, (1//',(//" ..... l//(ml))%j “Fy(z,w)dz +

=1 r‘zl
1
. +B(v)=— I F"™ (z,w)dz (4.9)
2ri et
elde edilir. Buna gore,
1 e, E” (‘/’(W)) c my) 1 K

- ey °F, (z,w)dz
27i R ) tk+l 27Z'| tJ.R kz ( V/ 4 ) o | TJ.l ( )

+Bmfl(lﬂ',l//" ..... t//(mfl))i_ J TFy (7, w)d7 +... +Bl(l,//’)i_ I rkF(m)(r,W)dz}tk%dt

w
e 7ol i

yazilabilir ve buradan,

1 e Eém)(,/,(w)) 1 ol 1
il — 2 dtj<— | |B . — | Ru(zw —||dz||dt
S k;ﬂ t a 2 tIR <W Vi ) 27i TJ:l ( )an;I k 1| |dt|
1 1
— [ B> [ RV (z, d]|dt
+ 2 IIR| 1(W )| 2 7i TJ:1 ™ (T W)k;l ) | T|| |
oldugu goriiliir.
['eC(m+2,a) oldugunda 0<m, S‘V/(m) <m, <o olacagindan
1 N E'Em)(’//( )) 11 o (Tjk
27 BTG L ) 21 de]fat
2z =R kgl tkﬂ | | t.[R 27i tTJ:l W(T W) k;l t | T” |
C 11 » (7
o ;! T de]fat 4.10
Zﬂ't‘L 27Z'It‘[ ;(tj |dz]|dt| (4.10)
elde edilir.
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(4.10) esitsizliginde % =U isaretlersek,

) n+1

u
u = olur. Buradan,
k=n+1 1—U

© E(m) n+l
Ea e AL e o
27[ M:R k=n+1 t 27[ M:R 272" t‘T‘:l t (t _T)
C 1 1 tTn+l
A= [ == E"™(7,w)————||d7][dt

esitsizligi elde edilir.

w

I'e C(m+2, ) kosulu altinda, I

|7]=1

F(™ (7, W)“dt| <o, w1 [12, sayfa:162]

oldugu biliniyor. Bu bilgiye gore,

1 1
=sup— | |F, (7, w)||d7| <0, =sup— | |F (7, w)||d7|<oo0,...
A w21 272'1‘[1 ( )H | & w21 27r;[1 ( )H |
1
=sup— [ |F\™ (z,w)||dz|< oo olsun. (4.11)
Av=supo [ R (zw)a]
Bu durumda,
1ls Eﬁm)(w(w))hdtIS As ol . A, I o]
27 e [ et ‘ 27R™ R t—1 27R™ r t—1
Ac
< _ 4.12
<R%R—n (412

esitsizligi yazilabilir.

500, ¢ &)

tk+1 tk+l

Rn(z; f(m))

k=n+1 k=n+1

]|dt|

_ 1
<E,(f ,GR)C(GR)EJR{

esitsizliginde (4.8) ve (4.12) bagmtilar1 dikkate alinirsa,

e . (2m+1)m!nnic(R) Ac
Ro(af )SE”(f’GR)C(GR)((n—m+1)!R”(R—l)+R”(R—l)
m 2m-+1)minn!c(R = _
Rn(z;f( )) S((n_m+)1)!Rn(R(—3) En(f’GR)c(GR)’ 2eG (4.13)

esitsizligi elde edilir. O

(4.13) esitsizliginde m =1 alinirsa,
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R.(z f')|g%En(f;GR)C(GR)

sonucu elde edilir.

(4.13) esitsizliginde m=2 i¢in ise,

n’c(R) E (&

R, (z: ") Sm ”(f’GR)c(GR)

yazilabilir.

4.2  Faber Serilerinin Smirnov Uzaylarinda Es Zamanh Maksimal Yakinsakhgi

4.2.1 Tamm G sonlu uzunluklu bir T" Jordan egrisiyle smirli bir bolge ve f, G

bolgesinde analitik bir fonksiyon olsun. G i¢cinde G 'nin kompakt alt kiimelerini sinirlayan

ve I egrisine yaklasan, {Fn}oo sonlu uzunluklu Jordan egrilerinin bir dizisi igin,

n=1

Hf(z)‘p|dz|£M(f)<oo, 1<p<ow

kosullunu saglayan n’den bagimsiz bir M =M ( f) sabiti varsa f fonksiyonu Smirnov
smifindandir denir. Smirnov smifi E (G) ile gosterilir [14].
feE, (G) ise f'in I iizerinde hemen her yerde agisal yollar iizerinden siir degerlerinin

oldugu ve smir degerlerinin olusturdugu fonksiyonun I iizerinde L” Lebesgue uzayma ait
oldugu, yani f e L?(T") oldugu bilinmektedir.
4.2.2 Tamm p>1ve R>1icin f € E (Gy) olmak iizere,

o
E”(F;Gg) inf j |1 (1) )| et (4.14)

P W,

sayisma, f fonksiyonuna, E (Gg) uzaymnda derecesi n’den biiyiik olmayan cebirsel
polinomlar ile en iyi yaklasim sayis1 denir. Burada W, , derecesin ’den bilyiik olmayan

cebirsel polinomlar kiimesidir. Yukaridaki infimumu gergeklestiren bir p, cebirsel

polinomunun varlig: gosterilmistir.

Bu p, polinomuna, f fonksiyonuna E, (Gg) uzaymnda, derecesi n’yi agmayan cebirsel

polinomlar smifindan en iyi yaklasan cebirsel polinom denir.

36



4.2.3 Tamm p>1ve R>1icin f € E (Gg) olsun. Her n,meN ve m<nolmak

iizere, f ™ tiirevine Faber tiirev serisi ile es zamanh maksimal yaklasim hatasi,

:‘f(m)(z)—iaka(m)(z) iakqb,((m)(z)
k=0

k=n+1
seklinde tanimlanir.

, 2eG

R, (z; f(m))

4.2.4 Teorem G sonlu uzunluklu bir T" Jordan egrisiyle simirli bir bélge ve O<ea <1,

meN, 'eC(m+2,a) olsun. R>1 i¢in f eE (G;) ve her nnmeN, m<n olmak

- (2m+1)mInn!c(R)
~(n-m+1)IR"™(R-1)

EY(;GR) 2eG

Ei(Gr)’

uzere,

Rn(z; f(m))

esitsizligi saglanir.

Ispat @ (z),G bolgesinin Faber polinomlari olmak iizere

f(m)(z):iakdbf(m)(z), 2eG,
K=0
ve

Rn(z; f(”‘))= f(m>(z)—zn:ak®(km)(z): i a " (z) (4.15)
esitlikleri yazilir.

1 (), 1 Fv()

k_271'ir-[ P (<) d;_Zﬂi I t* at

olmak tizere, (4.15) esitligi,

=R

1

R (™)== [ t(w()

7l =R k=n+1

seklinde elde edilir.

p,(t) ile f fonksiyonuna E,(G;) uzaymnda derecesi n’den biiyiik olmayan cebirsel

polinomlar smifinda en iyi yaklasan polinom gosterilecek olursa, (Zk) sisteminin |t| =R

tizerinden ortogonalligi dikkate alindiginda;

A (51 ] (0)-p () 5, 2P

oldugu goriiliir. Buradan
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[ (v ()-p (v () X Pl

=R k=n+1

Rn(z; f(m))

ve (4.14) goz oniinde bulundurularak

o = o"(z _
R,(z f! ))SES)(f;GR)El(GR)rQBg( k;ﬂ ktkg ) zeq (4.16)

esitsizligi elde edilir.
G :=C-K olmak iizere,

o (2)=(¢)" (2)+E"(2), (20"

oldugundan, (4.16) esitsizligi yerine

k\(M m
<EY(f;Gg), . A max i [(gp ) (Z)+ E, )(Z)} (4.17)

] (4.18)
Lemma 4.1.5. den,

(0")" (&)= k(k-D)(k=2)..(k~(-D) " (2) (0" (2) .+ k" (2) " (2)

oldugu biliniyor. (4.18) esitsizliginin sag tarafinda koseli parantezin i¢indeki birinci toplama,

esitsizligi ve buradan da

Rn(z; f(m))

= Eﬁl) ( f ;GR)El(GR) Ta}{kz gkl

=n+1

elde edilir.

yani

max
=R I S1

ifadesini degerlendirelim. zeT,|w=1 igin ¢(z)=w ve w(w)=z olmak iizere,

<1

FeC(m+2,a) oldugunda, 0<m, < ¢)(m)(w)‘£mz<oo olur. [t|>1 igin ‘%

oldugundan (4.3) ve (4.4) den

(o™
5 )

k=n+1

max
[t=R
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m‘'m-1 1 n+J m j— -1 |ntl Wn+j—m -!tj+l
< mfxz H jp(n’m J) 1| m+1 n+j—m ( ) + n+j-m J j+l
=R S5 j-1 |t| t (t—W) t (t—W)
n1l'm=2 1 Wn+j+l—m j—l !nti Wn+j+l—m : !tj+l
+m:ag( 4 i Jp(n’ m-1 J) 2|, m n+ j+1-m ( ) j + n+ j+1-m J j+1
=R E -1 )" t (t—w) t (t—w)
m-2 _ n+j+2-m (i _1\IntJ N+ j+2-m TS
TR | 3jp(n’m_2 J) . V\:1+'+2—m (J 1)nt +V\{1+'+2—m J'tj j+1 +
=R 1-1 " (t-w)’ " (t—w)’

n+i-1 (5 1)1 tj n+j-1 il
1[‘” (J-y)int w i J (4.19)

| | n+j-1 (t—W)j tn+j—1 (t_W)j+1

elde edilir. Simdi asagidaki gereken islemleri gerceklestirirsek

m m 1 n! n(j-1)! !
Z ) | i |C:L n+f ) j + n J j+l
T (m=J)(i-)!(n-m+ )" R™(R-1)’ R"(R-1)

SIS [” v

| R™(R-1)) R"(R-1)

+malel _OJP(n 1-j)c,

A=\

" Kk (m)
:Z: (gp )k+1

+

2 (m-3)! n! n{ n(j-1)! N j! }L

= (m=2-j)}(j-1)!(n+2-m+)I*| R (R-1)" R"(R-1)"

R 0! nt (-1t !
;(1— (-1 (n-1+ j)!“{R“ﬂ(R_l)" R”(R—l)“l}

nn'Clzm: (m-1)! +”!C12m: (m-1)tj

R™ 43 P(n-m+j)(R- PR i (m=j)(n-m+j)(R- 1)J+1
m-1 _2)\1 m-1 —2)\ij
+nnn!ﬁz (m 2) +n!(§22 (m Z)J j+1
R™ F(m-1-j)(n+1-m+ j)(R- 1) R" %3 (m-1-j)(n+1-m+ j)(R-1)
nnlc, < 0! n'cm L 0!]
+
R™ ;1 p)(n-1+j)(R-1)' R" ,21: (n-1+j)(R-1)"
nn'c n'c (R l) ARz
s{m(mh(m—1)!+(m—2)!+..+1!)+m(mm!+(m—1)(m—1)!+..+1.1!) .
R 2<R
elde edilir ve sonug olarak
Kk (m)
= (¢") (Z)‘ (2m+1)m!nnlc, (R)
< 4.20
r\TtB?( kgil ket ‘ (n-m+1)IR"(R-1) (4.20)

39



oldugu goriiliir.

(4.18) esitsizliginde koseli parantezin i¢indeki 2. terim igin (4.9) dan,

x Elgm)(z) B < Elﬁm)('/’(w)) b my|| 1 , 2 T
\t\:aRX k:zrwl et | \t\:a'g( kng = rmix B ('// W v ) 2_721"-1 FW(T W)k;;ﬂkj |dT|+

1 m T
T FV\(I )(T’W) Z tk+l

7l B k=n+1

Jr‘B1 (l//’)

k
[de]

esitsizligi yazilir.

m)

Buradan, 0<m, < ‘1//( <m, <o oldugundan,

max i Eﬁmk)+gz) < max{ === I Fo (7, W) i (ij |dz|+..
M:R k=n+1 t M:R 272" t ‘T‘:l k=n+1 t
+C,, 11 FI"™ (z,w) i (ij |dz‘|} (4.21)
27l t t

n+l

2 =2 o, Boylece,
u

k=n+1
= B (v(w) 11 "
— — < —= | F(7,W)——|d7|+...
rﬂfg( k; < r‘{‘]gp?( Hozi trJ:l W(z’ W) t”+1(t—z') | z’|+

11 tr"
— = gm ,
27i t I v (e W)t"+1(t—z')

‘T‘:l
Idf|]

+C

m

|dr|]

11 "
- F(m) ’
27 t I G W)t””(t—r)

[7]=1

+C

m

esitsizligi elde edilir.

(4.11) den,
S EV(v(W) . Ag A Ac
< m__ < 4.22
r"g:a';\?( k;zml tk+l Rn+l(R_1) oot Rn+l(R _1) Rn+l(R_1) ( )

elde edilir. (4.20) ve (4.22) Dberaber distnildiginde, (4.16) esitsizligi

2m+1)m!nnlc, (R) Ac
<EY(f;G ( ;
o ( R)El(GR){(n—m+1)!R”+1(R—1)+ R™(R-1)

Rn(z; f(m)>
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seklinde yazilabilir ve buradan

2m+1)m!nnlc, (R) Ac
R (zf™)<EY(f;G ( ;
(217 B (16, (n—m+1)IR"™(R-1)  R™(R-1)
ey (2m+)minnlc(R) _q)
R”(Z’f ) : (n—m+1)!Rn+l(R—1) En (f’GR)E1(GR) (423)

sonucu elde edilir. o
(4.23) esitsizliginde m =1 alinirsa,
nc(R)

< Ergl) ( f ;GR)E1(GR) m

R, (z; f")

elde edilir. (4.23) esitsizliginde m =2 alinirsa,

n’c(R)

R, (z: ") “(¢) R (R-1)

<E(1:G)

elde edilir.

4.2.5 Teorem meN, O<a<l, T'eC(m+2,a), G, T egrisiyle smirl bir bolge ve
p>1, R>1icin f(z)eE, (Gg)olsun. Her n,meN ve m<n olmak iizere,

- (2m+1)m!nnic(R)
~ (n+1-m)IR"™(R-1)

Eﬁp)(f;GR)Ep(GR), 2eG

Rn(z;f(m))

esitsizligi saglanir.

Ispat @ (z),G bolgesinin Faber polinomlari olmak iizere,

£ (2)= a0 (2)
k=0

ve
Rn(z; f(m))= f(m)(z)—zn:aKCI)f(m)(z): i a " (z) (4.24)
k=0 k=n+1
yazilir.
a, Faber katsayilari,
1 flv()
8= tL ot (4.25)
olmak tizere, (4.24) ve (4.25) den
1 . " (z)
Rz f™)=== [ f(w(t ot
”(Z’ ) 2 77i t.!R (‘//( ))k;l L
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esitligi elde edilir.

p,(t) ile f fonksiyonuna E_(Gg) uzaymnda derecesin’den biiyiik olmayan cebirsel
polinomlar smifinda en iyi yaklasan polinom gosterilecek olursa, (Zk) sisteminin |t| = R
tizerinden ortogonalligi dikkate alindiginda;

Rn(z;f““)):i [ (Fr®)-p. (v (V)2 %t (4.26)

27i R K=n+1
oldugu goriiliir.

G :=C-K olmak iizere,
o (2)=(¢")" (2)+EM(2), (2¢6G)

oldugundan, (4.26) ifadesi asagidaki sekilde degerlendirilir:

w02 T [e(e)-n o) 5 O D
n\ % —ZEM:R 4 n\V e
. EM (3
o [l )= 0)] 3 S 27

Lemma 4.1.5 den,

(0)" (2) =K (k=2) (k~2)...(k—(m-2)) 9" (2) A () +-. ko (2) A, ()

oldugu biliniyor. Buna gore, (4.3) ve (4.4) esitliklerini goz oniinde bulundurarak (4.27)

esitsizliginin sag tarafindaki birinci terimi degerlendirelim:

zel,|w=1 i¢in ¢(z)=w ve w(w)=z olmak iizere, TeC(m+2,a) oldugunda,

O<m < ‘(p(m) (W)‘ <m, <oo olur. [t|>1 igin % <1 oldugundan,

- k(M
<i ~ mm-1 M 1 Wﬂ+j—m(j_1)!nti+wn+j—m j!tj*l
< zﬂth("(t)) p. (v (1) J_Z_ll(j_Jp(, J)|t|m+1[tmm A T i

m-1 _ n+j+l-m (5 _1\Int} N+ j+1-m TR
Z(njl fJP(n,m—l—j)im[W (j-1)nt W jit |
j=1 -

tn+j+l—m (t—W)j t”*J—*l*m (t_W)j"'1

|dit] +...

m-2m—=3 ] 1 njrzem (51 !nti N+ j+2-m -!tj+1
H )P(n’ m-2- J) m-1 V\i1+j+2—m (J ) j + V\i1+j+2—m J j+1
AN ot (t-w) t (t—w)
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27r \t\j | t))ICm

elde edilir. Boylece,

|dt| (4.28)

1 0 Wn+j—1 (j_l)!nt] Wn+j—1 j't]
- — - — + -
;[J \] ( )|t| [t n+j-1 (t —W)l tn+171 (t W)

K \(m)

1 = ()" (2)
L 11rw0)-n )| £ ey

7T wr k=n+1

oo (m-1)! NS () ol W (j=1)Int?wmimm i it
S;(m—J)!(J'—l)!(n—m+j)!2frmL| (b ()=n v )| (t—w) T (fmw)” i
m-1 (m_2)| n! C_2 - i Wn+j+1—m(j_l)!ntj Wn+j+1—m j!tj+1 ot
+J:l(m_1_J)|(J_l)|(n+1_m+J)|2ﬂ.m.IR|f(V/(t)) pn((//(t))| tm tn+j+1—m (t_W)j +tn+j+1—m (t_W)j+1 | |
m_2 (m_3)| ni & ~ i Wn+j+2—m (J_l)|ntj Wn+j+2—m j!tj+1 d
+§(m_2_J)'(J_1)I(n+2—m+J)'Z/Z'M'Z[Jf(l//(t)) pn(‘//(t))| tmfl tn+j+27m (t—W)i +tn+j+2—m (t_W)J+1 |t|
+le [t 200 € L Ll PP

= ( (n- 1“ 'Z”M e (-w) T (-w)”

olur ve buradan,

o (m-2)! nn! c, Jdt]
< (m-1- ) (n+1—m+ j)! 27Z_Rn+1J‘R‘f ('//(t))_ Pn (‘//(t)) |t—1|j

+m—1 (m—Z)I |dt|

jzl(m_l j) (n+l m+j |27[R” J.‘ ))‘|t_1lj+l
+m—2 (m-3)! nn! c, ) M
T (m-2—j)(n+2- m+J)127zR”*1-[R‘f(W(t)) p"(‘”(t))‘h_ﬂj
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2 (m-3)! n! C,J

+J-:1(m—2 i)l(n+2-m+j)l2zR" Hf(“’(t))‘pn('/’(t))‘m

L 0! nn! Cm |dt|
'"+JZ:‘(1 i)l (n-1+j)127R™ HIR“(W(t))_pn('/’(t))\W
0! nt ¢, ]
+JZ;‘ (1— J)' (n—l+ j)' 27[;” t=R‘ f (W(t))_ P (W(t))‘ |t—1|j+1 (4.30)

esitsizligi elde edilir.

p>1qg>1ve 1 + 1 =1 olmak tizere, Holder esitsizligini uygularsak;
P q

j:l 272-‘(‘ R
o /4
RS (m-2)! nn! | [ 1 |
J-Z_ll(m—l PH(n+1-m+j)IR™ (Zﬂtu ))‘ J £2ﬂth|t—1|qu

% %
m-1 (m—Z)! n! c, . 1 |dt|
Hn-t - m“)'; [2;;th f(W(t))_pn(W(t))‘J LZJRW]

Y Ja
§t (m-3)! ! ¢ (2 V(1 ¢ |y
+§(m—2 p)(n+2-m+j)IR™ [gﬂ I ‘f('//(t))_pn(‘//(t))‘ J [ZIJ'RWJ

ftI=R

o Ja
§F_(m-3)! n! c, )71 ¢
+Z‘(m—2 J) (n+2 m+J)IJR [Zﬂt-[R‘f(W(t))_p”(W(t))‘ J Lgt.’. |t1|(1+1)qJ

L ! nn! C P % ;
'"+Z_1:(10-1) T 1+J)|Rm [1 | f(v/(t))—pn(w(t))\] [if |dt|qu

2r (R

1 | nl ic : %J b4
Stk [zi J 11 () (v 0) ] [i j |t_']j},.'+1)q} -

[t=R
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esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlik asagidaki gibi degerlendirilebilir:

(m)
1 2 (#°) (2)
L 11 )-nvo)] S D
2 =R kempt L
< E(p) f:G nnicl J nlc K ﬁ <R<2
n ( R)Ep(GR)LnHn:_")!RM(m!Jr(ml)H(m2)!+..+l!)+(nﬂi1)w1(mm!+(ml)(m1)!+__+1,1!)H(R31’ .
. . ;mﬂ,l<R<2
<EP(;Gy) nnicR”’ mmHL(mﬂ)! (R-1)
%(%)] (n+1-m)IR™ (n+1-m)IR" 1
—, 2<R
R-1
1 » ((Dk)(m)(Z)
Py I f(w(1)-p.(w (1) X eI
2 =R kempt L
<EP(1:6,), (2m+1)m!nn!c1(R)R% (4.32)
=En 5C) (n+1-m)IR™(R-1) =
(4.27) esitsizligindeki 2. terim igin, z =y (w)alnirsa (4.9) esitligine gore;
o E( g(m W
L1110 n )| S 5 D=L i )-p o) 5 5
- 1t a ‘ t
t=R =N+ t|= =n
<o W) P O)] | Z B (™) 5 [ Fi(rw)de
2 t=R - 27i =1
’ 14 m-—. 1
+ Bmfl(l// v',.., ( l))2_7zi =1z'kF (z' W)dr +...
ot Bl(z//’)ziﬁi F (¢ W)dr] —|dt| (4.33)
7|=1
olur.
1 Y E(m) v (w
L1 w)-p ) £ Sy
2z =R k=n+1 t
i _ roon (m) 1 ' = Tk
<52 J 1 ®)=p (v O)En(vw " ) o J Filew) 3 aloelo+

45



11 tr"t
— = [ E"(z,w)— dz||dt
1 _ [
o [ 0)-p ()80 5 [ R o) 3 oo

bagmtisinda 0 <m, < ‘V/(m)‘ <m, <oo oldugunu dikkate alirsak,

=W w K
2= LT o)) 3= )y <o I p ) R 3 (5] ol
11 = 2\
— = [ F"(r,w (—j dz|dt 4.34
t'[R‘ ))‘ 27Z'Itr'|:1 (< )kg;l t | T” | (4.34)
elde edilir.
(4.34) esitsizliginde %: u igin,
) n+1
u* olur. Buna gore,
k=n+1 1—U
1 = E™ (y(w)
L1 1ew0)-p, )] 3 Sy
ft|=R k=n+1
& f — il‘ F’ tz"
< @)= O57 [ W<r,w>—tm( s+
C 11
—_m_ f _ - = .
o J IO el @) TR e (4.35)
oldugu goriiliir.
(4.11) dikkate alindiginda (4.35) esitsizligi,
» EM w(w
@) p o)) S M "
\t\ R k=n+1
jot] dt|
. f 4.36
< Rn+127z.tj ‘ ‘|t 1| Rn+127Z_J. ‘ ‘| ( )

olarak yazilir.

p>1qg>1ve % +é =1 i¢in Holder esitsizligi yardimi ile
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5 E” (v (w)

tk+l

5r LT )0, ()

/e %
£ e 38 2 (o-nooria] 2 ]

1 Ja
Rnﬂ {2” I ‘ (t))‘p|dt|_ [%L%}

_% %
1 1 |dt]
Ep(Gr) R Aicl |:th.RW_ +...+ Ancm I:Etj.R |t —]_Iq :l (437)

oldugu gorilliir. (4.32) ve (4.37) den,

1 1
Rn(z;f(m))s EV (156, ), (2m+1)m!nnlc, (R)R® L_AGRT  AGRS
5@ (n+1-m)IR™(R-1) R™.(R-1) R™(R-1)
() (2m+)m!nnlc(R) _ ), .. -
R,(zf )S(n+1—m)!R”*1(R—1)E” (f:Ge)e e, 2€G (4.38)

sonucu elde edilir. o
(4.38) esitsizliginde m=1 almirsa,
nc(R)
Rn+l ( R _1)

R, (z; f")<

EP) (f;G, )ED(GR)

sonucu elde edilir.

(4.38) esitsizliginde m=2 alinirsa,

R (2 )< n’c(R)

Rn+1(R 1)
sonucu elde edilir.

B (f3Gs)

E,(Gr)

4.3  Faber Serilerinin Degisken Usli Smirnov Uzaylarinda Es Zamanh Maksimal
Yakinsakhg

4.3.1 Tamm T iizerinde tammh olup p(z)>1 sartm saglayan Lebesgue 6lgiilebilir bir

p(z) ts fonksiyonu igin,

Hf(z)‘p(z)|dz|<oo
T
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sartin1 saglayan Lebesgue Olgiilebilir f fonksiyonlarmin kiimesine, I" iizerinde tanimli
degisken iislii Lebesgue uzayi denir ve L' () ile gosterilir.

L0 (T') uzay

()
A

r

p(2)
|dZ| <li<oo

olarak verilen norm ile bir Banach uzayi olur.

| f ||L,,(_,(r) =inf {}t >0: I

43.2 Tamm p(.):T —>[Lo) seklinde tanimli iis fonksiyonu T iizerinde tanimli
Lebesgue 0lgiilebilir bir fonksiyon olsun. 0< p<co i¢in EP(G), analitik fonksiyonlarin
bilinen Smirnov smifl olmak iizere,

E*V(G)={f eE*(G):f e L"V(I)}

olarak tanimlanan kiimeye, G bolgesinde analitik fonksiyonlarin degisken iislii Smirnov

sinifi denir.

433 Tamm R>1 olmak iizere p()egp,(lz) ve fe Ep(')(GR) olsun. p,,
fegP (GR )fonksiyonuna derecesi n’den biiyiik olmayan cebirsel polinomlar smifinda en

1yl yaklasan polinom olmak iizere,
En ( f ;GR )Ep(')(GR) = ” f- pn”LF’(-)(rR)
olarak tanimlanan sayiya f i¢in E P0) (GR) siifinda cebirsel polinomlarla en iyi yaklasim

sayisi denir.

4.3.4 Teorem G c C smirl basit baglantili bir bolge olsun. T''=0G ve meN, O0<a <1
igin ' e C(m+2,) olsun. R>1 olmak iizere p(.)egp,(I'z) ve fe Ep(')(GR) oldugunu

varsayalim. ne N, m<nigin,

(2m+1)nn!C(p,R) _y
S(n+1_m)!Rn+l(R_l) En (f’GR)Ep(')(GR)’ ZEG

Rn(z; f(m))

olur.

Ispat @ (z),G bdlgesinin Faber polinomlari olmak iizere,

f(m)(z):iakqb(km)(z) ve
k=0

R (17)=1"(2)- Taal" (2)= 3 aol’(2)
k=0

k=n+1
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esitligi ve

1IfWWM

a =— -
< 27 s t*
ifadesinden

1 = " (2)
R(z;f™)=— [ f(p(t K 7 dt
”(Z ) zﬂit.L (‘//( ))k;l thH
elde edilir.

p,(t) ile f fonksiyonuna E"(')(GR)’de, derecesi n’den biiyilk olmayan cebirsel

polinomlar smifinda en iyi yaklasan polinom gosterilecek olursa, (Zk) sisteminin |t| =R

iizerinden ortogonalligi dikkate alindiginda;

Rn(z; f““’):i [ (f(w(®)-n, (W(t)))i Molt (4.39)

B k+1
2721 M=R k=n+1

yazilabilir.

G~, Z=o noktasini iceren G =G UT kapali bolgesinin tiimleyeni olan basit baglantili bir

bolge olmak iizere,

o (2)=(¢")" (2)+E" (). (2¢6)

oldugundan (4.39) ifadesi asagidaki gibi yazilir;

" Kk (m) 7
R, (z: ™ S%tuf (w (1)) =P, (w (1)) gﬂ((pt)k# ]
1 - B (2)
*2e [T O) = () 32 == et (4.40)

Lemma 4.1.5 den,

(m) —-m ! - m
(¢*)" (2) =k (k-1)(k-2)...(k = (m-1)) " (z)A1(¢)+...+k¢“(z)An(¢< >)
oldugu biliniyor. Buna gore (4.39) esitsizliginin sag tarafindaki birinci terimi
degerlendirelim. zeT,|w/=1, ¢(z)=w Ve w(w)=2z olmak iizere F eC(m+2,«&) i¢in

w

O<m < " <1 oldugu dikkate alindiginda (4.3) ve

P (W) <m, <o esitsizligi ve

(4.4)’den;
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o 1) Ok T pem-i) [“tv o e o
L X ey S K ey
o [0S ] Dtz o U A 0

w2 [ (v ()-p (v (), Z(]UP(“—J) ﬁ [vtvnn:jj:(zt__lzé;itj+vtv - o j!ti;l o

100 0)| 5 e

S <n_rli"+ J).E—;_R\f (0P (v O

D e I ZURAL) t(vfw) o

S s LT ) )

Sy L O peo) tv(vt_w) o

<n§m2 5 (n+2”_”;+ j)!g—;t{R\f () )|

*Z (m- ; J) (n+2 m+, '%H ))%Idtl
e I e O

+i(10',) i(n nlli ,-).;—;“,jR\f (v (1)) =P, (w(1)) %Idtl
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oldugu goriiliir.

w (t)=¢ doniisiimii yapilir ve w=¢(z) oldugu diisiiniiliirse,

- (¢)"(2)
k;}»l tk+1

ot

esitsizligi elde edilir.

1 + 1 =1 olmak tizere,

p() a()




1_1(m_j)'!(n m+J Ig) ()n (.)_(p(z)jﬂ .
+m—l (m_2)| H ‘go(z)mm m
S o001
+m—l (m_2)| H ‘¢(Z)n+1+jm |
o i e o0
+m—2 (m_3)| nin C3(p) ‘¢(Z)n+2+]

2 (n-z-fjimez-me gy 2a | OOk O e0-0N']
B (me3) o a(p)y (2"
(-2 imez-me i 2e |0 POk o) TG

o (m-1)!  nin ¢ (p) -y i
< E .Gy oo _
;(m__])'(n—m-l-j)l 27 " ( R)E (Gr) Rn+lR 1|J
Org)
W (m—l)l n|J Cl(p) () An+i-m
EMV(f ,
R R CEr Ty e | e
10(rg)
& (m-2)! n'n Cz(p)Ep(-)(f G.) e
Z(m-1-j)(n+1-m+j) 2x R IR™R-1
1Wrg)
= (m—Z)l nlj Cz(p) nLei-m
EPO(f G.)o _
+,Z=:‘(m—1 tn+l-m+j) 2z " (f.Ge e, R'[R—1""
Wrg)
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'S n'n Ca(p) o() n+2+i-m
BP0 (£.G.) 0
+J=l m-— 2_1) (n+2—m+j)! 27 " ( R)E ()(G) Rn+1 R_llj
W0(rg)
m-2 n'J C3(p) o() 1n+2+j7m
E0(F.G.) ., |
+J=l m- 2_1) (n+2-m+j) 2z " ( R)E”(G) Rn|R_1|J+1
WO(re)
T L L. 1 G PV R SN I
=t (1—])'(“—1+J)| 272' " , ™) (Gr) Rn+l|R 1|
W)
L 0! ntj ¢, (P)_u 1t
EPY(F,G.) v  ———
+;(1_j)'(n_1+j)l 2r " ( R)E (Ge) RI’\|R_1|J+1
g
(m=1)!'  nin c(p) 1

()
Enp ( f ’GR)EP(')(GR) Rn+1(R _1)1

(m-1)!  nlj ¢ (P)_p 1
: ) Ep()(f’GR)p()(GR)W

1
Enp(-) ( f ,GR )Ep(.)(GR) Rn+1

(R-1)’

1
f,G —
S(m-1- ) (n+1-m+j)! 2z (1 Ca)en, R"(R-1)""

1
(@) R™(R-1)’

m-2 (m_3)! nin Cs(p)
F(m-2-j)t(n+2-m+ ) 2z

; #(1,6a)e

M3 i &) g g :

+J-:1(m—2—1) l(n+2-m+ j)! 27 E™(Gr) R”(R—l)j+l

L 0! nin Cm(p) 1
et DT _ P (F,Gg ) GRm

LI ) R ) 1
+Z - . (f G )Ep( (GR Rn(R_l)J+l

n'C,(p)

<EM(1,G R )ero) ) 2e(neiom)l

[%(m!+(m—l)!+(m—2)!+..+1!)+%(mmh(m—1)(m—1)!+..+1.1!)}
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1

n1c, (p) 1 (R- ) ,1<R<2
<EM(f {” T 1!}
< n ( ’G )EP( (Gr) 272'(n+1 m) Rn+1mm+Rn(m+) 1 -
rR1 “°
<EM(1,6, )Ep( (2m+1)nn!C, (1p R) (4.41)
) 2z (n+1-m)!IR™(R-1)
degerlendirmesi elde edilir.
(4.40) esitsizligindeki 2. terim igin (4.9) dikkate almirsa z =y (w) dan,
© EM w(w
2 [1ete)-n o) Sl L T leew)-neio)] 3 55
\t\ R n+l M:R k=n+1
1 = 1
<= [ [f(w@®)-p.(w®O)|D B (w' ¥, ) F, (z,w)d
<2 tU (l//( )) ( )‘[Z ( v )anr_lr ( ) ’
roon (m-1) i kpw
+ Bmfl(!//,l// ..... 7 )27Z'i ,J:f Fo(z,w)dz|+...
n 1 m
o+ [B() 5 [ F} )(r,W)dr] —||d] (4.42)
i
oldugu goriiliir.
1 = EM (y(w
L1 J1w)-p o) = 5y
Zﬂ\t\—R k=n+1 t
1 1
<— | [f(w(t))- ))IB, (v "™ )| == [ F.(z,w dz|dt|+
= 1O )8 (v 5 | Rl 3 e
1 1
+— [ |[f(w(t))- ))[B,(v)|=— [ F™ (7w dz||dt
2 11T ©)=pu v OB )55 T R e 3 el
Buradan, O<ml<‘ <m, <o oldugundan, son esitsizlik
11 = (7
— = [F z
<= [ 11Ol [ Filew) 35 (5 o+
Cn Fm (nw) S [ £ 4.43
s t:H t)‘thIl (z,w ;(J |dz]|dt| (4.43)
seklinde elde edilir.
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(4.43) esitsizliginde % =U olarak alinirsa (% =u<1l oldugu agzktzrj ,

n+1

i u = olur. Buna gore,
k=n+1
o> VT ()= t |t
2 T O)=p () X =
1 1 , t n+1
<o L1 0@)-pulr O) 57 | Flow)g il
11 m tr
e L1 p v O ] R e el

yazilir.

Fubini teoreminden,

=) W
tJ.R‘ ))‘ k;rlw |dt|
<5 [ [ T ©)-p v i ||dt|]|dr|
+(2:_jnj=l|r|n+l R (T’W)‘(%tia‘f b ()=plv ) th'}'dﬂ

|(i [ (w()- pn(w(t))\_i|dt|J|dr|+...
1 2z KR |t z-|

m m 1
-+27TCRn+1 TUFVS )(T,W)‘[Ztuf (w(t)-p \| |dt|J|dr|

Zﬂ_RnJrl _[

v (t)=¢ doniisiimii yapilir ve 7 =¢(z) oldugu diisiinliirse (4.45) esitsizligi,

o Eém) (W(W))

J. ‘ ))‘ z tk+1 |dt|
M R k=n+1
G : 1 \co )
SZ}Z’RMl Tjil FW(T’W)|[27Z'1J-| |‘ ‘|dél|}|d |+
Cy (m) 1 \60 )
g [ JF e g 11 Nt e
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(4.45)



olarak yazilabilir.

1 1
—— +—— =1 olmak iizere,
P() a()
c.(p) : ()
<t ) R @ W) =P (o [ jdz]+...
47T2R 1,;[1 ‘[H L()(FR) go()—gp(Z) Lq(')(I‘R)
Cn (P) (m) ()
+——owt | R (@W) TSP, oA de]
47°R 1TJ:1 ‘ H LP(rg) o(.)-(2) )
c.(p) 1
< 47;2R"+1 ;[l F/ (2' W) (f G )Ep( _1|dz'|+...
Cn(P) [ e 1
m+47r2R”+1 ;[1 F, (r W) (f G ) _1|d2'|
seklinde elde edilir.

(4.11) dikkate alinarak (4.46) esitsizliginin devami olarak

It (w (V)

7R

5 E" (v (w))

tk+1

ot

k=n+1

Aicl( p) p() Ancm ( p) p(.)
<) ERO(F.GL) et — ) PO (F G
27Z_Rn+l(R_1) n ( R)E()(GR)+ +27Z_Rn+l(R_1) ( )E(

< Ac(p)
" 27R™(R-1)

Ge)

Enp(l) ( f ’GR )E p(-)(GR)

esitsizligi elde edilir.
(4.40) esitsizliginin, (4.41) ve (4.47) den,

I
Rn(z;f(’” ) <EM(£,Gy).n (2m+1)nn.C1(lp,R) N Acl(p)
Yeo| 27(n+1-m)IR™(R-1)  27R™ (R-1)
oldugu goriiliir. Bu esitsizlik

)< _(2m+1)nnIC(p.R) _y
R"(Z’f ) S(n+1—m)!R”*l(R—1) = (f’GR)E”(')(GR)’ 2€G
olarak yazilabilir. O

Bu son esitsizlikte m =1 alinirsa,

nC(p,R)
R™(R-1) "

R, (z; f')|<

EX(£,Gr)ene,

sonucu, ve m=2 alinirsa,
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(4.46)

(4.47)

(4.48)



Rn+1 ( R _1) n

R.(z; f")

sonucu elde edilir.
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