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OZET

SAYISAL YARIGRUP HALKALARININ BETTI SAYILARI
YUKSEK LIiSANS TEZi
BEYZA GERGIN
BALIKESIR UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI
(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESI PINAR METE)
BALIKESIR, HAZIRAN-2022

R, k cismi lzerinde polinom halkas1 ve M bir R-modul olsun. M modiluniin Betti sayisi, R
halkas1 tizerindeki sonlu iiretilmis derecelendirilmis modiillerin ¢alisilmasinda Onemli
degismezlerden birisidir. Betti sayilari, iiretecler ve bunlarin arasindaki bagintilar ile
tanimlanirlar. Taniminin basitligine ragmen c¢ok sayida bilgiyi igerirler. Matematigin pek
cok alaninda karsimiza ¢ikan sayisal yarigruplar, degismeli monoidlerdir ve
izomorfizmalarla (N, +) monoidinin tiim alt monoidlerini smniflandirirlar. Bu tez sayisal
yarigrup halkalarinin Betti sayilar1 ile ilgili bazi sonuglarin bir derlemesidir. Sayisal
yarigruplar ve serbest c¢oOziiliimlere kisa bir giris yaptiktan sonra, modiillerin serbest
¢Oziiliimlerini hesaplamak i¢in Grobner Baz Teorisini kullanan Schreyer Algoritmasini
calistyoruz. Derecelendirilmis Betti sayilarmi ve Betti tablolarimi detayli 6rnekler ile
acikliyoruz. Ardindan, diisik gdémme boyutundaki sayisal yarigruplar hakkinda bilinen
baz1 sonuglar1 veriyoruz.

ANAHTAR KELIMELER: Sayisal yarigruplar, serbest ¢oziiliimler, Betti sayilar
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ABSTRACT

BETTI NUMBERS OF NUMERICAL SEMIGROUPS RINGS
MSC THESIS
BEYZA GERGIN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. PINAR METE)
BALIKESIR, JUNE - 2022

Let R be a polynomial ring over a field k and M be an R-module. The Betti numbers of M,
comes out as one of the most important invariants in the study of finitely generated graded
modules over R. The Betti numbers are defined in terms of generators and relations
between them. In spite of its simple definition, Betti numbers contain a great deal of
information. Numerical semigroups appearing in various branches of mathematics are
commutative monoids and classify all submonoids of (N,+) up to isomorphism. This
thesis a survey of some results about Betti numbers of numerical semigroup rings. After
giving a short introduction to numerical semigroups and free resolutions, we study the
Schreyer Algorithm which uses the theory of Grobner bases to compute free resolutions of
modules. We explain graded Betti numbers and Betti tables with detailed examples. Then,
we give some results about the numerical semigroups in small embedding dimensions.

KEYWORDS: Numerical semigroups, free resolutions, Betti numbers
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SEMBOL LISTESI
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LM(f)
LT(f)
bi (M)
pbr(M)
Py* (1)
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A tarafindan iiretilen yarigrup

Ortak bolenlerin en biiytigii
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f doniisiimiiniin ¢ekirdegi
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polinom halkasi

S’ nin tanimlayan ideali
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R/l boliim halkasi

Ortak katlarin en kiictigli

f* nin en biiylik dereceli tek terimlisi
> nin en blyuk dereceli terimi

f* nin G ile boliimiinden kalan

M modiiliiniin Betti sayis1

M modulintn projektif boyutu
M’nin R {izerindeki Poincaré serisi

M’ nin derecelendirilmis Betti sayis1

M’ nin derecelendirilmis Poincaré serisi

G ¢Ozuliminin Poincaré serisi
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1. GIRIS

Bir S sayisal yarigrubu, dogal sayilar kiimesinin obeb(n, ...,n,) = 1ven; < ng < ... <n,
ile iiretilen bir toplamsal yarigrubudur. Sayisal yarigruplar, tekillik teorisinin ¢alisilmasindan
sayllar ve kodlama teorisine kadar matematigin bircok alaninda ortaya ¢ikar. Sayisal

yarigruplar ile ilgili [1] ilk kaynak olarak verilebilir.

E[t], k cismi iizerinde ¢ degiskenli polinom halkasi olmak tizere
k[S] = k[t" :n € S] C k[t]
k-cebirine, .S sayisal yarigrubunun yarigrup halkasi denir.
klxy, ..., xp] — k[S]
=t i=1,..,p
k-cebiri homomorfizmasini diisiinelim. Bu durumda

k[S] = k[zy,...,xp]/Is

dir. Burada, /g idealine, S’ nin tanimlayan ideali denir. [ ideali ile ilgili bilinen ilk sonug

Herzog’ un doktora tezindedir [2].

Bir standart k-cebirinin minimal serbest ¢oziiliimiinii tam olarak bulmak, degismeli cebirin
temel sorularindan birisidir. Serbest ¢oziiliimlerdeki diferansiyelin bir tanimim elde etmek
genellikle oldukca zor oldugundan, Betti sayilar1 gibi ¢Oziiniirliigiin sayisal degismezleri

hakkinda bazi bilgiler elde edebiliriz. Bir M R-modiiliiniin . Betti sayis1, 3;(M),
0— Rt — ... 5 RPY — RPO

minimal serbest ¢oziiliimiindeki, serbest modiillerin rankidir. Yine, M’ nin Betti dizisi,
B(M),
(Bo(M), B1(M), ..., Br(M))

dizisidir. Stamate [3], sayisal yarigrup halkalarinin Betti sayilar1 hakkinda genis bir aragtirma

yapmustir ve sayisal yarigruplarin Betti sayilari lizerine bir¢ok agik problem vermistir.

Tezin 2. boliimiinde, monoid ve sayisal yarigrup kavramlarinin tanimlarina, bu kavramlar

arasindaki iligkilere, benzerlik ve farklara deginilmis, yarigrup halkalari ile ilgili temel tanim

1



ve Ozelliklere yer verilmistir. Devaminda derecelendirilmis cebir, modiil ve serbest modiil

kavramlarinin tanimlari verilip 6rneklendirilmisgtir.

Tezin 3. bolimiinde, sizigi modiil kavrami tanimlanarak sizigi modiiliin bir serbest
coziilimdeki yeri 6nce homomorfizmalar yardimiyla serbest ¢oziiliim bularak daha sonra

Schreyer Algoritmasi ile daha formal sekilde calisiimistir.

Tezin 4. boliimiinde, bir serbest ¢oziiliim verildiginde, Betti sayisi, projektif boyut, Poincaré
serisi gibi sayisal de8ismezlerin nasil bulunacagi orneklerle gosterilmistir. Daha sonra
derecelendirilmis Betti sayilarindan bahsedilip Betti diyagrami dedigimiz tablolarin formu
verilmigtir. Son olarak, kii¢ilk gdmme boyutlarinda sayisal yarigruplarin Betti sayilari ile

ilgili baz1 bilinen sonuglardan s6z edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, bir sayisal yarigrubun bir degismeli monoid olarak diisiiniilerek temsil
edilme fikri ¢alisilmig, yarigrup halkasi, derecelendirilmis cebir ve monoid kavramlarinin

tanimlarina ve drneklerine yer verilmistir.

2.1 Monoidler ve Homomorfizmalar

2.1.1 Tamm. S # () ve "+", S iizerinde birlesme ozelligine sahip bir ikili islem olmak
tizere (S, +) ikilisine bir yarigrup denir.

Bir S yarigrubunun, 7" alt yarigrubu S lizerindeki isleme gore kapali olan bir alt kiimesidir.

2.1.2 Not. Bir .S yarigrubunun alt yarigruplarinin kesisimi yine S’ nin bir alt yarigrubudur.

2.1.3 Tammm. S bir yarigrup ve ) # A C S olsun. S yarigrubunun A kiimesini iceren en
kiiciik alt yarigrubu .S yarigrubunun A kiimesini igeren tiim alt yarigruplarinin kesisimidir.
Bu yarigruba A tarafindan iiretilen yarigrup denir ve < A > ile gosterilir.

Bir bagka deyisle,
< A>= {)\1@1 + ...+ /\nan | n e N\{O}7 >\17 B )\n € N\{0}7 A1y .eey Ay € A}

S =< A > ise, S yarnigrubu, A tarafindan iiretilmistir denir. Bu durumda A, S’ nin
tireteclerinin bir sistemidir. Eger A alt yarigrubu sonlu tane elemana sahipse, S sonlu

tireteclidir denir.

2.1.4 Tanim. M bir yarigrup olsun. Her a € M igin,
a+0=0+a=a

olacak sekilde bir 0 € M birim eleman1 var ise M yarigrubuna monoid denir.
Eger M’nin N alt kiimesi, M/ monoidinin bir alt yarigrubu ve 0 € N ise N’ ye M’ nin bir

alt monoidi denir.

2.1.5 Ornek. M bir monoid ise, {0} kiimesi, M’ nin bir alt monoididir. Buna )/’ nin agikar

alt monoidi denir.



Yarigruplarda oldugu gibi bir monoidin, alt monoidlerinin kesisimi de kendisinin bir alt

monoidi olur.

Bir M monoidi ve M’ nin bir A alt kiimesi verilsin. A’y1 iceren en kii¢iik alt monoidi
< A>= {)\1&1 + . 4 Auan, | neN A, ...\, € Nveay,...,a, € A}

kiimesine , M ’nin A tarafindan iiretilen alt monoidi denir.

< A >= M ise, A’ ya M’ nin iireteclerinin bir sistemi ve M, A tarafindan iiretilmistir denir.
Buna gore, bir M monoidinin iirete¢lerinin bir sistemi sonlu sayida elemandan olusuyorsa

M’ ye sonlu iirete¢li monoid denir.

2.1.6 Tammm. X ve Y yarigruplan verilsin. f : X — Y doniisiimii icin, her a, b € X iken

fla+b) = f(a) + f(b)

ise, f doniisiimiine bir yarigrup homomorfizmasi denir.

f homomorfizmasi, birebir ise monomorfizma, orten ise epimorfizma, birebir ve orten ise
izomorfizma adin1 alir. f~!, f homomorfizmasinin tersi olmak iizere, f bir izomorfizma ise,
f~1 de bir izomorfizmadir. X ve Y yangruplan arasinda bir izomorfizma var ise X ve Y

izomorfiktir denir ve X = Y ile gosterilir.

2.1.7 Tamm. X ve Y monoid olsunlar. f : X — Y donlisimii bir yarigrup

homomorfizmasi ve f(0) = 0 ise, f doniisiimiine bir monoid homomorfizmasi denir.

Monoidlerde de, monomorfizma, epimorfizma ve izomorfizma kavramlar1 yarigruplarda

oldugu gibi tanimlanir.

2.1.8 Uyar1. Dogal sayilar kiimesinde "+" islemini alalim. Her z,y € Ni¢in, v +y € N
oldugundan (N, +) kapalidir. Her z, 3, z € N i¢in,

(r+y)+z=z+(y+2)
oldugundan (N, +) birlesmelidir. 0 € N dir. Bdylece (N, +) bir monoiddir.
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2.2 Sayisal Yarigruplar

Sayisal yarigruplar, N’ nin alt monoidlerini siniflandirirlar.

2.2.1 Tamim. (N, +) monoidinin, sifir1 igeren, toplamaya gore kapali ve N\ 'S sonlu olan S

alt monoidine bir sayisal yarigrup denir.

2.2.2 Yardimci Teorem. () # A C N olsun.
< A > sayisal yarigruptur <= obeb(A) = 1 dir.

ispat: [1].

223 0rnek. S =< 7,11,19 >= {7z, + 11lzy + 1925 | 21, 25, 73 € N} kiimesinin bir
sayisal yarigrup oldugunu gorelim.
1 =29 =23 =0¢€Ndir. 0 = 7.0 + 11.0 4 19.0 olarak yazilabilir. O halde 0 € S dir.

x,y € S olsun.

T ="7r1+ 1lxy 4+ 1925
y =Ty + 11ly2 + 19y;

olacak sekilde x1, 2, T3, Y1, Y2, y3 € N vardir.
r+y=(Try + 11z + 1923) + (Ty1 + 11lys + 19y3)
=Tr1+ Ty + 11xe + 11ys + 19235 + 19y;3
= T(z1 4+ y1) + 11(z2 + y2) + 19(23 + y3)
(x1 + 1), (2 +y2), (3 + y3) € Noldugundan = + y € S dir.
S = {0,7,11,14,18,19,21, 22,25, 26, 28, 29, 30, 32, 33, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41,42, ...}

olarak listelendiginden,
N\S ={1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,13, 15,16, 17, 20, 23, 24, 27,31, 34}

kiimesi olur. Bu sonlu bir kiimedir. Boylece 2.2.1 Tanim’ dan .S bir sayisal yarigruptur.

2.2.4 Onerme. M, N’ nin {0} # M olan alt monoidi ise, M bir sayisal yarigruba

izomorfiktir.



ispat: [1].

2.2.4 Onerme’ den, M monoidinin bir tek sonlu minimal iirete¢ sistemine sahip oldugu

sOylenebilir.

2.2.,5 Tammm. {n; < ... < n,}, S sayisal yarigrubunun iireteclerinin minimal sistemi olsun.

ny sayisina S sayisal yarigrubunun kathilii denir ve m(.S) olarak gosterilir.

2.2.6 Tanim. S sayisal yarigrubunun minimal iirete¢ sisteminin eleman sayisi, S’ nin

gdomme boyutu olarak adlandirilir ve e(.S) ile gosterilir.

2.2.7 Not. S sayisal yarigrubunda, e(S) < m(S) dir [1].

2.2.8 Tanmm. S sayisal yarigrubunda olmayan en biiyiik tam sayiya .S’ nin Frobenius sayis1

denir ve F'(S) ile gosterilir.

2.2.9 Tamm. Her n € Nigin x + n € S olacak sekildeki en kiiciik = tam sayisina .S’ nin

kondiiktorii denir.

2.2.10 Not. F'(S)=(S’ nin kondiiktorii) —1 dir.

2.2.11 Tamm. G = N\S kiimesine S’ nin bosluklar kiimesi denir. G kiimesinin eleman
say1st olarak tanimlanan g(S)’ ye S nin cinsi denir. ¢(.S) bazen S’ nin tekillik derecesi

olarak da adlandirilir.

2212 Ornek. S =< 7,11,19 >= {Txqy + 1l + 1923 | 21,729,273 € N} sayisal
yarigrubunun bosluklarinin kiimesini, Frobenius sayisini ve cinsini bulalim. S sayisal
yarigrubunu

S = {0,7,11,14,18,19,21, 22,25, 26, 28,29, 30, 32, 33, 35, 36, 37, 38, 39,40, 41,42, ...}

olarak listelersek,
N\S ={1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,13, 15,16, 17, 20, 23,24, 27, 31,34} = G(95)

6



9(5) =G(5)] =20
F(S) =34

olarak bulunur.

2.3 Monoidler ve Temsiller
Bir monoid, monoid kategorisinde bir serbest obje ile temsil edilebilir. Sayisal bir yarigrup,
degismeli bir monoid olarak diisiiniilebilir. Bu boliimde, monoidler i¢in 1.izomorfizma

teoremine yer verilecektir. Kaynak olarak [1] ve [4] kullanilmasgtir.

2.3.1 Tamm. X # () olsun. X x X’ in o alt kiimesi, X kiimesi iizerinde bir bagintidir. Eger
(x,y) € oise, xoy yazilir ve z, y ile o_bagintilidir denir. o, yansiyan, simetrik ve gecismeli
ise, o bir denklik bagintisidir. Her z € X i¢in 2’ in o bagintisina gore denklik sinifi, [z],, X
kiimesinin, o’ ya gore z ile bagintili olan elemanlarini igerir. % kiimesi, [z], elemanlarindan

olusur ve X’ in parcalanist olan bu kiimeye X’ in o bagintist ile boliim kiimesi denir.

2.3.2 Tanim. M monoidi ilizerinde o denklik bagintisin1 diisiinelim. M ’nin x,y, 2
elemanlari i¢in,

roy = (x+2)o(y + 2)

ise o bagintisina bir kongriians ad1 verilir.

2.3.3 Yardimci Teorem. [1] o, M monoidinin {izerinde bir kongriians olsun.
[, [y]e € 2L igin,

[2]o + [Ylo = [z + ylo

ile taniml1 toplama islemi ile % bir monoiddir.

Ispat: + isleminin iyi tanimli oldugunu gérelim. Bunu gérmek igin,
xoy ve zot iken

(x+2)o(y + )

oldugunu gormeliyiz.

xoy ve zot olsun.



roy = (x+2)o(y + 2)
zot = (y+2)o(y+1)

o denklik bagintisi oldugundan gecisme 6zelliginden dolay1 (z + 2)o(y + t) elde edilir.

Her [z], € 2 igin,

oldugundan (x 4 e)oz bulunur. M bir monoid oldugundan 0 € M dir.

= (z+e€)o(x+0)

= eol
Boylece [e], = [0], € X elde edilir.
Simdi + igleminin 22> da birlesmeli oldugunu gorelim. Her [2],, [y]+, [2], € & igin,
([l + [Wlo) + [2]o = ([ + 9lo) + [2lo = [(z + ) + 2o
x,Yy,z € M ve M bir monoid oldugundan,

[+ (Y +2)lo = [zl + ([y + 2o) = [alo + ([]o + [2]0)

M

Buradan, (-, +) bir boliim monoididir.

2.3.4 Tanim. X ve Y birer monoid olsun. f : X — Y doniisiimii, Her x,y € X icin,
i) flz+y)=[f)+ fy)
ii) £(0) =0

kosullarin1 saglyorsa, f doniistimiine bir monoid homomorfizmasi denir.

2.3.5 Tanim. f: X — Y bir monoid homomorfizmasi olsun. f’ nin ¢ekirdek kongriiansi,

Cek(f) = {(z,y) € X x X [ f(x) = f(y)}

olarak tanimlanir.



2.3.6 Not. Cek(f), X monoidi iizerinde bir kongriianstir:
(x,y) € Cek(f), z € X olsun.

((z+2),(y + 2)) € Cek(f)

oldugunu gormeliyiz. f bir homomorfizma oldugundan z,y, z € X iken,

olur. (z,y) € Cek(f) oldugundan, f(z) = f(y) dir. Buradan,

F@)+ 1) = f) + (2)
= flz+2)=fly+2)
—> (¢ +2),(y + 2)) € Cek()

elde edilir.

2.3.7 Tanmm. f: X — Y bir monoid homomorfizmasi olsun. f’ nin goriintii kiimesi
Gorf = {f(a) | a € X}

olarak tanimlanir. Gorf, Y nin alt monoididir.

Monoidler ve degismeli gruplardaki olagan tanimlar arasindaki ufak farklara dikkat ediniz.
Monoid morfizmlerindeki f(0) = 0 kosulu grup homomorfizmalari i¢in dayatilamaz.
Diger temel fark cekirdegin tanimidir. Cekirdek, grup teorisinde birim eleman ile eslenen
elemanlar kiimesidir. Bazi temel farklar olmasina ragmen 1. Izomorfizma Teoremi hala

gecerlidir.

2.3.8 Onerme. [1] f X — Y bir monoid homomorfizmas1 olsun.

S )
fZ@%GOI‘f

f([7]cexs) = f()

bir monoid izomorfizmasidir.



Ispat: fdénii&imi’mi‘m iyi tanimli oldugunu gosterelim.
] cekt > [Y]cext € C%kf ve []cekt = [Y]cekr Olsun. (x,y) € Cekf oldugundan f(z) = f(y)’ dir.

= [([z]cext) = f([Y]cexr)

olur. Boylece fdt’)nﬁ:giimii iyi tanimhidir.

[cens, [Wlcer € g isin, F([#]cexr) = F([y]cexs) olsun.

= [(@) = f(y)
= (z,y) € Cekf

- [x]Cekf = [y]gekf

oldugundan fdénii&imﬁ birebirdir.

Gorf = {f([#]ces) | [2)cars € S5}
= {f(2) |z € X}
= Gorf

oldugundan fdbniig’jmii ortendir.

Simdi fdbnij§ijmijnijn homomorfizma oldugunu gosterelim.

[@cexts [Ylcexs € C%kf alalim.

f([2]ceks + [Y]ceks) = f([x + ylees) = f(z +y).

f homomorfizma oldugundan,

f@) + f(y)

= f([z]cext) + f([Ylcexs)

elde edilir. f([()]gekf) = f(0) = 0 olur. Buradan, f bir monoid homomorfizmasidir. |

homomorfizmasi birebir ve drten oldugundan bir izomorfizmadir. Boylece,

- G
Cokt 001/

yazilir.

S =< 2,3 > olan bir sayisal yarigrup olsun. Buradan S = {0,2,3,4,5,6,...} S sayisal
yarigrubunu, 3x = 2y olacak sekilde = ve y elemanlan tarafindan iiretilen bir degismeli

monoid olarak diisiinebiliriz. Boylece S =< (x,y) | 3z = 2y > yazlabilir. Bu temsil etme
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fikrini olugturur. Simdi bunu resmilegtirelim.

S sayisal yarigrubunun, minimal olarak {n;,...n,} elemanlar1 tarafindan iretildigini

varsayalim.

0 : NP — (S, +4)

(a1, ..., ap) = a1ng + ... + apn,

doniistimiinii alalm. ¢ bir monoid epimorfizmasidir. N? ve (.S, +) degismeli monoidlerdir.
(a1, ..., ap), (b1, ...,b,) € NP ve (ay, ..., a,) = (b, ..., b,) oldugunu varsayalim.

O halde her ¢ = 1, ..., p i¢in, a; = b; olur.

o(ay, ..., ap) = a1ng + ... + apyny,
= blnl 4+ ...+ bpnp
= (,D(bl, ...,bp)

oldugundan ¢ iyi tamimhidir.
¢ doniistimiiniin bir homomorfizma oldugunu gorelim.
o((ay,...,ap) + (b1, ..., bp)) = plar + by, ...,ap + by)
= (a1 +by)ny + ... + (a, + by)n,
S sayisal yarigrubu, N’ nin alt kiimesi oldugundan,
=aing +bing + ... +ayn, + byny,
= (a1ny + ... + apny) + (byng + ... + byny)
= p(ay,...,a,) + p(b1, ..., by)
Dolayisiyla ¢ bir homomorfizmadir.

Gorp = S oldugunu gorelim.
olay,...,ap) = ang + ... + ayn, € S
oldugu agiktir. z € S alalim. Bu durumda, S =< ny, ..., n, > oldugundan,
T=any + ... +ayny

olacak sekilde ay, ..., a, € N vardir.
= r=an + ... + apn, = o(as, ..., ap)

— 1z € Gory

11



— S C Goryp
Boylece S = Gory oldugundan ¢ ortendir.

 monoid homomorfizmasinin ¢ekirdegi,

Cekp = {(a,b) € N? x NP [ p(a) = ¢(b)}

olarak tanimlanir. 2.3.8 Onerme’ den

NP G
: — GO
(0 Ceko orp
bir monoid izomorfizmasidir. Boylece,
NP
>~ Gorp =S
Ceks ory

elde edilir.

2.4 Sayisal Yarigrup Halkalar1
Yarigrup halkalar1 ve bunlarin idealleri cebirsel ve kombinotorik bakis agisiyla yaygin
bicimde calisilmaktadir. Halkalarin N? yarigrubu ile iligkilendirilmis zengin bir sinifi olan

yarigrup halkalari, k[x, ..., z,| polinom halkasini da icerir.

2.4.1 Tanim. Z tam sayilar kiimesi, p pozitif tam say1 ve {ay, ..., a, }, Z"’ nin bir alt kiimesi

olsun. Z”’ nin toplamsal grubunun {ay, ..., a, } ile iiretilen alt monoidi
H=<ay,..,ap >={ a1 + ... + \pa, | \; e N1 <i < p}

olsun.

9= (g1, ""gp) € 7P ve 29 = 119'...x,% iken,
¥9 € k|H] <= g€ H.
k[H] = {;gm g €k, A= (M, on \y), fA =AML

Burada, fi, ..., f, katsayilar1 & iizerinde olan polinomlardir. k[H] bir k-cebirdir ve k[H] ye
H yarigrubu ile iligkilendirilmis yarigrup halkasi denir.
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2.4.2 Ornek. H = N7 ise,
kNP = k[zy, ...,

ve H = 7P ise,

k[ZP) = k[z1, Y Tp, xp’l]

olur.

N = {(a1,...,ap) | a; € N;1 <i < p}veS =<mny,..,n, > sayisal yarigrup olsun.

o : NP — (S, +)

(a1, ..., ap) = ayng + ... + apn,
yarigrup homomorfizmasini,

b K, .., z,) — K]

seklinde genisletebiliriz. ¢ bir halka homomorfizmasidir.

Cekd] = {f(xla ""xp) | ¢(f) = 0}
={f(x1,....,xp) | f(t™, .., t") =0}

ideali bir asal idealdir. Bu ideale S’ nin tanimlayan ideali denir ve g ile gosterilir. Halkalar

icin 1.Izomorfizma Teoreminden,
klxy,...,z,]/Ceky = Gory = k[t™, ..., t"7]
elde edilir.

2.4.3 Tamm. Fk[S] = k[t™,...,t"] halkasina, {ny, ..., n,} ile iretilen S =< ny,...,n, >

sayisal yarigrubunun yarigrup halkasi denir.

2.44 Tanmm. £[[S]] ={h = > ast®|Vs € Si¢in a, € N} olarak tanimlayalim.

seS

h € k[S] <= Hemen hemen her s € S igin a, = 0

13



oldugu agiktir. k[[S]] lizerinde toplama islemi, by = > a,t® ve hy = > bt olmak iizere,
bilesenlerinin katsayilarini toplayarak
hithy= 3 agts+byt*
5,5’ €8s
seklinde tamimlanir.  (K[[S]],+,.) bir halkadir. ~ k[[S]] ve k[S] halkalarinin bazi
ozellikleri, S sayisal yarigrubunun ozelliklerinden belirlenebilir. ~ Bunun sonucunda,
sayisal yarigruplardaki bazi kavramlar, halka teorisinde zaten var olan karsiliklardan

isimlendirilmistir [4].

2.5 Derecelendirilmis Cebirler

2.5.1 Tammm. A, k cismi iizerinde bir vektor uzay olsun. A uzayinda her x1, 9,23 € A ve
o1, o € kigin,

i) al(OéQSCl) = (041042)I1

i) ap(x1m) = (qmy) 22 = 21(Q122)

iii) x1(woxs3) = (v119) 23

iv) x(z2 + x3) = 2129 + 1123

ozelliklerini saglayan bir ¢carpma islemi varsa, A’ ya k tizerinde bir k-cebiri, ek olarak,

V) T1T92 = Talq

ise, A’ ya k iizerinde bir degismeli k-cebiri denir.

2.5.2 Tammm. A, bir k-cebir olsun. Eger, bir & cismi iizerinde bir vektor uzay olarak,
i) Ag =k
ii) A,A; C AL, Vi,5>0
olacak sekilde,
A= A,
n>0
ayrisimina sahip ise, A’ ya derecelendirilmis k-cebiri denir. Her z € A, elemani n.

dereceden homojen eleman olarak isimlendirilir.

2.5.3 Ornek. £ bir cisim ve k[zy, ..., x,] her 1 < i < pigin der(z;) = 1 olan p degiskenli

polinom halkasi olsun. k[xq, ..., z,] sonlu iiretilmis bir standart derecelendirilmis degismeli
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k-cebiridir [5].

2.5.4 Tanmm. R bir halka, G degismeli bir grup ve degismeli gruplarin bir ayrigimi

R=& R;
i€G
olsun. Eger her 7, j € G igin,
RiR; C Ry

ise, R’ ye G-derecelendirilmis halka denir. G = N ise, R’ ye N-derecelendirilmis,
G = Zise, R’ ye Z-derecelendirilmis halka denir.

2.5.5 Tamm. A = @ A, bir derecelendirilmis k-cebiri ve I, A” min bir ideali olsun. Eger
I ideali, "=

i) Hern > 0i¢in [, C A,

ii) Heri,j > Oi¢in A;1; C I;;

olacak sekilde,

n>0

formunda bir alt vektor uzayi ise, I’ ya bir derecelendirilmis ideal denir.

2.5.6 Not. R bir derecelendirilmis k-cebiri ve I, R’ nin bir derecelendirilmis ideali olsun.
Bu durumda,

R=Ry® R ® ..
[:[O@Il@

olarak yazilabilir. R/ boliim halkasi da
R/[ - Ro/[() D Rl/[l D ...

bir derecelendirilmis k-cebiridir [5].
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2.6 Modiiller ve Serbest Modiiller
Bir halka iizerinde, ideallerin genellemeleri olan modiiller, bir vektor uzayin bir cisim

tizerindeki davranisina benzer sekilde davranan cebirsel yapilardir.

2.6.1 Tamim. R bir halka ve M bir kiime olsun. Her r, s € R ve a,b € M icin
ROM — M

etkisi ile,

i) (M, +) degismeli grup

ii) r(a+0)=ra+rd

iii) (r+s)a=ra+ sa

iv) r(sa) = (rs)a

ozelliklerini saglayan M kiimesine, R halkasi tizerinde bir modiil veya R-modiil denir. Eger
1g, R’ nin carpimsal birimi iken, her a € M icin 1z.a = a ise M’ ye birimli R-modiil denir.

R bir cisim oldugunda, iistteki 6zellikleri saglayan M kiimesi, vektor uzay adini alir.

2.6.2 Ornek. R halkasi verilsin. R" bir R-modiildiir.

R" ={(r1,re,...;rn) | 71, ..., € R}
R® R — R"™

(8, (r1, 72, ey 7)) = S(11, ey 1) = (ST1, ey STR)

i) (R",+) degismeli gruptur.
i) s € R, (r,r2, ..., 1), (t1,t2, ..., t,) € R™ olsun.
S((r1y ey ) + (1, s t0)) = 8(r1 4 t1, ooy T + 1)
= (s(r1 +t1), ..., s(rn +t,))
= (sr1 + st1, ..., sTp + sty,)
= (871, ..., 57) + (stq, ..., stp,)
=8(r1, .0y Tn) + 8(t1, .y tn)
iii) 7,s € R, (a1, ...,a,) € R™ olsun.
(r+s)(ay,...,a,) = ((r+ s)ay, ..., (r + s)ay,)
= (raj + say, ...,ra, + sa,)

= (ray, ...,ra,) + (say, ..., sa,)
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=r(ay,...,a,) + s(ay, ..., a,)
iv) s € R, (ay,...,a,) € R" olsun.
r(s(ay,...,an)) = r(saq, ..., sa,)
= (r(say),...,r(say,))
= ((rs)ay, ..., (rs)ay)

= (rs)(a, ..., an)

2.6.3 Ornek. R bir halka ve I, R’ nin bir ideali olsun. R /I bir R-modiildiir.

Rx R/T — R/I
(s,(r+1))— (sr)+1

i) (R/I,+) degismeli gruptur.
ii) r€ R,s;1+1,s9+ 1 € R/I olsun.
r((s1+ 1)+ (s2+ 1)) = r((s1 4 s2) + 1)
= (rsy+rsy) +1
= (rsy+ 1)+ (rsy + 1)
=r(si+1)+r(se+1)
iii) »,s € R,t+ 1 € R/I olsun.
(r+s)t+1)=(r+s)t+1
= (rt+ st) + I
=(rt+1)+ (st+1)
=r(t+1)+st+1)
iv) s € R,t+ 1 € R/I olsun.
r(s(t+1))=r(st+1)
=r(st)+1
=(rs)t+1
= (rs)(t+ 1)

2.6.4 Not. Bir vektor uzayin her zaman bir bazi vardir fakat modiiller her zaman bir baza

sahip olmak zorunda degildir.
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2.6.5 Ornek. R = k[z,y] halkasinda I =< 22, y* > idealini alahm. I, k cismi iizerinde bir

vektor uzaydir.

kExI—1

(c,p) = c.p

(I,+) alt halka oldugundan (7, +) degismeli gruptur.
pel = p=pr.a®+py*,p1,pa € klz,y)
c.p = c(p1.2* + p2.y*)

= (cp1)z® + (cp2)y*
Burada cpy, cps € k[x,y] oldugundan cp € I elde edilir.
c1,co € kigin,

clx2+02y4:O = c1=c =0

oldugundan {z? y*}, k cismi lizerinde lineer bagimsizdir.

I =< 2?,y* > ideali k[z, y| halkas1 iizerinde
klz,yl x I — 1
etkisi ile bir modiildiir. {2, y*}, I modiiliiniin tiretegleridir. —y*, 2% € k[z, y] igin,
(—yMz* + 2%y =0

oldugundan {z? y*}, k[z,y| iizerinde lineer bagimhidir. Boylece {x?,y*}, I i¢in bir baz

olamaz.

2.6.6 Tammm. R halkasi ve M R-modiilii verilsin. Eger M modiilii bir baza sahipse, serbest

modiil olarak adlandirilir.

2.6.7 Ornek. R halkasimi ve M = R™ modiiliinii alalim. 2.6.2 Ornek’ ten R" nin bir

R-modiil oldugunu biliyoruz.

kiimesi rq, g, ..., 7, € R icin,
r1(1,0,...,0) +7r2(0,1,...,0) + ... + r,(0, ..., 0,1) = (0,0, ..., 0)
- (7“1,7’2, ...,7’”) = (0,0, ,O)

— r=rpo=..=7,=0
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oldugundan R iizerinde lineer bagimsizdir. Boylece R" bir serbest R-modiildiir.

2.6.8 Ornek. R iki degiskenli polinom halkasi ve

M =A{(f1, fo. [3) € R* | xf1 + (y* = 5) fo + f3 =0}
kiimesini alalim. M bir R-modiildiir.

Rx M — M
(0, (f1, f2r f3)) = p(f1, fo, f3) = 0fr,pf2.0f3)

(f1, fo, f3) € M oldugundan

thl + (y3 - 5)f2 +f3 =0

olur.

x(pfi) + (y* = 5)(pf2) + (pfs) = pafi + (y° — 5) f2 + f3)
=p.0=0

oldugundan (pf1,pfe, pfs) € M elde edilir.

i) (M,+) degismeli gruptur.
ii) 7 € Rve (f1, f2, f3), (91, 92, 93) € M olsun.
r((fi fo, f3) + (91,92, 93)) = r(fr + g1, fa + 92, f5 + 93)
= (rfi+rg,rf2+rg2,7f3+793)
= (rfr,7f2,mf3) + (rg1,rg2,793)
=r(f1, f2, f3) + (91, 92, 93)-
iii) 7, s € Rve (f1, f2, f3) € M olsun.
(r+8)(fi, f2 f3) = ((r + 8).f1, (7 + 5) fa, (1 + 5) f5)
= (rfit+sfirfot+sforfs+sfs)
= (rfi,rfo,rf3) + (sf1,8f2,8f3)
=r(f1, f2. f3) + s(f1, f2, f5).
iv) r,s € Rve (f1, f2, f3) € M olsun.
r(s(f1, f2, f3)) = r(sf1, sf2, 8. f3)
= (r(sf1),r(sf2), r(sf3))
= ((rs)f1, (rs)fa, (rs)fs)
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= (TS)(fbfmfs)-

vfi+ (2 =5)fat+ f3=0
= fa=—xfi+(5-y)f
olarak yazilabilir.
(fi for f3) = (fr, fo, =2 fr + (5= 4°) fo)
= fi(1,0, —2) + f2(0,1,5 — y?)
Buradan {b; = (1,0 — x),by = (0,1,5 — y3)} listesi M’ yi iiretir.
Simdi {b;, by} listesinin lineer bagimsiz oldugunu goérelim.
p1b1 + p2by = 0 olsun.
= p1(1,0,—2) +p2(0,1,5 — y*) = (0,0,0)
= (p1,p2, —xp1 + (5 — y*)p2) = (0,0,0)
= p1=p2=0.
Boylece, {b1, by} listesi, M R-modiilii i¢in bir bazdir. Buradan, M’ nin bir serbest R-modiil

oldugu sonucuna varilir.

2.6.9 Tanmim. R bir halka, M bir R-modiil ve () # N, M’ nin bir alt kiimesi olsun. N, M
modiiliiniin bir toplamsal alt grubu ve her r € R,n € N icin r.n € N ise N’ ye M’ nin alt

modiilii denir.

2.6.10 Tanmm. R bir halka ve M, N R-modiiller olsun. ¢ : M — N doniisiimii her ¢ € R
ve f,g € M igin,

o(f +9) = o(f) + olg)
o(cf) = co(f)

sartlar1 saglaniyor ise ¢ R-modiill homomorfizmasi1 adin1 alir.

¢, R-modiil homomorfizmasinin ¢ekirdegi,

Cekp = {f € M [ ¢(f) = On}

¢, R-modiil homomorfizmasinin goriintii kiimesi,

Gorg = {g € N |3f € Micin ¢(f) = g}

olarak tanimlanir. Cek¢ ve Gor¢ sirasiyla M ve N R-modiillerinin alt modiilleridir.
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3. MODULLERIN SERBEST COZULUMLERI

Bir k cismi iizerindeki cebirsel geometride, varyetelerin geometrisini R = k[xy, ..., ;)
polinom halkas1 ve ideallerinin 6zelliklerini etkin bir sekilde incelemek i¢in polinom halkasi
tizerindeki derecelendirilmis modiilleri ¢calismak gerekmektedir. Bir modiilii ayrintili bir
seklide agiklamanin en basit yolu, modiiliin iiretecleri ve bunlarin arasindaki bagintilardir.
Bir modiiliin 6nemli invaryantlarindan birisi, M modiiliinii tiretmek icin gerekli olan minimal
trete¢ sayisidir. Bu say1, modiiliin serbest bir modiil olmaktan ne kadar uzak oldugunu
aciklayan Betti sayilarinin bir dizisindeki ilk sayidir. Bu bdliimde [6] numarali kaynak

kullanilmagtir.

3.1 Sizigiler
M =<my,...,my, >vei=1,.. ¢ i¢in 1, 1. koordinatta olmak iizere,

e; = (0,...,1,...,0) € R" kanonik baz oldugunu varsayalim. Bu,

0

R = M =< my, ..., my, >

e, — m;

modiill homomorfizmasinin orten olmasi demektir.

Eger 7 bir izomorfizma ise, M = R' ranki ¢, olan bir serbest modiil olur. Diger durumda,

bir bagka deyisle 7 birebir degil ise, Cekmy # {0} dir.

Rh— — — — = Rto o M

N/

Cek(mo)

Cek(mg) = {(r1, ..., 74,) € R | (11, ey 749) = Ons }

(11,0, 149) € R | mo(r1€1 + oo + Ti0€1,) = Opr}
(11,0, 749) € R | mymo(er) + ... + 1y mo(esy) = Opr}
(r1y s Tyy) € R | rymy + . + 1gymy, = Op )

elde edilir.

Cek(mg)” daki (rq, ..., r,) eleman,
rimy + .. A Ty, =0
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olan m; elemanlar1 arasindaki bagintidir. Bu bagintilarin kiimesi, // modiiliiniin sizigileri

olarak adlandirilir.

3.1.1 Tamm. M, R’ in {my, ..., my,} kiimesi ile iiretilen bir modiilii olsun. M’ nin sizigi

modiilii,
Syz(M) = Syz(my, ...;my,) = {(r1,...,74,) € R | rymy + ... + 1yymy, = 0}

kiimesidir. Syz(M)’ nin bir elemanina sizigi denir.

3.2 Serbest Coziiliim Nedir?
R = k[zy, ..., x,,] polinom halkasinda n = 1 ise R = k[z1] tek degigkenli polinom halkasidir
ve bir temel ideal bolgesidir. Temel ideal bolgelerinde bir serbest modiiliin her alt modiilii

serbest modiildiir. Dolayisiyla Syz(M) bir serbest modiildiir.

n > 0 ise, sizigi modiiliiniin iireteclerinin herhangi bir kiimesinin bagintilara sahip olma

durumlari olugabilir. Bunu anlamak icin M modiiliine tam diziler ile yaklasabiliriz.

3.2.1 Tammm. M;’ ler R-modiiller olsun. ¢; R-modiil homomorfizmalarinin
©Yi+1

—>Ml+1—>Mzﬁ>Ml_1%

dizisini diigiinelim. Eger, Gor(y;11) = Cek(y;) oluyor ise, dizi M;” de tamdir denir. Dizi

her bir M’ de tam ise tiim dizi tamdir denir.

Tam diziler ile ilgili detayli bilgiler ve 6zellikler i¢in bakiniz [7].

M bir R-modiil olsun. M modiiliinden elemanlar secmek, homomorfizmalar aracilifiyla da

gerceklestirilebilir.

3.2.2 Onerme. [7] M bir R-modiil olsun.
i) M’ den bir eleman se¢mek, R — M’ ye bir homomorfizma se¢meye denktir.

ii) M’ den t elemanlar segmek, R' — M’ ye bir homomorfizma se¢meye denktir.
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iii) M’ nin ¢ iiretegli bir kiimesini se¢mek, R — M’ ye 6rten bir homomorfizma segmeye
denktir.
iv) M bir serbest modiil iken, ¢ elemanli bir baz se¢mek, R — M’ ye bir izomorfizma

secmeye denktir.

Ispat: i)ii) 1 € Ralalim. f € M se¢mek, ¢(1) = f’ yi saglayan
p:R—M

R-modiil homomorfizmasini se¢mek ile aynidir.

g € R alalim. 1, R’ nin birimidir. Buradan

©(g) = p(g1) =gp(l) =gf € M

oldugundan ¢(1), ¢’ ninher g € R’ deki degerini belirler. Boylece, M ’den t eleman segmek;
R—M

¢ tane [?-modiil homomorfizmasim se¢mek veya denk olarak
R' - M

R-modiil homomorfizmasini se¢mek gibi diisiiniilebilir.

iii) iv) R" yi siitun vektorlerinin bir vektor uzay: olarak diisiinelim ve R’ nin standart
bazini {eq, ey, ..., e;} ile gosterelim. M’ nin {fy, ..., f;} elemamm se¢cmek, i = 1,2,...;¢

olmak tizere,
p: R M
e — fi

olarak tanimli R-modiil homomorfizmasini se¢gmeye karsilik gelir.
Gor(p) = {¢(r1,...,rs) | (r1,...,7) € R'}
(r1,...,r¢) =r1(1,0,...,0) + ... + (0, ...,0,1)

=7rie1 + ... + 1€

olmasindan,

Gor(p) = {p(rier + ... + rey) | (11, ...,7¢) € R'}
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yazilir. ¢ bir R-modiil homomorfizmasi oldugundan,

Gor(p) = {rip(er) + ... + repler) | (r1,...,m¢) € R'}
={rmfi+..+rfi|(r,..,7) € R}

olur. Boylece, < fi,..., f; >C M elde edilir.

Eger ¢ Orten olursa,
Gor(p) =< fi, ... fr >=M
elde edilir. Boylece, M i¢in ¢ iiretegli kiime se¢cmek
R'— M
bir R-modiil epimorfizmasini se¢gmeye karsilik gelir. Bu, bir
Rt — M — 0

tam dizisi se¢mek ile aynidir. M bir serbest modiil ise, M’ nin bir baz1 vardir. {fi,..., f;}

M’ nin bazi olsun. O halde, {fi, ..., f;} lineer bagimsizdir. Boylece,
Tlfl + R tht = O
iken,
rn=..=T= 0

olur. Buradan,

Cek(p) = {(r1,...,7¢) | (1, ...y ) = 0}
={(ri,...,r) | rifi + ... +refe =0}
= {Or}

bulunur. Bu, ¢’ nin birebir olmasi demektir. Boylece M modiilii icin ¢ elemanl bir baz
secmek,

Rt —> M

bir R-modiil izomorfizmasini se¢gmeye karsilik gelir.

3.23 Tamm. M R-modiiliiniin bir temsili, Syz(f1, ..., f;) sizigi modiilii igin bir tiretegler

kiimesi ile birlikte { f1, ..., f;} treteglerinin bir kiimesidir.
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Syz(fi, ..., fr)’ nin tireteclerini siitunlar olarak diizenleyerek, bir M modiilii i¢in bir temsilci

matris elde edilebilir. Bir temsilci matris vermek, M/’ nin bir temsilini vermek ile aynidir.

3.2.3 Tanim’ 1, tam diziler aracihigiyla yeniden yorumlarsak, 3.2.2 Onerme (iii)’ den

{f1,..., f¢} tiretecleri

R'— M —0
tam dizisi anlamina gelen bir

o:R'— M
orten homomorfizmasin1 verir.

RS M —0

(91, -9t) = ¢(91, -5 9¢)

e(g1, - 9t) = grp(er) + ... + gip(er)
=qfi+...+gft
= izzlgifi e M.
Syz(f1, . ft) = {(91,.-.gt) €E R | 1 f1 + ... + go.fs = 0}
= Cek(p)
= Cek(p: R* = M)

3.2.2 Onerme (iii)’ den, sizigi modiil igin iiretec kiimesi secmek,

R — Cek((p) = Sy’z(fl’ B ft)

orten ¢ homomorfizmasi segmeye karsilik gelir. Fakat ¢/’ nin orten olmast

Gory = Cekyp
olmasina denktir ve bu
RAYR A M0
dizisinde R"’ de tam olmak i¢in kosuldur. Bdylece, M’ nin bir temsilinin

RUAR A M0

formundaki bir tam diziye denk olmas1 anlamina gelir.

Y’ nin R* ve R nin standart bazlarina gére matrisi, M i¢in bir temsilci matristir.
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3.2.4 Onerme. M bir sonlu iiretilmis R-modiil olsun.
i) M modiiliiniin

RAR A M0

formunda bir temsilci matrisi vardir.

ii) M, bir serbest R-modiiliin homomorfik goriintiisiidiir.
ispat: [7].

3.2.50rmek. R=17, M =< z,y > ve 2z — y = 0 bagmtsi ile verilen bir Z-modiil olsun.

M’ nin bir temsilini bulalim.

0 ZOL — M
(a,b) = ax + by

homomorfizmasi,

Gory = {¢(a,b) | (a,b) € Zd Z}
={ax +by| (a,b) e ZSZ}
=<x,y>
=M

oldugundan orten bir homomorfizmadir.

Ceky = {(a,0) [ ¢(a,b) = 0}
= {(a,b) | ax + by =0}
= {(a,0) [ ax = —by}

20 —y=0 = y=2

ar = —by = ar = —b(2r) = a=-2b

elde edilir.

Cekp = {(a,0) | a = —20}
={(—2b,0) |be Z}
={b(-2,1)|beZ}
= Syz(M)

olur.

Boylece,
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x
7' — Lol=7° —Z>/ M —0

bulunur.
3.2.6 Uyar1. Bir M modiiliiniin temsilci matrisi tek olmayabilir.

3.2.7 Tammm. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Her i icin F; = R;" olan bir r € N

olmak tizere,
RBRBFR3M-0

formudaki tam dizi M modiiliiniin serbest ¢oziiliimii olarak isimlendirilir.

i > licin F; = 0 ve F; # 0 olacak sekilde bir pozitif [ tam sayis1 var ise ¢oziiliim sonludur.

Bu durumda, ¢oziilim / uzunluktadir denir ve
O—FH—FHy1——F—=>FK—=>M=0
olarak yazilir.

"Herhangi bir R-modiil i¢in serbest ¢oziiliim sonlu mudur?" sorusu dogal bir sorudur. Cevap

genellikle olumsuzdur. Fakat R = k[x1, ...z,,] polinom halkalarinda cevap olumludur.

3.2.8 Teorem. (Hilbert Sizigi Teorem) R, n degiskenli polinom halkas1 olmak iizere, her

sonlu iiretilmis R-modiil en fazla n uzunlukta bir sonlu serbest ¢oziiliime sahiptir.

ispat: [7].

3.3 Schreyer Algoritmasi
Bu bolimde bir modiiliin elemanlarinin olusturdugu bir kiime iizerindeki sizigiler
caligilacaktir. Bu amacgla R*’ nin (fy,..., fs) elemanlarinin bir sirali s-lisi verildiginde,

Syz(fi,..., fs) C R* sizigi modiilii i¢in bir iirete¢ kiimesini bulacagiz.
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R = k[xy,...,x,] polinom halkasindaki bir [ ideali i¢in, bir tek terimli siralamasina goére
Buchberger Algoritmasim kullanarak G = {fi, ..., fs} Grobner bazini hesaplayabiliriz.
Bu konu ile ilgili en iyi kaynaklardan biri olarak [8] verilebilir. Bu algoritmanin bir

modifikasyonu ile Syz(fi, ..., fs) modiilii i¢in bir iirete¢ kiimesi hesaplanabilmektedir.

I1k olarak, Grébner baz tanimini ve Grobner baz ile ilgili bazi temel kavramlart hatirlayalim.

3.3.1 Tamm. “ <7 tek terimli siralamast G = {f1, ..., fs} C I olsun. L(I), I idealindeki

tiim polinomlarin en yiiksek dereceli terimleri tarafindan tiretilen ideal olmak iizere,
< LT(f1),... LT(fs) >=< LT(I) >

ise (G kiimesine [ idealinin Grobner bazi denir.

332 Tanm. 0 # f,g € k[zy, ...,z i¢in S(f, g), S-polinomu,

 okek(LM(f),LM(g)) okek(LM(f),LM(q))
S(f7 g) = LT(f) g f— LT(q) g g

olarak tanimlanir.

333 Tamm. 0 # f € k[zy,...,x,] olsun. f* nin, G = {f1,..., fs} swralt s-lisi ile

bolimiinden kalan 7 olarak yazilir.

3.34 Teorem. () # I C k[xy,...,z,) olsun. G = {fi, ..., fs} bazi, I ideali igin bir Grobner
bazdir <= Heri # j i¢in S(f;, fj)G =0

ispat: [8].

k[x1, ..., z,,] halkasindaki bolme algoritmasindan [8], a;jx € R = k[xy, ..., 2z, ve her i, j, k

icin LT (a;; fir) < LT(S(fi, f;)) olmak tizere,
S(fi, f5) = kilaijkfk

ifadesini elde edebiliriz.

Clz'j c RS, aij = aijlel + CLZ']'QGQ + ...+ aijses
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Clij = . € R?
Qijs
ve
_ okek(LM(f;)) okek(LM(f;)
S = "Iy G LGy & %

olarak S;; € R® alalim.

Simdi, Schreyer Teoremini verebiliriz.

3.3.5Teorem. G = {fi,..., fs}, R = k[xy, ..., x,,] halkasindaki bir ] idealinin bir tek terimli
siralamasina gore Grobner bazi ve M = Syz(fi, ..., f) olsun. {S;;,1 <i4,5 < s} M’ yi bir

R-modiil olarak tiretir.
ispat: [7].

3.3.6 Ornek. M =< 2% zy,4° > modiliinii ve R = k[z,y] halkasim alalim. M
modiiliiniin Grobner bazini bulalim.

fi=a* LM(f) = LT(f,) = #*

fo=wy, LM(fs) = LT(f2) = xy

= okek(LM(f,), LM(f5)) = x*y oldugundan,

okek(LM ,LM( okek(LM LM
S ) = S - o

= S(f1, f2) = ”;:—2%32 — I;—;xy =0
= S(fi,fa) =yfi—2fa=0

fi=a® LM(fi) = LT(fi) = 2
fs=9>, LM(f3) = LT(f3) = v’
= okek(LM(f1), LM(fs)) = x*y® oldugundan,

okek(LM (f1),LM/( okek(LM LM
(flafi%) = Lgf(lfl (f3)) fi— ( L’gfaf)'g)) (f3)) fs

= S(fi.fs) = Sha® — Ty =0
— S(fi.f3) =v*fi — l'2f3 =0
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fo=zy, LM(f2) = LT(f2) = zy
fs =y, LM(fs) = LT(f3) = ¢°
= okek(LM(f2), LM(f3)) = zy* oldugundan,

kek(LM(f2,LM( okek(LM(f2),
S(fa, f3) = LLEHGLMUs) 1, _ kb EUSLML)) f,

= S(fofs) = Loy — Ly’ =0
= S(fo, f3) =y’ fa—afs =0
= {f1, [, f3}, M modiilii i¢in Grobner bazdir.

1. Sizigi modiiliin iiretegleri

y vy 0
-z 0 g
0 S —

olarak elde edilir.

S(fi,fo)=yfi—afo=0 = S} =ye1 —xe9
S(fi,fs) =y fi—2*fs =0 = Sy =y’ — a’e;
S(fa2, f3) :ZUQfQ —2f3 =0 = S3=y’ey — 1e3

LT(Sy) = ye1, LT(S3) = y*e; ve okek(LM (S;), LM (S)) = ye; oldugundan,

S(SI, 52) __ okek(LM(S1),LM(S2)) S, — okek(LM(S1),LM(S2)) S,

LT(S1) LT(S)
= 5(S1,52) = L2 (ye, — x53) — L2 (yPe — 2%e3)
= S(51,9:) = ye1 + y?xes — yie + ez
= S(51,9,) = —2?y?es + 223
= S5(51,9,) = —z(y*ey — x€3)
= S5(S51,5,) = —xS3

Sy =¢e1,8y =¢9,S; =¢5 yazalim.

— S5(S1,8:) =y’ —e) +ae5 =0

elde edilir.

(S1, S3) ve (Sa, S3) ciftleri ortak elemana sahip olmadiklarindan S-polinomlart bulunamaz.

Boylece 2. Sizigi matrisi



olarak elde edilir.

Buradan M modiiliiniin bir serbest ¢oziiliimii

Y y y 0

—1 —r 0 9P

T 0 —-22 -z 2?2 xy P
0—R y R? y R? < ) R

olarak yazilir.

3.4 Derecelendirilmis Modiiller ve Homomorfizmalar
Modiil derecelendirildiginde ¢oziiniirliiglinden bir modiiliin yapisi ile ilgili cok daha fazla

bilgi edinilmektedir. Simdi derecelendirilmis modiil tanimin1 verelim.

3.4.1 Tammm. R bir derecelendirilmis cebir ve M bir R-modiil olsun. Eger, M modiilii
t € Zicin M, vektor uzaylar olmak iizere,

i) M =& M,
tez
ii) Her s> 0 ve te Z icin R;M; C My

sartlarini saglhyor ise, M’ye derecelendirilmis modiil denir. M;’ nin elemanlarina derecesi ¢

olan homojenler ad1 verilir.

3.4.2 Ornek. I, R halkasinin homojen bir ideali, bir baska deyisle, homojen polinomlar
tarafindan {iiretilen bir ideali olsun. [ bir derecelendirilmis modiildiir. / bir homojen ideal

oldugundan R/I boliim halkasi da derecelendirilmis modiil olur.
3.4.3 Ornek. 2.6.7 Ornek’ ten R™ nin bir serbest R-modiil oldugunu biliyoruz.
(R™)e = (R)™
olarak tanimlarsak, (R™),;” nin elemanlari her bir koordinati ¢ dereceli homojen elemanlar

olan m-lilerdir. Boylece, R™ serbest R-modiilleri, derecelendirilmis modiiller olurlar.

3.4.4 Tanim. d € Z ve M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. Her ¢ € Z icin,
M(d), = My1a
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olarak tanimlansin. M (d) R-modiiliine, d ile kaydirilmig modiil denir.

3.4.5 Onerme. M bir derecelendirilmis R-modiil ve d bir tam say1 olsun. M (d); = M4

olmak {iizere,

M(d) = P M(d),

teZ

alalim. Bu durumda, M (d) bir derecelendirilmis R-modiildiir.
ispat: [9].

34.6 Tannm. (R™)(d) = (R(d)™) modiline, R iizerinde d ile kaydirilmig

derecelendirilmis serbest modiil denir.

1, i. koordinatta olmak tizere e; = (0,...,1,...,0) iken (eq,...,e,,), R(d)™ icin bir baz

olusturur. Fakat R(d)_4 = Ry oldugundan e;” ler —d dereceli homojen elemanlardir.

3.4.7 Onerme. d;,d,,....d,, € Z verilsin. Bu durumda
M=R(d)® ... ® R(dp,)

her 1 <14 < micin baz elemanlar1 —d; dereceli homojenler olan bir derecelendirilmis serbest

modildiir.
ispat: [9].

3.4.8 Uyari. Kaydirilmig serbest modiillerin, genel olarak
M=R(—d))® ... ® R(—d,)

formunda olanlar ile ilgileniriz. Burada, ey, ..., e, standart baz elemanlarinin dereceleri

sirastyla dy, ..., d,;,’ dir.

3.4.9 Tanim. M ve N, R lizerinde derecelendirilmis modiiller olsun. Her ¢ € Z i¢in
@(M;) C Nita
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ise, ¢ : M — N homomorfizmasina d dereceden derecelendirilmis homomorfizma denir.

3.4.10 Ornek. A, girdileri R halkasindaki d dereceden homojen polinomlar olan bir m x p

matris olsun. Bu durumda, her f € RP igin

¢: RP — R™
f—Af

d dereceden bir derecelendirilmis homomorfizmadir.

f="(fi,., fp) € RPigin

O(f) = o(f1 - fo)
hip - hyy fi

Pt = mxp fp oxl

hi.fi+-+hip.fp

hm1~f1 +oe 4+ hmp-fp

mx1
Burada, deg(h”f,) = deg(hz]) + deg(fz)
=d+t

oldugundan ¢, d dereceden bir derecelendirilmis homomorfizmadir.

3.4.110rnek. M =< fi, fs, ..., fm > bir derecelendirilmis R-modiil ve f; ler derecesi d;’

ler olan homojen polinomlar olsun. e;” ler R™’ nin standart baz elemanlar1 olmak iizere

e — fi

homomorfizmasi, 0 dereceden derecelendirilmis bir homomorfizmadir.
3.4.7 Onerme’ den
R(—dy) & ..® R(—d,) =M

modiiliinde

der(e;) = d;
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olur.

Ny =R(—=d1);® ... ® R(—dy,): = R(—=d1)i—q, ® ... ® R(—=dp)—a,,

olsun. g € NV, ise,
9=1(91,92, .., 9m) ve der(g;) =t — d;
dir.
9 =1(91,92, -, gm) = G1€1 + G2€2 + ... + Gmen, icin,
¢(g) = d(gre1 + g2€2 + ... + gmem)
= q19(e1) + g29(€2) + ... + gmP(em)

=gfi +g2fo+ o A Gnfm
Burada, der(g; f;) = der(g;) + der(f;)

=1
= ¢(g9) € My = My

Boylece, ¢ derecesi 0 olan bir derecelendirilmis homomorfizmadir.

heM=<fi,.., fm > ise,
h=nhifi+ ...+ hpfm

olacak sekilde hq, ...h,, € R vardir.

hier + ...+ hpen, € R(—dy) & ... & R(—d,,)
(b(hlel + ...+ hmem) =h

Boylece, ¢ ortendir.

3.4.12 Ornek. A, girdileri R halkasindaki d dereceden homojen polinomlar olan bir m x p
matris olsun. Eger, j. siitundaki girdiler d; dereceli homojen polinomlar fakat derece siitunda
degisiyor ise,

¢:R(—d)®...® R(—d,,) - R™

f—Af

sifir dereceden derecelendirilmig bir homomorfizmadir.
Daha genel olarak, A, ij. girdisi a;; € R ve 1, j igin derecesi d; — ¢; olan homojen polinom

olsun. Bu durumda,
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¢:R(—dy)® ... R(—dy,) = R(—c1) ® ... & R(—cp)
f—=Af

sifir dereceden derecelendirilmis bir homomorfizmadir.

3.5 Derecelendirilmis Coziiliimler

Boliim 3.4’ te verilen derecelendirilmis modiil, d ile kaydirilmis modiil ve sifir dereceden
homomorfizma kavramlar1 derecelendirilmis ¢oziilim kavrami i¢in temel olusturur. Bu
boliimde derecelendirilmis c¢oziiliim kavraminin tanim ile birlikte bir serbest ¢oziiliimiin

derecelendirilmis formda yazilisina iliskin 6rnek verilecektir.

3.5.1 Tammm. M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. F; modiilleri,
R(—dy) & ... ® R(—d,)

formunda kaydirilmis serbest derecelendirilmis modiiller ve bunlarin arasinda sifir dereceden

derecelendirilmis homomorfizmalar var ise,
BB RS RS M0

coziiliimiine, M’ nin derecelendirilmis serbest ¢coziiliimii denir.

352 0rnek. R = k[r,y] ve M =< 22, xy,y*> > modiiliinii alalim. 3.3.6 Ornek’ ten M

modiiliiniin serbest ¢6ziiliimiiniin

Y y v 0

-1 -z 0 g

x 0 —22 —=z 22 xy P
0—R >y R ik ( ) R

oldugunu biliyoruz.

Simdi bu modiiliin derecelendirilmis ¢oziiliimiinii yazalim.
fi =2, der(fy) =2

fo =y, der(f2) =2

fa =13, der(f3) =3

Bu durumda,

2 3
(x Ty y)M

01 : R(—=2) @ R(—2) ® R(—3)
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yazilir.

y oy 0
—x 0 e
0 -2 —x

olacak sekilde F} modiiliinii bulalim.

=2, =2 ¢c=3

ap1=y d—c=1—= dy—2=1 = d; =3
=13 dy—c1 =3 = dy—2=3 = dy =5

ass = —X d3—63:1 — d3—3=1 —= d3:4

y vy 0
-z 0 gy
0 —x* —=x
= @y: R(—3)® R(—4) ® R(-bH) » R(—2) ® R(—2
sifir dereceden bir homomorfizmadir.
Benzer sekilde,
2
Y
-1
T
w3 Fy —— R(—-3) ® R(—4) ® R(-5)
olacak sekilde F5 modiiliinii bulalim.
01:3, 02:4, C3:5
a11:y2 d1—01:2 - d1—3:2 - d1:5
Boylece,
Y2
-1
T
3 : R(=5) —— R(—3) ® R(—4) ® R(-bH)
sifir dereceden bir homomorfizmadir.
Buradan, M =< 2%, 2y, 3® > modiiliiniin
y? y y* 0
-1 -z 0 g
x 0 -2 —=x
0 — R(—5) —— R(—-3) ® R(—4) ® R(-5)
2 xy P
R(—2)® R(—2) ® R(-3) ( ) R

derecelendirilmis serbest ¢oziiliimii elde edilir.
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4. SAYISAL YARIGRUP HALKALARININ BETTI SAYILARI

Bir derecelendirilmis serbest ¢coziiliimde, diferansiyeli tarif etmek genellikle olduk¢a zordur.
Boyle durumlarda, Betti sayisi, projektif boyut, Poincaré serisi gibi sayisal degismezler ile
ilgili bilgiler elde etmeyi deneriz. Bu boliimde [2], [3], [10] ve [11] numarali kaynaklar

kullanilmagtir.

4.1 Betti Sayilan

4.1.1 Tamim. M bir sonlu iiretilmis R-modiil ve

M’ nin bir minimal derecelendirilmis serbest ¢oziiliimii olsun. M’ nin 7. Betti sayisi,
bE(M) = rank(F;)

olarak tanimlanir.
M’ nin izomorfizma altinda bir tek minimal derecelendirilmis serbest ¢coziiliimii oldugundan

Betti sayilar1, M/’ nin minimal derecelendirilmis serbest ¢oziiliimiinden bagimsizdir.

4.1.2 Tammm. G, M R-modiiliiniin bir derecelendirilmis serbest ¢coziiliimii olsun.
maks{i | G; # 0}

sayisina, G serbest coziilimiiniin uzunlugu denir. G’ nin uzunlugu sonlu ise, G’ ye sonlu
¢oziilim, diger durumda G’ ye sonsuz ¢oziiliim denir.

M modiiliiniin projektif boyutu
pbr(M) = maks{i | bl # 0}

sayisidir. Bir bagka deyisle, pbr(M ), M’ nin F minimal serbest ¢oziiliimiiniin uzunlugudur.

M’ nin R tizerindeki Poincaré serisi

PMR<t> = Z bzR(M)ti

1>0

formiilii ile elde edilir.
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4.1.3 Ornek. R = k[z,y] ve M =< 22 xy,y® > olsun. R/M’ nin minimal serbest

¢Oziiliimiiniin,
v’ y oy 0
-1 —x 0 >
T 0 -2 -z ¥ wy oy
0— R > R? > R? ( ) R

oldugunu 3.3.6 Ornek’ ten biliyoruz. Burada,

pbr(R/M) = maks{i | b¥(M) # 0} = 3

Papa™(t) = S2 bE(R/M)E
= bE(R/M)° + bE(R/M )t + bIF(R/M)t? + bE(R/M )t
=1+3t+3t° +1¢°

olarak bulunur.

4.2 Derecelendirilmis Betti Sayilari

Bu boliimde, derecelendirilmis Betti sayilarini tanitacagiz.

4.2.1 Tanmim. M’ nin bir minimal derecelendirilmis serbest ¢oziiliimii,
Fio-asRAF S ... 8 8F

olsun. F derecelendirilmis ¢6ziilim oldugundan, her bir F; serbest modiilii R(—p)

formundaki modiillerin bir direkt toplamidir. M’ nin derecelendirilmis Betti sayisi,
R . . . . .
b;,(M) = R(—p) formundaki F; modiillerindeki toplamlarin say1st

olarak tanimlanir.
M R-modiiliiniin derecelendirilmis Poincaré serisi,
Pi(t, 2) Z b M)t 2P
>0, pEZ
olarak tanimlanir.
Benzer sekilde, serbest R-modiillerin herhangi bir G kompleksi i¢cin G’ nin Poincaré serisi,
Pg(t) = Zrank(Gi)ti

olarak tanimlanir.
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422 Ornek. M =< 2% 2y,y°> > ve R = k[z,y] olsun. 3.5.2 Ornek’ ten R/M’ nin

derecelendirilmis serbest ¢oziiliimiiniin

y? y y* 0
-1 -z 0 g
0 -2z —=z
G:0— R(—b5) —— R(—-3) @& R(—4) ® R(-b) ,
<$2 xy y3)

oldugunu biliyoruz.

R/M’ nin derecelendirilmis Betti sayilari, Fy = R(—0) ve i = 0, p = 0 oldugundan,
boo = byo(R/M) =1

Fi=R(-2)® R(-2)® R(-3) ve i = 1, p = 2, p = 3 oldugundan,
bia = by (R/M) =2

bis = biy(R/M) =1

Fy=R(-3)® R(—4) ® R(—5) vei = 2, p = 3, p = 4, p = 5 oldugundan,
bas = by's(R/M) =1

baa = by y(R/M) =1
bas = bYs(R/M) =1

F3 = R(—5) ve i = 3 p = 5 oldugundan,
bss = bys(R/M) =1

olarak bulunur.

R/M’ nin, R iizerindeki derecelendirilmig Poincaré serisi,

P}?/M (t,z) = Zizo, pEL bfp(R/M)tizp
= b070t020 + bLQtlZZ + b1,3t123 + 62,3t2z3 + bz,4t2z4 + b2,5t225 + b3,5t3z5
=14+222 +t22 + 2283 + 223 + 1224 + 225 + 320

olarak elde edilir.
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4.3 Betti Tablolar

Minimal serbest ¢oziilimlerin sayisal degismezleri, modiil hakkinda oldukca fazla bilgi
icerirler. Bu sebeple, Betti diyagrami olarak isimlendirilen tablo bize bu sayisal degismezleri
goriintiilemenin derli toplu bir yolunu sunar. Betti sayilari, iki yolla bir tablo seklinde

verilebilir.

1. Yol: Satirlar ve siitunlardaki etiketler sirasiyla yukariya ve saga dogru artar. En alttaki
satir, 0. satir ve baglangi¢ siitunu, 0. siitundur. . siitundaki ve p. satirdaki girdi b;,’ dir.
Boylece ¢. siitun minimal derecelendirilmis serbest ¢oziiliimiin ¢. adimindaki veriyi igerir.

Olmayan Betti sayilar1 bos birakilir veya — ile gosterilir. Bu tablo,

bO,p pr bi,p
bO,l b1,1 bi,l
bo,o bl,O bi,O

formundadir.

4.3.1 Ornek. 4.2.2 Ornek’ ten M =< 22, xy,y> > modiiliiniin derecelendirilmis Betti
saytlarinin, byg = 1,012 = 2,013 = 1, b23 = 1, by 4 = 1, by 5 = 1 oldugunu biliyoruz.

Bu durumda, 4.2.2 Ornek’ teki G ¢oOziiliimiiniin Betti diyagramu,

olarak elde edilir.

2. Yol: Satirlardaki ve siitunlardaki etiketler sirasiyla saga ve asagi dogru artar. 7. siitundaki
ve p. satirdaki girdi b;;1,” dir. . siitun, minimal derecelendirilmis serbest ¢oziiliimiin ¢.
adimindaki veriyi igerir. Tabloda, her bir siitunun iizerinde 7. Betti sayis1 b; olan ek bir satir

vardir. Bu Betti sayilarinin oldugu iist satirin alti ¢izilidir. Solda ek bir siitun vardir. Bu siitun,
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satirlarin etiketlerini igerir ve diger siitunlardan dikey bir dogru ile ayrilmistir. Olmayan
Betti sayilar1 - veya — ile gosterilir. Bu tablo, Macaulay ve Macaulay2 gibi bilgisayar
programlarinda bulunan tablodur. Bu sebeple, bu tipten olan Betti diyagramina bilgisayar

tablosu da denir. Bu tablo,

by by by
0 |bgo b1 bay
I |boy bia bog
2 | bo2 byz bay
3 |bos bis bys

formundadir.

4.3.2 Ornek. 4.2.2 Ornek’ ten, M =< 22, zy,y® > modiiliiniin Betti sayilarinin, by = 1,

by = 3, by = 3, b3 = 1 oldugunu biliyoruz. Bu durumda, Betti tablosu,

1
1

[9S)

3 1

1
1 —
1

»—[\)|

W~ O
|

olarak elde edilir.

4.3.3 Uyar1. Betti tablolarinda, sagdan sola dogru goriinen Betti sayilari, ¢coziilimde tam

tersi siradadir.

4.4 Sayisal Yarigruplar ve Betti Sayilar
k bir cisim olsun. k[z1, ..., x| polinom halkasini ve S =< ny,...,n, > sayisal yarigrubunu

alalim. u = (uy, ..., u,) ve ¥ = z}*... 2p” olmak iizere,
P P
Is =< z" — 2" | u,v € NP, E Un; = E vin; >
=1 i=1

oldugunu biliyoruz [11].

S =< ny,ng >, ny < ng ve obeb(ny, ng) = 1 olsun.

ULN + UgNg = V1N + VMg
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esitliginden,

Uy = N2, V2 =N

yazilabilir. Boylece,

I =< 37717'2 — ZL‘;“ >

bulunur.

Is idealinin iireteclerinin herhangi bir minimal kiimesi, k[S] halkasinin 1. Sizigisidir ve
bunun eleman sayist k[.S] halkasinin 1. Betti sayisidir. 1. Sizigilerin arasindaki bagintinin
bir minimal kiimesi, k£[S]” nin 2. Sizigi kiimesidir. Bunun eleman sayisi da 35 (k[S]) olarak

gosterilir. Bu sekilde devam edersek, k[S] halkasinin Betti dizisi,

(Bo(K[ST), Pr(K[S]), Ba(K[ST), ---)

listesidir.

K[S] & klx1, wo]/Is = k21, 2]/ < 2)® — 23" >

oldugundan, Betti dizisi (1,1) olarak elde edilir.

Herzog, S =< nq,ns, ng > oldugunda [ idealinin en fazla ii¢ binom tarafindan tiretildigini
gostermigtir [11]. Her bir 1 < ¢ < 3 i¢in, S yarigrubunun diger iki iireteci tarafindan iiretilen
yarigruptaki en kiigiik pozitif c;n; carpimina bakariz ve bu bize [g icin bir binom {iireteci

verir. Bunu bir 6rnekle aciklayalim.

4.4.1 Ornek. S bir sayisal yarigrup olsun. S =< 6,7,10 > alalim.

4.6 =2.7+1.10
4.7=3.6+1.10
210=1.642.7

esitliklerini yazabiliriz. Bu bize,

Ig =< a* — 22" oyt — a2, 2% — 2y >
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idealini verir.
Boylece, s nin iireteg sayisi iki ise, k£[S]” nin Betti dizisi (1,2,1), eger I ideali ii¢ iiretegli

ise k[S]” nin Betti dizisi (1,3,2) olur.

S =< nq,ng,ng,ny > sayisal yarigrubunu alalim. Bu durumda, /s’ nin iirete¢ sayisi ve

k[S]” nin Betti sayilar1 igin bir iist sinir yoktur. Bir 6rnekle agiklayalim.

4.4.2 Ornek. n > 2icin,
B,=<2n—-1)2n,2n—-1)2n+1),2n(2n+1),2n2n+1)+2n -1 >

Bresinsky sayisal yarigrubunu alalim. Bresinsky, I ideali icin iirete¢ sayisinin en az 2n
oldugunu gostermistir [3]. Stamate [3], BB, sayisal yarigrubunun Betti dizisini (1, 4n,8n —

4,4n — 3) olarak hesaplamisgtir.
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