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Alt1 bolimden olusan bu tezde altigensel Fourier serilerinin genellestirilmis de la Vallée-
Poussin ve genellestirilmis Norlund ortalamalarinin bazi yaklasim 6zellikleri ¢aligiimstir.
Birinci boliim giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde tezin sonraki béliimlerinde kullanilacak bazi temel kavramlara yer
verilmistir.

Ugiincii boliimde kafesler ve kafesler yardimiyla tanimlanan Fourier serileri hakkinda bilgi
verilmistir.

Dordiincii boliimde altigensel kafes ve altigensel Fourier serileri tanitilmistir.

Besinci boliimde altigensel Fourier serilerinin genellestirilmis de la Vallée-Poussin
ortalamalarinin diizgiin normda yaklasim hiz1 incelenmistir.

Altinc1 boliimde altigensel Fourier serilerinin genellestirilmis Norlund ortalamalarinin
diizgiin normda yaklasim hiz1 incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Altigensel Fourier serileri, altigensel kafes, genellestirilmis
de la Vallée-Poussin ortalamalari, genellestirilmis Norlund ortalamalart.
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ABSTRACT
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(SUPERVISOR: PROF. DR. ALi GUVEN)
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In this thesis, which consists of six chapters, some approximation properties of generalized

de la Vallee-Poussin means and generalized Norlund means of hexagonal Fourier series are
studied.

The first chapter is the introduction.

In the second chapter, some fundamental concepts, which will be used in the following
chapters, are given.

In the third chapter, information about lattices and Fourier series defined by lattices has
been given.

In the fourth chapter, the hexagonal lattice and hexagonal Fourier series are introduced.

In the fifth chapter, the degree of approximation of generalized de la Vallée-Poussin means
of hexagonal Fourier series is investigated in the uniform norm.

In the sixth chapter, the degree of approximation of generalized Norlund means of
hexagonal Fourier series is investigated in the uniform norm.
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: Lipschitz siifi

. f fonksiyonun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi
: n mertebeli Dirichlet ¢ekirdegi
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1. GIRIS

Yaklagim teorisi, niteliklileri az bilinen yani ¢alisilmasi zor olan fonksiyonlara, nitelikleri
daha iyi bilinen yani ¢alisilmasi daha kolay olan (6rnegin; cebirsel durumda cebirsel
polinomlar, periyodik durumda da trigonometrik polinomlar gibi) fonksiyonlarla yaklasim
saglanabilir mi ve bu yaklagim en iyi nasil elde edilir sorularina cevap arayan g¢aligmalari

kapsamaktadir. Yaklasim teorisi hakkinda genel bilgi [1] ve [2] kitaplarinda bulanabilir.

Tek reel degiskenli 2m periyotlu periyodik fonksiyonlarin yaklasim problemleri ¢alisilirken
trigonometrik ve tstel Fourier serilerinin kismi toplamlari ve bunlarin Cesaro, Abel-
Poisson, Riesz, Norlund, de la Vallée-Poussin gibi bazi ortalamalari ¢ok onemli rol

oynamaktadir.

Fourier serilerinin ortalamalar1 ile yaklasim problemleri 6zellikle 20. yiizyilin ikinci
yarisinda bir ¢ok Matematik¢i tarafindan calisilmustir. Ozellikle L. Leindler [3-4], P.
Chandra, [5-7] ve S. Prossdorf [8] adli matematikgilerin Fourier serilerinin ortalamalarinin

yaklagim hizi ile ilgili 6nemli ¢alismalar1 bulunmaktadir.

Birden ¢ok reel degiskene sahip fonksiyonlarm R? Euclid uzaymin kiipleri iizerinde
trigonometrik yaklasim problemleri ¢alisilirken bu fonksiyonlarin her bir degiskene gore
2m-periyodik olduklari kabul edilir [2]. Bu durumda katli Fourier serilerinin

ortalamalarinin yaklagim hizlari ¢esitli yontemlerle degerlendirilir [9-11].

R? uzayinin, araliklarin kartezyen garpimi olmayan alt kiimeleri iizerinde trigonometrik
yaklagim problemlerinin ¢alisilmast ¢ok daha giictiir. Bu bolgelerde yaklagim
problemlerinin ¢alisilabilmesi i¢in baska tiirlii periyodiklik tanimlamak gereklidir. Klasik
periyodiklik kavramindan sonra en uygun periyodiklik kafesler yardimi ile tanimlanan

periyodikliktir.

R? diizleminde standart kafes ve klasik periyodik fonksiyon tanimindan sonra en kullanisl
kafes altigensel kafes ve en kullanigh periyodiklik de altigensel kafese gore tanimlanan
periyodikliktir. Altigensel kafes kullanilarak tanimlanan altigensel Fourier serileri
diizlemin altigensel alt kiimeleri iizerinde trigonometrik yaklagim problemlerinin

calisilmasini saglamaktadir.

Altigensel Fourier serileri H. Li, J. Sun ve Y. Xu tarafindan tanimlanmustir [12-13]. Daha

sonra Y. Xu siirekli ve altigensel kafese gore periyodik fonksiyonlarin altigensel Fourier



serilerinin Cesaro ve Abel-Poisson ortalamalarinin bu fonksiyonlara diizgiin olarak

yakinsadigini kanitlamigtir [13].

Altigensel Fourier serilerinin Cesaro ve Abel-Poisson ortalamalarinin yaklagim hizlari
2013 yilinda A. Giiven tarafindan ¢alisilmistir [14]. A. Giiven daha sonra altigensel Fourier
serilerinin genellestirilmis de la Vallée-Poussin, Riesz, Norlund ve matris ortalamalarinin

yaklagim hizlar ile ilgili caligmalar da yapmustir [15-18].

Bu tez calismasinda siirekli ve altigensel kafese gore periyodik fonksiyonlarin altigensel
Fourier serilerinin genellestirilmis de la Vallée-Poussin ve genellestirilmis Norlund

ortalamalarinin yaklasim hizlar ile ilgili sonuglar elde edilmistir.



2. ON BILGILER

2.1 Hilbert Uzaylan

R ve C cisimleri birlikte [F ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.1. X F {izerinde bir vektor uzay1 olsun. Bir

p:X = R, p(x) = [lx]l

fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu fonksiyona X iizerinde bir norm denir:
(N;)Vx € X igin ||x|| = 0

(ND|lx|l = 0 & x = 0(0x)

(N3)Vx € X ve VA € Fi¢in || Ax|| < |A]]|x]|

(N )Vx,y € X igin [lx + y[l < [lx]|| + [lyl.

Uzerinde bir norm tanimlanmus olan vektdr uzayina bir normlu uzay denir.

Tamim 2.1.2. X bir normlu uzay, (x,,) bu uzayda bir dizi ve x € X olsun. Her € > 0 igin,
n=N=|x,—x| <e

olacak sekilde bir N € N varsa (x,,) dizisi x noktasina yakinsiyor denir ve x,, = x yazilir.
Tanim 2.1.3. X normlu bir uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 igin,
nm=N>=|x, —x,|l <e€

olacak sekilde bir N € N varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Normlu bir uzayda her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

Tamim 2.1.4. X normlu bir uzay olsun. X uzayindaki her (x,,) Cauchy dizisi yakinsak ve
lim,,_,, X, € X ise X normlu uzayina bir Banach uzay1 denir.

Teorem 2.1.5. (X, M, u) bir 6l¢iim uzay1 1 < p < o olsun. Olgiilebilir ve

f IfIPdu < oo
X

kosulunu saglayan f: X — [F fonksiyonlarin kiimesini LP (X) ile gosterelim.
LP (X) kiimesi fonksiyonlarin toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektor

uzayidir ve

"=

71, = { [ 1717an
<\

fonksiyonu LP (X) tizerinde bir normdur (hemen hemen her yerde esit olan fonksiyonlar
esit kabul edilmektedir). Ayrica LP (X) normlu uzayi bu norma gore bir Banach uzayidir

[19].



Tanim 2.1.6. H bir vektor uzay olsun. Bir

w:HxXH-Fulx,y)=(x,7y)

fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu fonksiyona H lizerinde bir i¢ ¢arpim denir:
(I) Vx,y € H i¢in (x,y) = (y,x)

(I,) Vx, € H i¢in (x,y) = 0

ve

(x,x) =0 x =0(0y)

(I3) Vx,y € Hve VA € F igin (Ax,y) = A(x, y)

(I,) Vx,y,z € Higin (x,y + z) = (x,y) + {x, z).

Uzerinde bir i¢ ¢arpim tanimlanmis olan vektdr uzayina bir i¢ carpim uzayi denir.

Teorem 2.1.7. [19] H bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun.

1
x|l = (x,x)2, x €H

fonksiyonu H {izerinde bir normdur.

1
Tamm 2.1.8. H bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger H uzayi ||x|| = (x, x)z normuna gore bir
Banach uzayi ise bu uzaya bir Hilbert uzayi denir.

Teorem 2.1.9. (X, M, u) bir dl¢lim uzay1 olsun.

(.90 = [ radu

fonksiyonu L?(X) iizerinde bir i¢ carpimdir ve L2(X) bu i¢ carpima gore bir Hilbert
uzayidir [19].

Tamm 2.1.10. H bir i¢ ¢arpim uzayi ve x,y € H olsun. Eger (x,y) = 0 ise x ve y
birbirine dikeydir denir ve x L y yazilir.

Tamm 2.1.11. H bir i¢ ¢arpim uzay1 ve A € H(A # @) olsun. x # y bi¢imindeki her
X,y € Aigin x L y ise A kiimesine dikey kiime denir.

A dikey bir kiime ve her x € A igin ||x|| = 1 ise A kiimesine ortonormal kiime denir.
Tanim 2.1.12. H bir Hilbert uzay1 ve {e,: n € N} bu uzaym ortonormal bir alt kiimesi

olsun. Her x € H igin

(o]
X = Z(x, en) en
n=1

ise {e,;: n € N} kiimesine H uzayinin bir ortonormal tabani denir.



2.2 Fourier Serileri

H bir Hilbert uzay1 ve {e,: n € N} bu uzayin ortonormal bir alt kiimesi olsun. Bir x € H
vektoriiniin Fourier katsayilari

(x,e,),n=1.2,..

ve Fourier serisi

oo
Z(x, en) en
n=1

olarak tanimlanir. Eger {e,;: n € N} kiimesi H uzayinin bir ortonormal tabani ise her x € H
i¢in
X = Z(x, en) en
n=1
olur.
Teorem 2.1.9” den goriilecegi gibi

T

(. g) = j fg@dx,  fog € (- x)

-1

fonksiyonu L? ([—m, ]) iizerinde bir i¢ ¢arpimdir ve L?([—, 7r]) bu i¢ ¢arpima gdre bir

Hilbert uzayidir.
Teorem 2.2.1
ikx
ex: [—m,m] - C, e (x) = eﬁ, k€eZ

olmak iizere {e,: k € Z} kiimesi L?([—m, 7r]) uzaymin bir ortonormal tabanidur.

L?>([—m,m]) Hilbert uzaymin {e,: k € Z} ortonormal tabanim goz 6niine alalim. Bu

ortonormal tabana gore bir f € L?([—m, 7r]) fonksiyonunun Fourier katsayilart

1 ; )
& = \/T_n_[T f(x) e > dx

ve Fourier serisi

eka

V2r

olur. Fakat sadelik agisindan f fonksiyonun Fourier katsayilari

Ck
KEZ

Vi
C = L Jf(x)e‘“‘xdx
2m
-t

10



ve Fourier serisi
Z Ckeikx
kEZ

olarak alinir. Bu seriye f fonksiyonunun kompleks veya iistel Fourier serisi denir.

f Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi

n

S{OW = D et neN

k=—n

tanimlanir. n mertebeli Dirichlet ¢cekirdegi

n

D,(t) = z etkt n=12,..

k=—n

olmak {izere kismi toplamlar dizisinin integral gosterimi

1 s
$:NG) =5 [ £0= DD, 00t

olarak elde edilir [20].

Fourier serileri ile ilgili genis bilgi [20] kitabinda bulanabilir.

11



3. KAFESLER ve FOURIER SERILERI

d € N olmak {iizere,

R% :={x = (X1, ... ,Xgq):X1,..,Xq ER}

kiimesini g6z Oniine alalim. Bu kiime

x=(xg, 0 ,%3), Y = V1, ., V) € R? ve 1 € R igin,

x+y=(x+yy, %+ Ya)

ve

Ax = (Axq, ... ,AXg)

islemleri ile bir vektdr uzayidir. R? vektdr uzayma d-boyutlu Euclid uzay: denir.

Bu uzayda standart i¢ ¢arpim (Euclid i¢ ¢arpimui), x = (xy, ... ,X4),

y = W1, ¥a) € R igin
d

(x,y) = Z XYk

k=1
ve standart norm (Euclid normu), x = (x4, ... ,xz) € R% i¢in

d 1/2

Ixll = (x, )% = (Z xﬁ)

k=1
bigiminde tanimlanir.

x = (xq,..,xq) € R% vektorleri igin,

X1

X2
x=].

Xd dx1

slitun matris gosterimi de kullanilir.
Euclid i¢ ¢arpimin1 artik (x,y) = x*"y bu sekilde matris ¢carpimi olarak diisiinebiliriz.
Zd = {k = (kl,...,kd) : kl""’kd (S Z}

kiimesi R? uzaymin ayrik bir alt kiimesidir.

4] ] o]

1) () (d)
(1 ) (@)
Aq dx1 Aq dx1 aq dx1

lineer bagimsiz vektorler olmak tizere,

12



A=[a1a; - Qg4
matrisini g6z 6niine alalim.

Her k= (ky,..,kq) € Z% igin,
Ak=kia, + ..+ kgja; € R?
olur.

Ly=A7%={Ak:k € 7% c R

kiimesine A matrisi ile tiretilen kafes , A matrisine de L, kafesinin {irete¢ matrisi denir.

1 0 0
a1 = 0 ) az = ll“ T E ad = lQ“
0dax1 0dgx1 Haxq

alinirsa A = I; ve L, = Z¢ elde edilir (standart kafes).
ai, az, - ,ag € R lineer bagimsiz vektorler olmak iizere,
A=[ai1a; - Qq]geq

matrisini goz Oniine alalim. A" matrisi ile iiretilen kafese L, kafesinin dual kafesi denir
ve Ly ile gosterilir.

L =Lyt =A"t 78

olur.

L;={x€eR%: Vy€elL, icin (x,y) EZ}
oldugu kolayca goriilebilir.

A siitunlar1 lineer bagimsiz d x d tipinde bir matris ve 2 ¢ R? smirli ve acik bir kiime
olsun. Hemen hemen her x € R¢ i¢in

ZXQ(X+C¥)=1

a€ly
ise 2 kiimesi L, kafesiile R% uzaymi désiiyor denir ve
0+ L,=RA

yazilir.

N c R4 Lebesgue dlgiilebilir ve sl bir kiime olsun.

L2(Q) =4 O L f élciilebilir ve flf(x)lz dx < o
Q

kiimesi fonksiyonlarin toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gére bir vektor uzaydir.
L?(Q), Teorem 2.1.9° dan

13



< >-—if W@ d € 12()
f19)a = ] Qfxgx x, f,9

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayi olur.

Teorem 3.1. [21] 2 € R*  smnurh ve agik bir kiime ve L, € R® bir kafes olsun. 2 + L, =
R? olmasi icin gerekli ve yeterli kosul {ezm(a,x) € Lj} kiimesinin L*(Q) Hilbert
uzayinin bir ortonormal tabani olmasidir.

N + L, =R% ise N kiimesine L, kafesi icin bir spektral kiime denir.
N + L, =R% ise|R]| = |detA] olur.
g (x) = e2riax) pp(x) = e?mBx) o B € Lt olsun. Ortonormallik bagntist

_(1l,a=p 1
((pay(pﬁ)_{o'a¢ﬁ )] alBELA

bigiminde tanimlanir.

1 1 ) . 1 .
(P Pg)a = —f dx = —f g2milax) o =2mi{BX) ]y = —f g2rila=px) gy
Pa (pﬂﬂ |.Q|!2 (pa(pﬁ |-Q|Q |.Q|n

1 . 1 a:ﬁ
_ 2mi{a—p,x) — ,

al ¢ ={ o arp
n

1 . 1 a=0

_ 2mi{a,x) _ ’ 1
|Q|.fe dx_{O,a;tO’aELA
n

a€ljeoa€l, e oIkeZa=A""k (a =0 k=0)
(a,x) =at™x = (A™"k)"x = k" A" 1x
Boylece ortonormallik bagintisi

1 oty 1 ot - 1,k=0

2mi(A™ Tk x) — 2miktT A" 1x :{ ’ d
lmfe dx mlfe dx O,k;tO'(kEZ)
n n

bigimini alir.

L, c R% birkafesve 2 + L, = R% olsun. f € L2(Q) alalim. f fonksiyonunun L? ()
uzayinin

{pia €Lz} (@o(x) = e?miax))

ortonormal tabanina gore Fourier katsayilari

calf) = {f90a)a =57 [, ) e 2™V dx (a € Lf)

ve Fourier serisi

14



fOO) ~ Tgers Ca(f) e2mHEN)

olur.

a€EL; © IkEL:a=A""k

oldugundan, f € L2(Q) fonksiyonun Fourier katsay1lart

1

c(f) =1

f F(x) e 2miATTRX) (k €Z%)
0

ve Fourier serisi de

FE)~ Y e(f) ermia T

kezd
bicimini alir.

Bir L, c R Kkafesi icin 2 spektral kiimesi tek degildir. 2 bir spektral kiime ise her
k € Z% igin 0 + A.k kiimesi de bir spektral kiimedir.

0 spektral kiimesi, 0 noktasini i¢ nokta kabul edecek ve R? uzayni iist iiste binmeden ve
bosluk birakmadan doseyecek sekilde segilir:

Z Xo(x+Ak)=1, Vx€eR?

kezd
Ornegin, Z4 standart kafesi icin spektral kiime olarak

Q= [=5"

alinir.

f : R% > C bir fonksiyonve L, = AZ* c R% bir kafes olsun.

Her k € Z% igin

flx+Ak) = f(x)

ise f fonksiyonu L, kafesine gore periyodiktir ( A — periyodiktir ) denir.

x,y € R% olsun. Eger x —y € L, ise x ve y noktalar1 L, kafesine gore denktir denir
ve

x =y (modA)

yazilir.

15



4. ALTIGENSEL FOURIER SERILERI

R? uzayinda

H:[\E 0
-1 2

matrisi ile tiretilen kafese altigensel kafes denir:
Ly = HZ? = {Hk: k = (ky,k,) € 7?}.

Bu kafesin spektral kiimesi
V3 1
QH = {(xl,xz) E RZ: - 1 S X2,7X1 izxz < 1}

altigeni olarak alinir.

Qp altigeninin alan1 (Lebesgue 6l¢iimii)

det H = |Qy| = 2V3

Ve ayrica
1 1
H—tr — \/§ 2\/§
1
O —_
2
olur.

R3 uzayinda t; + t, + t; = 0 diizlemini R3, ile gdsterelim:
]Ri] = {t = (tll tz, t3) € ]R3: tl + tz + t3 = 0}
R} diizleminin elemanlarina homojen koordinatlar denir.

X2 \/§x1 X2 \/§x1
h=—g+t—D k=% L=E-5-—

dontigimil ile Qp spektral kiimesi

Q={(t;,tpt3) ERY: =1 < ty,tp, —t3 <1}

kiimesine doniisiir.

Bu kiime R, diizlemi ile [—1,1]3 kiipiiniin arakesiti olan altigendir.

R? diizleminin bilesenleri tam say1 olan noktalarinin kiimesi i¢in Zj; gdsterimini
kullanacagiz:

ZI?:I = Zg n R13'I = {k = (kl,kz,kg) € Z3:k1 + kz + k3 = 0}.
Homojen koordinatlar altinda altigen iizerindeki i¢ carpim

f, g € L*(Qy) fonksiyonlarinin i¢ ¢arpimi homojen koordinatlar altinda
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1 - 1 -
(f, 9o, = mﬂf e, 229G 50) dads = o J F(OFOdt

olur.

k = (ki, k) €Z? icin k= (ki ky,—k,—ky) €Z3 ve x = (x,%,) € R? noktasma
karsilik gelen homojen koordinatlar t = (ty, t,, t3) € R} olmak iizere

1
(H™k,2) = 5 (k0
olur.
Boylece Teorem 3.1’in sonucu olarak
27, .,
;) =e3 90 jery
olmak tizere {(pj: JjE Zi,} kiimesi L?(Qg) Hilbert uzaymin ortonormal tabani olur.

x = (x1,x3),y = (¥1,¥2) € R? noktalarma karsilik gelen homojen koordinatlar sirastyla
t = (ty,t,,t3) €E R} ves = (5,5, 53) € Ry olsun. Homojen koordinatlar altinda
x =y (modH) olmasi igin gerekli yeterli kosul t = s (mod3), yani

tl -5 = tz ) = t3 — S3 (m0d3)
olmasidir [13]. ¢;(¢) fonksiyonlarmin H-periyodik oldugu agiktir.

f H-periyodik bir fonksiyon ise her s € R} i¢in

S[ (¢ +s)dt = J F(O)dt

olur [13].
f:R3 — C fonksiyonu H-periyodik ve f € L?(Q) olsun.

f fonksiyonunun Fourier katsayilari

1 2mi,,
Cj = ﬁf f(t)e_TO’”dt, Jj € ZZ
Q
ve Fourier serisi (altigensel Fourier serisi)

F©O~ ) ¢ o®

JeLy
olur.

Her n dogal sayisi i¢in,

Hy, = { = G2 J3) € L —n < ji,ja,j5 < n}

17



kiimesi n{) altigenine ait ve bilesenleri tamsay1 olan noktalarm kiimesidir.

f € L?(Q) fonksiyonun Fourier serisinin kismi toplamlari (altigensel kismi toplamlart)

OO = Y Go®, neN

JEH,
olarak tanimlanir.

n € N olmak {izere, n mertebeli Dirichlet ¢ekirdegi

Da(®) = ) 0(®)

jeH,
olarak tanimlanir.

f € L?(Q) fonksiyonunun altigensel Fourier serisinin kismi toplamlari igin

1
&mm=ﬁJﬂh®m@w
[9)

integral gosterimi gegerlidir [13].

Dirichlet ¢ekirdegi,
. (n+1)(t1-t)m . (n+1)(tx—-t3)m . (n+1)(t3—t1)m
sin Sin Sin
0. (t) = 3 3 3 , t=(t,t,t3) ERS
n( ) Sin(tl—;z)nSin(t2—3t3)ﬂsin(t3—3t1)ﬂ.' ( 1,2 3) H

olmak iizere
D,(t) =0,1t)—-0,_,(t), neN
bi¢iminde ifade edilebilir [13].

18
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5. ALTIGENSEL FOURIER SERILERININ GENELLESTIRILMIi$
DE LA VALLEE POUSSIN ORTALAMALARI iLE YAKLASIM
H-periyodik ve siirekli f: R}, - C fonksiyonlarmin kiimesini Cy (5) ile gosterelim:
Cy(Q) = {IR{?_, 4, C: f H — periyodik ve sﬁrekli}.
Cy (ﬁ) bir vektor uzaydir ve
”f”CH(ﬁ) = sup {lf(t)l te ﬁ}
normu ile (diizgiin norm) bir Banach uzay1 olur.
f € Cy(Q) olsun.
6) = —f(.+t T
wr(6) 0<S|Eﬁ)s8”f fC+Dlc, @

bigiminde tamimlanan wy: [0, ) — [0,00) fonklsiyonuna f fonksiyonunun siireklilik
modiilii denir. Siireklilik modiilii artan bir fonksiyondur ve ¢ > 0 i¢in

wr(cd) < (1 + c)wy(5) (5.1)
olur. [16]

A = (A,) tamsayilarin

M=1

ve
0< Ay —Ay <1, n>1

bi¢iminde bir dizisi olsun.

f € Cy(Q) fonksiyonunun A = (A,) dizisine gore genellestirilmis de la Vallée-Poussin
ortalamalarinin dizisi

1 n
VAN® =5 Z S (), neN

1
KiO =351 > De®

olmak iizere V,}(f) ortalamalar igin

1

ViH® = Tl

[ re-sicss
Q

integral gosterimi gegerlidir.
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A ve B nicelikleri i¢in A < B ifadesi A < ¢B bigiminde mutlak bir ¢ sabit sayisinin
bulundugu anlamina gelecektir.

Teorem5.1. A= (A,) tamsayilarin
}\1 =1

ve
0<Ap—Ap <1, n>1

bi¢iminde bir dizisi ve f € Cy(Q) olsun.

F > 0 fonksiyonu

{4 du < F@E) (8- 0%) (5.2)
ve

[P F(wdu < §F() (6~ 0%) (5.3)
kosullarini sagliyorsa her n dogal sayisi i¢in

I =2, < 2 F (5) (2) @ +10g ) (5.4)
olur.

Bu teoremi ispatlamak i¢in asagidaki lemmadan yararlanacagiz

Lemma 5.2. [7] f € Cy(Q) ve F fonksiyonu (5.2) ve (5.3) kosullarin1 sagliyor olsun. Bu
durumda § — 07 i¢in

wf(5)

K F(5) (5.5)
ve
[0 2L du « 8F (6) (5.6)
olur.

Teorem 5.1. in ispati: (4.2) denkleminden,

KO = 57 (000 = 0n_(3,1 ()

oldugunu biliyoruz.

Eger f € Cy(Q) den

F© - VAN < f @) — £t — I|KAS)|ds

]
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1 1 1
< l wr(IsDIKI@)lds = T 1o J 0 (I1SID]0n(S) = Oz, 01y (5)|ds

wr(IIE]) |G)n(t) — On_(a,+1) (t)| fonksiyonu degiskenlerine gore simetriktir ve integrali Q
altigenini olusturan alt1 tane eskenar tiggenden bir tanesi olur.

A= {t = (ty, ty, t3) E R —1 < ty, by, —t3 < 1} = {(ty,t5):t; = 0,8, = 0,¢; +t, < 1}
tiggeni iizerinde degerlendirmek yeterlidir. (4.1) formiilii kullanarak
@n(t) - @n—(/ln+1) (t)

sin Ot DG = ) (ot Dt = ) g (0 DGy = )

sin (ty _Btz)” sin (t, _3’53)” sin (ts _3t1)7T

sin (n— An)gtl —tm sin n-2) gtz —ty)m sin n-2) gt3 —tom

sin (ty _Btz)” sin (t, _3’53)7'[ sin (ts _3t1)7T

(sin (n+ 1)(31;'1 —t)m —sin (n— ln)gﬁ - tz)”) sin (n+1) (3{2 —ty)m sin (n+ 1)(3t3 —t)mw

sin (ty _3t2)7f sin (t, _3t3)7T sin (t5 _3t1)7T

(n+ 1)(?1:2 —ty)m sin (n— /ln)gtz - t3)7f) sin (n— An)gtl —tyn sin (n+D(t; —t)m

(sin 3

+
sin (ty _3t2)7T sin (t2 _3t3)7'[ sin (t3 _3t1)7T

(sin (n+ 1)(53 —t)mw —sin (n— An)gt3 - t1)7T) sin (n—4,) gt1 —t)n sin (n—4,) gtz —ty)m

+

sin (t, _3t2)7f sin (t, _3t3)7T sin (t3 _3t1)7T

2c0S <2n - gn +1(, _3t2)7T) sin (1 +2/1n (ty —3t2)7T) sin (n+ 1)(§2 —tyn sin (n+ 1)(§3 —t)m

sin (ty _3t2)7T sin (t2 _3t3)7'[ sin (t3 _3t1)7T

2008 (Zn - ;Ln +1(t, _3t3)7f) sin (1 ';An (t, _3t3)7f) sin (n—2») gt1 —t)n sin (n+ 1)(§3 —t)n

+

sin (ty _3t2)7T sin (t, _3t3)7'[ sin (ts _3t1)7'[

2c0s (Zn - ;Ln +1(ts _3t1)7T) sin (1 ';An (ts —3t1)7f) sin (n—2») gt1 —t)n sin (n—24) gtz —tym
+

sin (ty _3t2)7T sin (t, _3t3)7'[ sin (ts _3t1)7T

elde edilir.

sin (1 'Efln (ty —3t2)7T) sin (n+ 1)(3{2 —ty)m sin (n + 1)(:;3 —t)m

(€Y
Iy ==fwf(||t||)
A Sin(tl 3t2)nsin(t2 3t3)nsin (ts 3t1)7T

dt
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sin (1 + 4, — ts)”) sin (n =) —t)w sin (n+ Dt —tm
n = f wr (el 2 ?t o _ : T (= 1) : at
A sin~L 20T iy 2_33nsin 3_317T
sin (1 + An (t3 — t1)7T) sin (=20 —t)m sin (n—A)(t, —ta)m
I = f wr (el : 3@ — o G —3t LN CEINL: : a
A sin132”sin233 sin331
seklinde tanimlanir. Boylece
[ s [0n® - 00 (©lde <12 4 12 41
A
elde edilir.
_ty—tz _ 2ti+t, _ Lty _ 1426,
S1im g =, S E s = (5.7)
doniistimiini ile
o sin (1 -E/‘ln (s; — sz)n) sin(n + 1)(s,m) sin(n + 1)(sy 1)
= 3] wr(s1+52) sin(s; — s,)msin(s,m) sin(s,) dsyds;
A
sin <1 +2/1" (SZTL')> sin((n —A)(s1 — sz)n) sin((n + 1)(5171))
(2)
I =
n 3 f wr(s1+52) sin(s,m) sin(s; — s,)m sin(s, ) dsyds,
A
sin <1 -;/1” (517'[)> sin((n —A,)(s1 — sz)n) sin(n — 4,,)(s,m)
(3)
I =
n 3 f wr(s1+52) sin(s;m) sin(s; — s,)mwsin(s,m) dsyds,
A
A= {(51,5,):0 < 51 <25,,0< s, <28,5 +5, <1}
Integrallenen fonksiyonlar s; Ve s, ‘ye gdre simetriktir. Bu nedenle
A*:= {(sl,sz) €Ars; < sz} ={(s1,52):51 <5, < 254,85, + 5, < 1}
ticgeni tizerinde degerlendirmek yeterlidir.
o sin (1 2/1” (s; — sz)n) sin(n + 1)(s,m) sin(n + 1)(sy7m)
= 65[ wr(s1+52) sin(s; — s,)m sin(s,m) sin(s; ) dsyds;
sin <1 2/1” (527'[)> sin((n —A)(s1 — sz)n) sin((n + 1)(5171))
) ._
= 6A[ wr(s1+52) sin(s,m) sin(s; — s,)m sin(s, 1) dsyds,

22



sin <1 _;/1” (sln)> sin((n —A)(s1 — sz)n) sin(n — 1,,)) (s,m)

®) .
=6 f wr(s1 +52) sin(sy7) sin(s; — s,) 7 sin(s, ) dsyds,
olur.
ui—-u utu
S; = 12 2, s, :=% (5.8)
doniisiimiinii yapalim. Bu doniisiim A {iggenini A* iicgenine doniistiiriir.
u
I = {(ul,uz):O <u, < ?1,0 <u, < 1}
sin (1 n (u2)n) sin(n + 1) (m )sin(n +1) (@ n)
11(11) = 3J wr(uy) TR TR du,du,
J sin(u,)m sin (T n) sin ( 1 5 Z n)
" sin (1 -EA” (% n)) sin((n — A,)(u)7) sin ((n +1) (@ n))
I :=3fw(u) — du,du
7 = sin (%n) sin(u, ) sin (ul > L) n) 12
sin (1 +2'1" (% )) sin((n — A,) (uz)7) sin(n — /1n) ul + Y2 i
17(13) = 3[ ws(uq) T —y du,du,
7 sin ( 1 > Z n) sin(u,)m sin (172 n)
I' iicgenini
I : {( )ET: ! }
1 =)W Uz U < 21,
Iy = {(u, 1) € Ty 2 L, < 1}
5 =1(uq, uy 'ul_ZAn'u2_6/1n
1 1
I3 —{(uyuz) €lu; 2 20, yUp 2 61, }
seklinde ii¢ parcaya ayiralim. integralleri degerlendirirken
I <, nEN (5.9)
sint
ve
sint>=t, 0<t<Z (5.10)
esitsizliklerinden yararlanacagiz.
0<x< % icin sin x monoton artandir ve bdylece
0 <sin (IZA” ) < sin(4,, u,m), (uy,uy;) ET UL, (5.11)
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14, (U +
0 < sm( o (1t )) w,) €T, (5.12)
1+Ap
0< sm( - (T"n)) < w) €T, (5.13)
Ayrica her (uq,u,) €T igin,
Uy +u,=2u ve u —uy; = %ul (5.14)

oldugu aciktir.
(5.9) ve (5.10) den,

f sin (1 -;/1” (uz)n> sin <(n +1) (u1 +up ) sin ((n + 1) Lt n))
(Uf(u1)

i sin(u,)m sin (u1 -; L n) sin ( 1 > n)

du;du,

1 oy,
21,,_3

< 2,(n +1)? f w; (y) durdity = An(n + 1)2 f f o (up) duzdiuy
Iy

1
22

7.
A,(n+ 1)2 A,(n+ 1)2 1
:LI wp(uy)uy duy < n(n )wf(m)f uy duy
n
0

3 3
0

« (1)«"21:(1)
2, \2a ) S, o

sin (1 -;An (uz)rc) sin ((n +1) (@ 7'[)) sin ((n +1) (@ n))
f (Uf(u1)

i sin(u,)m sin (ul ; L n) sin (% n)

du,du,

T

wrllU u
« Anf ’;(1 1)du1du2 = f o 1) duydu,
0

I,

N
N|>—k" -

1
wr(uq) (1)
<
< [0 <r(
i,

sin (1 -;An (u2)7T> sin ((n +1) (w n)) sin ((n +1) (%n))

sin(u,)m sin (u1 —; L n) sin (u1 ; L n)

du;du,
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1 3
wf(u1) _ f( 1)
KA, f Wdulduz = ] ) wu, du,duy

I3

1
K logl, J
1

225

Bu degerlendirmeleri bir araya getirirsek

1 1 n
(1)
I, <</1 F(ZA )(/1> (1+1log4,)

elde edilir.

1
d <1 AF( )
u; < log 2

Benzer sekilde k = 2,3 i¢in

1 1 n
(k)
I, <<A F(z/1 )(A) (1 +1logA,)

olur.

Teorem 5.1. in klasik Fourier serileri i¢in benzeri P.Chandra tarafindan ispatlanmistir [6].
0 < a < 1 olsun. Fonksiyonlarin Lipschitz sinifi

Lipa = {f € C4(Q): w;(8) < 6%}

bigiminde tanimlanir.

f € Lipa ise

u* 1 a<l1

Flw) = log (%), a=1

fonksiyonu (5.2) ve (5.3) kosullarini saglar. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 5.3.

fELipa(0<a<1l)ise

L( ) (1 +1logiy), a<l1
If = V2N, @ <30
/1_(_) (1 +1logi,)? a=1

olur.
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6. ALTIGENSEL FOURIER SERILERININ GENELLESTIRILMIi$
NORLUND ORTALAMALARI ILE YAKLASIM

p = (p,) ve q = (q,,) pozitif terimli ve azalmayan iki dizi olsunlar. f € Cy(Q)
fonksiyonunun altigensel Fourier serisinin genellestirilmis Norlund ortalamasi

n
n = Z Pr9n-k
k=0

olmak tuzere

NPA(H(@) = (), neN

bigiminde tanimlanir. NY"?(f) ortalamalari igin

NP = Fm[ f(t—s) (Z Prn- ka(S))

integral gosterimi gecerlidir.

Teorem 6.1. f € Cx(Q) ve F =0 olsun.

{2 0u < F(8) (8- 0%) 6.1)
ve
[P Fdu < 8F(8) (6 - 0%) (6.2)

ise her n dogal sayisi i¢in

p.q ann (ann)
lf = NP, = "k log(n + 1) (6.3)
olur.
Ispat:

|f(® = NPUH@®)] < ds

11 C
T l ) - fe=s)] kZOpkqn_ka(s)

ds.

n
1 1
< f wr(1sD| > PetniDe(s)
R: 10 i 4 Prqn-klVk
Q k=0

Toerem 5.1. ispatinda oldugu gibi bu integrali de A {icgeni lizerinde degerlendirmek
yeterlidir. (5.7) ve (5.8) degisken dontisiimleri kullanilarak
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dt = f wr(uy)

r

[ wptted

A

du,du,

n n
z Pk qn—k Dy (t) Z Pk Gn-k Dy (U1, uz)
k=0 k=0

oldugu goriiliir. I' iggenini

I = {(ul»uz) €l1iuy < Pl }

Ri(n+1)

Pnln Pnln }
—’uz S -
R(n+ 1) 3R:(n+ 1)

Pndn Pndn }
—’uz 2 —_
Ri(n+1) 3R;(n+1)

L= {(ul,uz) €y =
L= {(upuz) €ltug 2

i¢ bolgeye ayiralim. Boylece

dulduZ ) (] = 1,2,3)

n
z Pk Gn—kDr (g, u3)
k=0

;= J(‘)f(ul)

rj

olmak tuzere

dulduZ = I‘;.;.,l + I;;,Z + 12‘3

n
o= [ o) [ prniDi )
k=0

r

olur.
(uq,uy) €I igin
|D;,j(u1Ju2)| < (k + 1)21 (_] = 1'2;3)

elde edilir.

du,du,

[ wrw

Iy

n
Z Pk Gn—kDi (U, uz)
k=0

3(n+1) 3

& (n+1)? f f wr(uy) dugdu, < wf(p"qn
0o 0

Ry

)

elde edilir.
(uq,uy) €I igin
. 1
|Dk'1(u1, uz)l << _2
Uy

ve
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k .
D (s w)| < ==, G =23)
1

olur.

n
[ 0@ D prtnsDian, ) | dusdy
['1” k=0

1

J J f( 1)d 2du <wf(pnqn)1 gn+1)
1

(n+1)

(=]

ve

du,du,

[ or
ry’

n
Z pkqn—let,j (u1; uz)
k=0

Pndn 1
Ry, 3(n+1)

wr(u
&Kn J. f fi 1) duydu; < wy (P;iln ) log(n + 1), (=23)
1

n

(n+1)

elde edilir.
(u1; uz) € 11’” i¢in
« 1
|Dit1 (g, up)| € =
Uy

ve
. 1.
|Dk,j(u1,u2)| < wty’ (G =23)

olur.

du,du,

n
Z pkqn—let,,l (ug,uz)

k=0

[ wr

nr
Fl

Us
3

J f f( 1) zd u <wf(ann)l g(n+1)
1

(n+1) 3(n+ 1)

ve
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n
J-‘Uf(uﬂ zkaIn—kD;,j(uLuz) du,du,
" k=0
Y R
u
f f f( 1) du,du, <log(n+1) f f( ) du,, (=23)
1
(n+1) 3(n+1) (n+1)
(5.2) den
n
jwf(ul) ZPan—kD;,j(uLuz) dusdu,
i k=0
& Prdn F (pnqn ) log(n + 1), (G =23)
Ry Ry

elde edilir. Boylece

I, <log(n+1) <wf (p;i?n ) n P;(fn P (p;(fn ))
n n n

olur. (5.5) dan

Pndn Pndn
I —F 1 1
1 K —— R (R; )og(n+ )
elde edilir.

(uy,uz) €I igin
. 1
|Dk'1(u1, uz)l << _2
Uy

ve
|Dk,j(u11u2)| « u_r (] = 213)
1

olur. (6.1) den

du,du,

[ wrw)

r;

n
Z kan—let,l(ulﬂ Uy)
k=0

Pndn
1 3(n+1)R

wr(U
« ] ] f( l)d zd 1<< annF(ann)
Ry Ry

Pnln 0
Ry

Elde edilir. Diger taraftan (5.1) esitsizliginden
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(Uf(dz) <2 (Uf(51)'
52 6
elde edilir. Bu esitsizlik ve (5.5) dan

(6, < 63)

n
jwf(ul) zkan—kD;,j(ul'uZ) du,du,
I"z’ k=0
Pndn
1 3(m+DR;
w
«n J f f( 1) du,du 1<<annF<ann>’ 022’3)
Ry Ry
Pndn 0
Rn
elde edilir.
(6.1) den
n
fwf(ul) Epkqn—kDI:,j(ul'uz) duydu,
['2” k=0
Pndn
3Rn 3Rp
w
pnqn f f f( 1) zd ) &« p;an(p;l?iln) f —duz
Pndn _ Pnln u1u2 n n Pndn
Ry, 3(n+1)Ry, 3(n+1)R;,
Pndn (pnqn>
F | 1
R: R og(n+1)

elde edilir. Boylece

pTl qn F (pn qTL

I, &K ——
n,2 Rn Rn

)l gn+1)

olarak elde edilir.

Benzer sekilde (6.1) den

Iy = J wf(ul) zkaIn kD (ug, uz) | dusdu,
I3
W) | Fwpuy)
wr(Uu wr(u
pnCIn f f ::ul u, < p;;qnlo( +1) f fuzl d
ann Pndn in 172 n Pndn 1
Pndn (Pn%)
< F lo 1
R R gn+1)

elde edilir. Sonug olarak
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Pndn ., (Pndn
I* & F( )1 1
olur.
Sonuc 6.2.

fELipa(0<a<1l)ise

Pndn a
||f ~ Np'q” o« (T) log(n + 1), a<l1
O p;#(log(n + 1))?, a=1

olur.

Teorem 6.1. in klasik Fourier serileri i¢in benzeri T. Singh tarafindan ispatlanmistir [23].
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