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SEMBOL LISTESI

sgn(o)
P

P(a, B)
cont(p)
[T, T']
(T|T")
Mnsan(A)

A
detA
A

|

M (1)
DI,

k[xl,xz,

) Xn]

: Negatif olmayan tam sayilar

: Bir pozitif tam sayinin parcgalanisi

. A parcalaniginin eslenigi

. T numaralandirmasinin transpozu

: 0’ dan biiylik veya esit tam sayilarin olusturdugu p koordinatli vektor
. R bir tablo olmak iizere R’ nin (p, q) hiicresindeki girdisi

: X alfabesi

: Cisim

: k tizerinde (x;]w;) bilinmeyenli polinomlar cebiri

: Sigma permiitasyonu

. 0’ nin igareti

. p sembollii simetrik grup

. (a, B) igerigi tarafindan iretilen P’ nin alt uzay1

. p’ nin igerigi

: T ve T’ Young tablolarinin olusturdugu ikili tablo

: [T, T']” nin bideterminant:

. Girdileri A halkasindan olan mxn matris

rank(Mmxa(R)) :
: Tiim n-li permiitasyonlarin kiimesi

: A matrisinin determinanti

- Bir matrisin txt — mindrii

: R halkasinin ideali

: My «»n(R)’ nin ideallerinin kiimesi

: A matrisinin rxr — mindrleri tarafindan tiretilen ideal

: Katsayilar1 k cisminden olan x4, x5, ..., x,, degiskenli polinom halkas1

M, «n(R)’ nin rank1
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1. GiRiS

Determinantsal idealler, bir homojen polinomsal matrisin mindrleri tarafindan iiretilen
ideallerdir. Degismeli cebir ve cebirsel geometrinin, temel ¢aligma konularindan olan
determinantsal ideallerin, invaryant teori, temsil teori ve kombinatorik ile ¢ok sayida
baglantilar1 vardir. Bu nedenle, literatiirde oldukga ilgi gérmektedirler. En dikkat cekici
sonuglardan bazilar1 Eagon, Hochster [1] ve Eagon, Nortcott [2] tarafindan verilmistir.
Sturmfels [3], determinantsal varyeteleri, hesaplamali cebir bakis agisi ile galismistir. Bu
varyetelere karsilik gelen ideallerin indirgenmis Grobner bazlarini belirleyerek, sinirli
ranktan matrislerdeki polinomsal fonksiyonlar ile hesaplamak i¢in etkili algoritmalar elde
etmistir. Bu Grobner bazlari hesaplamak igin Knuth-Robinson-Schensted (KRS) karsilik

gelmesini kullanmustir.

Determinantsal halkalarin arastirilmasi sirasinda secilebilecek yaklasimlarin neredeyse
tamami standart ikili tablolar1 ve diizeltme kuralin1 kullanir. Tezin 2. bolimiinde
pargalanig, Young tablolar ve Young tablolara ait sekil, uzunluk, kanca, hiicre,
numaralandirma, transpoz gibi kavramlarin, ayrica standard Young tablo ve
genellestirilmis Young tablonun tanimlari verilerek Orneklendirilmistir. Daha sonra
diizeltme kurali verilerek, ikili tablo ve bideterminant tanimlarina gecis yapilip drneklerle
aciklanmistir. Devaminda genellestirilmis Young tablolarin matrisler ve permiitasyonlarla

olan baglantis1 verilmistir.

Tezin 3. boliimiinde, genellestirilmis Young tablolar ile permiitasyonlar arasindaki
baglantinin 6zel durumu segilerek Schensted yontemi ile bir Young tabloya ekleme ve
silme algoritmalarmin uygulanabilecegi, bu sekilde yeni tablolar elde edilebilecegi
gosterilmistir. Devaminda iki sirali dizilerle genellestirilmis Young tablolar arasindaki

birebir karsilik gelme algoritmasi verilmistir.

Tezin 4. bolimiinde, degismeli halkalar iizerinde matrisler kiimesi tanitilarak, bir matrisin
determinanti, mindrii ve determinantsal ideal kavramlar1 agiklanmistir. Son olarak, bir
ddeterminantsal idealin Grébner bazini hesaplamak i¢in Sturmfels [3] tarafindan verilen

algoritma tanitilarak, 6rnekle aciklanmistir.



2. GENELLESTIRILMIiS YOUNG TABLOLAR

Young tablo, Alfred Young tarafindan 1901 yilinda invaryant teori igin bir ara¢ olarak
kesfedilmistir. Young, bu tablolari, Frobenius ve Schur’ un o zamana ait ¢alismalarini
kullanarak, karmasik sayilar tizerinde S,, simetrik grubunun indirgenemez temsillerinin tam
bir siniflandirmasini elde etmistir. Yine, Young, ikili formlarin invaryantlarini hesaplamak
icin tablosunu kullanmistir [4]. Young tablolar matematik ve fizigin pek ¢ok alaninda
kullanilmis olmasina ragmen, herhangi bir teori veya yapinin kavramsal bir parcasi
olmadiklar1 i¢in, matematige tam olarak nasil uydugunu sdylemek zordur. Ancak bu

tablolarin sekillerinin, n nesne arasindaki simetrileri temsil etmeleri bir istisnadir.

2.1 Young Tablolar
2.1.1 Tanim. N € Z*, X € Z* olsun.
M+, +...+1,=N

olacak sekilde pozitif sayilarin 44 > 4, > ... > A,, artmayan sonlu dizisine, N pozitif tam
sayisinin A = (44, 4, ..., 4,,) parcalanisi denir. Her i=1, 2, ..., n ig¢in A; # A;,4 ise A’ ya

kesin baskin parg¢alanig denir. Eger A = (14, 45, ...,4;,), N’ nin bir parcalanisi ise
A= (Al’ Az, ceey A‘l’l) rN
ile gosterilir.

2.1.2 Tanmm. Bir Young tablo her bir siitundaki kutularin sayisi, hemen sagindaki
siitundaki kutularin sayisindan az olmayacak sekilde, kutularin iiste hizalanmis bir dizi
siitunlaridir. Bir silitundaki (veya satirdaki) kutularin sayisina, o siitunun (veya satirin)

uzunlugu denir.

2.1.3 Tamim. Bir Young tablonun bir kutusu verildiginde onun hemen sagindaki kutular ile
hemen altindaki kutularin, kutunun kendisiyle beraber olusturdugu sekle o kutunun kancasi
denir. Sagdaki kutular, kancanin kolunu, asagidaki kutular kancanin ayagini olusturur. Bir
kutunun kancas1 kolu yoksa bir siitundur, ayagi yoksa bir satirdir. Kolu ve ayag: yoksa
kutunun kendisinden olusur. Bir kutunun kancasindaki kutularin sayisina, o kutunun kanca

uzunlugu denir.



2.1.4 Not. Bir pozitif tam saymin her pargalanisi, bir Young tablo ile temsil edilebilir.
Herhangi bir A = (14, 4,, ..., 4;,) + N verildiginde, A’ ya karsilik gelen Y; Young tablosu,

uzunluklar1 A4, 4,, ..., A, olan kutularin olusturdugu n satirdan meydana gelir.

2.1.5 Ornek. (5, 4, 4, 2,1, 1)’ in, 17’ nin bir pargalanisi oldugunu gorelim:
5+44+4+2+1+1=17ve5>4>4>2>12>1

azalan bir dizi oldugundan

r=(5,4,4,2,1,1)+ 17

yazabiliriz. Y3 Young tablosundaki her bir kutunun kanca uzunlugu asagidaki gibidir:

10 7 5 4 1
8 5 3 2

7 4 2 1

4 1

2

1

Her Young tablo bir tek parcalanis temsil eder. Boylece,

A=Y,
birebir ve orten bir karsilik gelme vardir. Bir Young tabloda farkli satirlar ayn1 uzunluga
sahip olabilir. Bir satirin uzunlugu en fazla siitunlarinin sayisi kadardir. Bir Young tabloda
n tane satir ve i=1, 2, ..., n olmak tizere uzunluklar1 i olan wu; Siitunlari oldugunu
varsayalim. Bdylece bir Young tablo,

Y = 1"24%2 | nln
ile gosterilir. Y =1%1.2%2, .n%2 ‘e karsilik gelen parcalanis A = (14, 4,, ..., 1,,)
ise, \j=Xiz;ju;, 1 <j<nveVj=1,2, .., n-1igin,
A = A= uve ,= uy

olur.

2.1.6 Ornek. 17’ nin A = (5,4, 4, 2,1, 1) pargalanigini ve buna karsilik gelen



Y = 1%12%2 . . n*nYoung tablosunu diisiinelim. Burada,
=1L u,=0,u3=2,u,=,us=1

olur.

j=11i¢in;

YU =u; +uy + U+ Uy + Us
=1+0+2+1+1
=5=M

ve

A= Ay1= A —A,=5-4=1=u,

] =2 1gin;

Y2 U= Uy + Uz + Uy +Us
=0+2+1+1
=4=)

ve

dg—A3=4-4=0=u,

j=3i¢in;

Y2 oup = Uz + Uy +usg
=2+1+1
=4=)4



ve

Ay-A=4-2=2=u,

j=4i¢in;
Yioa i =Us + us
=1+1
=2=14
ve

Ae-As=2-1=1=u,

son olarak j =5 i¢in;
Yisui=us=1=14s
ve

As=Us=1

2.1.7 Tammm. Bir Young tabloyu ana kosegeninde dondiirmek (iist soldan sag alta), bize

diyagramin eslenigini verir. A’ nin eslenigi A ile gosterilir.

2.1.8 Ornek. \ = (6, 4, 4, 2) parcalanisini alalim.

A’ ya karsilik gelen Young tablo,

ise, A’ nin 1 eslenigi



olur.

2.1.9 Tanmm. Bir Young tablonun her bir kutusuna bir pozitif tam say1 yerlestirmenin
herhangi bir yoluna, bir diyagramin numaranlandirilmasi denir. Bir diyagramin herhangi
bir T numaralandirilmasi, eslenigin bir numaralandirilmasini  belirler. Buna T

numaralandirmasinin transpozu denir ve T ile gosterilir.

2.1.10 Tanim. A = (44, 45, ..., 4;,), N tam sayisinin bir parcalanisi olsun. Bir bagka deyisle,
A,
M+, ++21,=N
ve
M= =22=21,>0
olacak sekilde pozitif sayilarin sonlu bir dizisidir. A, N’ nin pargalanis1 ise A’ nin sekli,

1 <j<nvel<i<4; olmak iizere diizlemdeki (i, -j) tam say1 noktalarmnin bir kiimesidir.

2.1.11 Ornek. A = (6, 4, 2, 2, 1) seklini ¢izelim.

A=1(6,4,2,2,1) = (14,25, 43, 24, 15)

esitliginden n = 5 elde edilir. 1<j<n=05 ve 1<i<J/; icin (i, -j) noktalarin
belirleyelim.

j=1lvel<i< A, =6olmasmdanj=1vei=1, 2 3,4,5, 6 elde edilir.

Boylece, (i, j) ikilileri, (1, -1), (2, -1), (3, -1), (4, -1), (5, -1), (6, -1) olur. Bu noktalar

diizlemde isaretlenirse,
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Diizlem
j=2vel<i<A,=4olmasindan j =2 vei=1, 2, 3, 4 elde edilir.Boylece (i, -j) ikilileri,
(1, -2), (2, -2), (3, -2), (4, -2) olur. Diizlemde isaretlersek,
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Diizlem
j=3vel<i<A;=2 olmasindan j=3 ve i=1,2 elde edilir. Boylece (i, -j) ikilileri,
(1, -3), (2, -3) olur ve bu ikilileri diizlemde isaretlersek,
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Diizlem
elde edilir.
j=4vel<i<A,=2 olmasindan j=4 ve i=1,2 elde edilir. Boylece (i, -j) ikilileri

(1, -4), (2, -4) olur ve bu ikilileri diizlemde isaretlersek,
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Diizlem

elde edilir. Son olarak,

j=5vel <i<A;=1olmasindani= 1 elde edillir. Béylece (i, -j) ikilisi (1, -5) olur ve bu

nokta diizlemde,

F 3

1 2 3 4 5 6
T T T T T T >
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4 VA
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TR S
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Diizlem

seklinde isaretlenir. Béylece, A = (6, 4, 2, 2, 1)’ e karsilik gelen

Young tablo elde edilir.



2.1.12 Tanm. a = (aq, &, ..., ap) ve = (B, B2, ..., Bp) € Z%, igin o - B vektdr farkinda en

soldaki sifirdan farkli deger pozitif ise, o >,  denir.

2.1.13 Ornek. a = (3,2, 4) ve = (5, 7, 2) olsun.
a- B: (3’ 25 4) - (5’ 7’ 2) = ('2’ '5; 2)

Burada -2 < 0 oldugundan f >, a olur.

2.1.14 Tammm. A = (A4, 4,, ..., A5) ve u = (uq, Uy, ..., U) parcalanislari, eger bir sonlu dizi

olarak diistintildiiglinde, A >, wise A’ nin sekli p’ niin seklinden uzundur denir.

2.1.15 Not. Lex siralamasiin tanimi agsagidaki uyariya gore kosullandirilmalidir:
(A1, 45, ..., Ag) sonlu dizisi, (uq, Uy, ..., 4e) Sonlu dizisinde, t > s ve

(21!22! "'1/15) = (:ulr Uz, "'J.ut)

ise X >, polur,

2.1.16 Ornek. A = (3, 1) pargalamisinda s = 2 ve p = (3, 1, 2) pargalanmiginda t = 3
Burada, t=3>s=2ve (3,1) =(3,1).
Sonugta, A >, poldugundan A = (3, 1), u = (3, 1, 2)’ den uzundur.

E kiimesindeki degerlere sahip ve A’ nin sekli olan bir Young tablo, E’ nin bir elemaninin

A” nmin seklindeki her bir noktaya atanmasidir.

2.1.17 Ornek. A = (6,4, 2,2, 1) par¢alanisinin Young tablolari,

T (324 a7 8 | 2|1 |2 |4 |5 |7 |8
1 |2 |3 |5 1 |2 |4 |6
2 |1 2 |3
6 |2 2 |4
4 3

olarak verilebilir.



2.1.18 Tanmm. R bir tablo, p ve q, (p, q), A’ ya ait olan bir hiicre olacak sekilde iki pozitif
tam say1 olsun. R’ nin bu (p, q) hiicresine karsilik gelen elemanini R(p, q) ile gosterelim.
R(p, q) elemanina, R’ nin (p, q) hiicresindeki girdisi denir.

p > 1 verildiginde, R tablosunun p. satir1, q > 1 olmak {izere, R’ nin (p, q) formundaki tim
hiicrelerindeki girdilerden (artan q sirasinda) olusur. Benzer sekilde, q > 1 verildiginde R
tablosunun q. siitunu, p > 1 olmak iizere, R’ nin (p, q) formundaki tiim hiicrelerindeki

girdilerden (artan p sirasinda) olusur.

2.1.19 Tamim. Bir Young tablonun her bir satirindaki girdiler soldan saga dogru artiyor ve
her bir stitunundaki girdiler asagiya dogru azalmiyor ise, bu Young tabloya standart Young

tablo denir.

2.1.20 Ornek. 2.1.17 Ornek’ teki T, tablosu standarttir ancak T tablosu standart degildir.

2.2 Diizeltme Kural

Bir kismi sirali kiime iizerinde diizeltme kuralina sahip bir cebir, poset ve kullanish
ozelliklere sahip olan bagintilar tarafindan indekslenen iireteclerle bir temsili olan cebirdir.

Diizeltme kuralina sahip, dogal olarak olusan bir¢ok cebir 6rnegi vardir.

2.2.1 Tammm. S bir kiime ve S iizerinde bir R bir bagintist verilsin. Eger, R bagintisi,
yansiyan, ters-Simetrik ve gecismeli bir bagnti ise, R’ ye S iizerinde kismi siralama

bagintist ve S kiimesine kismi sirali kiime (poset) denir.

2.2.2 Tanim. o4 < a, < -+ < a; olmak iizere a; a, ... @), formundaki ¢arpima standart tek

terimli denir.

2.2.3 Tamm. (R, +, .) bir halka olsun. (M, +) bir degismeli grup ve r,1;,7, € R ve

herhangi m, n € M i¢in,
p:RxM—M
(r,m) —r.m

doniisiimii,

10



) (rp +rp).m=r,.m+r,.m
@ir(m+n)=rm+rn
(iii) (ry.7).m =17y (r,.m)

kosullarini sagliyor ise M’ ye bir R - modiil denir.

2.2.4 Tanmim. A halka ve R bir birimli, degismeli halka olsun. A, herr € Rve a, b € A igin;
r.(ab) = (r.a)b = a(r.b),

Ozelligini saglayan bir sol R — modiil ise, A’ ya R — cebiri denir.

2.2.5 Tanmm. R bir halka, A bir R — cebiri ve S, A’ y1 bir R-cebir olarak iireten sonlu bir
poset olsun. Eger,

(i) A-cebiri, taban1 standart tek terimliler olan serbest bir R - modiil

(ii) o, p € S karsilagtirllamaz ve

ap =X 1y, Yi, - Yiy,

ifadesi 0 # 7, € R ve y;, <y;, < - olmak iizere standart tek terimlilerin bir lineer
kombinasyonu olarak A’ da tek tiirlii ise her i igin y;, < o, B oluyor ise A’ ya, R iizerinde
S’ de diizeltme kurali ile bir cebirdir, denir.

2.2.5 Tanimda (ii)’ deki bagintilara diizeltme bagintilar1 denir.

X ={xq, X3, ..., Xp} ve U = {uq, uy, ..., u; } iki alfabe ve P, k cismi tizerinde (x,-|u]-)
bilinmeyenli polinomlar cebiri olsun. P’ ye harf yerlestirme cebiri denir.
(Xiys Xy oon) xip) ve (uj,, uj,, ..., u]-p), X ve U alfabelerinin harflerinden olusan ayni

uzunlukta sonlu iki dizi olsun.

(xil,xiz, s Xy [ Uy Uiy ...,ujp) i¢ ¢arpimi, P’ de

(Xiy Xiyy s Xiy [ Uy U wees ujp) = Toegp S9N (Xio )|, - (Kioy [ujp)

ile tammlanan polinomdur. Burada g,, p sembollii simetrik grup, sgn(c) ise ¢’ nin

isaretidir.

11



Bu c¢arpim, x; ve u;’ lerde bir ters-simetrik fonksiyondur. Bdylece isarete bagl olarak,

herhangi bir i¢ carpimda, x ve u’ larm indislerini artan kabul edebiliriz. Ustelik, bir i¢

carpim ancak ve ancak hi¢ bir harf tekrarlanmiyor ise sifir degildir.

U kiimesi tizerinde, u; < u, < -+ < uy olarak bir tam siralama tanimlariz. Benzer sekilde,
X1 < Xy < -+ < X, olarak, X iizerinde bir tam siralama tanimlanabilir. Boylece girdileri X

ve U’ dan olan tablo standart tablo olur.

P’ deki bir tek terimlinin igerigi (content), ag (sirasiyla ), 1 <j<k (swrasiyla (x;|u;),

1 <i<n), (xs |uj) formundaki tek terimlilerdeki ¢carpanlarin toplam derecesi olmak iizere,

(0(, .8) = (((ll, aZ! LN an)’ (,811.821 '.Bk))

vektor ciftidir. Igerigi (a, ) olan tek terimliler, P(a, B) ile gdsterilen P’ nin bir alt uzayimn
iretirler. P(o, B) alt uzaymin elemanlari, her bir tek terimlisi ayni igerige sahip olan

homojen elemanlardir.
p € P(a, B) bir polinom olsun. Bu durumda cont(p) = (a, 8) yazabiliriz.
p1 € P(a, B), cont(p,) = (a, B) ve p, € P(a, B), cont(p,) = (a’, B’) ise

p1-P2 € P(a, B) ve cont(p;.p2)=(a, B) + (a', ') = (a+ a’, p + B’) olur.

2.2.6 Ornek. x; < x, < x3 Ve u; < uy < uz < uy, olsun.
p1 = (x2x3|uquy) icin,

cont(p,) = (a,8) =((0, 1, 1), (1,1, 0, 0))

P2 = (1 x2x3|u uzuy) icin,

cont(p,) = (a',B") =((1, 1,1), (1,0, 1, 1)).

Buradan;

cont(p;.p,) =((0,1,1),(1,1,0,0)) +((2,1,1),(1,0,1,1)

=((1,2,2),(2,1,1,1)).
12



2.2.7 Tammm. Bir ikili tablo, ayn1 sekle sahip, T tablosunun girdileri X alfabesinden ve T’
tablosunun girdileri U alfabesinden olan bir [T,T'] Young tablolar ¢iftidir. [T, T'] ikili
tablosunun igerigi, cont([T, T']), «;’ ler T tablosundaki x;’ lerin bulunma sayis1 (sirasiyla

p;’ ler w;’ lerin T tablosundaki bulunma sayis1) olmak iizere (o, B) vektor giftidir.

2.2.8 Ornek.

T: "
X1 | X2 X3 T Uy | uUs Uy
X2 | X3 Uy | U
x1 u3

Tablolar1 A = (3, 2, 1) sekline sahiptir.
cont([T,T']) = (o, B) =((2, 2, 2), (2,1, 2, 1)).

Icerigi (o, B) olan [T, T'] ikili tablosu, (T, T') ile gosterilen ve T’ nin her bir satirindaki (i)
carpimlarin, T’ tablosunda karsilik geldigi satirdakiler ile carpimlarini alarak elde edilen
polinom ile iliskilendirilebilir. P(co, f)’ nin bir elemani olan (T, T') polinomu, [T, T'] ikili

tablosunun bideterminanti olarak adlandirilir ve (T|T") olarak gosterilir.

2.2.9 Ornek.

X1 X2 X3
(xz X3

Uy Uz Uy
U Up )
X1

Us

(TIT") = ((xyx2x3 | uguzty). (X x3|uguy). (x4 [us))
ifadesine, [T|T'] ikili tablosunun bideterminanti denir.

Burada,

(rlug)  Ceqluz)  (eqlug)
(x1xpx3uguzuy) = [Ozlug)  (ezlug)  (czlug)|.
(xslug)  (xsluz)  (xs3luy)

2.2.10 Not. (T|T") # 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul veya T veya T' tablosundaki

herhangi bir satirda harf tekrar1 olmamalidir.
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2.2.11 Tamm. [T, T'] ikili tablosu, eger T ve T' tablolar1 standart ise standart tablodur.

2.2.12 Ornek.

tablosu, standart ikili tablodur.

2.2.13 Teorem. [T, T'], A parcalaniginin sekline sahip ve igerigi (a, B) olan bir ikili tablo
olsun. Bu durumda, (T|T") bideterminanti, tam say1 katsayili, ayni igerige, ayn1 veya daha

uzun sekle sahip standart ikili tablolarin bideterminantlarinin bir lineer kombinasyonudur.

ispat. [7].

2.2.14 Ornek. [fcj Z;] ikili tablosunu alalim.
cont([T,T']) = ((1, 1), (1, 1))

~ _ (X1]U1
(717 = (o) - Cerxalnien)

(xqlug)  (xqluy)
(x2lug)  Cezlu)l

= (x1ug) (xzluy) -
2.2.15 Sonu¢. P(a, P) vektdor uzayi, igerigi (o, P) olan standart ikili tablolarin

bidetermintlar: tarafindan tretilir.

2.3 Matrisler ve Genellestirilmis Young Tablolar
Matrislerin ilgili satir ve siitunlar1 kullanilarak Young tablolara gecis yapmak miimkiindiir.

Boylece matrisler ve Young tablolar arasinda bir iligski kurulmus olur.

2.3.1 Tamm. p; = p, = -+ = p,,>1 olmak iizere sekli, (p1, P2, .-, Pm) parcalanisinin sekli
olan genellestirilmis Young tablo, monoton azalmayan satirlara ve kesin artan siitunlara

sahip olan, girdileri y;; (1 <j <p;, 1 <i<m) pozitif tam sayilarinin oldugu bir Y dizisidir.

Bir baska deyisle, sekli, (py, p2, ..., Pm) parcalanisinin sekli olan bir genellestirilmis Young

tablo, yine, p; = p, = -+ = p,,, kosulu saglanmak iizere, i. satir1 p; elemanli ve m tane sola
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dayali satir1 olan p; + p, + -+ + p,, pozitif tam sayilarinin bir dizisidir. Her bir satirdaki

sayilar soldan saga azalmayandir ve her bir stitundakiler yukaridan agagiya kesin artandir.

2.3.2 Ornek.
P:

tablolari, sekli (6, 4, 4, 1) pargalamiginin sekli olan (P, Q) genellestirilmis Young

tablolaridir.

A, girdileri negatif olmayan tam sayilar olan bir mxn matris olsun. P ve Q ayn1 sekle sahip
olmak iizere, genellestirilmis Young tablolarin (P, Q) sirali ikilileri ile A matrisi arasinda
birebir karsilik gelme vardir. Burada, i tam sayis1t Q’ da tam olarak a;; + a;, + -+ a;

kez ve j tam sayis1, P” de tam olarak a;; + a,; + - + ap,j kere olusur.

2.3.3 Ornek.
0O 01 00 O O
0O 0 000 2 O
A=t 11101 0
0O 01 001 0 o
21 01 0 0 0
0O 00 OO0 0 1

matrisini alalim. A’ nin ilgili stitunlarinin toplamu,
(€1,€2,€3,€4,C5,C6,¢7) =(3,2,3,2,1,3,1)
ve ilgili satirlarinin toplamu,

(ry,my, 13,14, 15, 1) = (1, 2,5, 2,4, 1).
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alslw|k
3
ol
ol

A mattrisinden (ry, 1,73, 74,75, 76) = (1, 2, 5, 2, 4, 1) oldugunu biliyoruz. Q = (6, 4, 4, 1)
pargalanisinin tablosunda,

i=1, Q dar, =1kere

i=2,Q dar, =2 kere

i=3,Q dar; =5kere

i=4,Q dar, =2 Kkere

i=5,Q  dars =4 kere

I =6, Q’ darg = 1 kere bulunmaktadir.

P: 1 1 1 |2 |4 |7 |
2 [3 [3 |5
3 |4 |6 |8
6

A matrisinden (cq, ¢y, €3, €4, Cs,C6,C7) = (3, 2, 3, 2, 1, 3, 1) olmasindan ve P = (6, 4, 4, 1)
parcalanisinin tablosundan,

j=1,P’dec,; =3 kere

j=2,P’dec, =2 kere

j=3,P’decs =3 kere

j=4,P dec, =2 kere

j=5,P decg =1Kkere

j=6,P’decg =3 kere

j =7, P’ de c; = 1 kere bulunmaktadir.

0 01 0 O

) 1 1 0 1 0
2340rnek.B=|1 0 0 0 O
0O 0 0 0 1

0 01 0 O

matrisini alalim. B’ nin ilgili siitunlarinin toplamu,
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(C]_P CZP C3P C4P CS) = (21 11 21 11 1)
ve ilgili satirlarinin toplama,

(r, 1y, 13,14, 15)=(1,3,1,1,1).

1 1 3|
2
3
5
P=(3211)
Q: |1 2 |2 |4 |
2 5
3
Q=(421).

Sekilleri istteki 6rnekteki gibi birbirinin transpozu olan iki genellestirilmis Young tablo ile

girdileri O ve 1 olan matrisler arasinda da birebir karsilik gelme vardir.

2.4 Permiitasyonlar ve Genellestirilmis Young Tablolar
Negatif olmayan tam sayilarin bir A matrisi ile pozitif tam sayilarin, (uy,vy) ikilileri

soldan saga azalmayan alfabetik sirali ve (i, j) ikilisi tam olarak a;; bulunusu var iken,

(u1 Uz ... uN)
V1 V2. vy

iki siral dizileri arasinda bir karsilik gelme oldugu agiktir.

2.4.1 Ornek. A =

O Rr OKFr OO
oo R,rO OO

oONORrR OO
oror oo
corror
coorNO
RO o0 OO

matrisini alalim.

i=1,23,4,56vej=1,2 3,4,5,6, 7 olmak iizere,
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(U, Vi)

(1,1)i¢in a4 =0
(1,2)i¢in a1, =0
(1,3)i¢in a43 =1
(1,4)ig¢in a4, =0
(1,5)i¢in a45 =0
(1,6)i¢in a4 =0
(1,7)i¢in a7 =0
(2, 1)igina,; =0
(2,2)igin a,, =0
(2,3)igin a3 =0
(2,4)icin ay, =0
(2,5)icina,5 =0
(2, 6) icin ayg =2
(2,7)igin a,7 =0
3, 1)iginasz; =1
(3,2)iginaz, =1
(3,3)icinazz =1
(3,4)icin az, =1
(3,5)i¢in azs =0
(3,6)i¢in azg =1
(3,7)i¢in az; =0

(U, Vi)

(4,1)icinay; =0
(4,2)i¢in a,, =0
(4,3)icinay; =1
(4,4)icin as4 =0
(4,5)icina,s =1
(4,6)icin aze =0
(4,7)i¢in ay; =0
(5,1)icinagy =2
(5,2)icinas, =1
(5,3)icinas3 =0
(5,4)icinag, =1
(5,5)i¢inass =0
(5,6)i¢in agg =0
(5,7)i¢in ag; =0
(6, 1)igin ag; =0
(6,2)icinagy =0
(6,3)icinagz3 =0
(6,4)icin ag, =0
(6,5)i¢in ags =0
(6, 6)i¢in agg =0
(6,7)icinag; =1

elde edilir. Boyle iki sirali dizilere, genellestirilmis permiitasyonlar denir. A matrisi sadece

0 ve 1’ den olusursa, iki sirali dizideki (uy, vy ) ikililerinin hepsi farkli olur.
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3. SCHENSTED ALGORITMASI

Craige Schensted, 1961 de, iki satirli dizilerin 1 < k < N i¢in u;, = k 6zel durumunu ele
ald1 [10]. Bu 6zel durumda A, N — satirli sifir-bir matris ve her satir toplami 1’ e esittir.
Schensted’ in algoritmasi, A matrisinin yer degistirmesinin P ve Q’ nun yer degistirmesine
karsilik geldigi sonucuna varmamizi saglar. Dolayisiyla simetrik olan matrisler ile Young
tablolar arasinda kullanislt birebir denklik elde edilir. Schensted algoritmalari her biri
onceden dogrulanmis iddialar ile kolayca dogrulanan mevcut durum hakkinda parantez
icinde iddialar igerir. Bu nedenle, algoritmanin kendisi sunulurken ayni zamanda

algoritmanin gegerliliginin ispat1 da verilir [11].

Simdi Schensted’ in algoritmasini verecegiz.

Sekli (py, D2, ..., Pm) olan bir Y genellestirilmis Young tabloyu, i =0 veya j = 0 ise, y;; = 0;

I>mveyaj<p;ise, y; =ovel<i<m,1<j<p;ikeny;; # oo olan bir

Y Yoo Yo1 Vo3

Yio Y11 Vi3

dizisi ile gosterilebilir.
Tabloyu {istte ve solda sifirlar ile sinirlandirtyoruz ve bunun disindakilere oo sembolii
yerlestiriyoruz. co < oo kuralini kullanarak bu dizi, her 1, j > 0 i¢in

Yij SVigi+1) Yij < Y(i+1)j

esitsizliklerini saglar.

3.1 Ekleme Algoritmasi
Schensted ekleme algoritmasi, bir genellestirilmis Young tablolaya yeni bir pozitif bir tam

say1 eklemek i¢in kullanilir.

3.1.1 (x) Eklemek
yij = o olacak sekilde bir j degeri alinir.

I. (y(i-1)j < Xi <Yij Ve X; # ).
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Eger, x; < yi(j-1) IS, ] yi 1 azalt ve bu adim1 tekrarla. Diger durumda x;,, = y;; ve r; =
al.

I3. (yi(j-1) S % S X1 = Vij SVigi+1)

Yi-1)j <Xi <Xi+1 = Yij<V(@i+1)j

T; =] Ve x; # ).

yij = x; al.

Iy (Vigi-1) SVij = % < Xip1 SYig+1)

Y(i-1)j < Vij = X <Xir1 < Y+1)j T =), Xi F ).

Eger x;,, # oo ise, I’ yi | attir ve I, adimina geri don.

Is. s =1vet=j ve algoritmay1 sonlandir.

()/st F 00, Xg4q1 = Ys(t+1) = Y(s+1)t — ® Saglanlr-)

I3 ve I, adimlarindaki parantez igindeki ifadeler, algoritma boyunca Y’ nin bir
genellestirilmis Young tablo olarak kaldigini dogrular. Y, sonlu tane pozitif tam say1
icerdiginden algoritma sonlu adimda durur. Bu yontem, tabloya sadece bir x sayisi

eklemek i¢in degildir, ayn1 zamanda
X=x; <Xy <...<Xg
rn=rn>..2r=t

pozitif tam sayilarinin bu iki dizisinin olusturulmasini saglar.

3.1.2 Ornek.

Y:

1 3 3 5 8
2 4 6 6

3 5 8

4

Young tablosuna x = 3 sayisin1 ekleyelim.
I;.i=1,x;,=x=3
i=0veyaj=0=1y;;=0
i>4veyaj<p; =5isey;; =
Tablodan y,; = 1.
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I,.j=1 oldugunda

Vo1 < X1 <Yq1 i¢in 0 <3 < 1 durumu saglanmaz.

Vo4 < X1 < Y14 1¢in 0 < 3 <5 durumu saglandigindan j = 4 olmali.
X1 < y;3 i¢in 3 < 3 durumu saglanmaz.

Xy = Y14 = 5 olmali.

r; =4 olur.

1=2 alalim. O halde,
X, =5 vej =3 olmal.

X3 =Yy,3 =6Vver, =3olur.

1= 3 alalim. O halde,
X3 =6 ve j =3 oldugunda x, = y33 =8 ve 5 = 3 olur.

= x, = 8.

i =4 alalim. O halde,
j =3 oldugunda x, < y,, i¢in 8 < co durumu saglanir.
j=2durumundadar, =2ves=4,t=2olur.

Bu durumda Y Young tablosu,

1 3 3 3 8
2 4 5 6

3 5 6

4 8

Young tablosuna doniistir.

Schensted ekleme algoritmasinin en 6nemli 6zelligi, bir tersinin olmasidir : Y tablosunu ilk

durumuna geri getirebiliriz.
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3.2 Silme Algoritmasi

Schensted silme algoritmasi, ekleme algoritmasini tersine g¢alistirarak tabloyu ekleme

algoritmas1 uygulanmadan 6nceki haline gevirir.

3.2.1 (s,t)’ yi Silmek

Dy.j=t1=8, x541 = 0.

Dy. (Vij < X1 < Y(i+1)j V€ Vij F ).

Eger, ¥i(j+1) < Xi+1 V€ Yi(j+1) # o IS€, J* yi 1 arttir ve bu adim tekrarla. Diger durumda,
x; =y;jver; =jal.

D3. (Vi(j-1) S ¥ij = Xi < Xip1 S Vigj+1)r Yi-1)j < YVij = Xi < Xig1 < Yi(j+1)»
T; =] Ve x; # o).

Yij=Xi41 al.

Dy. (Vi(j-1) S Xi < Xig1 = Yij SVigj+1) Yi-1)j < Xi < Xip1 = Vij < V(1))
T, =] Ve x; # ).

Egeri =+ 1ise, i’ yi 1 azalt ve D, adimina geri don.

Ds. X = x4 al ve algoritmay1 sonlandir. (X # oo olmalr).

Y tablosu, sonlu tane pozitif tam say1 i¢erdiginden algoritma belli bir yerden sonra durur.

3.3 Birebir Karsihk Gelme

P ve Q iki Young tablo olsun. P’ nin elemanlart vy, v,, ..., vy Ve yine Q’ nun elemanlari
Uq, Uy, ..., Uy iken aym sekle sahip (P, Q) genellestirilmis Young tablo sirali ¢ifti ile,
soldan saga azalmayan alfabetik olarak siralanmis (uy,v,) pozitif tam say1 ¢iftlerinin
olusturdugu

ul uz cos uN
(vl ‘UZ e ‘UN)

iki siral1 dizileri arasindaki birebir karsilik gelmeyi verelim.
A’ y1 olusturacak olan prosediir, bos bir tablo ile baslar : V 1, j > 1 i¢in,
Poo = Poj = Pio — 0, bij = <0,
doo = q0j = qio =0, q;j = .
Ustteki insa etmeden, ekleme algoritmas1 o’ U tablonun s satir1 ve t siitunundan ortadan

kaldirdig1 igin P ve Q tablolar1 ayn1 sekle sahiptirler.

22



k=1,2, ..., Nigin asagidaki adimlari izleyelim.
A;. Is adimindaki sy, ty degerlerini belirlemek i¢in P tablosuna (v;) ekle.

Ay. Qs ¢, = ug al.

B yapis1 olarak adlandiracagimiz ters yapi, (pq, P, ..., Prm) parcalanisinin sekline sahip olan
iki genellestirilmis P ve Q Young tablolan ile baslar. N = p; + p, + - + p,,, toplam

eleman sayist olsun. k = N, ..., 2, 1 i¢in asagidaki adimlar izliyoruz.

B;. ty miimkiin oldugunca biiyiik iken, g, , Q” Nun en biiyiik tam sayis1 olacak sekilde

Skt bul. ux = g, al ve sonrasinda qg, ¢, = oo al.

B,. P tablosundan (sy, ty)’ y1 sil, Ds adiminda bir x degeri belirleyerek vy = x al.

Bu algoritma, A yapisini tersine ¢evirir. Boylece, birebir karsilik gelme kurulmus olur.

3.3.1 Teorem. Birbirinin tersi olan A ve B yapilar1, iki satirh diziler ile yukarida belirtilen

ozelliklere sahip genellestirilmis Young tablolar arasinda birebir bir karsilik gelme kurar.

23



4. DETERMINANTSAL HALKALAR

Determinantsal halkalar cebirsel geometride klasik cebirsel varyetelerin koordinat halkalari
olarak ortaya c¢ikarlar. Cebirsel acidan, bu halkalar, diizeltme kuralina sahip

derecelendirilmis cebirlerdir [15].
4.1 Degismeli Halkalarda Matrisler

4.1.1 Tanim. R degismeli bir halka olmak iizere
M, «n(R) = {[aij] | a;j ERi=12,..,mvej=12, ...,n}

kiimesine girdileri R halkasindan olan mxn matrisler kiimesi denir.

A= [al-j], B= [bij], reR alalim. M,,,»,,(R) tlizerinde toplama islemi,
A+B=a;] + [by] = [a; + by

ve skaler ile ¢arpim,

rA= r.[aij] = [T. aij]

olarak tanimlanir.

M, «n(R) kiimesinin bu toplama ve skaler ile ¢carpma islemlerine gore bir R — modiildiir.

1=1,2,....,mvej=1,2, ..., ni¢in,

) _(L (@) =@
Ey = [eij]pq B {0 (@) # (0.))

olur.

A= [aij] € Mpupn(R)olsun.i=12,....m;j=1,2, ...,nve a;; € R olmak iizere,

A=

aj; aln‘
Am1  ° Qmn

olarak alalim. Bu durumda,

A1 0 Qin 1 - 0 o - 1
: Pl=aq,. ( ) R ST R
Am1  ** Qmn 0o - 0 0o - 0
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oldugundan,

A=a;1.Ej1+...taEint+ oot ami- Epn + ... T QG- Emin
— m n

A=200 Yie aij-Eyj

olarak yazilabilir. {E;q, .., Ein o Emis or Emn}y Mmxn(R)’ nin tabanidir. Buradan,
M «n(R)’ nin sonlu iiretilmis serbest R - modiil oldugunu séyleyebiliriz.

Bir serbest R-modiiliin ranki, modiiliin bazindaki {irete¢ sayis1 oldugundan

rank(M,,x»(R)) = m.n

olur.

4.1.2 Tamm. S,,, n - li tim permiitasyonlarin kiimesi ve ¢ € S, olsun.
I<jvea(i)>o()

ise (a(i), a(j)) ikilisine, o permiitasyonunun bir inversiyonu denir.

4.1.3 Tammm. ¢ € S,, olmak {izere o permiitasyonunun inversiyon sayisi m ise (—1)™

sayisina ¢ permiitasyonunun isareti denir. sgn(o) ile gosterilir.

4.1.4 Tanim. o permiitasyonunun isareti -1 ise bu permiitasyona tek permiitasyon, +1 ise

cift permiitasyon denir.

4.1.5 Tanim. A = [aij] € M, «n(R) olsun. A matrisinin determinantt,

detA = Zaesn Sgn(a). ala(l)- aZa(Z) ana(n)

olarak tanimlanir.

4.1.6 Tanim. A € M,,»»(R) ve 1 <t < min{m,n} olsun. A matrisinin txt alt matrisi, A
matrisinden t satir ve t siitun segilerek elde edilir. A matrisinin txt - minorii A(delta), A’ nin

txt alt matrisinin determinantidir.

25



1<i;<ip<..<ip<mvel<j; <j,<...<j,<noldugunu varsayalim. Ozellikle hangi

satirlar ve stitunlar alindigin1 belirtmek istiyorsak,

A(il, ey itjly )jt)

yazariz.

4.1.7 Ornek. R = Z olsun.

A= [11 02 —31 —31] € Mzxa(2)
matrisini alalim,
A(L; 1) = det([1]) = 1 A(2; 3) = det([—1]) = -1
A(L,2;1,2) = det( 1 2])=-2 AL 2;1,4) = det([i _31]) =4

I, R halkasinin bir ideali olsun.
Mpsrn(1) = {A € Mpsn(R) | a;; € LVi,j = 1,2,...,n}

kiimesini alalim. M, (1), (Mpxn (R), +, .) halkasinin bir idealidir. M,,»,(R) kiimesinin tim

idealleri bu formdadir.

4.1.8 Teorem. J, M,,,,(R) halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda, R halkasinin bir tek I

ideali, J = M, (l) formundadir.

Ispat. [11].

4.2 Minorler ve Determinantsal idealler

R degismeli ve birimli bir halka olmak iizere, A=[u;;] € My« (R) bir matris olsun.
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Ui 0 Up

], uij € R, i=1, 2, .o, M

Uni - Umn
vej=1,2,...,n, a4, ..,as by, ..., by indisler, 1 <a; <m, 1 < b; <n olmak iizere,

ua1b1 o ualbt
[al, ap, ..., | bll bZ""’bt] :det ) :
uatbl o uatbt

olarak gosterilir. Burada a4, a,, ...,a; ve by, b,,...,b;° ler artan sirada olmasi zorunlu

degildir.

[ai,az,...,ar | by, by, ..., b] semboliiniin iki anlami vardir: Birisi yukarida tanimlanan,
digeri ise negatif olmayan tam  sayilarin  swrali  t-li  ¢iftleri  olarak
[ai,ay,...,a; | by, by, ..., b:] € NExN? ifadesidir. Burada,

i)t > min(m,n) = [a;,a,...,a; | by, by, ...,b] =0,

iy[@ | o]=1

4.2.1 Tamm. A = [u;;] € Mpyxn(R) bir matrisve i=1,2,...,t igin 1<a;<m ve
1 <b;<n olmak iizere ay,a,,..,a; Ve by, by, .., b indislerini alalim. Eger,
aq < a, <...< a; ve b1 < b2 <..< bt ise, [al, a, ..., A | bl' bz, ey bt] determinantina

A’ nin t - minorii denir. t’ ye [aq,ay, ..., a; | by, by, ..., b]’ nin uzunlugu denir.

t = min(m, n) i¢in m < n kabul edecegimizden,

[a;,ay, ...,an] =[12,...m | aq,ay, .., a45]

a1t Aim
An1  ° Amn

gosterimini kullanacagiz.
M - minodrlere maksimal minorler ve m - 1 uzunlukta olanlara alt maksimal minorler denir.
4.2.2 Tamm. R = K[x,, x5, ..., x,] polinom halkasi ve A, R’ de bir matris olsun. Herhangi

bir 0 < r < min{m, n} i¢in, A’ min r. determinantsal ideali, A matrisinin rxr - minorleri ile

iretilen idealidir ve bu ideal DI,.(A) ile gosterilir.
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4.2.3 Not.
i)r=0= A’ nin 0x0 — minori =1
= DI,(A) = (1) = K[xq, X3, ..., X, ].
i) r=1= A’ nm 1x1 - minérii = DI; (A) = A’ nin girdileri ile tiretilir.
Dikkat edilirse,
K[x1, X2, ..., X ] = DIo(A) 2 DI (A) 2 ... 2 Dlpingmny(A)

olur.

4.2.4 Ornek. R = k[x, y] polinom halkas1 igin

0 x x 1
1 1

A= 2 z y 1| € Myx4(R)
0 x ¥y o

matrisini alalim.

DIo(A) = K[x, y],

DL (A) = {x,y, 1) =k[x,y],

DL,(A)=(x,x — 1,y,y — 1L,y — x,x%, yx,yx — x,yx — x%,y* — x,y% — y,y% — xy)
=k[x, yl.

4.3 Grobner Bazlar ve Determinantsal Idealler
k bir cisim, A€ M,,.,(K) ve k[A], A = [al-,j] matrisinin girdileri ile iretilen polinom
halkasi olsun. r < min(m, n) pozitif tam say1 olmak iizere, k[A] halkasinda, A matrisinin

rxr — minodrleri ile tiretilen DI,. = DI,.(A) idealini diisiinelim. A matrisinin mindrleri i¢in

Aupy Ap, = Ayps

a; a; -
_ 2,01 2,02 1,Ps

(Ll ls | P1P2-Ds]=] : : :
als:pl als:pz als:ps

notasyonunu kullanalim. s; = s, =+ =5, ve her i, j icin [;; <l; ;11 Ve p;j <Pijs1

olmak lizere minorlerin

T= [lll l12 l151 | P11 P12 - plsl].[121 122 1252 | P21 P22 - pZSZ]
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bt Loz e Lys, | Dot Poz - Pus, |

carpimina Young ikili tablosu denir. s; tam sayisi, T ikili tablosunun uzunlugudur. Her i, |

1@11’1 li,j < li+1,j ve pi,j < pi+1,j Oldugunda, T standart ikili tablodur.

4.3.1 Tanmm. K[x{, X5, ..., X,,] polinom halkasinda, a = (a,, a,, ..., a,) € N™ vektorii i¢in
m=X%=x,%%x,% . x,%

carpimina bir tek terimli denir. a; + a, + -+ + a,, toplamina, m tek terimlisinin derecesi

denir ve der(m) ile gosterilir.

Ayn1 dereceden tek terimliler ile standart ikili tablolar arasinda birebir bir karsilik gelme
vardir [11]:

m = [T, x;,p, tek terimlisi, [; <1, < - <14 ve eger [; = Iy, iken p; < p;yq olmak
uizere, bir tek

Lol o Iy
p1 P2 - pa

genellestirilmis permiitasyonuna karsilik gelir.
P1, P2, -, P dizisinde en uzun kesin artan p; > p;, > -+ > p;  alt dizisinin uzunluguna m

tek terimlisinin genisligi denir ve gen(m) ile gosterilir.

4.3.2 Onerme. k[X] polinom halkasinda tiim tek terimliler ile tiim standart ikili tablolar

arasinda

o M—T

dontisimi

(i) der(m) = der(T)

(i) gen(m) = uzunluk(T)

olmak iizere bir birebir karsilik gelmedir.

Ispat. [11].

Bir idealin Grébner bazi, ideale karsilik gelen ¢esitli invaryantlarin, en yiiksek dereceli tek

terimlileri araciligiyla hesaplanmasini saglayan 6zel bir iirete¢ kiimesidir. Tek terimli
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siralamalart ve Grobner bazlar ile ilgili tanimlar ve algoritmalar igin [16] temel kaynak

olarak verilebilir.

4.3.3 Tamm. |, K[x;, x5, ..., X, ] polinom halkasinda bir ideal, G, I idealinin Grébner bazi
olsun.

() VgeGicin LC(g) =1

(il) V g € G igin g polinomunun higbir terimi LT(G \ {g})’ nin bir eleman1 degil ise, G’ ye
| idealinin indirgenmis Grobner bazi denir. Burada, LC(g), g polinomunun en yiiksek

dereceli teriminin katsayis1 ve LT(g), g polinomunun en yiiksek dereceli terimidir.
Sturmfels, [3] makalesinde, determinantsal ideallerin indirgenmis Grobner bazlarini

hesaplamak i¢in oldukga etkili bir algoritma vermistir:

4.3.4 Teorem. A = (a; ;) € My, xn(K) matrisinin, (r + 1) X (r + 1) — mindrlerinin kiimesi
Ain > Aip-1 > " > Ay > Ay > Qg1 > " >0y > 2 Aqmp > Amp-1 > " > Gy
olmak {izere alfabetik tek terimli siralamasina gore, DI,.(A) idealinin indirgenmis Grobner

bazidir.

ispat. [3].

4.3.5 Ornek. R = K[x, y] halkasinda

0 x x 1
10 ¥y 1 1

A= xy y 1 € Myyxa(R)
0 x y O

matrisini alalim. r = 1 olsun.

4.2.4 Ornek’ ten A matrisinin (1 + 1) x (1 + 1) = 2 X 2 — minérlerinin kiimesinin
G={x,x—1,..,y% — xy}

oldugunu biliyoruz. X, X - 1 € G ve 1.x + (-1).(x — 1) = 1 oldugundan 1 € (G) bulunur.
Boylece,

(G) = (1) =klx,y]

olur. 4.3.4 Teorem’ den DI, (A) = K[x, y] yazabiliriz.

r=2alalim. (2 + 1) X (2 + 1) = 3 X 3 — minorlerinin kiimesi
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G = (x5 x?—x,yx,yx —x,yx —x%,y> —yx —y+x,y% = 2yx + x4, y*> —yx + x* —
x,yx% — x%,yx? — x3,y%x — x?}
olarak bulunur. x2, x2 —x € Gve x? + (-1)(x* —x) = x> — x> + x = x oldugundan
X € (G). Boylece, x? = x.x € (G).
y? —2yx + x2,y* — yx — y + x € G. Buradan,
(Y2 =2yx+x)+(-D)(y?—yx—y+x)=y*—2yx+x* -y +yx+y—x
=-yx+x%2+y—-Xx€(G).
Yine, x2, X, yx € (G) olmasindan
((yXx+x2+y-—xX)+(-1)X+1xX+Lyx=-yx+x2+y—x-x%+X+Yyx
=y €(G)
olur. Buradan, x, y € (G) bulunur. Boylece, (G) = (x,y). 4.3.4 Teorem’ den, {x,y},
DI, (A) idealinin Grobner bazidir ve DI, (A) = (x, y) elde edilir.
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