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Tezimiz toplamda bes boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde Hosoya sayilarmin olusumunda etkili olan Fibonacci ve Lucas sayilarina
dair bilgilerden bahsedilmistir. Ozelliklede ilerleyen boliimlerde kullanilacak olan tanim ve
teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde Hosoya sayilar1 ve Hosoya iiggeni tamitilip bu iiggen ve sayilara ait birgok
Ozdesliklere, teorem, ispat ve denklemlere dair 6nemli sonuglar verilmistir. Ayrica Hosoya

sayilari ile Lucas ve Fibonacci sayilar arasindaki bagintilar ortaya konmustur.

Ugiincii béliimde Hosoya iiggeninden elde edilen eskenar dortgenler ile ilgili tanim ve
teoremlere yer verilmistir.

Dordiincii boliimde Hosoya tiggeninden dizi elde edilmistir. Elde edilen bu dizinin tirete¢
fonksiyonu tizerine ¢aligmalar yapilmstir.

Besinci boliimde tezden elde edilen sonuglar verilmis ve kisaca 6zetlenmistir.
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Oyr thesis consists of five chapters in total.

In the first chapter, information about Fibonacci and Lucas numbers, which are
effective in the formation of Hosoya numbers, is mentioned.

In the second chapter, Hosoya numbers and Hosoya triangle are introduced and
important results about many identities, theorems, proofs and equations of these
triangles and numbers are given. In addition, the relations between Hosoya numbers,
Lucas and Fibonacci numbers are revealed..

In the third chapter, definitions and theorems related to rhombuses obtained from
Hosoya triangle are given.

In the fourth chapter, the sequence is obtained from the Hosoya triangle. Studies
have been carried out on the generator function of this obtained sequence.

In the fifth chapter, the results obtained from the thesis are given and briefly
summarized.
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1. GIRIS

Tezin bu boliimiinde literatiirde bilinen bazi temel tanimlara ve teoremlere yer verilmistir.
Yine bu tanim ve teoremler daha sonraki boliimlerde de kullanilmistir. Burada yer alan tanim

ve teoremlere daha detayli olarak [1-12] gibi kaynaklardan ulasilabilirdir.

2. Bolimde verilen Hosoya sayilarina gegmeden once bu bolimde Hosoya sayilarinin

olusumunda etkili olan Fibonacci ve Lucas sayilarina dair bir takim bilgiler verelim.

Leonardo Fibonacci, orta cagin en yetenekli matematikgileri arasinda kabul edilen Italyan bir
matematikgidir. Fibonacci 1202 yilinda “Liber Abaci” (Abakiis Kitab1) adli matematiksel
hesaplama yontemleri kitabiyla taninmaktadir. Fibonacci bu kitabinin ikinci baskisinda tinlii
tavsan problemine yer vermistir. Daha sonralar1 “Fibonacci Sayilar1” olarak adlandirilacak

olan bu sayilar1 olusturan problem ise asagidaki gibidir [1].

Tavsan Problemi: “Bir cift tavsan ile baglanmak {iizere, her ay yeni bir ¢ift tavsan diinyaya
gelir, yeni dogan ¢ift bir ayda yetiskin hale gelerek ikinci ayda yeni bir ¢ift tavsan diinyaya
getirir, bu dongii 1 y1l boyunca devam eder ve bu siiregte hi¢ tavsan 6lmezse yil sonunda kag

cift tavsana sahip olunur?”.
Eger problemdeki veriler dikkate alinip ¢6ziildiiglinde olusan say1 dizisi;
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144...

seklindedir. Burada tavsan ciftleri sayisinin bir yil icerisindeki degisimi incelenirse ilk iki
terimden sonraki her bir terimin, kendisinden 6nceki ardisik iki terimin toplami oldugu
goriiliir. Boylelikle her say1 kendinden dnce gelen iki saymin toplamidir. Fibonacci sayisi
dizilisi sadece bu kadarla sinirli kalmayip devam edilerek sonsuz terim olusturulur. Ayni

zamanda bu sonsuz say1 dizilisinin n.terimi ise F, olarak gosterilir.

Birgok matematik¢i Fibonacci sayilari iizerine calismalar yapmistir. Bunlardan Italyan
matematik¢i Giovanni D. Cassini (1625-1712) kendi adiyla anilan 6zdesligi bulmustur. Daha
sonra bu 0zdesligin daha genel bicimi Eugene Catalan (1814-1894) tarafindan verilmistir

[1,6].



Fibonacci sayilariyla ilgili birgok 6zdesligi bulmamizi saglayan Binet formiillerini, Fibonacci
sayilarinin indirgeme bagmtisint kullanarak ilk olarak De Moivre (1718) ispatlamistir.
Jacques-Philippe-Marie Binet (1786-1856) ise bu o6zdesliklerin daha kolay bir sekilde
bulunmasina yardimci olarak ispatlamistir. Binet formiillerini kullanmanin en 6nemli bize
kattig1 kolaylik, Fibonacci sayilarini her terimi kendinden onceki iki terimin toplami olarak
yazarak istedigimiz n. Fibonacci sayisin1 bulmak yerine, indirgeme bagintisiyla direkt olarak

hesaplamamizi saglamasidir [1, 2].

Ilerleyen siiregte Fibonacci sayilarma benzer sekilde farkli baslangic kosullar1 altinda
kendisinden onceki iki terimin toplami seklinde yazilan sayilar olarak Lucas sayilari, Pell

sayilari, Pell-Lucas sayilari gibi pek ¢ok say1 dizileri de tanimlanmistir [1].

Fibonacci ve Lucas sayilarinin arasindaki ozdesliklerin ispatinda pek ¢ok yontem
kullanilmigtir. Matrisler kullanilarak Demirtiirk [3] tarafindan Fibonacci ve Lucas sayilari
arasindaki Ozellikler, Siar ve Keskin [4] ise genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari
arasindaki bazi1 6zdeslikleri bulmuglardir. C. A. Church ve Bicknell ise iistel fonksiyonlari

kullanarak Fibonacci ve Lucas sayilari arasinda toplamsal esitlikleri bulmustur [5].

1.1 Tanmm: Her n > 3 i¢cin Fy=F

n—1+ F

2 tekrarlama bagintisma ve F =1, F, =1

baslangi¢ kosullarina sahip olan ( Fy, ) dizisine Fibonacci dizisi denir. Burada F, sayisina n.

Fibonacci sayist denir [1].

1.2 Tanim: Eger bir dizide ilk birkag terim verilir ve diger terimler de kendilerinden 6nceki

terimlerin belli bir fonksiyonu olarak ifade edilirse, bu diziye bir indirgeme dizisi denir [1].

Fibonacci dizisi de bir indirgeme dizidir. Fibonacci sayilarinin ¢ifti ne kadar biiyiikse, sayilar
kendi aralarinda oranlandiginda bu sayilarin giderek 1,618033988749895... sayisina
yaklastig1 goriilir[1]. Bu 6zelliginden dolay1 Fibonacci Sayilar1 dogada, canlilara ait bir ¢ok
olusumda, mimaride ve benzeri gibi bir¢ok alanda karsimiza ¢ikan ve boylece saylar teorisi

alaninda popiilaritesi olduke¢a yiiksektir.

Simdi tezimizin ileriki bolimlerinde kullanacagimiz Fibonacci sayilari ile de onemli

baglantilar1 olan Lucas sayilarini ve bu sayilara ait bir takim 6zellikleri verelim.



1.3 Tamm: Her n >3 i¢in L, =L, +L, ,tekrarlama bagintisina ve L, =1, L, =3 baslangic
kosullarma sahip olan (L) dizisine Lucas dizisi ve L, sayilarinada n. Lucas sayilar1 denir.
Bu sayilar Frangois Edouard Anatole Lucas tarafindan 1878 tarihinde tanimlanmistir [1].

1+ 1-5 a"—p"
2

ve [ :T olmak tizere, her neN i¢in F =

n a—ﬂ

L, =a"+ " bi¢imindeki gosterime ( F, ) ve (L,) dizilerinin Binet formiilii denir. Bu

1.4 Tanim: @ =

ve

formiiller De Moivre tarafindan 1718’de, daha sonra da Jacques-Philippe-Marie Binet

tarafindan 1843 yilinda ispatlanmistir [1, 2].

Binet formiili  yardmiyla <5a"=al +L ,, a"=aF +F_,, p"=pF +F
—56" = pL, +L,, Ozdesliklerinin tiimevarimla saglandig1 kolaylikla goriiliir [1,2]. Simdi

Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili bilinen baz1 6zdeslikleri ifade ve ispat edelim.

1.5 Teorem : (Cassini Ozdesligi) F F2 = (-)"dir [1].

n—an+1 B

Ispat: Binet formiiliinde , o8 = -1 ve Fl =1 esitlikleri kullanilirsa,

- _F2= an—l_ﬂn—l an+1_ﬁn+1 —(an_ﬂnf
n-1'ntl N 5 J5 NG

[aZn +,82n an—lﬂn+1an+lﬂn—1J_(a2n +ﬁ2n 2OtnﬂnJ

5 5

_an+1ﬁn—1_an—1ﬂn+1+2anﬂn
5

2
_ . amn-lfa-B
¢

=—(@p)"H(F)?
="

bulunur.

Lucas sayilari i¢in Cassini 6zdesligine benzer 6zdeslik de asagidaki gibidir.



. 2 n-1
16Teorem: L ,L . —Lly= 5(-2)"" ~dir [1].

Ispat: Binet formiiliinde , 3 =—1 ve F =1 esitlikleri kullanilirsa,

Ln—an+1_ L% _ (an—1+ﬂn—1)(an+1+ﬂn+1)_(an +,B”)2
:(a2n +ﬁ2n +an—1ﬂn+1+an+1ﬂn—1)_(a2n +ﬂ2n +2a" M)
:an+1ﬁn—1+an—1ﬂn+1_2anﬂn
= (@B)"Ha? + 2 - 2ap)
1{a-p ? 1212 1
n- - n- n-
=(« — | 5=5(¢ F,)= =5(-1
(ap) (Jgj (@B)” ~(F)" =5(-1)
bulunur.
1.7 Teorem:
m r
g = Fonemar =D Fongr =D Fmn—r —Fr
= mir (M _
i=0 Lm—(-D " -1
dir [1].

Ispat: Binet formiilii ve geometrik dizi toplami kullanilirsa,

n n
2 Fripr =2

i=0 i=0 NG

oM _ gmi+r
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1.8 Teorem:

==

m—1Fi+r = Fmn+r

5=

Slip

Ispat: Binom agilimi ve Binet formiilii kullanilarak

dir [1].
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1.9 Teorem:
© r
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dir [11].

Ispat: Binet formiilii kullanilarak,
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elde edilir.

Yukarida da goriildiigli gibi Fibonacci ve Lucas sayilarinin kullanim alanlar1 oldukga genistir.
Simdi bu sayilarin kullanim alanlarindan biri olan Hosoya {i¢ggenini ve Hosaya sayilarini

verebiliriz.



2. HOSOYA UCGENI VE HOSOYA SAYILARI

Simdi Hosoya {iggeninin olusturulmasinda kullanilan ve literatiirde ¢okga yer kaplayan Pascal
ticgenini verelim.,

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Sekil 2.1: Pascal iicgeni.

Dikkat edilirse Pascal iiggeninin sag ve sol kenarlar1 1, 1, 1, 1, ... seklinde say1 dizisinden
olusmustur. Simdi bu tiggenin saginda ve solunda yer alan bu say1 dizisini 1,1,2,3,... seklinde
Fibonacci dizisi ile degistirelim. Dolayisiyla karsimiza Hosoya tarafindan 1976’da ortaya

konmus olan Hosoya tiggeni dedigimiz Sekil 2.2 de verilen iiggen ¢ikar [13]. Ayrica bu iliggen
Fibonacci tiggeni olarak da bilinir.

Sekil 2.2 de verilen Hosoya ti¢genini diisiinelim. Burada dikkat edilirse Hosoya tiggeni
ortasindan gecen diisey dogruya gore simetrik olup, liggenin i¢ kisminda yer alan her sayi,
iizerinde bulundugu kosegende kendinden Once gelen iki saymin toplami seklindedir. Bu

durumun bir 6rnegini Sekil 2.3 de 15 =15+ 10 =9 + 6 esitligini kullanarak verebiliriz.



1 1
2 1 2
3 2 2 3
5 3 4 3 5
8 5 6 6 5 8
13 8 10 9 10 8 13
21 13 16 15 15 16 13 21
34 21 26 24 25 24 26 21 34
55 34 42 39 40 40 39 42 34 55

Sekil 2.2: Hosoya iiggeni.

1 1
2 1 2
3 2 2 3
5 3 4 3 5
8 5\ 6 /6 5 8
13 g 1 9 10 g 13
21 13 16 [\15/ 15 16 13 21
34 21 26 24 25 24 26 21 34

Ly

Ly
L
Ll
e
e
[

39 40 40 39 42 34 5
Sekil 2.3: Hosoya iliggeninde zincir olusturma.

[1,13-17] de yazarlar hosoya ii¢genine ait birgok 6zdeslik, teorem, ispat ve denklemlere dair
bir takim 6nemli sonuglara ulagsmistir. Ayrica [1,18-20] de yazarlar Hosoya iiggeninde yer
alan sayilardan eskenar dortgenler olusturup Hosoya Polinomlarini belirlemis ve Volterra-

Fredholm Integral Denklemlerinin Hosoya Polinomlariyla ¢oziimiine dair sonuglar ortaya

koymuslardir.



Simdi Sekil 2.2 de verilen Hosoya {li¢genini diisiinelim. Bu {iggende yer alan biitiin sayilar1 her

bir m. Satir n. Siitun elemaninin gosterimi Hpy,  seklinde ifade edelim. Hpy y seklinde ifade

edilen bu sayilara Hosoya sayilari denir. Bu sayilar i¢in m > n > 0 dir. Burada

HO,O = Hl,O = Hl,l = H2’1: 1 olup, ayrica m > 2ig¢in,
Hmpn = Hm—l,n+Hm—2,n
=H m-1n-17" H m-2,n-2 (2.1)

esitlikleri vardir [1]. Boylece Sekil 2.2 asagida verilen Hosoya sayilarinin indislenerek

numaralandigr Sekil 2.4 de verilen liggene ulasilir.

0,0

10 11

20 21 22

30 31 32 33

4,0 41 42 43 44

50 51 52 53 54 55

6,0 6.1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6

70 71 72 73 74 75 76 17

8,0 81 8,2 83 84 85 8,6 8,7 88

9,0 91 9,2 93 9,4 95 96 9,7 98 99

Sekil 2.4: indisli hosoya sayilari.

2.1 Hosoya, Fibonocci ve Lucas Sayilar1 Arasindaki Bagintilar

Bu boliimde Hosoya,Fibonacci ve Lucas sayilart arasindaki iliskiyi verecegiz. Bunun igin
once Sekil 2.4 i diislinelim. Bu seklin Hosoya iiggenini olusturan fibonacci sayilarinin
diziliste i¢ i¢ gecmesi sonucunda olusan iiggensel bir sekil oldugunu biliyoruz. Simdi bu
sekilden elde edilen ¢ikarimlar1 ve iligkileri verelim. Bunun igin oncelikle (2.1) de verilen

ozellikleri saglayan Hpy n Hosoya sayilarini, her n >3 i¢in, F, =1, F, =1 baslangi¢ kosullu

FnZF

1 + F_ptekrarlama bagintisina sahip olan Fy Fibonacci dizisini ve her n > 3 igin

10



L, =L, ,+L, , tekrarlama bagmtisina sahip L =1, L, =3 baslangic kosulllu L, Lucas

dizisini diistinelim. Asagidaki teoremleri verebiliriz.

2.1.1Teorem: Hypn=F 4F. .4 dirfll.

Ispat: Sekil 2.4 de verilen Hosoya iiggenini diisiinelim. Buradan goriiliir ki

Hn’o = Hn’n - Fn+1, ve Hn,1 - Hn,n—l: Fn
seklindedir. (2.1) de verilen Hpy g = Hm—l nt Hm—2 n denklemine ardigik uygulamalar
yaptigimizda
Hmn = I_|m—l,n+ Hm—2,n
- (Hm—2,n+ |_Im—3,n )+ Hm—2,n - 2|_Im—2,n+ |_Im—3,n
=2(H m-3n" |_|m—4,n )+ |_Im—3,n - 3Hm—3,n * 2|_|m—4,n
- I:k+le—k,n+Fk I_|m—k—1,n

elde edilir. Burada k = n— j—1 olarak alirsak

|"m,n =Fm_nH n+1,n +Fm—n—1 H n,n
=FrnnFnatFmona i
=P (Fm—n*Fin_na)
=FritFm-na (2.2)
esitligine ulasiriz.
. _g2 ;
2.1.2 Sonug: H2m,m = Fm+1 dir [1].

Teorem 2.1.1 yardimiyla Hosoya tggeninin Fibonacci dizisinden kendi kendine
cogaltilmastyla olusturuldugu ve bdylece Hosoya ii¢geninin 2 boyutlu Fibonacci dizisi oldugu

kolaylikla goriiliir.
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2.1.3 Sonug¢: Hosoya Ucgeni Sekil 2.2 de de goriildiigii gibi her satirm ortasina gore simetrik

oldugundan
Hm,n =Hmm-n
dir [1,13].
2
214 Sonug: H_ ) =(|:m/2) dir [1,13].

Simdi Hosoya tiggeni i¢in Binet formiiliinii verebiliriz.

2.1.5 Teorem: Hp  hosoya, F fibonacci sayilari ve Ly lucas sayilari olmak iizere

2
Himn = (L, + (DL 5 0)/5 (2.3)

seklindedir [1].

Ispat: o = 1+£/§ ve f= l_g/g olmak tizere Fibonacci ve Lucas sayilar1 i¢in Binet

formiiliiniin sirastyla
Fn=("-gMIBve L =a"+4"

oldugunu biliyoruz. Baslangi¢ kosullar1 saglanacak sekilde ilk iki Hosoya tiggeni satir1

alinmadan (2.2) denkleminden yararlanarak,
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Hm,n =Fnonafna

_ (am—n+1_ﬂm—n+l)/\EJ_[(anﬂ_ﬂnﬂ)/\E}

(am+2 _ﬂm—n+lan+l_am—n+1ﬂn+1+ﬂm+2)/5}

_ (am+2 +ﬂm+2 _(aﬂ)n+1.(ﬂm—2n +am—2n)j|/5

n+1
=| L2~ (-1) I‘m—Zn}/5 - [Lm+2 (-1

n+2
)

Lm_ZH}IS

elde edilir

2.1.6 Ornek: (2.3) de m=7 ve n=3 aldigimizda

5
H :L9+(—1) L1:76—1:15
7,3 5 5

elde edilir.
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3. HOSOYA UCGENINDEN ELDE EDIiLEN ESKENAR DORTGENLER

Bu boélimde amacimiz Hosoya liggeninde yer alan sayilar ile Fibonacci sayilar1 arasindaki
iligkiyi verip Hosoya iiggeninden elde edilen eskenar dortgenleri ortaya koymaktir. Bu
konuyla ilgili galismalara Thomas KOSHY tarafindan yazilan “Fibonacci and Lucas Numbers
With Applications” adli kitaptan ulasilabilir [1].

3.1 Eskenar Dortgenler
Hosoya iiggeninde H00 = H10 = Hll = H21= 1  oldugunu biliyoruz. Burada

HO,O , Hl,O’ Hl,l ve H2’1 dortliisi i¢in

0.0

11

Hy,

Sekil 3.1: Hosoya iiggenindeki eskenar dortgen 6rnegi.
seklinde bir eskenar dortgen olusturabiliriz. Simdi Sekil 3.1 de verilen 6rnegi genelleyebiliriz.

. H H

Hosoya tiggeninde (Sekil 2.4) yer alan Hp j

veHnl

n-2,j-1 1] sayilari igin

n-1, -1’

14



n-2,j-1 H, 2

. H :
n-1, j-1 n=1,j Hn—l o J-1 n-1,j
Hm J H”J
(a) (b)
Sekil 3.2: Hosoya tliggenindeki eskenar dortgen formu 1.
By By jm
. H .
n-1, -1 n-1_j Hn_l -1 er—l.j
H?I:j HH:.}-
(a) (b)

Sekil 3.3: Hosoya iiggenindeki eskenar dortgen formu 2.
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n—2 -1

n-1, ;-1 n-l.7

H,

Sekil 3.4: Hosoya tliggenindeki eskenar dortgen formu 3.

eskenar dortgenlerini olusturabiliriz. Bu sekiller ¢izilirken dikkat edilmesi gereken nokta
olusturulmasi istenen eskenar dortgenin koseleri i¢in segilen Hosoya sayilari birbirine en
yakin olan komsu dortlilerden olusmasidir. Amacimiz burada bu eskenar dortgenler
yardimiyla bu eskenar dortgenleri i¢ine alan ve HosOya sayilarini kdse elemani olarak kabul
eden daha biiyiikk eskenar dortgenler olusturmaktir. Ornegin, kose elemanlari

H4,2, H5'2, H5’3ve H6,3 olan eskenar {liggenini ve bu {iggeni i¢ine alan H2'1, H5'1, H8,4

ve H 54 eskenar dortgenini diisiinelim. Burada dikkat edilirse

Hy =Hyp+Hg3~ H

H54=Hs o +Hg 3~

Hg4=Hyp+H H

= H5’3+H

+Hp,+H

52
H

53"
Hs 5

52
63

53
42

6,3’

H 52

H,,—H

51 42

seklindedir.

Boylece Sekil 3.2-Sekil 3.4 de verilen eskenar dortgenleri igine alan daha biiyiik eskenar
dortgenimiz Sekil 3.5 de verildigi gibi elde edilir.

16



n—4, -2

n—1 jH

H, 12

Sekil 3.5: Hosoya iiggenindeki i¢ ice gecen eskenar dortgen formu genel gdsterimi.

Boylece bu dortgenden hareketle asagidaki formiillere sahip oluruz.
3.1.1 Teorem: Sekil 3.5 de verilen eskenar dortgenleri diisiinelim. Bu durumda

n-1j-1 " 'n-2,j-1

H +H

nt2, i1 = MnjtHngj Py jat o ja

M1 j1 =Pt Hnj 2, j P

H H . —H

n—2,j—1Jr Hn,J H

n-4,j—2 ~ n-1j-1 " 'n-lj

denklemlerine sahip oluruz [1].

17



Ispat: Biliyoruz ki Hosoya sayilar1 arasinda

H.:=H =H

n, j n-1, j +Hn—2,j n—1,j—1+|—I

n-2,j—2

bagintilar1 vardir. Boylece

H —H

n-1, j—2 + I_|n,j—1
=H

n+1, j

H n+l, j _Hn,j—l

n-1, -2

H

n-1,j-1 " 'n-2,j-1

H —H +H

n+2,j+1 " 'n+l, j+1

= Hn,j +Hn—1,j—l

n, j+1

* |_In—l,j + |_|n—2,j—1

H +H =H

n-1j+1 " " 'n,j+l n+l, j+1

H =H -H

n-1, j+1 n+l, j+1 " 'n,j+l

=Hy1j1*HnjHoojaH

n-1,j

H —H ~H

n—4,j-2 n-2,j-2 ~n-3,j-2

—H +H +H ~H H H

n-2,j-17 "n-1, j-1

n-2,j<1 " Hn,j " Hngja-

n-2,j—2
H

n-1j-1 " 'n-2,j-1 "'n-3,j-2

=H n-1 j
esitliklerine ulasilir.

Simdi Sekil 3.2 (a) ve 3.1.1 Teoremde yer alan

H

Hn1,j2=Hnj*Hhgj—H

H

n-1j-1 "'n-2,j-1

esitligini distinelim.

Bu esitligi Sekil 3.2 (a) da koselere esitlikte yer alan +,+,-,- isaretlemelerinden hareketle Sekil

3.2 (b) yi elde ederiz. Benzer sekilde Hn+2,j+1 = Hn,j + Hn—l,j + Hn—l, j—1+ H

n-2,j-1
esitligi Sekil 3.2 (a) da koselere esitlikte yer alan +,+,+,+ isaretlemeleri yapilirsa Sekil 3.3 (a)

yr elde ederiz. Hy 4 55 =Hy 45 4+Hp j—H

n, j n—2, j—l_Hn—l, i esitligi icin Sekil 3.2 (a)

da koselere esitlikte yer alan +,+,-,- isaretlemeleri yapilirsa Sekil 3.3 (b) yi elde ederiz. Son
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olarak Hn—4,j—2 = Hn—2,j—1+ Hn,j — Hn—l,j—l_ Hn—l,j esitligi icin Sekil 3.2 (a) da

koselere esitlikte yer alan +,+,-,- isaretlemeleri yapilirsa Sekil 3.4 elde edilir.

3.1.2 Sonuc: Hn,j'Hn—Z,j—l = Hn—l,j—l'Hn—l,j dir [1].

ispat: H.. =H H

0, j N1 j+ denkleminin ardisik olarak tekrarlamas1 sonucunda

n-2,j

H oldugu Teorem 2.1.1 de verilmistir. Boylece

nj - I:j+1':n—j+1

Hp iH

n-2,j-1 = FjaFn—jaFif-ja

=FiFjFjiafeja

=Hn1j1Hnaj

j .

sonucuna ulagilir.

3.2 EK Formiiller

Sonug 3.1.2 de verilen Hn,j'Hn—Z,j—l = Hn—Lj—l'Hn—l,j esitliginden
Hn,j'Hn—2 j-1 . .

: =1 elde edilir. Buradan da Sekil 3.6 da verildigi gibi eskenar dortgen
Ho-1j-Pnj

formu olusur.

n—2. 71

n-1, j-1 Ho; =1

H,

Sekil 3.6: Hosoya iiggenindeki eskenar dortgen formu 4.
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Sekil 3.6 de verilen eskenar dortgeni alt ve iist koselerinden sirasiyla k ve | birim kadar paralel

kenar olusturacak sekilde eklemeler yapalim. Boylece Sekil 3.7 elde edilir [1].

Sekil 3.7: Hosoya ticgenindeki eskenar dortgen formlar tizerinde H, i genel gosterimi.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

3.2.1 Teorem: Hn . H

Pk jk =H Hoy j dir[1]

n—-k,j—k" " 'n-

Ispat: 2.1.1 Teorem geregi Hp, oldugundan asagidaki gibi

i~ Fj+1Fn—j+1

H F

nj~— I:j+1 n—j+1

=My j = FjksaFn-josa

=My jk = Fjok+1Fn-jn

=My, = Fjahha-ju

20



esitligine ulasiriz.

Hosoya sayilarinin Fibonacci sayilart ile elde edilisini biliyoruz. Bu sekilde c¢arpimsal

esitlikler kuruldugunu asagidaki denklemden kolaylikla goriiliir.

Fj+1Fn—j+l'Fj—k+an—j—I+1 = Fj—k+1Fn—j+1'Fj+1Fn—I—j+l buradaki her bir hosoya

sayisinin aciliminda H Hn—k—l jk = H H . esitligini verdigi goriiliir.

n,j n—-k,j—k" " 'n-,j

Simdi Hosoya tiggeninde yer alan Sekil 3.8 da verilen tiggenleri diislinelim.

n—1, -1 n1,7

H,

Sekil 3.8: Hosoya iicgenindeki liggensel yapilarin Hn, j genel gosterimi.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

3.2.2 Teorem: Her n igin Hn,j + Hn—Lj +H 1j-1" Fo dir [1].

Ispat: 2.1.1 Teoremden Hp j= Fj+1.Fn_j+1esitliginden

HnjtHngjtAnogjo1™

=F

I:j+1":n—j+1Jr I:j+1":n—j + |:j 'Fn—j+l

Fo )+ FjF

j+1'(':n—j+1+ n—j+1

+F:.F

:Fj+1'Fn—j+2 iTn=jH

=P je2+ ]

=Fhi2

esitligine ulagilir.
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¥ F F - F T
+ = + = + = o e

Sekil 3.9: Hosoya tiggenindeki tiggensel yapilarin isaretli genel gosterimi ve esitligi.

3.2.3 Ornek: n=6 icin asagida verilen ve toplamlar1 34 sayisina esit olan

13

\/3 10\/9\/“3\/8\/‘ ’
15 15 16 13

13 16

Sekil 3.10: Hosoya liggenindeki liggensel yapilarin 6.satir gdsterimi.

tiggenleri elde edilir. Burada tiggenler igin sabit say1 gézlemlendigi gibi Fy =34 dir.

3.2.4 Sonug: Hn .+ H dir [1].

itHh2ja=

Ispat: Tekrarlama bagmntisi olan H, j= Ho4 it Ho o i denklemini kullanarak,

H..+H

n, j n—2,j—1=H

Hpy 2,j-1° P

n-1, + I_|n—2,j *
denklemini elde ederiz. Boylece herhangi iki dikey komsunun toplami yatay bir kayma i¢in
sabittir. O say1 ise sihirli bir eskenar dortgendeki kuzey ve giiney kdselerinin toplami olan bir

Fibonacci sayisidir. Bu durum Sekil 3.11 de gosterdigi gibidir.
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?’E—lj—] 25

- Fﬁ-l—l
H, 64
(a) (b)

Sekil 3.11: Hosoya ti¢geninde olusan eskenar dortgen toplami genel gosterimi ile temsili.

3.2.5 Ornek: Sekil 3.11(b)'deki eskenar dértgendeki kuzey ve giiney koselerinin toplami
25+64=89= Fll’ dir.

3.2.6 Sonug: Hn,j + Hn—6,j—3 = 2Fn_1 dir [1].

Ispat: Burada

Hnj * Hnosj3=Hn1jtHn2j " Hnos,j-3

=(Hp 4 j+Hn 3 j )+ (Hyg o+ Hyg j-3)
= Fn +Fn_3

ve Fp+F _o=2F , denistenilen sonuca ulasilir.

3.2.7 Ornek: H +H

4

,1:65+3=68:2F9.

10,4

3.2.8 Sonug: Hn .—H

j~Hn_g,j_2=Fn dir[1]

ispat: 3.2.4 Sonug¢ kisminda Hn j + Hn _9 j—lz F

il oldugunu biliyoruz. Tekrarlama

bagintisi olan Hn,j = Hn—l,j + Hn—2,j denklemini kullanarak,
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Ho . —H H +H H

nj~ "'n-4,j-2~ "'n1j1" "'n-2,j-2" "'n-4,j-2
- |_In—l,j—lJr |_|n—3,j—2 + |_|n—4,j—2 B |_|n—4,j—2

esitligine ulasilir.

(a) (b)

Sekil 3.12: Hosoya tiggeninde iiggensel yapilarin genel gosterimi ve olusturulan temsili.

+  + +  + + +

Sekil 3.13: Hosoya iiggeninden elde edilen liggensel yapilarin islemsel genel gosterimi.
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n—6, =3

HJ'T—-L J—2
=2 Fn—l = Fn
Hu__ J
H, ;
(a) (b)

Sekil 3.14: Hosoya iiggeninden elde edilen eskenar dortgen genel gosterimi.
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4. HOSOYA UCGENINDEN DiZi ELDE ETME

Bu boliimde yer alan sonuglarin benzerlerine [21] numarali kaynaktan da ulasilabilirdir. Bu
bolimde yer alan sonuglarin ispati [21] de kullanilan yontemlerden daha farkli yolar

kullanilarak tarafimizdan yapilmstir.
4.1 Hosoya Ucgeni Dizisi

Sekil 2.2 de verilen Hosoya ti¢genini diisiinelim. Bu tiggende Sekil 4.1 de verildigi gibi ¢apraz
cizgiler ¢izelim. Burada amacimiz bu ¢izgiler iizerinde olan sayilarin toplamindan bir dizi

elde etmektir.

Sekil 4.1: Hosoya tiggeni toplamsal H_ genel olusumlari.

Sekil 4.1 1 diisiinelim. Bu sekilde yer alan ¢izgilerin iizerindeki sayilari topladigimizda

toplamu1 sirasiyla 1, 1, 3, 4, 9, 13, 25, 38, 68, 106, 182, 288, 483... dizisini elde ederiz. Bu

dizinin terimlerini H , ile gosterelim. O halde
H,=1L H,=1H,=3 H;=4 H,=9, H, =13, H, =25, H, =38, H; =68, H, =106, -
seklindedir.

Simdi (2.1) de verilen ozellikleri saglayan Hpy ; Hosoya sayilarini ve her n > 3 igin, F, =1,

F, =1 baslangi¢ kosullu F, = Fn_1+ Fn_2 tekrarlama bagintisina sahip olan F, Fibonacci
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dizisini diistinelim. Ayrica Sekil 4.1 de verilen bu durumda H, =1, H, =1 H, =3,--- dizisini

elde etmis oluruz. Simdi ifadesi [21] de yer alan fakat ispati tarafimizdan farkli yontemler

kullanilarak yapilan asagidaki teorem ve sonuglari verebiliriz.

4.1.1 Teorem: Her n=z1i¢in H,, =H,, ,+H, ,+F  ve H, =H, +H, , dir.

n+1

Ispat: Sekil 2.4 ve Sekil 4.1 i diisiinelim. Dizimizin olusum seklinden dolayr Sekil 4.1 de

verilen ¢izgileri Sekil 2.4 de ¢izdigimizde

Ho = Ho,o’ H1 = Hl,O’ Hz = Hz,o + Hl,l’ Hs = H3,o + H2,l’ H4 = H4,0 + H3,1+ Hz,zv"'

Han =Hano + Honqs # Hap g+ H o Hpy = Hpp o + o +Hpp +-+H

e
esitliklerine ulasiriz. Burada
Hnj = Hn—l,j + I_|n—2,j ve Hnn =R 1= Hpgn
yi kullandigimizda
H,,+H, ,+F.,=H, ,+H, ,+H
=H, o +H, o tHy s+ +H o+ H, ot H, g+ H, -+ H o+ H

= H2n,0 + H2n—1,l + H2n—2,2 +oeet Hn,n

= HZn
H2n + HZn—l = H2n,o + H2n—1,1 + H2n—2,2 +eeet Hn+1,n—1 + Hn,n + H2n—1,0 + H2n—2,1 + H2n—3,2 +eeet Hn,n—l
= H2n+l,0 + H2n,1 + H2n—1,2 +eeet Hn+2,n—1 + Hn,n
= H2n+l,0 + H2n,1 + H2n—1,2 +eeet Hn+2,n—1 + Hn+1,n

H

= Monn

esitliklerine her n>1 i¢in ulasmis oluruz.

Ispat: Teorem4.1.1ve Hpp=F

moni1Fngq Vi disindigimizde

Hon =Hano+Hangg1+Hon22 7+ Hnn
=FonaftFonaM tFon R+ R

esitliklerine ulasiriz.
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4.1.3 Sonug: Her n>1 i¢in H F F +F nF +F Fy+--+F,F_ , dir.

2n+l~ "2n+2'17"2n' 2" " 2n-2"3 2" n+l

Ispat: Teorem4.1.1ve Hpp=F

monal g Yidisindigiimizde

H H +H +H

2n+1 = one,0 T Mon1 T Pong 2 0t Hn+1,n

=Fonoh tFonFo tFon oFg -t Ry

esitliklerine ulasiriz.
4.2 Uretec Fonksiyonu

Bu boliimde amacimiz 4.1 Boliimde olusumunu verdigimiz ve indirgeme formiilleri n>1 igin

H2n = H2n—l+ H2n_2 +Fn ve H2n+1 = H2n + H2n_1 seklinde olan dizimiz i¢in iireteg

fonksiyonu olusturmaktir. Bunun i¢in dncelikle iirete¢ fonksiyonunun tanimini verelim.

4.2.1 Tamm: Bir a,,a,,8,,:-,an,-- dizisi verilsin. Bu diziden hareketle elde edilen

s(x)=a0+a1x+a2x2+~--+anxn+~--

toplama ao, al' a2 ,**+,ap, -+ dizisinin lireteg¢ fonksiyonu denir.

Simdi Fibonacci dizisinin {irete¢ fonksiyonunu veren agagidaki teoremi verebiliriz.

422 Teorem [1]: F =1 F,=1F;=2F

1= Fn+ Fn—l’ -+ indirgeme bagintisi ile

verilen Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu F(X) = #2 seklindedir.
1-x-xXx

Boylece ifadesi [21] de yer alan fakat ispat1 tarafimizdan farkli yontemler kullanilarak yapilan

asagidaki teoremi verebiliriz.

423 Teorem: H,=LH,=1H,=3---H, =H, ,+H, ,+F _,, H H. +H

nt1r Tlopn = Mo 1"

1
(x2 + X —1)(x4 + x2 -1)

indirgeme bagintisi ile verilen dizinin {irete¢ fonksiyonu H(x) =

seklindedir.
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Ispat: Hy =1 Hy =1 Hy =3 Hyp =Hpy 1 +H)y o +Fy Honyg =Hop tHop 4

indirgeme bagintisi ile verilen dizimiz i¢in iirete¢ fonksiyonu H(Xx) olsun. Buna gore

2 2n+1

_ 2n
H(x)_HO+H1x+H2x +---+H2nx +H X e

2n+1
seklindedir. Buradan 4.2.2 Teorem yardimiyla

2

H(x):HO+Hlx+H2x +---+H2nx2n+H2n+lx2n+l+---
XH(x):H0x+H1x2+H2x3+---+H2nx2n+1+H2n+1x2n+2+...
x2H(x)=H0x2+H1x3+H2x4+~--+H2nx2n+2+H2n+1x2n+3+--~
ve boylece
2 _ 2 4 2n
X H(x)+xH(x)—H(x)_—F1—F2x —F3x —---—Fn+lx -
_ 2 4 2n
_—(F1+F2x +F3x +---+Fn+1x +--4)
2 1
=—F(X°)=———+5—
x* 1 x2 -1
elde edilir. O halde
2 1
xH(x)+xH(x)—H(x)=—4 >
X +x7-1

1

H(x) =
ve HR (x2 + x—1)(x4 +x2 -1

ye ulagilir.

Sekil 2.2 ve Sekil 2.4 i diisiinelim. Tezimizin bu kisminda bu sekillerden hareketle yeni bir
say1 dizisi elde edecegiz. Bunun icin dncelikle Sekil 2.2 de verilen Hosoya {iggeninin satir

sonlarini ¢ikaralim. Bu durumda Sekil 4.2 yi elde ederiz.
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Sekil 4.2: Hosoya tliggeni satir sonu ¢ikarilmig gosterimi.

Simdi F =L F,=1 Fy=2- F _ =Fq+F

2 3 " n+l n

4.2 de verilen liggendeki her bir satirdan sirasiyla segerek,

_1,~~Say11ar1n1 diistinelim. Katsayilar1 sekil

c =1
26, +C,=0 = C,=-2,
3C, +2C. +2C. =0 = C,=2-1
1Tep 3=t = 3T T
3
5C, +3C. +4C,+3C, =0 = C,=_1-_1
1o Aty =l = 4—‘5—‘,:_4
elde edilir. Sekil 2.4 diisiiniip bu sekilde devam edersek
Hy 0 0C tHp 021G +H 0 oCq++Hy 5 4Cp g3+ Hp 5 36, 2 =0
Hy 100G+ Hn11Co T Hn 9 0C3 ++H 41 3C 2t Hpa n2Cp1 =0
HoC1+HniCo+H 2Cq++Hp 1 oCoq +Hp 1 4Cn =0 4.1)

esitliklerine ulagiriz. Amacimiz her n > 3dizinin genel terimi olan C_ terimini belirlemektir.

Bunun i¢in (2.1) de verilenleri diisinelim. Boylece
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Hn,ocl + Hn,lcz + Hn,2C3 toet Hn,n—SCn—Z + Hn,n—ZCn—l + Hn,n—lCn =0 =
(Hn—l,O+Hn—z,o)C1+(Hn—l,l+Hn—z,l)cz +”'+(Hn—1,n—3 n 2,n— 3)Cn ) T |_Inn ZC + Hn,n—lCn =0=
(Hn—l,OCl + Hn—l,lcz +eet Hn—l,n—SCn—Z) + (Hn—Z,OCI +H n—2,lC2 +--+H nfz,nfacnfz) + Hn,n—ZCn—l +H n,n—lCn =0

H.,,.C,+0+H C ,+H ,C =0 =

n,n-2 n,n-1

(_Hn—l,n 2 nn Z)Cn l+ Hnn lC =0 =
(_Hn—l,n—z + Hn—l,n—z +H n-2,n— Z)Cn -1 + Hnn lC =0 =

( n-2,n— Z)Cnl+HnnlC 0 =

_( n72,n—2)Cn—1 — _Fn—lCn—l
H F

n,n-1 n

=C, =

elde edilir. Buradan da

~Fn1Cn 4 _"Fa R R R c b H""
3~

Fi Fi Fy Fip Ry Fi

Cn:

genel terimine ulagilir. Boylece tezimizde her n > 3i¢in Hosoya liggeninden hareketle

, —Z, —, n

C (4.2)

1

dizisini elde etmis oluruz. Elde edilen bu diziye literatiirde tarafimizdan rastlanmamustir.

Simdi elde ettigimiz diziden faydalanilarak ispat1 yapilan ve
Fl =1, F2 =1, F3 =2, Fn+1 =Fy+ Fn—l' --- saylart ile ilgili olan asagidaki teoremi
verebiliriz.

4.2.4 Teorem: Her n>3 i¢in Fn+1 =2F,— Fn_1+-~-+(—1)n_3 F3 + (_1)n—2 F2 dir.
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Ispat: Sekil 4.2 yi ve bu sekilden elde edilen (4.2) de verilen diziyi diisiinelim. Bdylece, her

n>3 igin, (4.1) den Hn,0C1+Hn,1C2+Hn,2C3+"'+Hn,n—2Cn—1+Hn,n—Cn:O

esitligine ulaginiz. Buradan da Hmn =F., . 41F,.¢ esitliginden faydalanarak

|_|n,OC1 + I_|n,1CZ + Hn,ZC3 e Hn,n—ZCn—l + I_|n,n—1cn =0

=F .C+FC,+F FCo+---+FF .C . +F,FCh=0

n+1-1 2 n-1 373 3n1"n1" "2
-4 n-3
1 " D" _
:>Fn+l—2Fn+Fn_1F3§+"'+ F3Fn_1F—l+ F2Fn Fn =0
n_

n-4 n-3- _
=F 1 2F+F 4 ++ ()T TR+ (D) TR, =0

n-3 n-2
=F =ﬂh—% +--+(-1) %+@D %

n+1 -1

sonucuna ulasiriz. Bu da istedigimiz sonugtur.
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5. SONUC VE ONERILER

Yaptigim bu tezde Pascal iiggeni, Fibonacci sayilari ve Lucas sayilarmin tanim ve sahip
olduklar1 6zelliklerden yola ¢ikilarak Hosoya sayilar1 ve Hosoya iiggeni incelenmistir. Bu
sayilarin matematikteki Onemine deginilmis ve oOzellikle Hosoya iiggeninin olugmasinda
biliyiik 6neme sahip Pascal iiggeni ile arasindaki iliski iizerine durulmustur. Hosoya iiggeni
iizerinden olusabilen iiggensel yapilarin ve eskenar dortgenlerin nasil olustugu gosterilmis ve
sonucunda bu dortgenlerden olusan 6zdesliklerin Hosoya ve Fibonacci sayilariyla nasil elde
edildigi gosterilmistir. Ayrica Pascal tiggeninden ilham alinarak nasil Fibonacci sayilari elde
edildiyse benzer bi¢imde bu tezde de Hosoya iiggeninden faydalanilarak literatiire katki
saglayacak yeni diziler elde etmek amaclanmistir.

Ilerleyen asamalar icin, tezde elde edilen dizilerin elemanlarindan yeni matrisler
tanimlanabilir. Ayrica ¢aprazlama olarak Hosoya Ucgeninden elde ettigimiz bu dizilere ait

daha farkli 6zellikler yapilabilirdir.
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