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OZET
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Tez c¢alismamizda genellestirilmis ve genellestirilmis genisletilmis Hecke gruplari
incelenmistir. Calismamiz bes boliimden olusmustur.

Tezin birinci kisminda genellestirilmis ve genisletilmis genellestirilmis Hecke gruplari
aciklanmugtir.

Tezin ikinci kisminda tezde kullanilan tanimlara, teoremlere, kavramlara, agiklamalara yer
verilmigtir.

Tezin {igiincii kisminda, genellestirilmis ve genisletilmis Hecke gruplarindaki sonlu dereceli
elemanlarin eslenik siniflarin1 igeren bir teorem bulunmus ve bu eslenik siiflarin
temsilcileri 6rneklerle incelenmistir.

Tezin dordiincii kisminda genellestirilmis Hecke gruplarimin cinsi sifir olan normal alt
gruplar1 incelenmis ve ornekler verilmistir.

Tezin besinci kisminda, bulunan sonuglara yer verilmis ve yapilacak ¢alismalara yonelik
onerilerde bulunulmustur.
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ABSTRACT

SOME RESULTS RELATED WITH THE GENERALIZED AND THE EXTENDED
HECKE GROUPS
MSC THESIS
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(SUPERVISOR: PROF.DR.RECEP SAHIN )
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In our thesis, generalized and generalized extended Hecke groups were examined. Our work

consists of five parts.
In the first part of the thesis, generalized and extended generalized Hecke groups are

explained.
In the second part of the thesis, the definitions, theorems, concepts and explanations used in

the thesis are given.

In the third part of the thesis, a theorem containing the conjugate classes of the finite order
elements in the generalized and extended Hecke groups was found and the representatives
of these conjugate classes were examined with examples.

In the fourth part of the thesis, the normal subgroups of generalized Hecke groups with zero
genus are examined and examples are given.

In the fifth part of the thesis, the results are given and suggestions are made for the studies

to be done.
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1. GIRIS

Bu boliimde ¢alismamin igerisinde yer alan boliimler tanitilacaktir.

Hecke gruplar1 Eric Hecke’nin [1] nolu ¢alismast ile literatiire kazandirilmistir. A pozitif bir

sabit say1 olmak kosuluyla,
1
z+ A

T(z)=—§ ve S(z)=-—

doniistimleri kullanilarak Hecke gruplari elde edilmistir.

T
/1=/1q=2cos<5>

esitligi A > 2 veya q = 3 olmasi halinde Hecke Grubunun Fuchsian oldugu gosterilmistir.
[1] Bu gruplar hakkinda Cangiil , Sahin, Koruoglu, Y1lmaz, Bizim, ikikardes’in calismalari

mevcuttur. [2-5]

p ve q tamsay1 olmak tlizere 2 < p < q ,p < q < o Vve p + q > 4 kosullar1 altinda

1
X(z)=— veV(z) =z+ A, + 44
z

— 1
dontistimleri yardimiyla Genel Hecke Gruplari elde edilmistir. Bu gruplar [6] nolu ¢alismada

Lehner ve Newman tarafindan incelenmistir. H

p,q Seklinde gosterilen Genel Hecke

Gruplarinda Y (z) = X(2).V (z) doniisiimii uygulanirsa bu gruplarin sunuslart;

Hyy =<X,Y|XP =YI=1>= Z,* Z,

seklinde olusur. Bu Genel Hecke Gruplart [7] nolu ¢alismada Demir tarafindan

incelenmistir.

Huang [8] nolu c¢alismada Genellestirilmis Hecke gruplarimi tanitmis ve bu gruplar

Hep,p,, . pn) Seklinde gostermistir. Bu gruplarla ilgili ¢aligmalara [8-9] nolu ¢aligmalarda

ulasilabilir.

Hecke gruplarina;

R(z) =

Ny | -



antiotomorfizmasimin eklenmesiyle genisletilmis Hecke gruplari olusturulmustur. Bu
gruplar1 Bizim ve Sahin [10] nolu ¢alismasinda tanitmistir.

Genellestirilmis Hecke gruplarina da;

1
R(Z) = E_

antiotomorfizmasinin eklenmesiyle de genisletilmis genellestirilmis Hecke gruplari

olusmustur.[8]

Tezin ikinci boliimiinde bu ¢alismada bahsedilen kavramlara, teoremlere ve agiklamalara

yer verilmistir.

Tezin iiclincli kisminda genisletilmis ve genellestirilmis Hecke gruplarinda sonlu mertebeli

elemanlarin konjuge siniflar incelenmistir.

Tezin dordiincii bmliimiinde genellestirilmis Hecke gruplarinin sifir cinsli normal altgruplari

incelenmistir.

Tezin besinci boliimiinde ise bulunan sonucglar 6zetlenmis ve daha sonra yapilacak

caligmalar i¢in Onerilerde bulunulmustur.



2. ON BILGILER

Tez calismamizin igerisinde yardimci olacak tanimlar, teoremler ve agiklamalar bu boliimde

anlatilacaktir.

2.1 Mobiiis Doniisiimleri

Tanim 2.1.1: Bir z kompleks degiskeni icin m,n, k,t, € C, mt — kn # 0 kosullar1 altinda

bir Mobiiis Doniistimii ;

mz+n
kz+t

f(z) = (2.1)

seklinde tanimlanir. Bu doniisiimiin kiimesi Aut(C,,) seklinde gosterime sahiptir.[11]

Teorem 2.1.1 : Mobiiis Doniisiimler kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine gore bir grup
belirtir.[11]

Tanmm 2.1.2: m,n,k,t,€ C,A = mt — kn # 0 kosullar altinda (T]? rtl) seklindeki 2x2

matrislerinin kiimesine C iizerinde genel lineer grup denir ve GL(2, C) ile gosterilir.[11]

Tamim 2.1.3: Mobiiis doniigiimlerinin bir alt grubu olan gercek sayilar tizerinde tanimli

projektif 6zel lineer grup ;

mz+n
kz+t

PSL(Z,]R)z{ | m,n,k,t € R, mt—knzl}

seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.4: Gergek katsayili antiotomorfizmalardan olusan kiime de

*

{mz‘+n

— | m,nk,te R, mt—kn:—l}
kz+t



seklinde ifade edilebilir. [12]

Teorem 2.1.2: 9:GL(2,C) » Aut(C,) olacak sekilde

(v -

Bir epimorfizma doniisiimii tanimlanabilir.[7]

Teorem 2.1.2: Aut(C,) = PGL(2,C) = PSL(2,C) yazilabilir.

Teorem 2.1.2: G = PSL(2,C) U G* kiimesi fonksiyonlarin bileske islemi altinda bir

gruptur. [12]

2.2 Fuchsian Grubu

Tanim 2.2.1:  PSL(2,R) grubunun her bir ayrik alt grubu Fuchsian gruptur.

Tamm 2.2.1: Bir Fuchsian grubunun ;

Hiperbolik tireteclerini ay, by, az, by, ... ,ag, by
Eliptik tireteglerini X1,Xp, e, Xp
Parabolik iireteclerini D1, D2, - » Pt
Hiperbolik sinir elemanlarini hy, hy, ... , hy

tiretecleri yukaridakiler gibi verildiginde bu tiretegler i¢in;
9 T t u
5™ =] Jiaeba] [ [oe] [ru=1
i=1 j=1 k=1 =1
bagintilar1 saglaniyorsa bu I' Fuchsian grubunun simgesi
(g;mqy,my, ... ,my; t;u)

olarak gosterilir.[13]

(2.2)



Lemma 2.1.1: Bir Fuchsian grubun her alt grubuda bir Fuchsian gruptur.

2.3 Riemann — Hurwitz Formiilii

Tanmim 2.3.1:  (g; my,m,, ... ,m,; t; u) simgesine sahip bir I' Fuchsian grubunun temel

bolgesinin hiperbolik alan1 2mu(T) olarak verilsin. Bu durumda

M(F)=2g—2+zr:<1—%)+t+u (2.3)
i=1 '

esitligi yazilir. Buradan I' Fuchsian grubunun cinsini veren g sayist hesaplanabilir.

I , T grubunun sonlu indeksli bir alt grubu olarak verilsin. Bu durumda

(I
|F/F/1| - l‘l;(r/l)

(2.4)

esitligi yazilabilir ve bu esitlige Riemann — Hurwitz Formiilii denir.[9]

2.4 Hecke Grubu
Eric Hecke 1936 yilinda [1] numarali ¢alismasinda Hecke gruplarini tanitmistir.

Tamm 2.4.1 : Sabit ve pozitif bir A reel sayis1 igin ;
1
T(z) = - ve Uiz)=z+1

lineer doniisiimlerle olugsan bu gruplara Hecke gruplari denir ve H(A) ile gosterilir. Bu

iiretecler sayesinde

(ToU)(2) = S(2) = ~ 1

doniisiimiine ulasilabilir.

Burada T iireteci 2 mertebeli eliptik bir elemandir. Eger 4, = ZCosg alinirsa S tireteci de g

mertebeli eliptik bir eleman olur.

Teorem 2.4.1: 1 = 2 bir reel say1 veya g, 2 den biiyiik bir tam say1 olmak tizere ;



A=A, = 2cos§ bi¢iminde tanimlandiginda H (4) bir Fuchsian grup olur.

Teorem 2.4.2 : H(4,) Hecke grubunun sunusu ;
H(2,) =<T,S|T?=S1=1>= Z,x Z,
bigimindedir.

Acikca goriildiigii gibi bu grup mertebesi 2 ve mertebesi g olan iki sonlu devirli grubun

serbest ¢carpimina izomorftur. Bu grubun simgesi (0; 2, g, o) * dur.

Teorem 2.4.2 : [3] A = 2 reel sayisi i¢in H(A) Hecke grubunun sunusu ;
HQA)=<T,S|T?=S"=1>= Z,xZ
bigimindedir.[2]

Acikca goriildiigii gibi bu grup mertebesi 2 ve mertebesi sonsuz iki devirli grubun serbest

carpimina izomorftur. Bu grubun simgesi (0; 2, o, o) * dur.

2.5 Genigsletilmis Hecke Grubu

Tamm 2.5.1 : [14] R(2) =

N | =

tiretecinin Hecke gruplarina eklenmesiyle elde edilen bu

gruplara genisletilmis Hecke gruplari denir ve A saysmin aldig1 degerlere gére H(1) veya

H(2,) ile gosterilir.

R doniisiimii ile T ve S tiretegleri arasinda bagintilar incelenirse;
TR =RT

ve
SR = RS9

bagintilar1 bulunur.

Teoremi 2.5.2: 1 H(A,) Hecke grubunun sunusu ;

H(24) =<T,S,R|T?*=S9=R*=(TR)* = (SR)* =1 >= D, %5, D,



bigimindedir.

Acikca goriildiigii gibi bu grup mertebesi 2 ve mertebesi g olan iki dihedral devirli grubun

mertebesi 2 olan devirli grup altindaki birlestirilmis serbest ¢arpimina izomorftur.

Teoremi 2.5.2: : H(A) Hecke grubu ;
H(A) =<T,S,R|T>?=S*"=R?=(TR)?=(SR)’=1>= D, *7, Doo
bigimindedir.

Acikca goriildiigii gibi bu grup mertebesi 2 ve mertebesi sonsuz olan iki dihedral devirli

grubun mertebesi 2 olan devirli grup altindaki birlestirilmis serbest ¢arpimina izomorftur.

2.6 Genel Hecke Grubu
Lehner ve Newman tarafindan 1965 yilinda Genel Hecke gruplari literatiire katilmigtir.[14]

Tanm2.6.1:2<p<q, p<q <o Ve p+q > 4kosullarin1 saglayan p ve q tam

sayilar igin;

1
z—A

X(z) =—- ve Viz) =z+2,+ 14 (2.5)

p

dontistimleri ile elde edilen gruplara Genel Hecke gruplari denir ve H,, , seklimde

gosterilir.

Genel Hecke gruplarinda X (z) ve V(z) iiretegleri arasinda

Y(2) = XV(z) = ———

z+q

doniisii elde edilir.

Teorem2.6.1:2<p <q <o Ve p+ q > 4kosullarini saglayan p ve q tam sayilari

icin Genel Hecke gruplariin sunusu;
Hy, =<X,Y|XP=Y1=I1>= 7Z,xZ,

seklindedir. Bu gruplarin simgesi de (0; p, q, ) seklinde gosterilir.



Burada goriildiigii gibi H, ; grubu mertebesi p ve q olan iki devirli grubun serbest

carpimina izomorftur.

2.7 Genisletilmis Genel Hecke Grubu

Tanmim 2.7.1 : R(z) = = anti otomorfizmasinin Gene Hecke gruplarina eklenmesiyle

Ny | =

olusan bu yeni gruplara genisletilmis genel Hecke gruplar denir ve H, ; seklimde

gosterilir.
Teorem 2.7.1: H,, genisletilmis genel Hecke grubunun sunusu;
H,,=<X,Y,R|XP =Y%=R?>= (XR)>= (YR)2=1>= D, *5, D,

Acikca goriildiigii gibi bu grup mertebesi p ve mertebesi q iki dihedral devirli grubun

mertebesi 2 olan devirli grup altinda birlestirilmis serbest carpimina izomorftur.[7]

2.8 Genellestirilmis Hecke Grubu

Tamm 2.8.1 : py,p,, ... , Py birer tamsayi ve V p; = 2 kosulu altinda n > 2 olsun.

A = 2 cos (i) , Pt = 2 kosullar altinda ;

Xi(z) = -

ve Xi(z) = —

— (2.6)

Z+Ai j

doniistimleri ile genellestirilmis Hecke gruplari olusturulur. Bu genellestirilmis Hecke

gruplart Hep, . . p,) ile gosterilir. [18]

2.9 Permiitasyon Metodu

Singerman permiitasyon metodu ile ilgili ¢alismalarini [13 ] nolu ¢alismasinda
tanitarak bu yontem sayesinde bir Fuchsian grubunda indeksi sonlu olan normal alt

gruplarin simgelerinin bulunabilecegini agiklamistir.

Teorem 2.9.1: Bir I' Fuchsian grubunun simgesi (g; m;, m,, ... ,m,; t; u) olmak

tizere I" grubunun N indeksli ve



I, . I, ¢/
(g S M1, M2 oo s Mapy s ooy Mty My v s My 5 ST t)

simgesine sahip bir I; alt grup olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli sart asagidaki sartlarin

gerceklesmesidir.

1) T grubundan N nokta iizerinde gegisli bir permiitasyon grubu olan G grubuna tanimli

0:T — G epimorfizmas1 asagida verilen kosullar1 saglar.

a) 6(x;) permiitasyon, uzunlugu m; ‘den kisa verilen p; devirden olusur. Ayrica bu

devirlerin uzunlugu ;

seklinde olur.

b) 6 (y) permiitasyonundaki devirlerin sayis1 §(y) olmak iizere;

s t
S'=Z5(Pk) ; t'=Zh1
k=1 k=1

esitlikleri yazilir.

2) 2mu(T) hiperbolik alan olmak sartiyla ;

@ _
u(Ty)

esitligi yazilir. [13]

2.9.1 Sonu¢ :T'; (g;my,my,...,my) simgeli bir Fuschsian grup olsunve I'; , T “ nin N
indeksli bir normal alt grubu olarak verilsin. x, (h = 1,2, ..., k) iireteglerinin bolim

grubunda olusan mertebe degerleri d;, olmak {izere I'; grubu;

Na, Na, Ny
(™))

bigimde simgeye sahiptir.



Buradaki g’ sayis1 Riemann-Hurwitz formiilii ile hesaplanir.

2.10 Carpim Gruplar

C ve D iki grup olmak tizere direkt carpim C x D ile gosterilir.

Teorem 2.10.1: C ve D gruplarinin sunuslari;
C={X1IM}ve D ={X;|M,}

seklinde verilsin. Bu iki grubun direkt ¢carpimi olan grup sunus gosterimi;
CxD ={X,,X; My, M;, M3}

seklindedir. Burada M3 = {cdc™'d™1:c € X, ved € X,} seklinde tanimlanir.[15]

Teorem 2.10.2: : C ve D gruplarinin sunuslari;
C = {X1IM1} ve D = { X;|M,}

seklinde verilsin. Bu iki grubun serbest ¢arpimi olan grup sunus gosterimi;
Cx D={Xy,X; My, M}

seklindedir. [15]

C ve D iki grup olmak iizere E < D alt grubu verilsin. 8 : E - D monomorfizmasi

tanimlansin.
Teorem 2.10.3: C ve D gruplarinin sunuslari;
C = {X1IM1} ve D = { X;|M;}

seklinde verilsin. C ve D gruplarinin E alt grubu yardimiyla tanimlanan birlestirilmis

serbest carpim grubu C *, D ile gosterilir. Bu ¢arpim;
C *eD = {X1,X; [My,M;, M3}
seklinde tanimlanir. Burada yer alan M3 kiimesi de ;
M; = {0(x)x~1 |x, E altgrubunun \ireteci}

bi¢iminde tanimlanir. [15-16]

10



2.11. Sonlu Mertebeli U¢gen Gruplar
Teorem.2.11.1 : (p, q, ) bir tiggen grup olmak iizere ;

1 1 1
—+—+=>1
p q T

kosulunu saglayan gruplar sonlu mertebeli gruplardir.[17]

Bu béliimde calismamizin bir boliimiinde gegecek olan bazi sonlu liggen gruplari tanitilacak

ve grup sunuslari verilecektir.
a) C,, Devirli Gruplar
Sonlu mertebeli olan ve bir tek eleman ile iiretilen bu gruplar C,, ile gosterilir. Bu gruplar;
C,=<ala">=1>
biciminde grup sunuslarina sahiptir.
Devirli gruplarin tiggen gosterimleri n € N i¢in;
(1,n,n),(n,1,n),(n,n, 1)

bi¢cimine sahiptir.

b) D,, Dihedral Gruplar

Mertebesi 2 olan ve mertebesi n olan iki eleman tarafindan iiretilen bu sonlu iiggen gruplari
D,, ile gosterilir. Dihedrall gruplar diizgiin n- genlerin simetri gruplaridir. Bu gruplarin

sunuslari ;
D, =< a,b|a™ =b? = (ab)?> =1>= (n,2,2)
D, =<a,b|a?=b" = (ab)? =1>=(2,n,2)
D, =<a,b|a? =b? = (ab)" =1 > = (2,2,n)

seklindedir. D,, gruplarinin mertebesi 2n * dir.
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c) Simetrik ve Alterne Gruplar

Sonlu ve eleman sayist n olan bir kiimenin tiim permiitasyonlarini igeren kiime
fonksiyonlarin bileske islemi altinda bir grup belirtir. Bu grup simetrik grup olarak

isimlendirilir. Simetrik gruplar S,, seklinde gosterime sahip olup mertebeleri n! * dir.

Cift permiitasyonlarin kiimesi de kendi iglerinde bir grup olustururlar ve bu gruplara da

|
alterne grup denir. Alterne gruplar A,, ile gosterilir ve mertebeleri n? ‘dir.

Simdi de ¢alismamizda yer alan bazi simetrik ve alterne gruplarin sunuslarini verelim.
Ay =<xy|x*=y3=(xy)}=1>=(233) = (3,23) =(33,2)

S, =<xy|x3=y2=(xy)}=1>=(324) = (234) = (432) = (2,4,3) =
(4,2,3) = (3,4,2)

As =< x,y|x3=y? = (xy)°=1>=(3,2,5) = (3,52) = (2,5,3) = (2,3,5) = (52,3)
= (5,3,2)

Hecke gruplarimin tiggen gosterimi (2, g, 0) iken genel hecke gruplarinin gdosterimi ise

(p, q, ) seklindedir.

2.12. Konjuge Siniflari

x,y bir G grubunun iki eleman1 olmak iizere x = zyz~! esitligini saglayan bir z € G varsa

x ve y elemanlarina birbirlerine konjuge elemanlar denir.

Konjuge olma bir denklik bagintisidir. Bu bagintidan meydana getirdigi her bir denklik
smifina ise konjuge siniflar1 denir. Bu konjuge siiflarini belirlemek ¢alisilan grubun daha

1yl bilinmesi i¢in dnemlidir.
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3. GENISLETILMIS VE GENELLESTIiRiLMIS HECKE GRUBUNDA
MERTEBESI SONLU OLAN ELEMANLARIN KONJUGE SINIFLARI

Bu boliimde H(p LD2pyy) Sehisletilmis ve genellestirilmis Hecke gruplarinda sonlu
mertebeli elemanlarin konjuge siniflarinin sayisin1 hesaplayacagiz.[7] nolu ¢alismada Demir

tarafindan H (p,q) gruplarmin sonlu mertebeli elemanlarin konjuge siniflari incelenmistir.

Calismamizda konjuge siniflarinin sayisini igeren teoremi vermeden once ispatimiza bize

yardimc1 olacak iki lemmay1 ifade ederek baslayalim.

3.1 Lemma : Genisletilmis genellestirilmis Hecke gruplarinda;
XUR=RXP7Y ve(i=12..m)
i i yey ey

esitligi 1 < t; < p; — 1 olmak {izere yazilabilir.

Ispat: Genisletilmis genellestirilmis Hecke grubunun;
_ ) —1
Hpipy o oy =<Xi,R|X!'=R*=(X,R)>=1,XR=RX," ,i=12..,n>
grup sunusu verildiginde sonda yer alan bagintilar yardimiyla
tip _ pi—t;
X;'"R=RX;" "

esitligi elde edilebilir.

3.2 Lemma: H, (P1,D2,-py) SCNisletilmis genellestirilmis Hecke gruplarinda;
1 < t; < p; — 1 olmak kosuluyla asagida yazilan 6nermeler dogrudur.

1) p; cift ve t; tek tamsay1 oldugunda X itiR~X iR olur . Diger aksi durumlarda X itiR~R

olur.
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2) 1<y < piT_l olmak sartiyla Xl.ui~lei_ui olur.

ispat:
1) p; cift ve t; tek bir tamsay1 olarak verilsin.

__ Diki+ti+1

i olmak tizere k; sayis1 w; degerini tamsay1 yapan 6zel bir tamsay1 olsun.

Lemma 1 de yer alan esitlikleri kullarak;

XR)(XMR)(XR) ™ = X"IR.X['R.RXPI™™!

_ XWi+Pi—fi—Pi+Wi R
i .
=X"""R
piki+ti+1 s
2(H )
= X, R
p:ki+1
=Xx""".R

PiNk:
— (Xl )k‘+1.R
PiNk;
= (X; ki X;. R
esitligi yazilabilir.

; ; . . .- iki+t;
p;’nin ¢ift tamsayr ve t;’nin tek tamsayr olarak verilmedigi durumlarda w; = Bitith ; :

olacak bigimde en az bir tane k; tam sayisi vardir. Lemma 1 yardimiyla;
. . -1 . . W
X R)(X['R)(X"R) = X"'R.X['R.RXP"™"
— X:Vi+Pi—ti—Pi+Wi_R

—_ y2wi—t;
= X""".R

i
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k;
= xR
= (X, .R

=I.R =R esitligi bulunur.

2) 1SuiSm2_1

olmak sartiyla ;
RX“R=X""TRR=X"'"

esitligi bulunur.

Boylece Xiu i~Xip 7% denkligi saglanir.

H (P1,D2r-Pn) genisletilmis genellestirilmis Hecke grubunda tek mertebeli olan tiretecleri A4;

, mertebelerini g; ve sayillarin1 da 0 <t <n olmak iizere t ile ; ¢ift mertebeli olan
tireteglerini B; , mertebelerini 7; , sayilari1 da 0 < k <7 olmak lizere k ile gdsterelim.
(t + k = n) Bu bilgileri géz oniine olarak genellestirilmis ve genisletilmis Hecke grubuna

ait grup sunusunu;
H(pl:pz: e, Dn) =< Ai’Bj!R |A§h - B]:rj == RZ == I, RAL == ALR ,RB] = (B])_lR >

seklinde gosterebiliriz.

Simdi H (D102 Pn) genisletilmis genellestirilmis Hecke gruplarinda sonlu mertebeli

elemanlarin konjuge siiflarinin sayisini veren teoremimizi verebiliriz.

3.1 Teorem: H oy ) genigletilmis genellestirilmis Hecke grubunda 0 <

- qt , 71,172,

k,t <n ve (t+ k =n) olmak iizere toplam;

n+Yi g —t+2k+2
2

tane mertebesi sonlu olan konjuge sinifi vardir.
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ispat:

H(q Wzt 71,7 ) genigletilmis  genellestirilmis Hecke grubumuzda bulunan

A, Ay, ... Ap, By, By, ..., By lreteclerimiz ayni anda mertebesi sonlu olan bir elemant

bulunduramaz. Burada her bir iireteg i¢in konjuge siniflarini tek tek hesaplayacagiz.
Oncelikle tek mertebeli olan gruplarda konjuge siiflarini bularak ispatimiza baslayalim.

[lk olarak biliyoruz ki bu grupta q; mertebeli iireteclerin sayis1 ¢ (q;) tanedir. Lemma 1 ve
Lemma 2 ‘den dolay1 bu elemanlar ikiser ikiser birbirlerine konjuge olacaklarindan bu say1

©(q;)
—— tane olur.

Grubumuzdaki bir g elemaninin mertebesi g; ve 1 < i < t ve t sayisi tek say1 olsun.

e

i

»(q;)
2

1<1< , (my,q;) =1 olmak iizere bu konjuge siiflari; A;nl,A:nZ, )

elemanlar olarak bulunur.

Grubumuzda ki bu g elemani efer yansima doniisiimii olursa g = R.A]" seklinde

olacagindan g~R olur.

q; mertebeli gruplarda mertebesi g; © yi bolen sayilar iginde konjuge siniflari vardir.

qi
Si— .
(ai, ql) =1 olmak tizere Ai ay SEZ, s; % < q; olacak bigimde mertebesi a; olan
i

konjuge siiflar1 vardir. Lemma 2 ‘den dolay1 konjuge siniflar1 yariya diiser. Boylece

. qi—1-9(qi)
konjuge smiflarinin sayist -5 olur.

Toplamda her bir tek mertebeli iirete¢ i¢in konjuge siniflarinin sayisi ;

©(q;) L4z 1—9(q)
2 2
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olacaktir.

Ayrica tek mertebeli elemanlarin hepsinde ortak bir R konjuge sinifi olacagindan toplama 1

eklenir. Boylece tek mertebeli iireteclerden toplam ;

9@  a-1-9@ _ €=1(qi—1)+1= g —t+2

2 2 B 2 2

tane konjuge sinifi elde edilir. (*)
Bir c¢ift mertebeli olan gruplarda konjuge siniflarini bulalim.

Oncelikle bu grupta da az dnceki grupta oldugu gibi 7; mertebeli treteglerin sayis1 ()
tanedir. Lemma 1 ve Lemma 2’den dolayr bu elemanlar ikiser ikiser birbirlerine konjuge

(ry)

olurlar. Bu say1 boylece 4 olur.

e
Ty
Ayrica bu gruplarda 2 mertebeli Bj ? seklinde bir konjuge sinifi daha vardir. Bunlarin sayisi

k tanedir.

(-

~.

Cj= r
Burada (bj,rj) #= 1 olmak lzere Bj 7b ¢ EZ, Cj'# < bj olacak bi¢cimde mertebesi

]

b; olan bir konjuge sinifi daha vardir. Bu konjuge siiflarinin sayisi ;

—1-9(n)-1 _1-2-0()
2 B 2

olarak bulunur.

Ayrica ¢ift mertebeli elemanlarda Bj~R komjuge smifi da vardir. Bu konjuge siniflarinda

sayist da k tanedir.
Boylece bu konjuge siniflarinin sayist;

o) n-2-9() T -2k+4k  3in+2k
2 2 2 2

seklinde bulunur. (**)

Sonug olarak (*) ve (**) durumlar1 toplanirsa H(q 142, Tk) genisletilmis

'lqt, 1,720,

genellestirilmis Hecke grubunda 0 < k,t < n ve (t + k = n) olmak {izere
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K+ Yiiq—t+2k+2
2

tane mertebesi sonlu olan konjuge siifinin varligi bulunur.

3.1 Ornek: H(2’3’6’7’9) genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubundaki indeksi sonlu

olan konjuge simiflarinin sayisini ve sinif temsilcilerini bulalim.

H(2,3'6'7,9) genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubunun sunusu;

H(2,3,6,7,9) =< X1, X5, X3, X4, X5, R |X12 = Xz3 = XS = XZ = Xg =R?= (X1R)2 =
(X2R)? = (XsR)? = (X4R)? = (XsR)* =1 >

seklinde gosterilebilir.

Mertebesi tek olan tiretegler ; X,, X4, Xz olup, mertebeleri sirasiyla 3,7,9 ve bu iireteclerin

sayisi 3 tanedir.(t = 3)

Mertebesi ¢ift olan iiretegler ; X;, X3 olup, mertebeleri sirasiyla 2,6 ve bunlarin sayist 2

tanedir. (k = 2)

Yukaridaki teoremi uygularsak;

YK AN qi-t2k+2 YA Y qi-3+2.2+42
2 2

P Tt qi—3+2.242  2+6+3+7+9-3+4+2

2 2

tane sonlu mertebeli konjuge sinifi bulunur.

Bu grubumuzun sinif temsilcilerini ve mertebelerini asagidaki gibi gosterebiliriz.
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Tablo 3.1: 17(2,3’6,7,9) grubundaki sonlu mertebeli konjuge sinif temsilcileri.

Elemanin Tipi Mertebesi Sinif Temsilcisi
Eliptik 2 X
Eliptik 2 X3
Eliptik 3 X,
Eliptik 3 X2
Eliptik 3 X2
Eliptik 6 X3
Eliptik 7 X,
Eliptik 7 X2
Eliptik 7 X3
Eliptik 9 Xs
Eliptik 9 Xz
Eliptik 9 X3

Yansima 2 R
Yansima 2 XiR
Yansima 2 X3R

3.2 Ornek: H (4,5,10,12,13) genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubundaki indeksi

sonlu olan konjuge siiflarinin sayisini ve sinif temsilcilerini bulalim.

H(4,5’10’12,13) genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubunun sunusu;

Hes1012,13) =< X1, X5, X3, Xy, X5, R| X1 = X3 = X3 = X3* = X5° = R* =
2 2 2 2 2

KR =R "=XRN"=XR)"=XR"=1 >

seklinde gosterilebilir.

Mertebesi tek olan iiretegler ; X,, X5 olup, mertebeleri sirasiyla 5,13 ve bu iireteglerin sayisi

2 tanedir.(t = 2)

Mertebesi ¢ift olan tiretegler ; X5, X5, X, olup, mertebeleri sirasiyla 4,10,12 ve bu iirete¢lerin

sayis1 3 tanedir. ( k = 3)

Yukaridaki teoremi uygularsak;
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YK Xt qi—t+2k+2  YE ri+YE | qi-2+23+2
2 2

_ 4+10+12+45+13-2+6+2
= - =

25

tane sonlu mertebeli konjuge sinifi bulunur.

Bu grubumuzun smnif temsilcilerini ve mertebelerini asagidaki tabloda belirtildigi gibi

gosterebiliriz.

Tablo 3.2: H(4,5'10’12,13) grubundaki sonlu mertebeli konjuge sinif temsilcileri.

Elemanin Tipi Mertebesi Sinif Temsilcisi
Eliptik 2 X?
Eliptik 2 X3
Eliptik 2 X2
Eliptik 3 Xi
Eliptik 4 X
Eliptik 4 X3
Eliptik 5 X,
Eliptik 5 X2
Eliptik 5 X2
Eliptik 5 X3
Eliptik 6 X?
Eliptik 10 X3
Eliptik 10 X3
Eliptik 12 X,
Eliptik 12 X3
Eliptik 13 Xs
Eliptik 13 X2
Eliptik 13 X3
Eliptik 13 Xa
Eliptik 13 X2
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Tablo 3.2 (devami)

Elemanin Tipi Mertebesi Sinif Temsilcisi
Eliptik 13 X8
Yansima 2 R
Yansima 2 X, R
Yansima 2 X; R
Yansima 2 X, R

3.3. Ornek: H (4,6,8,9,14,15) genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubundaki indeksi

sonlu olan konjuge siniflarinin sayisini ve sinif temsilcilerini bulalim.

H(4,6’8’9,14’1 5) genisletilmis ve genellestirilmis Hecke grubunun sunusu;

H(4-,6,8,9,14-,15) =< X1, X5, X3, X0, X5, Xe, R| X1 = X5 = X5 = X3 = X5* = Xg =
2 2 2 2 2

R* = (XlR) = (XZR) = (X3R) = (X4R) = (XSR) = (X6R)2 =1 >

seklinde gosterilebilir.

Mertebesi tek olan iiretegler ; X4, Xg 0lup, mertebeleri sirasiyla 9,15 ve bu iireteglerin sayisi

2 tanedir.(t = 2)

Mertebesi ¢ift olan iretegler ; X;, X,, X3, X5 olup, mertebeleri sirasiyla 4,6,8,14 ve bu

tireteglerin sayis1 4 tanedir. (k = 4)

Yukaridaki teoremi uygularsak;

k t
T+ e i—t+2k+2 Y T+ Yio qi—2+2.4+2
2 2

_ AFOFBHOTI4HIS 24842 _
= . =

tane sonlu mertebeli konjuge sinifi bulunur.
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Bu grubumuzun sinif temsilcilerini ve mertebelerini asagidaki tabloda belirtildigi gibi

gosterebiliriz.

Tablo 3.3: 17(4,6,8,9,14,15) grubundaki sonlu mertebeli konjuge sinif temsilcileri.

Elemanin Tipi Mertebesi Sinif Temsilcisi
Eliptik 2 X2
Eliptik 2 X2
Eliptik 2 X3
Eliptik 2 Xz
Eliptik 3 X2
Eliptik 3 X3
Eliptik 3 X3
Eliptik 4 X,
Eliptik 4 X2
Eliptik 5 X2
Eliptik 5 Xé
Eliptik 6 X,
Eliptik 7 X2
Eliptik 7 X
Eliptik 7 X¢
Eliptik 8 X3
Eliptik 8 X3
Eliptik 9 X,
Eliptik 9 Xz
Eliptik 9 Xi
Eliptik 14 X:
Eliptik 14 X3
Eliptik 14 X2
Eliptik 15 X
Eliptik 15 X2
Eliptik 15 Xg
Eliptik 15 X!

Yansima 2 X R
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Tablo 3.3: (devam)

Elemanin Tipi Mertebesi Sinif Temsilcisi
Yansima 2 X, R
Yansima 2 X, R
Yansima 2 X R
Yansima 2 X R
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4. GENELLESTIRILMIS HECKE GRUBUNDA CIiNSI SIFIR OLAN
NORMAL ALTGRUPLAR

[7] nolu galigmada Demir tarafindan H, , gruplarin da genellestirilmis Hecke gruplarm da

sifir cinsli normal alt gruplar incelenmistir.

Calismamizin bu kisminda genellestirilmis Hecke gruplarinda O cinsli sonlu indeksli alt
gruplart ile ilgili teoremler verilecek ve bu alt gruplarin simgeleri permiitasyon metodu

yardimiyla bulunacaktir.

4.1 Teorem: pi,p;, .., P, birer tamsayr ve n =2 olmak iizere ; Hep po  py

genellestirilmis Hecke grunundan C, devirli grubuna homomorfizma tanimlayarak
olusturulacak cinsi 0 olan normal alt gruplar asagida gosterilmistir. Bu 0 cinsli normal alt

gruplar1 "K;, " seklinde gosterilmistir.

1) i, A ={1,23,..,n} kiimesinin elemanlarindan yalnizca bir tanesi ve j € A — {i} olsun.

j # i olmak lizere ve p; ‘ler birim elemana eslesmek kosulu ile; p; © nin her bir n tamsayi

boleni i¢in ; = (1,n,n) olacak bicimde

H(pl,pz ..... PieeoD jrevom pn)/
Ky,

A (D
Ky, = (0; (Pj)n, (%) , 00D simgeli normal altgrubu vardur.

2) j,A={1,2,3,..,n} kimesinin elemanlarindan yalnizca bir tanesi ve i € A — {j} olsun.

j # i olmak lUzere ve p; ‘ler birim elemana eslesmek kosulu ile; p; “ nin her bir n tamsay1

H o
béleni igin ; “"“’2"""’l""'”}"""”“)/K = (n,1,n) olacak bigimde
nz

A (1
K,, = (0; (@)D" (%) , 00D simgeli normal altgrubu vardr.

3)i,j; A={123,..,n} kimesinin j # i olmak kosulu ile birer elemanlar1 olsun. p; ve

p; ‘nin her bir ortak n tam say1 béleni i¢in x # i,j ve t € A — {i, j} olmak iizere ;

(P1Pos e Py "pn)/K =~ (n,n,1) olacak bigimde
nz
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Ky, = (0; (@)™ (%)(1) , (%)(1), 0™ simgeli normal altgrubu vardir.
Ispat:

1)i,A=1{123,..,n}kiimesinin yalnizca bir elemani ve j € A — {i} olmak iizere ; p; nin
her n béleni igin H(pl,pz,---,m,---,pj,---npn) - C, = (1,n,n) devirli grubuna j # i olmak ve
her p; elemanini birim elemenla eslemek sartiyla bir homomorfizma tanimlanabilir. Bu
homomorfizmanin ¢ekirdeginin de H(p1.Pz.---.pi.---,Pj,---nPn) grubunun bir normal alt grubu

oldugu goriiliir. Bu grubun simgesi permiitasyon metodu ile

@
K, =(0; (pj)n, (%) ' , 00D seklinde bulunur.

2)j,A={1,23,..,n} kiimesinin yalnizca bir elemani ve i € A — {j} olmak iizere ; p;’nin

her n boleni igin H,, 5, y = Cp = (n,1,n) devirli grubuna j # i olmak ve

.,pi,...,pj,...,,pn
her p; elemanini birim elemanla eslemek sartiyla bir homomorfizma tanimlanabilir. Burada

edilecek normal alt grubun simgesi permiitasyon metodu ile

~ (1)
Kn, = (0; (p)", (%) , 00 seklinde bulunur.

3)i,j; A={1,23,...,n} kiimesinin j # i olmak kosulu ile birer elemanlar1 olsun. p; ve
pj‘nin her bir ortak n tam sayr bdleni i¢in x #1i,j ve t € A—{i,j} olmak iizere
; H(mmz,---,Pi,---,Pj,---»Pn) - C, = (n,n, 1) devirli grubuna, her p; ve p; elemanilarini birim
elemanla eslemek kosuluyla bir homomorfizma tanimlanabilir. Buradan da permiitasyon

A @ N EY)
metodu yardimiyla; K, = (0; (p)"™, (%) (%) , ™) simgeli normal alt grubun

elde edilecegi gortiliir.

Bundan sonra ifade edilen teoremlerin ispatlart dnceki teoremin ispati ile ayn1 tarzda

yapildigindan ayrica ispatlar1 yazilmayacakti.
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4.2. Teorem:

1) p; cift tamsay1 ve i sayis1 A = {1,2,3, ... ,n} elemanlarindan sadece bir tanesi olsun. i #
jvej € A — {i} olmak sartiyla p;‘nin her bir ortak n tam say1 béleni igin ;

Hep 0o i D jpoDn) Hecke grubunun t € A — {i, j} olmak sartiyla

H
D1sDos sl irerenDy) o
vz BemEprtn / L. =(2,n,2) = olmak ve p, elemanlarinin birim elemanla
ng

Pj

@ ) o
n) , (p)®, ™) simgeli bir normal

- pi\ (™
eslesmek kosuluyla O cinsli L, = (0; (;) ,(

alt grubu vardir.

2) pj cift tamsay1 ve j sayis1 A = {1,2,3, ... ,n} elemanlarindan sadece bir tanesi olsun.
[ #jvei€A—{j}olmak sartiyla p;‘nin her bir ortak n tam say1 béleni igin ;

Hepy g0 0 DjrvPr) Hecke grubunun t € A — {i, j} olmak sartiyla

(P1Pgs PP jresnP) / L= (n,2,2) olmak ve p; elemanlarinin birim elemanla eslesmek
ng

Pj

) ) o
2) ,(p)?™, 0™ simgeli bir normal alt grubu

kosuluyla O cinsli L,,, = (0; (pi)(Z) ,(

n

vardir.

3) p; ve pj cift tamsay1ve i # jve i,j € A ={1,2,3, ... ,n} elemanlarindan sadece birer

tanesi olsun. p; # p; ve p; # p; , p; elemanlarinin birim elemanla eslesmesi kosuluyla;

(P1P2s e DpeeDjreeonPy) /L ~ (2,2,n) olacak sekilde 0 cinsli
ng

) N
L, =(0; (ﬂ) (%) ,(p)?", @) simgeli bir normal alt grubu vardr.

4.3.Teorem: p; cift tamsay1 ve i sayis1 A = {1,2,3, ... ,n} elemanlarindan sadece bir tanesi

olsun. H (D1, PPy Hecke grubunun O cinsli alt gruplar agagida belirtilmistir.

1) 3j # i ve j € A olmak iizere ve t € A — {i, j} i¢in p, ‘lerin birim elemanla eslessin. 3 | p;
oldugu durumda H(p 1Dz, -wpy) Hecke grubunun homomorfjik gorintileri Ay,Sy,As

gruplart olurlar.
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1.1) A, = (2,3,3) liggen grubu i¢in yapilan eslemeler sonucunda

N (6) NC))
M; = (0; (%) (%) ,(p)2, o™ simgeli alt grup bulunur.

1.2) S, = (2,3,4) tiggen grubu i¢in yapilan eslemeler sonucunda

2 3

~ (12) ~ (8)
M, = (0; (p‘) (ﬂ) , (pp)?*, 0®) simgeli alt grup bulunur.

1.3) As = (2,3,5) tiggen grubu i¢in yapilan eslemeler sonucunda

A (30) ~ (20)
M; = (0; (%) (%) , (p1)8°, 0(12)) simgeli alt grup bulunur.

2)3j # ivej € A olmak iizere ve t € A — {i,j} i¢in p; ‘lerin birim elemanla eslessin. 4 | p;
oldugu durumda Hp, ». . 5 Hecke grubu icin S, = (2,4,3) grubuna bir homomorfizma

bj

(8) - - -
4) , (pe)?*, 0®) simgeli bir normal alt grup

(12)
tanimlama sonucunda M, = (0; (%) ,(

bulunur.

3)3j # ivej € Aolmak lizere ve t € A — {i,j} i¢in p, ‘lerin birim elemanla eslessin. 5 | p;
oldugu durumda Hp, ., 5y Hecke grubu igin A, = (2,5,3) grubuna bir homomorfizma

b

(12) . . .
5) ,(p)?°, 09 simgeli bir normal alt

A (30)
tanimlama sonucunda Mz = (0 ; (%) ,(

grup bulunur.

4.4 Teorem: pj cift tamsayi ve j sayis1 A = {1,2,3, ... ,n} elemanlarindan sadece bir tanesi
olsun.3j # ivej € Aolmakiizere ve t € A — {i, j} i¢in p; ‘ler birim elemanla eslessin. 3 | p;
oldugu durumda H(p L Dapy) Hecke grubunun homomorfjik goriintileri Ay, Sy, As

gruplart olurlar.
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1) A, = (3,2,3) liggen grubu i¢in yapilan eslemeler sonucunda

NOIPANG o
Mg = (0; (%) (;’) , (P2, 0@ simgeli alt grup bulunur.

2) S, = (3,2,4) tiggen grubu i¢in yapilan eslemeler sonucunda

(8 5 (12)
M, = (0; (%) (%) , (pp)?*, 0(®)) simgeli alt grup bulunur.

3) As = (3,2,5) iiggen grubu igin yapilan eslemeler sonucunda

N20) A (30)
Mg = (0; (%) (%) , (p1)8°, 0(12)) simgeli alt grup bulunur.

45 Teorem: A={123,..,n}, 3j #ivej € Aolmak iizere ve t € A — {i,j} i¢in p;‘ler

birim elemanla eslessin. 3 | p; oldugu durumda H(Pl.Pz.---.Pn) Hecke grubunun 0 cinsli alt

gruplar1 asagida belirtilmistir.

1)3|p; oldugu durumda H, p. 5 5 Hecke grubu igin A, = (3,3,2) grubuna bir

N N
homomorfizma tanimlama sonucunda My = (0 ; (%) , (%) , (P2, 0©) simgeli bir

normal alt grup bulunur.

2)4|p; oldugu durumda Hep 4, .y Hecke grubu igin S, = (3,4,2) grubuna bir

A (8) A (6)
homomorfizma tanimlama sonucunda M;, = (0; (%) ) (%) , (p)?%, 012 simgeli

bir normal alt grup bulunur.

4) 5|pj oldugu durumda Hp 4 . 5y Hecke grubu igin As = (3,5,2) grubuna bir

\(20) p(12)
homomorfizma tamimlama sonucunda  M;; = (0; (%) ) (p—sj) ,(pp)®0, 0030

simgeli bir normal alt grup bulunur.
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4.6.Teorem: A={123,..,n}, 3j #ivej € Aolmakiizere ve t € A — {i,j} i¢cin p;‘ler
birim elemanla eslessin. 4 | p; oldugu durumda H(Pl,Pz,---,Pn) Hecke grubunun 0 cinsli alt

gruplar1 asagida belirtilmistir.

1) pj ‘nin ¢ift oldugu durumlarda Hp, . . y Hecke grubu igin S, = (4,2,3) grubuna bir

homomorfizma tanimlama sonucunda ;

N (6) ~ (12)
M, = (0; (%) (%) , (pe)?%, 019 simgeli bir normal alt grup bulunur.

2) 3| p; oldugu durumlarda Hep 4, 5y Hecke grubu icin S, = (4,3,2) grubuna bir

homomorfizma tanimlama sonucunda;

 (6) 5 (8)
M5 = (0; (%) (%) , (p)?%, 012 simgeli bir normal alt grup bulunur.

47.Teorem: A={123,..,n}, 3j #ivej € Aolmakiizere vet € A — {i,j} i¢in p;‘ler
birim elemanla eslessin. 5 | p; oldugu durumda H(Pppz,---,Pn) Hecke grubunun 0 cinsli alt

gruplar1 asagida belirtilmistir.

1) p; ‘nin ¢ift oldugu durumlarda H(pl.pz,---.pn) Hecke grubu i¢in As = (5,2,3) grubuna bir

homomorfizma tanimlama sonucunda;

~ (12) 5 (30)
My, = (0; (%) (%) , (p)®°, 029 simgeli bir normal alt grup bulunur.

2) 3| p; oldugu durumlarda H, 5, oy Hecke grubu igin Ag = (5,3,2) grubuna bir

homomorfizma tanimlama sonucunda;

~ (12) ~ (20)
M;s = (0; (%) (%) ,(p)®°, 039 simgeli bir normal alt grup bulunur.
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Burada olabilecek biitiin durumlar incelenmis ve olusan biitiin normal alt gruplar tablodaki

gibi gosterilmistir.

Tablo 4.1: Genellestirilmis Hecke gruplarinda olas1 O cinsli normal altgruplar.

Normal Alt Grup Simgesi Béliim Grubu

(D) ~
Koy = 03 (p) (5) ) G = (L)

9
IR

P n,1,n
Kn, = (0; @™ () oo ™) G 1)

Kn, = 0; ()™, (%)(1) , (&)(1) ) Oo(n)) C,=(n,n1)

n

Ly, = (0; (%)(n),(#)m,(pt)m PRON D, = (2,n,2)
L, = (0; (%)(2),(%)(11),(2%)2” oo™ D, = (n,22)
Ln, = (0; (%)("),(%)("),(pt)m pREN D, = (2,2,n)
M, = (0; (%)(6) ’ (%)(4) ()2 00 @) A, =(233)
M, = (0 (% )(12), (%)(8),(%)24,00 ©) S, = (2,3,4)
My = (0 (%)(30)’(%)(20)’(%)60’00(12)) As = (2,3,5)
M, = (0 (%>(12)‘(%)(8)’(}9024’00(8)) S, =(243)
Mo = (0; (%)(30)’ %)(12)’(%)60’00(20)) As = (2,53)
=i (B)7 ()" o,y =G
M = (0 (%)(8)’ (%)(12)’(1%)24’ ®) S, = (3,2,4)
My = (0 (%)(zo) , (%)(30),(%)60’00(12)) As = (3,2,5)
My = (0; (%)u), (%)(4),(%)12’00(6)) Ay = (332)
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Tablo 4.1: (devam)

Normal Alt Grup Simgesi Béliim Grubu
M = (0 (%)m)’ (%)(6),(,%)24,00 o S, = (34,2)
My, = (0; (%)(20)’(%)(12) (), 00G0) As = (3,5,2)
M, = (0; (%)(6) ) (%)(12) ,(p)?*, 00019 Sa = (4,2,3)
M3 = (0; (%)(6) ,(%)(8), (py)?*, 00(12)) Sp = (432)
My, =(0; (%)(12),(%)(30): (pe)®°, 00290y 4s = (5,2.3)
Mis = (0; (%)(12),(%)(20): (pe)®°, 030) 4s = (53.2)

4.1 Ornek: H(33,4) genellestirilmis Hecke grubunun O cinsli indeksi sonlu olan alt

gruplariin simgelerini bulalim.

Oncelikle H(2,3’4) genellestirilmis Hecke grubunun grup sunusunu ve grup simgesini

yazalim. Grubumuzun sunusu;
Hiza) =< X1, X, X, | Xi=X3=X3=1> |

H(3,3,4) grubumuzun simgesi ise (0 ; 2,3,4, o) seklindedir.

1) Ilk olarak grubumuzda X; = I eslemesi yapildiginda olusan 0 cinsli sonlu indeksli alt
gruplarin simgeleri ve bolim gruplarinin simgeleri permiitasyon metodu yardimiyla

asagidaki tabloda bulunmustur.

31



Tablo 4.2: H (2,3,4) Genellestirilmis Hecke gruplarinda olasi 0 cinsli normal altgruplar.

Normal Alt Grup Simgesi Béliim Grubu
Ky = (0;2,3,4 ) I

K, = (0;2®,3®) 2 o) C, = (1,2,2)
Kz = (0;2®,40) o) C; = (3,1,3)

K, = (0;2%W, 3% o) C, = (1,4,4)

Ly = (0;20,20)  00B) D; = (3,2,2)
M; = (0; 2(12),2(6) 100(4)) A, = (3,2,3)
M, = (0; 2(24),2(12) ,00(6)) S, =(3,2,4)
M; = (0;2@3,00®) Sy = (3,4,2)
M, = (0; 2(60)’2(30) ,00(4)) As = (3,2,5)

2) lkinci olarak X, = I eslemesi yapildiginda olusan 0 cinsli sonlu indeksli alt gruplarin

simgeleri ve boliim gruplarinin simgeleri permiitasyon metodu yardimiyla asagidaki gibi

bulunmustur.
Tablo 4.2 (devam)
Normal Alt Grup Simgesi Boliim Grubu
Ks = (0;3®,4® o0) C, = (2,1,2)
Kg = (0;2®,3@), 2 o) C, = (1,2,2)
K;=(0;2 ,3®,0@) C, = (2,2,1)
Kg = (0;2®,3®, o0) C, = (1,4,4)
L, = (0;33M 200 2) D, = (2,2,n)
Ly = (0;3®  00®) D, = (2,4,2)
Mg = (0;339,00(®) Sy =(243)

3) X3 = I eslemesi yapildiginda olusan 0 cinsli sonlu indeksli alt gruplarin simgeleri ve

boliim gruplarinin simgeleri permiitasyon metodu yardimiyla agagidaki gibi bulunmustur.
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Tablo 4.2 (devam)

Normal Alt Grup Simgesi Boliim Grubu
Ky = (0;3@,4®@) o0) C, = (2,1,2)
Kip = (0;2®,4®) o0) C; = (1,3,3)

Ly = (0;4°,,00)) D; = (2,3,2)
Mg = (0;412),00(4) A, =(2,3,3)
M, = (0; 409  0(12)) As = (2,3,5)
Mg = (0;4% ,00(6)) S, = (2,3,4)

4) Son birim eleman eslemesi yapildiginda olusan 0 cinsli sonlu indeksli alt gruplarin

simgeleri ve boliim gruplarinin simgeleri permiitasyon metodu yardimiyla asagidaki gibi

bulunmustur.

Tablo 4.2 (devam)

Normal Alt Grup Simgesi Boliim Grubu
Ky = (0;3@,2,002)) C, = (2,1,2)
Ls = (0;2®),,0000)) D; = (2,3,2)
Mg = (0; 00%) Sy = (2,3,4)

4.2 Ornek: H(3 57,9y genellestirilmis Hecke grubunun O cinsli indeksi sonlu olan alt

gruplarinin simgelerini bulalim.

Oncelikle H(3’5,7,9) genellestirilmis Hecke grubunun sunusunu ve grup simgesini

yazalim.
H =< X, X, X, X, | X3=X3=X} =X, =1
(3,579 =< X1, X, X3, X, [ Xi=X;=X5=X4=1>

H357.9) grubumuzun simgesi (0; 3,5,7,9, ) seklindedir.
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Ureteglerimizi ikiserli olarak birim elemanla esleme yaptigimizda olusan 0 cinsli
sonlu indeksli alt gruplarin simgeleri ve boliim gruplarinin simgeleri permiitasyon metodu

yardimiyla asagidaki gibi bulunmustur.

Tablo 4.3: H (3,5,7,9) Genellestirilmis Hecke gruplarinda olasi 0 cinsli normal altgruplar.

Normal Alt Grup Simgesi Boliim Grubu Birim Elemanla Esleme

yapilan Uretecler

K, = (0;3,5,7,9, ) I
K, = (0;5®,73),3  00®) C; = (3,3,1) X,=1,X;=
Ky = (0;53,73),93) o ) C; = (3,1,3) X,=1,X;=
K, =(0;3®,53),73,3,00 ) C; = (1,3,3) X,=1,X;=
Ks = (0;3®,7,95 00 ) Cs = (5,1,5) X, =1,X;=
K¢ = (0;37,5(7,97, 00 ) C, = (7,1,7) X, =1,X,=
K, = (0;3®,59,79 () Cy = (1,9,9) X, =1,X,=
M; = (0;502),702) 34 50(6)) A, = (3,3,2) X,=1,X5=

M, = (0;3069,7(60) 320 B0y A, = (5,3,2) X, =1,X;=

M; = (0;7©9),9(60) 530 As = (3,5,2) X;=1,X,=

Burada farkli ikiserli iireteclerin ikiserli olarak birim elemanla eslemesi sonucunda olusan
normal alt gruplarin simgeleri ayni ¢ikabildigi durumlar goriilmiistiir. O durumlardan sadece

bir tanesi tabloya yansitilmistir.

Ornegin; X, =1,X; =1 eslemesi ve X; = 1,X, = I eslemesi yapildiginda H(3’5’7’9)

genellestirilmis Hecke grubumuzdan C; = (3,1,3) boliim grubuna bir homomorfizma
tanmimlanabilir. Bu iki durumda da olusacak normal alt grubun simgesi

K3 = (0;5®,73),9® o0 ) olarak bulunmustur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu kisimda tezimizde buldugumuz sonuglari belirterek ileriki zamanlar da yapilacak
calismalar i¢in 6nerilerde bulunulacaktir.

Tezimizin {i¢ilincli boliimiinde genellestirilmis ve genisletilmis Hecke gruplarinda sonlu
mertebeli elemanlarin konjuge sayilarini hesapladik ve bununla ilgili genel bir formiil
gelistirdik.

Tezimizin dordiincii boliimiinde genellestirilmis Hecke gruplarinin cinsi 0 olan sonlu
indeksli alt gruplar ile ilgili teoremler verildi ve bu alt gruplarin simgeleri permiitasyon

metodu yardimiyla bulundu.

lleriki zamanlarda yapilabilecek calismalar genellestirilmis ve genisletilmis Hecke
gruplarinin kuvvet alt gruplarinin komiitatorleri {izerine yapilabilir, ayrica yine bu gruplarin

denklik alt gruplar1 ve temel denklik alt gruplar1 da ¢alisilabilir.
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