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Tez çalışmamızda genelleştirilmiş ve genelleştirilmiş genişletilmiş Hecke grupları 

incelenmiştir. Çalışmamız beş bölümden oluşmuştur. 

Tezin birinci kısmında genelleştirilmiş ve genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grupları 

açıklanmıştır. 

Tezin ikinci kısmında tezde kullanılan tanımlara, teoremlere, kavramlara, açıklamalara yer 

verilmiştir. 

Tezin üçüncü kısmında, genelleştirilmiş ve genişletilmiş Hecke gruplarındaki sonlu dereceli 

elemanların eşlenik sınıflarını içeren bir teorem bulunmuş ve bu eşlenik sınıfların 

temsilcileri örneklerle incelenmiştir. 

Tezin dördüncü kısmında genelleştirilmiş Hecke gruplarının cinsi sıfır olan normal alt 

grupları incelenmiş ve örnekler verilmiştir. 

Tezin beşinci kısmında, bulunan sonuçlara yer verilmiş ve yapılacak çalışmalara yönelik 

önerilerde bulunulmuştur. 
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In the third part of the thesis, a theorem containing the conjugate classes of the finite order 
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1. GİRİŞ 

Bu bölümde çalışmamın içerisinde yer alan bölümler tanıtılacaktır. 

 

Hecke grupları Eric Hecke’nin [1] nolu çalışması ile literatüre kazandırılmıştır. 𝜆 pozitif bir 

sabit sayı olmak koşuluyla; 

𝑇(𝑧) = −
1

𝑧
      𝑣𝑒       𝑆(𝑧) = −

1

𝑧 + 𝜆
 

dönüşümleri kullanılarak Hecke grupları elde edilmiştir. 

 

𝜆 = 𝜆𝑞 = 2 cos (
𝜋

𝑞
) 

eşitliği 𝜆 ≥ 2 veya 𝑞 ≥ 3 olması halinde Hecke Grubunun Fuchsian olduğu gösterilmiştir. 

[1 ] Bu gruplar hakkında  Cangül , Şahin, Koruoğlu, Yılmaz, Bizim, İkikardeş’in çalışmaları 

mevcuttur. [2-5] 

 

p ve q tamsayı olmak üzere 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞  , 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞ ve 𝑝 + 𝑞 > 4 koşulları altında 

𝑋(𝑧) = −
1

𝑧 − 𝜆𝑝
 𝑣𝑒 𝑉(𝑧) = 𝑧 + 𝜆𝑝 + 𝜆𝑞 

dönüşümleri yardımıyla Genel Hecke Grupları elde edilmiştir. Bu gruplar [6] nolu çalışmada 

Lehner ve Newman tarafından incelenmiştir. 𝐻𝑝,𝑞 şeklinde gösterilen Genel Hecke 

Gruplarında 𝑌(𝑧) = 𝑋(𝑧). 𝑉(𝑧) dönüşümü uygulanırsa bu grupların sunuşları; 

 

𝐻𝑝,𝑞 =< 𝑋, 𝑌 | 𝑋𝑝 = 𝑌𝑞 = 𝐼 > ≅  𝑍𝑝 ∗  𝑍𝑞 

şeklinde oluşur. Bu Genel Hecke Grupları [7] nolu çalışmada Demir tarafından 

incelenmiştir.  

 

Huang [8] nolu çalışmada Genelleştirilmiş Hecke gruplarını tanıtmış ve bu grupları 

H(p1,p2,   ...   ,pn)  şeklinde göstermiştir. Bu gruplarla ilgili çalışmalara [8-9] nolu çalışmalarda 

ulaşılabilir. 

 

Hecke gruplarına; 

𝑅(𝑧) =
1

𝑧̅
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antiotomorfizmasının eklenmesiyle genişletilmiş Hecke grupları oluşturulmuştur. Bu 

grupları Bizim ve Şahin [10] nolu çalışmasında tanıtmıştır.  

Genelleştirilmiş Hecke gruplarına da; 

𝑅(𝑧) =
1

𝑧̅
 

antiotomorfizmasının eklenmesiyle de genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grupları 

oluşmuştur.[8]  

 

Tezin ikinci bölümünde bu çalışmada bahsedilen kavramlara, teoremlere ve açıklamalara 

yer verilmiştir. 

 

Tezin üçüncü kısmında genişletilmiş ve genelleştirilmiş Hecke gruplarında sonlu mertebeli 

elemanların konjuge sınıfları incelenmiştir. 

 

Tezin dördüncü bmlümünde genelleştirilmiş Hecke gruplarının sıfır cinsli normal altgrupları 

incelenmiştir. 

 

Tezin beşinci bölümünde ise bulunan sonuçlar özetlenmiş ve daha sonra yapılacak 

çalışmalar için önerilerde bulunulmuştur. 
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2. ÖN BİLGİLER 

Tez çalışmamızın içerisinde yardımcı olacak tanımlar, teoremler ve açıklamalar bu bölümde 

anlatılacaktır. 

 

2.1 Möbiüs Dönüşümleri 

 

Tanım 2.1.1:  Bir z kompleks değişkeni için 𝑚, 𝑛, 𝑘, 𝑡, ∈ ℂ , 𝑚𝑡 − 𝑘𝑛 ≠ 0  koşulları altında 

bir Möbiüs Dönüşümü ;  

𝑓(𝑧) =
𝑚𝑧 + 𝑛

𝑘𝑧 + 𝑡
                                                                                                                               (2.1) 

şeklinde tanımlanır. Bu dönüşümün kümesi 𝐴𝑢𝑡(ℂ∞) şeklinde gösterime sahiptir.[11] 

 

Teorem 2.1.1 :  Möbiüs Dönüşümler kümesi fonksiyonların bileşke işlemine göre bir grup 

belirtir.[11] 

 

Tanım 2.1.2:    𝑚, 𝑛, 𝑘, 𝑡, ∈ ℂ , Δ = 𝑚𝑡 − 𝑘𝑛 ≠ 0   koşulları altında (
𝑚 𝑛
𝑘 𝑡

) şeklindeki 2x2 

matrislerinin kümesine ℂ üzerinde genel lineer grup denir ve 𝐺𝐿(2, ℂ) ile gösterilir.[11] 

 

Tanım 2.1.3:  Möbiüs dönüşümlerinin bir alt grubu olan gerçek sayılar üzerinde tanımlı 

projektif özel lineer grup ; 

𝑃𝑆𝐿(2, ℝ) = {
𝑚𝑧 + 𝑛

𝑘𝑧 + 𝑡
  |  𝑚, 𝑛, 𝑘, 𝑡 ∈  ℝ ,   𝑚𝑡 − 𝑘𝑛 = 1 }  

şeklinde gösterilir.  

 

Tanım 2.1.4:   Gerçek katsayılı antiotomorfizmalardan oluşan küme de  

𝐺∗ = {
𝑚𝑧̅ + 𝑛

𝑘𝑧̅ + 𝑡
  |  𝑚, 𝑛, 𝑘, 𝑡 ∈  ℝ ,   𝑚𝑡 − 𝑘𝑛 = −1 } 
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şeklinde ifade edilebilir. [12] 

 

Teorem 2.1.2:  𝜗: 𝐺𝐿(2, ℂ) →  𝐴𝑢𝑡(ℂ∞)  olacak şekilde  

(
𝑚 𝑛
𝑘 𝑡

) →
𝑚𝑧 + 𝑛

𝑘𝑧 + 𝑡
 

Bir epimorfizma dönüşümü tanımlanabilir.[7] 

 

Teorem 2.1.2:  𝐴𝑢𝑡(ℂ∞) ≅ 𝑃𝐺𝐿(2, ℂ) ≅ 𝑃𝑆𝐿(2, ℂ)   yazılabilir. 

Teorem 2.1.2:  𝐺 = 𝑃𝑆𝐿(2, ℂ)  ∪ 𝐺∗  kümesi fonksiyonların bileşke işlemi altında bir 

gruptur.  [12] 

 

2.2 Fuchsian Grubu 

 

Tanım 2.2.1:    𝑃𝑆𝐿(2, ℝ) grubunun her bir ayrık alt grubu Fuchsian gruptur.  

Tanım 2.2.1:    Bir Fuchsian grubunun ;  

Hiperbolik üreteçlerini    𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, … , 𝑎𝑔, 𝑏𝑔   

Eliptik üreteçlerini          𝑥1, 𝑥2, …  , 𝑥𝑟 

Parabolik üreteçlerini   𝑝1, 𝑝2, …  , 𝑝𝑡 

Hiperbolik sınır elemanlarını  ℎ1, ℎ2, …  , ℎ𝑢 

üreteçleri yukarıdakiler gibi verildiğinde bu üreteçler için; 

𝑥𝑗
𝑚𝑗 = ∏[𝑎𝑖 , 𝑏𝑖]

𝑔

𝑖=1

∏ 𝑥𝑗 ∏ 𝑝𝑘 ∏ ℎ𝑙 = 1                                                                            (2.2)

𝑢

𝑙=1

𝑡

𝑘=1

𝑟

𝑗=1

 

bağıntıları sağlanıyorsa bu Γ Fuchsian grubunun simgesi  

 (𝑔; 𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑟; 𝑡; 𝑢) 

olarak gösterilir.[13] 
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Lemma 2.1.1:  Bir Fuchsian grubun her alt grubuda bir Fuchsian gruptur. 

 

2.3 Riemann – Hurwitz Formülü 

Tanım 2.3.1:     (𝑔; 𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑟; 𝑡; 𝑢) simgesine sahip bir Γ Fuchsian grubunun temel 

bölgesinin hiperbolik alanı 2𝜋𝜇(Γ) olarak verilsin. Bu durumda  

𝜇(Γ) = 2g − 2 + ∑ ( 1 −
1

𝑚𝑖
) + 𝑡 + 𝑢                                                                                  (2.3)

𝑟

𝑖=1

 

eşitliği yazılır. Buradan Γ Fuchsian grubunun cinsini veren g sayısı hesaplanabilir.  

Γ𝜆 , Γ grubunun sonlu indeksli bir alt grubu olarak verilsin. Bu durumda  

 |Γ Γ𝜆
⁄ | =

𝜇(Γ)

𝜇(Γ𝜆)
                                                                                                                               (2.4) 

eşitliği yazılabilir ve bu eşitliğe Riemann – Hurwitz Formülü denir.[9] 

 

2.4 Hecke Grubu 

Eric Hecke 1936 yılında [1] numaralı çalışmasında Hecke gruplarını tanıtmıştır. 

Tanım 2.4.1 : Sabit ve pozitif bir 𝜆 reel sayısı için ; 

𝑇(𝑧) = −
1

𝑧
     𝑣𝑒    𝑈(𝑧) = 𝑧 + 𝜆 

lineer dönüşümlerle oluşan bu gruplara Hecke grupları denir ve 𝐻(𝜆) ile gösterilir. Bu 

üreteçler sayesinde 

(𝑇𝑜𝑈)(𝑧) = 𝑆(𝑧) = −
1

𝑧 + 𝜆
 

dönüşümüne ulaşılabilir.  

Burada T üreteci 2 mertebeli eliptik bir elemandır. Eğer 𝜆𝑞 = 2𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑞
  alınırsa S üreteci de 𝑞 

mertebeli eliptik bir eleman olur. 

 

Teorem 2.4.1: 𝜆 ≥ 2 bir reel sayı veya 𝑞, 2 den büyük bir tam sayı olmak üzere ;  
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𝜆 = 𝜆𝑞 = 2𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑞
  biçiminde tanımlandığında 𝐻(𝜆) bir Fuchsian grup olur. 

Teorem 2.4.2 :   𝐻(𝜆𝑞) Hecke grubunun sunuşu ;  

𝐻(𝜆𝑞) =< 𝑇, 𝑆 | 𝑇2 = 𝑆𝑞 = 𝐼 > ≅  𝑍2 ∗  𝑍𝑞 

biçimindedir. 

 Açıkca görüldüğü gibi bu grup mertebesi 2 ve mertebesi 𝑞 olan iki sonlu devirli grubun 

serbest çarpımına izomorftur. Bu grubun simgesi (0; 2, 𝑞, ∞) ‘ dur. 

 

Teorem 2.4.2 : [3]  𝜆 ≥ 2 reel sayısı için 𝐻(𝜆) Hecke grubunun sunuşu ;  

 𝐻(𝜆) =< 𝑇, 𝑆 | 𝑇2 = 𝑆∞ = 𝐼 > ≅  𝑍2 𝑥 𝑍 

biçimindedir.[2]  

Açıkca görüldüğü gibi bu grup  mertebesi 2 ve mertebesi sonsuz iki devirli grubun serbest 

çarpımına izomorftur. Bu grubun simgesi (0; 2, ∞, ∞) ‘ dur. 

 

2.5 Genişletilmiş Hecke Grubu 

Tanım 2.5.1 : [14] 𝑅(𝑧) =
1

𝑧̅
  üretecinin Hecke gruplarına eklenmesiyle elde edilen bu 

gruplara genişletilmiş Hecke grupları denir ve 𝜆 saysının aldığı değerlere göre 𝐻̅(𝜆) veya 

𝐻̅(𝜆𝑞) ile gösterilir. 

R dönüşümü ile T ve S üreteçleri arasında bağıntılar incelenirse; 

   𝑇𝑅 = 𝑅𝑇 

ve 

   𝑆𝑅 = 𝑅𝑆𝑞−1 

bağıntıları bulunur.      

 

Teoremi 2.5.2 : :   𝐻̅(𝜆𝑞) Hecke grubunun sunuşu ;  

𝐻̅(𝜆𝑞) =< 𝑇, 𝑆, 𝑅 | 𝑇2 = 𝑆𝑞 = 𝑅2 = (𝑇𝑅)2 = (𝑆𝑅)2 = 𝐼 > ≅  𝐷2 ∗𝑍2
 𝐷𝑞 
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biçimindedir.  

Açıkca görüldüğü gibi bu grup mertebesi 2 ve mertebesi 𝑞 olan iki dihedral devirli grubun 

mertebesi 2 olan devirli grup altındaki birleştirilmiş serbest çarpımına izomorftur. 

 

Teoremi 2.5.2 : :   𝐻̅(𝜆) Hecke grubu ;  

 𝐻(𝜆) =< 𝑇, 𝑆, 𝑅 | 𝑇2 = 𝑆∞ = 𝑅2 = (𝑇𝑅)2 = (𝑆𝑅)2 = 𝐼 > ≅  𝐷2 ∗𝑍2
 𝐷∞ 

biçimindedir.  

Açıkca görüldüğü gibi bu grup  mertebesi 2 ve mertebesi sonsuz olan iki dihedral devirli 

grubun mertebesi 2 olan devirli grup altındaki birleştirilmiş serbest çarpımına izomorftur. 

 

2.6 Genel Hecke Grubu 

Lehner ve Newman tarafından 1965 yılında Genel Hecke grupları literatüre katılmıştır.[14]  

Tanım 2.6.1 : 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞  ,   𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞   ve  𝑝 + 𝑞 > 4 koşullarını sağlayan p ve q tam 

sayıları için;  

𝑋(𝑧) = −
1

𝑧 − 𝜆𝑝
       𝑣𝑒         𝑉(𝑧) = 𝑧 + 𝜆𝑝 + 𝜆𝑞                                                                   (2.5) 

dönüşümleri ile elde edilen gruplara Genel Hecke grupları denir ve 𝐻𝑝,𝑞 şeklimde 

gösterilir. 

Genel Hecke gruplarında 𝑋(𝑧) ve 𝑉(𝑧) üreteçleri arasında  

     𝑌(𝑧) = 𝑋𝑉(𝑧) = −
1

𝑧+𝜆𝑞
 

dönüşü elde edilir. 

 

Teorem 2.6.1 : 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞   ve  𝑝 + 𝑞 > 4 koşullarını sağlayan p ve q tam sayıları 

için Genel Hecke gruplarının sunuşu; 

𝐻𝑝,𝑞 =< 𝑋, 𝑌 | 𝑋𝑝 = 𝑌𝑞 = 𝐼 > ≅  𝑍𝑝 𝑥 𝑍𝑞 

şeklindedir. Bu grupların simgesi de (0; 𝑝, 𝑞, ∞) şeklinde gösterilir. 
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Burada görüldüğü gibi 𝐻𝑝,𝑞 grubu mertebesi 𝑝 ve 𝑞 olan iki devirli grubun serbest 

çarpımına izomorftur. 

 

2.7 Genişletilmiş Genel Hecke Grubu 

Tanım 2.7.1 : 𝑅(𝑧) =
1

𝑧̅
  anti otomorfizmasının Gene Hecke gruplarına eklenmesiyle 

oluşan bu yeni gruplara genişletilmiş genel Hecke grupları denir ve 𝐻̅𝑝,𝑞 şeklimde 

gösterilir. 

Teorem 2.7.1 :  𝐻̅𝑝,𝑞  genişletilmiş genel Hecke grubunun sunuşu; 

 𝐻̅𝑝,𝑞 =< 𝑋, 𝑌, 𝑅 | 𝑋𝑝 = 𝑌𝑞 = 𝑅2 = (𝑋𝑅)2 = (𝑌𝑅)2 = 𝐼 > ≅  𝐷𝑝 ∗𝑍2
 𝐷𝑞 

Açıkca görüldüğü gibi bu grup mertebesi 𝑝 ve mertebesi 𝑞 iki dihedral devirli grubun 

mertebesi 2 olan devirli grup altında birleştirilmiş serbest çarpımına izomorftur.[7] 

 

2.8 Genelleştirilmiş Hecke Grubu 

Tanım 2.8.1 : 𝑝1, 𝑝2, . . .  , 𝑝𝑛 birer tamsayı ve ∀ 𝑝𝑡 ≥ 2  koşulu altında 𝑛 ≥ 2 olsun.  

𝜆𝑡 = 2 cos (
𝜋

𝑝𝑡
)  , 𝑝𝑡 ≥ 2 koşulları altında ;  

𝑋𝑖(𝑧) = −
1

𝑧 + 𝜆𝑖
       𝑣𝑒         𝑋𝑗(𝑧) = −

1

𝑧 − 𝜆𝑗
                                                                      (2.6) 

dönüşümleri ile genelleştirilmiş Hecke grupları oluşturulur. Bu genelleştirilmiş Hecke 

grupları 𝐻(𝑝1,𝑝2,   ...   ,𝑝𝑛)  ile gösterilir. [18] 

 

2.9 Permütasyon Metodu 

 Singerman permütasyon metodu ile ilgili çalışmalarını [13 ] nolu çalışmasında 

tanıtarak bu yöntem sayesinde bir Fuchsian grubunda indeksi sonlu olan normal alt 

grupların simgelerinin bulunabileceğini açıklamıştır. 

Teorem 2.9.1: Bir Γ Fuchsian grubunun simgesi (𝑔; 𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑟; 𝑡; 𝑢) olmak 

üzere  Γ grubunun N indeksli ve  
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(𝑔′;  𝑛11, 𝑛12, … , 𝑛1𝑝1,, … , 𝑛𝑟1, 𝑛𝑟2, … , 𝑛𝑟𝑝𝑟, ; 𝑠′; 𝑡′) 

simgesine sahip bir Γ1 alt grup olabilmesi için gerekli ve yeterli şart aşağıdaki şartların 

gerçekleşmesidir. 

 

1)  Γ grubundan N nokta üzerinde geçişli bir permütasyon grubu olan G grubuna tanımlı 

𝜃: Γ → 𝐺 epimorfizması aşağıda verilen koşulları sağlar. 

 a) 𝜃(𝑥𝑖) permütasyon, uzunluğu 𝑚𝑗 ‘den kısa verilen 𝑝𝑗 devirden oluşur. Ayrıca bu 

devirlerin uzunluğu ;  

     
𝑚𝑗

𝑛𝑗1

 ,
𝑚𝑗

𝑛𝑗2

, … ,
𝑚𝑗

𝑛𝑗𝑝𝑗

     

şeklinde olur. 

 b) 𝜃(𝜓) permütasyonundaki devirlerin sayısı 𝛿(𝜓) olmak üzere; 

𝒔′ = ∑ 𝛿(𝑝𝑘 )        ;      𝑡′ = ∑ ℎ1

𝑡

𝑘=1

  

𝒔

𝒌=𝟏

 

eşitlikleri yazılır. 

 

2)  2𝜋𝜇(Γ)  hiperbolik alan olmak şartıyla ; 

     
𝜇(Γ)

𝜇(Γ1)
= 𝑁 

eşitliği yazılır. [13] 

 

2.9.1 Sonuç  : Γ ; (𝑔; 𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑘) simgeli bir Fuschsian grup olsun ve Γ1 , Γ ‘ nın N 

indeksli bir normal alt grubu olarak verilsin. 𝑥ℎ   (ℎ = 1,2, … , 𝑘) üreteçlerinin bölüm 

grubunda oluşan mertebe değerleri 𝑑ℎ olmak üzere Γ1 grubu;    

( 𝑔′; (
𝑚1

𝑑1
)

𝑁
𝑑1

⁄

 , (
𝑚2

𝑑2
)

𝑁
𝑑2

⁄

, … , (
𝑚𝑘

𝑑𝑘
)

𝑁
𝑑𝑘

⁄

 )  

biçimde simgeye sahiptir. 
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Buradaki 𝑔′ sayısı Riemann-Hurwitz formülü ile hesaplanır. 

2.10 Çarpım Grupları 

𝐶 ve 𝐷 iki grup olmak üzere direkt çarpım 𝐶 𝑥 𝐷 ile gösterilir. 

Teorem 2.10.1:  𝐶 ve 𝐷 gruplarının sunuşları; 

 𝐶 = { 𝑋1|𝑀1} ve 𝐷 = { 𝑋2|𝑀2} 

şeklinde verilsin. Bu iki grubun direkt çarpımı olan grup sunuş gösterimi; 

    𝐶 𝑥 𝐷 = {𝑋1 , 𝑋2 |𝑀1 , 𝑀2 , 𝑀3} 

şeklindedir.  Burada 𝑀3 = {𝑐𝑑𝑐−1𝑑−1 ∶ 𝑐 ∈  𝑋1 𝑣𝑒 𝑑 ∈  𝑋2} şeklinde tanımlanır.[15] 

 

Teorem 2.10.2: :  𝐶 ve 𝐷 gruplarının sunuşları; 

 𝐶 = { 𝑋1|𝑀1} ve 𝐷 = { 𝑋2|𝑀2} 

şeklinde verilsin. Bu iki grubun serbest çarpımı olan grup sunuş gösterimi; 

    𝐶 ∗  𝐷 = {𝑋1 , 𝑋2 |𝑀1 , 𝑀2 } 

şeklindedir. [15] 

 

𝐶 ve 𝐷 iki grup olmak üzere 𝐸 ≤ 𝐷  alt grubu verilsin. 𝜃 ∶ 𝐸 → 𝐷 monomorfizması 

tanımlansın.  

Teorem 2.10.3: 𝐶 ve 𝐷 gruplarının sunuşları; 

 𝐶 = { 𝑋1|𝑀1} ve 𝐷 = { 𝑋2|𝑀2} 

şeklinde verilsin. 𝐶 ve 𝐷 gruplarının E alt grubu yardımıyla tanımlanan birleştirilmiş 

serbest çarpım grubu 𝐶 ∗𝑒 𝐷 ile gösterilir. Bu çarpım; 

𝐶 ∗𝑒 𝐷 =  {𝑋1 , 𝑋2 |𝑀1 , 𝑀2 , 𝑀3} 

şeklinde tanımlanır. Burada yer alan 𝑀3 kümesi de ; 

𝑀3 = { 𝜃(𝑥)𝑥−1 |𝑥, 𝐸 𝑎𝑙𝑡𝑔𝑟𝑢𝑏𝑢𝑛𝑢𝑛 ü𝑟𝑒𝑡𝑒𝑐𝑖} 

biçiminde tanımlanır. [15-16] 
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2.11. Sonlu Mertebeli Üçgen Grupları 

Teorem.2.11.1 : (𝑝, 𝑞, 𝑟) bir üçgen grup olmak üzere ; 

1

𝑝
+

1

𝑞
+

1

𝑟
> 1 

koşulunu sağlayan gruplar sonlu mertebeli gruplardır.[17] 

 

Bu bölümde çalışmamızın bir bölümünde geçecek olan bazı sonlu üçgen grupları tanıtılacak 

ve grup sunuşları verilecektir. 

a) 𝑪𝒏 Devirli Gruplar 

Sonlu mertebeli olan ve bir tek eleman ile üretilen bu gruplar 𝑪𝒏 ile gösterilir. Bu gruplar; 

     𝐶𝑛 =< 𝑎| 𝑎𝑛 = 𝐼 > 

biçiminde grup sunuşlarına sahiptir. 

Devirli grupların üçgen gösterimleri 𝑛 ∈ 𝑁 için; 

    (1, 𝑛, 𝑛), (𝑛, 1, 𝑛), (𝑛, 𝑛, 1) 

biçimine sahiptir. 

 

b) 𝑫𝒏 Dihedral Gruplar 

Mertebesi 2 olan ve mertebesi n olan iki eleman tarafından üretilen bu sonlu üçgen grupları 

𝐷𝑛 ile gösterilir. Dihedrall gruplar düzgün n- genlerin simetri gruplarıdır. Bu grupların 

sunuşları ;  

𝐷𝑛 =< 𝑎, 𝑏| 𝑎𝑛 = 𝑏2 = (𝑎𝑏)2 = 𝐼 > ≅ (𝑛, 2,2) 

𝐷𝑛 =< 𝑎, 𝑏| 𝑎2 = 𝑏𝑛 = (𝑎𝑏)2 = 𝐼 > ≅ (2, 𝑛, 2) 

𝐷𝑛 =< 𝑎, 𝑏| 𝑎2 = 𝑏2 = (𝑎𝑏)𝑛 = 𝐼 > ≅ (2,2, 𝑛) 

şeklindedir. 𝐷𝑛 gruplarının mertebesi 2𝑛 ‘ dir. 
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c) Simetrik ve Alterne Gruplar 

Sonlu ve eleman sayısı n olan bir kümenin tüm permütasyonlarını içeren küme 

fonksiyonların bileşke işlemi altında bir grup belirtir. Bu grup simetrik grup olarak 

isimlendirilir. Simetrik gruplar 𝑆𝑛 şeklinde gösterime sahip olup mertebeleri 𝑛! ‘ dir. 

Çift permütasyonların kümesi de kendi içlerinde bir grup oluştururlar ve bu gruplara da 

alterne grup denir. Alterne gruplar 𝐴𝑛 ile gösterilir ve mertebeleri  
𝑛!

2
 ‘dir. 

Şimdi de çalışmamızda yer alan bazı simetrik ve alterne grupların sunuşlarını verelim. 

𝐴4 =< 𝑥, 𝑦| 𝑥2 = 𝑦3 = (𝑥𝑦)3 = 𝐼 > ≅ (2,3,3) ≅ (3,2,3) ≅ (3,3,2) 

𝑆4 =< 𝑥, 𝑦| 𝑥3 = 𝑦2 = (𝑥𝑦)3 = 𝐼 > ≅ (3,2,4) ≅ (2,3,4) ≅ (4,3,2) ≅ (2,4,3) ≅

(4,2,3) ≅ (3,4,2) 

𝐴5 =< 𝑥, 𝑦| 𝑥3 = 𝑦2 = (𝑥𝑦)5 = 𝐼 > ≅ (3,2,5) ≅ (3,5,2) ≅ (2,5,3) ≅ (2,3,5) ≅ (5,2,3) 

≅ (5,3,2) 

Hecke gruplarının üçgen gösterimi (2, 𝑞, ∞) iken genel hecke gruplarının gösterimi ise 

(𝑝, 𝑞, ∞) şeklindedir. 

  

2.12. Konjuge Sınıfları 

𝑥, 𝑦 bir 𝐺 grubunun iki elemanı olmak üzere 𝑥 = 𝑧𝑦𝑧−1 eşitliğini sağlayan bir 𝑧 ∈ 𝐺 varsa 

x ve y elemanlarına birbirlerine konjuge elemanlar denir. 

Konjuge olma bir denklik bağıntısıdır. Bu bağıntıdan meydana getirdiği her bir denklik 

sınıfına ise konjuge sınıfları denir. Bu konjuge sınıflarını belirlemek çalışılan grubun daha 

iyi bilinmesi için önemlidir. 
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3. GENİŞLETİLMİŞ VE GENELLEŞTİRİLMİŞ HECKE GRUBUNDA 

MERTEBESİ SONLU OLAN ELEMANLARIN KONJUGE SINIFLARI 

 

Bu bölümde 𝐻̅(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) genişletilmiş ve genelleştirilmiş Hecke gruplarında sonlu 

mertebeli elemanların konjuge sınıflarının sayısını hesaplayacağız.[7] nolu çalışmada Demir 

tarafından 𝐻̅(𝑝,𝑞) gruplarının sonlu mertebeli elemanların konjuge sınıfları incelenmiştir. 

Çalışmamızda konjuge sınıflarının sayısını içeren teoremi vermeden önce ispatımıza bize 

yardımcı olacak iki lemmayı ifade ederek başlayalım. 

 

3.1 Lemma  : Genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke gruplarında;  

  𝑋𝑖
𝑡𝑖𝑅 = 𝑅𝑋𝑖

𝑝𝑖−𝑡𝑖     ve (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) 

eşitliği 1 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 𝑝𝑖 − 1 olmak üzere yazılabilir. 

 

İspat:  Genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grubunun; 

𝐻̅(𝑝1,𝑝2,   …  ,𝑝𝑛) =< 𝑋𝑖 , 𝑅 | 𝑋
𝑖

𝑝𝑖 = 𝑅2 = (𝑋𝑖𝑅)2 = 𝐼 , 𝑋𝑖𝑅 = 𝑅𝑋
𝑖

𝑝𝑖−1
, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 >  

grup sunuşu verildiğinde sonda yer alan bağıntılar yardımıyla 

 𝑋𝑖
𝑡𝑖𝑅 = 𝑅𝑋𝑖

𝑝𝑖−𝑡𝑖 

eşitliği elde edilebilir. 

 

3.2 Lemma:  𝐻̅(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke gruplarında; 

1 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 𝑝𝑖 − 1 olmak koşuluyla aşağıda yazılan önermeler doğrudur. 

1) 𝑝𝑖 çift ve 𝑡𝑖 tek tamsayı olduğunda 𝑋𝑖
𝑡𝑖𝑅~𝑋𝑖𝑅 olur . Diğer aksi durumlarda 𝑋𝑖

𝑡𝑖𝑅~𝑅 

olur. 
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2) 1 ≤ 𝑢𝑖 ≤
𝑝𝑖−1

2
   olmak şartıyla 𝑋𝑖

𝑢𝑖~𝑋𝑖
𝑝𝑖−𝑢𝑖   olur. 

İspat: 

1)  𝑝𝑖 çift ve 𝑡𝑖 tek bir tamsayı olarak verilsin. 

𝑤𝑖 =
𝑝𝑖𝑘𝑖+𝑡𝑖+1

2
  olmak üzere 𝑘𝑖 sayısı 𝑤𝑖 değerini tamsayı yapan özel bir tamsayı olsun. 

Lemma 1 de yer alan eşitlikleri kullarak;  

(𝑋𝑖
𝑤𝑖𝑅)(𝑋𝑖

𝑡𝑖𝑅)(𝑋𝑖
𝑤𝑖𝑅)

−1
= 𝑋𝑖

𝑤𝑖𝑅. 𝑋𝑖
𝑡𝑖𝑅. 𝑅𝑋𝑖

𝑝𝑖−𝑤𝑖 

            = 𝑋𝑖

𝑤𝑖+𝑝𝑖−𝑡𝑖−𝑝𝑖+𝑤𝑖 . 𝑅 

= 𝑋𝑖
2𝑤𝑖−𝑡𝑖 . 𝑅 

           = 𝑋
𝑖

2(
𝑝𝑖𝑘𝑖+𝑡𝑖+1

2
)−𝑡𝑖

. 𝑅 

= 𝑋
𝑖

𝑝𝑖𝑘𝑖+1
. 𝑅 

    = (𝑋
𝑖

𝑝𝑖)𝑘𝑖+1. 𝑅 

    = (𝑋
𝑖

𝑝𝑖)𝑘𝑖 . 𝑋𝑖 . 𝑅 

       = 𝐼. 𝑋𝑖 . 𝑅 = 𝑋𝑖 . 𝑅  

eşitliği yazılabilir. 

𝑝𝑖’nin çift tamsayı ve 𝑡𝑖’nin tek tamsayı olarak verilmediği durumlarda 𝑤𝑖 =
𝑝𝑖𝑘𝑖+𝑡𝑖

2
  

olacak biçimde en az bir tane 𝑘𝑖 tam sayısı vardır. Lemma 1 yardımıyla; 

(𝑋𝑖
𝑤𝑖𝑅)(𝑋𝑖

𝑡𝑖𝑅)(𝑋𝑖
𝑤𝑖𝑅)

−1
= 𝑋𝑖

𝑤𝑖𝑅. 𝑋𝑖
𝑡𝑖𝑅. 𝑅𝑋𝑖

𝑝𝑖−𝑤𝑖 

                 = 𝑋𝑖

𝑤𝑖+𝑝𝑖−𝑡𝑖−𝑝𝑖+𝑤𝑖 . 𝑅 

     = 𝑋𝑖
2𝑤𝑖−𝑡𝑖 . 𝑅 

             = 𝑋
𝑖

2(
𝑝𝑖𝑘𝑖+𝑡𝑖

2
)−𝑡𝑖

. 𝑅 
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= 𝑋
𝑖

𝑝𝑖𝑘𝑖
. 𝑅 

    = (𝑋
𝑖

𝑝𝑖)𝑘𝑖 . 𝑅 

                            = 𝐼. 𝑅 = 𝑅     eşitliği bulunur.  

2) 1 ≤ 𝑢𝑖 ≤
𝑝𝑖−1

2
    olmak şartıyla ; 

𝑅. 𝑋𝑖
𝑢𝑖 . 𝑅 = 𝑋𝑖

𝑝𝑖−𝑢𝑖 . 𝑅. 𝑅 = 𝑋𝑖
𝑝𝑖−𝑢𝑖 

 eşitliği bulunur. 

Böylece     𝑋𝑖
𝑢𝑖~𝑋𝑖

𝑝𝑖−𝑢𝑖   denkliği sağlanır. 

 

𝐻̅(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grubunda tek mertebeli olan üreteçleri 𝐴𝑖 

, mertebelerini 𝑞𝑖  ve sayılarını da 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛  olmak üzere t ile ; çift mertebeli olan 

üreteçlerini 𝐵𝑗 , mertebelerini 𝑟𝑗 , sayılarını da 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛  olmak üzere k ile gösterelim.    

(𝑡 + 𝑘 = 𝑛)  Bu bilgileri göz önüne olarak genelleştirilmiş ve genişletilmiş Hecke grubuna 

ait grup sunuşunu; 

𝐻(𝑝1,𝑝2 ,   …  ,   𝑝𝑛) =< 𝐴𝑖 , 𝐵𝑗 , 𝑅 | 𝐴𝑖
𝑞𝑖 = 𝐵

𝑗

𝑟𝑗
= 𝑅2 = 𝐼 , 𝑅𝐴𝑖 = 𝐴𝑖𝑅 , 𝑅𝐵𝑗 = (𝐵𝑗)−1𝑅 >  

şeklinde gösterebiliriz. 

 

Şimdi 𝐻̅(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke gruplarında sonlu mertebeli 

elemanların konjuge sınıflarının sayısını veren teoremimizi verebiliriz. 

 

3.1 Teorem: 𝐻̅(𝑞1,𝑞2,… ,𝑞𝑡 , 𝑟1, 𝑟2 ,… , 𝑟𝑘
) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grubunda 0 ≤

𝑘, 𝑡 ≤ 𝑛   ve (𝑡 + 𝑘 = 𝑛) olmak üzere toplam; 

∑ 𝑟𝑖 + ∑ 𝑞𝑖 − 𝑡 + 2𝑘 + 2𝑡
𝑖=1

𝑘
𝑖=1

2
 

tane mertebesi sonlu olan konjuge sınıfı vardır. 
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İspat: 

 𝐻̅(𝑞1,𝑞2,… ,𝑞𝑡 , 𝑟1, 𝑟2 ,… , 𝑟𝑘
) genişletilmiş genelleştirilmiş Hecke grubumuzda bulunan 

𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑡  , 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑘  üreteçlerimiz aynı anda mertebesi sonlu olan bir elemanı 

bulunduramaz. Burada her bir üreteç için konjuge sınıflarını tek tek hesaplayacağız.  

Öncelikle tek mertebeli olan gruplarda konjuge sınıflarını bularak ispatımıza başlayalım. 

İlk olarak biliyoruz ki bu grupta 𝑞𝑖 mertebeli üreteçlerin sayısı 𝜑(𝑞𝑖) tanedir. Lemma 1 ve 

Lemma 2 ‘den dolayı bu elemanlar ikişer ikişer birbirlerine konjuge olacaklarından bu sayı  

𝜑(𝑞𝑖) 

2
 tane olur. 

Grubumuzdaki  bir 𝑔 elemanının mertebesi 𝑞𝑖 ve 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡  ve  𝑡 sayısı tek sayı olsun. 

1 ≤ 𝑙 ≤
𝜑(𝑞𝑖) 

2
  ,  (𝑚𝑙 , 𝑞𝑖) = 1   olmak üzere bu konjuge sınıfları; 𝐴𝑖

𝑚1 , 𝐴𝑖
𝑚2 , … , 𝐴

𝑖

𝑚

(
𝜑(𝑞𝑖)

2
)

 

elemanları olarak bulunur. 

 

Grubumuzda ki bu 𝑔 elemanı eğer yansıma dönüşümü olursa 𝑔 = 𝑅. 𝐴𝑖
𝑞𝑖 şeklinde 

olacağından  𝑔~𝑅   olur. 

 

𝑞𝑖 mertebeli gruplarda mertebesi 𝑞𝑖 ‘ yi bölen sayılar içinde konjuge sınıfları vardır. 

(𝑎𝑖, 𝑞𝑖) = 1   olmak üzere     𝐴𝑖
𝑠𝑖.

𝑞𝑖
𝑎𝑖  ; 𝑠 ∈ 𝑍 ,   𝑠𝑖  

𝑞𝑖

𝑎𝑖
< 𝑞𝑖 olacak biçimde mertebesi 𝑎𝑖 olan 

konjuge sınıfları vardır. Lemma 2 ‘den dolayı konjuge sınıfları yarıya düşer. Böylece  

konjuge sınıflarının  sayısı   
𝑞𝑖−1−𝜑(𝑞𝑖) 

2
  olur. 

  

Toplamda her bir tek mertebeli üreteç için konjuge sınıflarının sayısı ;  

𝜑(𝑞𝑖) 

2
+

𝑞𝑖 − 1 − 𝜑(𝑞𝑖) 

2
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olacaktır. 

Ayrıca tek mertebeli elemanların hepsinde ortak bir 𝑅 konjuge sınıfı olacağından toplama 1 

eklenir. Böylece tek mertebeli üreteçlerden toplam ;   

𝜑(𝑞𝑖) 

2
+

𝑞𝑖 − 1 − 𝜑(𝑞𝑖) 

2
+ 1 =

∑ (𝑞𝑖 − 1)𝑡
𝑖=1

2
+ 1 =

∑ 𝑞𝑖 − 𝑡 + 2𝑡
𝑖=1

2
 

tane konjuge sınıfı elde edilir. (*) 

Bir çift mertebeli olan gruplarda konjuge sınıflarını bulalım.  

Öncelikle bu grupta da az önceki grupta olduğu gibi 𝑟𝑗 mertebeli üreteçlerin sayısı 𝜑(𝑟𝑗)  

tanedir. Lemma 1 ve Lemma 2’den dolayı bu elemanlar ikişer ikişer birbirlerine konjuge 

olurlar. Bu sayı böylece  
𝜑(𝑟𝑗) 

2
 olur. 

Ayrıca bu gruplarda 2 mertebeli  𝐵
𝑗

 
𝑟𝑗

2  şeklinde bir konjuge sınıfı daha vardır. Bunların sayısı 

𝑘 tanedir. 

Burada (𝑏𝑗 , 𝑟𝑗) ≠ 1   olmak üzere 𝐵𝑗

𝑐𝑗.
𝑟𝑗

𝑏𝑗 ; 𝑐𝑗 ∈ 𝑍 ,   𝑐𝑗 .
𝑟𝑗

𝑏𝑗
< 𝑏𝑗 olacak biçimde mertebesi 

𝑏𝑗 olan bir konjuge sınıfı daha vardır. Bu konjuge sınıflarının sayısı ; 

𝑟𝑗 − 1 − 𝜑(𝑟𝑗) − 1 

2
=

𝑟𝑗 − 2 − 𝜑(𝑟𝑗) 

2
 

olarak bulunur. 

Ayrıca çift mertebeli elemanlarda  𝐵𝑗~𝑅 komjuge sınıfı da vardır. Bu konjuge sınıflarında 

sayısı da 𝑘 tanedir. 

Böylece bu konjuge sınıflarının sayısı; 

𝜑(𝑟𝑗) 

2
+

𝑟𝑗 − 2 − 𝜑(𝑟𝑗) 

2
+ 𝑘 + 𝑘 =  

∑ 𝑟𝑗 − 2𝑘 + 4𝑘𝑘
𝑗=1

2
=  

∑ 𝑟𝑗 + 2𝑘𝑘
𝑗=1

2
 

şeklinde bulunur. (**) 

 Sonuç olarak (*) ve (**) durumları toplanırsa 𝐻(𝑞1,𝑞2,… ,𝑞𝑡 , 𝑟1, 𝑟2 ,… , 𝑟𝑘
) genişletilmiş 

genelleştirilmiş Hecke grubunda 0 ≤ 𝑘, 𝑡 ≤ 𝑛 ve (𝑡 + 𝑘 = 𝑛) olmak üzere 
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∑ 𝑟𝑖 + ∑ 𝑞𝑖 − 𝑡 + 2𝑘 + 2𝑡
𝑖=1

𝑘
𝑖=1

2
 

tane mertebesi sonlu olan konjuge sınıfının varlığı bulunur. 

 

3.1 Örnek: 𝐻̅(2,3,6,7,9) genişletilmiş ve genelleştirilmiş Hecke grubundaki indeksi sonlu 

olan konjuge sınıflarının sayısını ve sınıf temsilcilerini bulalım. 

 

𝐻̅(2,3,6,7,9) genişletilmiş ve genelleştirilmiş Hecke grubunun sunuşu; 

𝐻(2,3,6,7,9) =< 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5, 𝑅 | 𝑋1
2 = 𝑋2

3 = 𝑋3
6 = 𝑋4

7 = 𝑋5
9 = 𝑅2 = (𝑋1𝑅)2 =

(𝑋2𝑅)2 = (𝑋3𝑅)2 = (𝑋4𝑅)2 = (𝑋5𝑅)2 = 𝐼  >  

şeklinde gösterilebilir. 

Mertebesi tek olan üreteçler ; 𝑋2, 𝑋4, 𝑋5 olup, mertebeleri sırasıyla 3,7,9 ve  bu üreteçlerin 

sayısı 3 tanedir.( 𝑡 = 3) 

Mertebesi çift olan üreteçler ; 𝑋1, 𝑋3 olup, mertebeleri sırasıyla 2,6 ve bunların sayısı 2 

tanedir. ( 𝑘 = 2) 

Yukarıdaki teoremi uygularsak; 

    
∑ 𝑟𝑖+∑ 𝑞𝑖−𝑡+2𝑘+2𝑡

𝑖=1
𝑘
𝑖=1

2
 =

∑ 𝑟𝑖+∑ 𝑞𝑖−3+2.2+23
𝑖=1

2
𝑖=1

2
 =

            
∑ 𝑟𝑖+∑ 𝑞𝑖−3+2.2+23

𝑖=1
2
𝑖=1

2
=  

2+6+3+7+9−3+4+2

2
= 15 

tane sonlu mertebeli konjuge sınıfı bulunur. 

Bu grubumuzun sınıf temsilcilerini ve mertebelerini aşağıdaki gibi gösterebiliriz. 
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Tablo 3.1:  𝐻̅(2,3,6,7,9) grubundaki sonlu mertebeli konjuge sınıf temsilcileri. 

Elemanın Tipi Mertebesi Sınıf Temsilcisi 

Eliptik 2 𝑋1 

Eliptik 2 𝑋3
3 

Eliptik 3 𝑋2 

Eliptik 3 𝑋3
2 

Eliptik 3 𝑋5
2 

Eliptik 6 𝑋3  

Eliptik 7 𝑋4  

Eliptik 7 𝑋4
2 

Eliptik 7 𝑋4
3 

Eliptik 9 𝑋5  

Eliptik 9 𝑋5
2 

Eliptik 9 𝑋5
3 

Yansıma 2 𝑅 

Yansıma 2 𝑋1𝑅 

Yansıma 2 𝑋3𝑅 

 

3.2 Örnek: 𝐻̅(4,5,10,12,13) genişletilmiş ve genelleştirilmiş Hecke grubundaki indeksi 

sonlu olan konjuge sınıflarının sayısını ve sınıf temsilcilerini bulalım. 

 

𝐻̅(4,5,10,12,13) genişletilmiş ve genelleştirilmiş Hecke grubunun sunuşu; 

𝐻̅(4,5,10,12,13) =< 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5, 𝑅 | 𝑋1
4 = 𝑋2

5 = 𝑋3
10 = 𝑋4

12 = 𝑋5
13 = 𝑅2 =

(𝑋
1
𝑅)2 = (𝑋

2
𝑅)2 = (𝑋

3
𝑅)2 = (𝑋

4
𝑅)2 = (𝑋

5
𝑅)2 = 𝐼  >  

şeklinde gösterilebilir. 

Mertebesi tek olan üreteçler ; 𝑋2, 𝑋5 olup, mertebeleri sırasıyla 5,13 ve bu üreteçlerin sayısı 

2 tanedir.( 𝑡 = 2) 

Mertebesi çift olan üreteçler ; 𝑋1, 𝑋3, 𝑋4 olup, mertebeleri sırasıyla 4,10,12 ve bu üreteçlerin 

sayısı 3 tanedir. ( 𝑘 = 3) 

Yukarıdaki teoremi uygularsak; 
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∑ 𝑟𝑖+∑ 𝑞𝑖−𝑡+2𝑘+2𝑡

𝑖=1
𝑘
𝑖=1

2
 =

∑ 𝑟𝑖+∑ 𝑞𝑖−2+2.3+22
𝑖=1

3
𝑖=1

2
  

           =
4+10+12+5+13−2+6+2

2
= 25 

tane sonlu mertebeli konjuge sınıfı bulunur. 

Bu grubumuzun sınıf temsilcilerini ve mertebelerini aşağıdaki tabloda belirtildiği gibi 

gösterebiliriz. 

Tablo 3.2:  𝐻̅(4,5,10,12,13) grubundaki sonlu mertebeli konjuge sınıf temsilcileri. 

Elemanın Tipi Mertebesi Sınıf Temsilcisi 

Eliptik 2 𝑋1
2 

Eliptik 2 𝑋3
5 

Eliptik 2 𝑋4
6 

Eliptik 3 𝑋4
4 

Eliptik 4 𝑋1  

Eliptik 4 𝑋4
3 

Eliptik 5 𝑋2  

Eliptik 5 𝑋2
2 

Eliptik 5 𝑋3
2 

Eliptik 5 𝑋3
4 

Eliptik 6 𝑋4
2 

Eliptik 10 𝑋3  

Eliptik 10 𝑋3
3 

Eliptik 12 𝑋4  

Eliptik 12 𝑋4
5 

Eliptik 13 𝑋5  

Eliptik 13 𝑋5
2 

Eliptik 13 𝑋5
3 

Eliptik 13 𝑋5
4 

Eliptik 13 𝑋5
5 
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Tablo 3.2 (devamı) 

Elemanın Tipi Mertebesi Sınıf Temsilcisi 

Eliptik 13 𝑋5
6 

Yansıma 2 𝑅 

Yansıma 2 𝑋1 𝑅 

Yansıma 2 𝑋3 𝑅 

Yansıma 2 𝑋4 𝑅 

   

 

3.3. Örnek: 𝐻̅(4,6,8,9,14,15) genişletilmiş ve genelleştirilmiş Hecke grubundaki indeksi 

sonlu olan konjuge sınıflarının sayısını ve sınıf temsilcilerini bulalım. 

 

𝐻̅(4,6,8,9,14,15) genişletilmiş ve genelleştirilmiş Hecke grubunun sunuşu; 

𝐻̅(4,6,8,9,14,15) =< 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5, 𝑋6, 𝑅 | 𝑋1
4 = 𝑋2

6 = 𝑋3
8 = 𝑋4

9 = 𝑋5
14 = 𝑋6

15 =

𝑅2 = (𝑋
1
𝑅)2 = (𝑋

2
𝑅)2 = (𝑋

3
𝑅)2 = (𝑋

4
𝑅)2 = (𝑋

5
𝑅)2 = (𝑋

6
𝑅)2 = 𝐼  >  

şeklinde gösterilebilir. 

Mertebesi tek olan üreteçler ; 𝑋4, 𝑋6 olup, mertebeleri sırasıyla 9,15 ve bu üreteçlerin sayısı 

2 tanedir.( 𝑡 = 2) 

Mertebesi çift olan üreteçler ; 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋5 olup, mertebeleri sırasıyla 4,6,8,14 ve bu 

üreteçlerin sayısı 4 tanedir. ( 𝑘 = 4) 

Yukarıdaki teoremi uygularsak; 

    
∑ 𝑟𝑖+∑ 𝑞𝑖−𝑡+2𝑘+2𝑡

𝑖=1
𝑘
𝑖=1

2
 =

∑ 𝑟𝑖+∑ 𝑞𝑖−2+2.4+22
𝑖=1

4
𝑖=1

2
  

           =
4+6+8+9+14+15−2+8+2

2
= 32 

tane sonlu mertebeli konjuge sınıfı bulunur. 
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Bu grubumuzun sınıf temsilcilerini ve mertebelerini aşağıdaki tabloda belirtildiği gibi 

gösterebiliriz. 

Tablo 3.3:  𝐻̅(4,6,8,9,14,15) grubundaki sonlu mertebeli konjuge sınıf temsilcileri. 

Elemanın Tipi Mertebesi Sınıf Temsilcisi 

Eliptik 2 𝑋1
2 

Eliptik 2 𝑋3
2 

Eliptik 2 𝑋3
4 

Eliptik 2 𝑋5
7 

Eliptik 3 𝑋2
2 

Eliptik 3 𝑋4
3 

Eliptik 3 𝑋6
5 

Eliptik 4 𝑋1  

Eliptik 4 𝑋3
2 

Eliptik 5 𝑋6
3 

Eliptik 5 𝑋6
6 

Eliptik 6 𝑋2  

Eliptik 7 𝑋5
2 

Eliptik 7 𝑋5
4 

Eliptik 7 𝑋5
6 

Eliptik 8 𝑋3  

Eliptik 8 𝑋3
3 

Eliptik 9 𝑋4  

Eliptik 9 𝑋4
2 

Eliptik 9 𝑋4
4 

Eliptik 14 𝑋5  

Eliptik 14 𝑋5
3 

Eliptik 14 𝑋5
5 

Eliptik 15 𝑋6  

Eliptik 15 𝑋6
2 

Eliptik 15 𝑋6
4 

Eliptik 15 𝑋6
7 

Yansıma 2 𝑋5 𝑅 
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Tablo 3.3: (devam) 

Elemanın Tipi Mertebesi Sınıf Temsilcisi 

Yansıma 2 𝑋1 𝑅 

Yansıma 2 𝑋2 𝑅 

Yansıma 2 𝑋3 𝑅 

Yansıma 2 𝑋5 𝑅 
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ HECKE GRUBUNDA CİNSİ SIFIR OLAN 

NORMAL ALTGRUPLAR 

 

[7] nolu çalışmada Demir tarafından 𝐻𝑝,𝑞 grupların da genelleştirilmiş Hecke grupların da 

sıfır cinsli normal alt gruplar incelenmiştir. 

Çalışmamızın bu kısmında genelleştirilmiş Hecke gruplarında 0 cinsli sonlu indeksli alt 

grupları ile ilgili teoremler verilecek ve bu alt grupların simgeleri permütasyon metodu 

yardımıyla bulunacaktır. 

 

4.1 Teorem:  𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 birer tamsayı ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere ; 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) 

genelleştirilmiş Hecke grunundan 𝐶𝑛 devirli grubuna homomorfizma tanımlayarak 

oluşturulacak cinsi 0 olan normal alt gruplar aşağıda gösterilmiştir. Bu 0 cinsli normal alt 

grupları "𝐾𝑛𝑎
" şeklinde gösterilmiştir.  

1)  𝑖 , 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} kümesinin elemanlarından yalnızca bir tanesi ve 𝑗 ∈ 𝐴 − {𝑖} olsun.  

𝑗 ≠ 𝑖 olmak üzere ve 𝑝𝑗 ‘ler birim elemana eşleşmek koşulu ile; 𝑝𝑖 ‘ nin her bir  𝑛 tamsayı 

böleni için ; 
𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛)

𝐾𝑛1

⁄ ≅ (1, 𝑛, 𝑛)  olacak biçimde 

  𝐾𝑛1
≅ (0 ; (𝑝𝑗)

𝑛
, (

𝑝𝑖

𝑛
)

(1)

, ∞(1)) simgeli normal altgrubu vardır. 

2)  𝑗 , 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} kümesinin elemanlarından yalnızca bir tanesi ve 𝑖 ∈ 𝐴 − {𝑗} olsun.   

𝑗 ≠ 𝑖 olmak üzere ve 𝑝𝑖 ‘ler birim elemana eşleşmek koşulu ile; 𝑝𝑗 ‘ nin her bir 𝑛 tamsayı 

böleni için ; 
𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛)

𝐾𝑛2

⁄ ≅ (𝑛, 1, 𝑛)  olacak biçimde 

 𝐾𝑛2
≅ (0 ; (𝑝𝑖)

𝑛, (
𝑝𝑗

𝑛
)

(1)

, ∞(1)) simgeli normal altgrubu vardır. 

3) 𝑖, 𝑗 ;  𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} kümesinin 𝑗 ≠ 𝑖 olmak koşulu ile birer elemanları olsun. 𝑝𝑖 ve 

𝑝𝑗‘nin her bir ortak n tam sayı böleni için 𝑥 ≠ 𝑖, 𝑗 ve 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} olmak üzere ; 

  
𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛)

𝐾𝑛2

⁄ ≅ (𝑛, 𝑛, 1)  olacak biçimde 
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 𝐾𝑛3
≅ (0 ; (𝑝𝑡)𝑛, (

𝑝𝑗

𝑛
)

(1)

, (
𝑝𝑗

𝑛
)

(1)

, ∞(𝑛)) simgeli normal altgrubu vardır. 

 

İspat:  

1) 𝑖 , 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} kümesinin yalnızca bir elemanı ve 𝑗 ∈ 𝐴 − {𝑖} olmak üzere ; 𝑝𝑖’nin 

her 𝑛 böleni için 𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛)  → 𝐶𝑛 ≅ (1, 𝑛, 𝑛) devirli grubuna 𝑗 ≠ 𝑖  olmak ve 

her 𝑝𝑗 elemanını birim elemenla eşlemek şartıyla bir homomorfizma tanımlanabilir. Bu 

homomorfizmanın çekirdeğinin de 𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛) grubunun bir normal alt grubu 

olduğu görülür. Bu grubun simgesi permütasyon metodu ile   

 𝐾𝑛1
≅ (0 ; (𝑝𝑗)

𝑛
, (

𝑝𝑖

𝑛
)

(1)

, ∞(1)) şeklinde bulunur. 

 

2) 𝑗 , 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} kümesinin yalnızca bir elemanı ve 𝑖 ∈ 𝐴 − {𝑗} olmak üzere ; 𝑝𝑗’nin 

her 𝑛 böleni için 𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛)  → 𝐶𝑛 ≅ (𝑛, 1, 𝑛) devirli grubuna 𝑗 ≠ 𝑖  olmak ve 

her 𝑝𝑖 elemanını birim elemanla eşlemek şartıyla bir homomorfizma tanımlanabilir. Burada 

edilecek normal alt grubun simgesi permütasyon metodu ile   

    𝐾𝑛2
≅ (0 ; (𝑝𝑖)

𝑛, (
𝑝𝑗

𝑛
)

(1)

, ∞(1)) şeklinde bulunur. 

 

3) 𝑖, 𝑗 ;  𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} kümesinin 𝑗 ≠ 𝑖 olmak koşulu ile birer elemanları olsun. 𝑝𝑖 ve 

𝑝𝑗‘nin her bir ortak n tam sayı böleni için 𝑥 ≠ 𝑖, 𝑗 ve 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} olmak üzere 

; 𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛)  → 𝐶𝑛 ≅ (𝑛, 𝑛, 1) devirli grubuna, her 𝑝𝑖 ve 𝑝𝑗  elemanınlarını birim 

elemanla eşlemek koşuluyla bir homomorfizma tanımlanabilir. Buradan da permütasyon 

metodu yardımıyla;   𝐾𝑛3
≅ (0 ; (𝑝𝑡)𝑛, (

𝑝𝑗

𝑛
)

(1)

, (
𝑝𝑗

𝑛
)

(1)

, ∞(𝑛))  simgeli normal alt grubun 

elde edileceği görülür. 

  

Bundan sonra ifade edilen teoremlerin ispatları önceki teoremin ispatı ile aynı tarzda 

yapıldığından ayrıca ispatları yazılmayacaktı. 
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4.2.Teorem:  

1) 𝑝𝑖 çift tamsayı ve 𝑖 sayısı 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} elemanlarından sadece bir tanesi olsun.  𝑖 ≠

𝑗 ve 𝑗 ∈ 𝐴 − {𝑖} olmak şartıyla 𝑝𝑗‘nin her bir ortak n tam sayı böleni için ; 

𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛) Hecke grubunun 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} olmak şartıyla  

𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛)

𝐿𝑛𝑘

⁄ ≅ (2, 𝑛, 2) ≅ olmak ve 𝑝𝑡 elemanlarının birim elemanla 

eşleşmek koşuluyla 0 cinsli 𝐿𝑛1
≅ (0 ;  (

𝑝𝑖

2
)

(𝑛)

, (
𝑝𝑗

𝑛
)

(2)

, (𝑝𝑡)2𝑛, ∞(𝑛)) simgeli bir normal 

alt grubu vardır. 

 

2) 𝑝𝑗 çift tamsayı ve 𝑗 sayısı 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} elemanlarından sadece bir tanesi olsun.   

𝑖 ≠ 𝑗 ve 𝑖 ∈ 𝐴 − {𝑗} olmak şartıyla 𝑝𝑗‘nin her bir ortak n tam sayı böleni için ; 

𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛) Hecke grubunun 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} olmak şartıyla  

𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛)

𝐿𝑛𝑘

⁄ ≅ (𝑛, 2,2)  olmak ve 𝑝𝑡 elemanlarının birim elemanla eşleşmek 

koşuluyla 0 cinsli 𝐿𝑛2
≅ (0 ; (

𝑝𝑖

𝑛
)

(2)

, (
𝑝𝑗

2
)

(𝑛)

, (𝑝𝑡)2𝑛, ∞(𝑛)) simgeli bir normal alt grubu 

vardır.   

 

3) 𝑝𝑖 ve 𝑝𝑗 çift tamsayı ve 𝑖 ≠ 𝑗 ve  𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} elemanlarından sadece birer 

tanesi olsun. 𝑝𝑡 ≠ 𝑝𝑖 ve 𝑝𝑡 ≠ 𝑝𝑗 , 𝑝𝑡 elemanlarının birim elemanla eşleşmesi koşuluyla;  

𝐻(𝑝1,𝑝2,… ,𝑝𝑖,…,𝑝𝑗,…,,𝑝𝑛)

𝐿𝑛𝑘

⁄ ≅ (2,2, 𝑛)  olacak şekilde  0 cinsli;                                                        

𝐿𝑛3
≅ (0 ;  (

𝑝𝑖

2
)

(𝑛)

, (
𝑝𝑗

2
)

(𝑛)

, (𝑝𝑡)2𝑛, ∞(2)) simgeli bir normal alt grubu vardır. 

 

4.3.Teorem:  𝑝𝑖 çift tamsayı ve 𝑖 sayısı 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} elemanlarından sadece bir tanesi 

olsun. 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubunun 0 cinsli alt grupları aşağıda belirtilmiştir. 

1) ∃𝑗 ≠ 𝑖 ve 𝑗 ∈ 𝐴 olmak üzere ve 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} için 𝑝𝑡‘lerin birim elemanla eşleşsin. 3 | 𝑝𝑗 

olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubunun homomorfjik görüntüleri 𝐴4 , 𝑆4 , 𝐴5 

grupları olurlar. 
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1.1) 𝐴4 ≅ (2,3,3) üçgen grubu için yapılan eşlemeler sonucunda                                         

𝑀1 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

2
)

(6)

, (
𝑝𝑗

3
)

(4)

, (𝑝𝑡)12, ∞(4)) simgeli alt grup bulunur. 

 

1.2) 𝑆4 ≅ (2,3,4) üçgen grubu için yapılan eşlemeler sonucunda                                         

𝑀2 ≅ (0 ; (
𝑝𝑖

2
)

(12)

, (
𝑝𝑗

3
)

(8)

, (𝑝𝑡)24, ∞(6)) simgeli alt grup bulunur. 

 

1.3) 𝐴5 ≅ (2,3,5) üçgen grubu için yapılan eşlemeler sonucunda                                         

𝑀3 ≅ (0 ; (
𝑝𝑖

2
)

(30)

, (
𝑝𝑗

3
)

(20)

, (𝑝𝑡)60, ∞(12)) simgeli alt grup bulunur. 

 

2) ∃𝑗 ≠ 𝑖 ve 𝑗 ∈ 𝐴 olmak üzere ve 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} için 𝑝𝑡‘lerin birim elemanla eşleşsin. 4 | 𝑝𝑗 

olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubu için 𝑆4 ≅ (2,4,3) grubuna bir homomorfizma 

tanımlama sonucunda 𝑀4 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

2
)

(12)

, (
𝑝𝑗

4
)

(8)

, (𝑝𝑡)24, ∞(8)) simgeli bir normal alt grup 

bulunur. 

 

3) ∃𝑗 ≠ 𝑖 ve 𝑗 ∈ 𝐴 olmak üzere ve 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} için 𝑝𝑡‘lerin birim elemanla eşleşsin. 5 | 𝑝𝑗 

olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubu için 𝐴4 ≅ (2,5,3) grubuna bir homomorfizma 

tanımlama sonucunda 𝑀5 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

2
)

(30)

, (
𝑝𝑗

5
)

(12)

, (𝑝𝑡)60, ∞(20)) simgeli bir normal alt 

grup bulunur. 

 

4.4.Teorem:  𝑝𝑗 çift tamsayı ve 𝑗 sayısı 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} elemanlarından sadece bir tanesi 

olsun. ∃𝑗 ≠ 𝑖 ve 𝑗 ∈ 𝐴 olmak üzere ve 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} için 𝑝𝑡‘ler birim elemanla eşleşsin. 3 | 𝑝𝑖 

olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubunun homomorfjik görüntüleri 𝐴4 , 𝑆4 , 𝐴5 

grupları olurlar. 
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1) 𝐴4 ≅ (3,2,3) üçgen grubu için yapılan eşlemeler sonucunda                                         

𝑀6 ≅ (0 ; (
𝑝𝑖

3
)

(4)

, (
𝑝𝑗

2
)

(6)

, (𝑝𝑡)12, ∞(4)) simgeli alt grup bulunur. 

 

2) 𝑆4 ≅ (3,2,4) üçgen grubu için yapılan eşlemeler sonucunda                                         

𝑀7 ≅ (0 ; (
𝑝𝑖

3
)

(8)

, (
𝑝𝑗

2
)

(12)

, (𝑝𝑡)24, ∞(6)) simgeli alt grup bulunur. 

 

3) 𝐴5 ≅ (3,2,5) üçgen grubu için yapılan eşlemeler sonucunda                                         

𝑀8 ≅ (0 ; (
𝑝𝑖

3
)

(20)

, (
𝑝𝑗

2
)

(30)

, (𝑝𝑡)60, ∞(12)) simgeli alt grup bulunur. 

 

4.5.Teorem: 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} , ∃𝑗 ≠ 𝑖 ve 𝑗 ∈ 𝐴 olmak üzere ve 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} için 𝑝𝑡‘ler 

birim elemanla eşleşsin. 3 | 𝑝𝑖 olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubunun 0 cinsli alt 

grupları aşağıda belirtilmiştir. 

 

1) 3 | 𝑝𝑗 olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubu için 𝐴4 ≅ (3,3,2) grubuna bir 

homomorfizma tanımlama sonucunda 𝑀9 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

3
)

(4)

, (
𝑝𝑗

3
)

(4)

, (𝑝𝑡)12, ∞(6)) simgeli bir 

normal alt grup bulunur. 

 

2) 4 | 𝑝𝑗 olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubu için 𝑆4 ≅ (3,4,2) grubuna bir 

homomorfizma tanımlama sonucunda 𝑀10 ≅ (0 ; (
𝑝𝑖

3
)

(8)

, (
𝑝𝑗

4
)

(6)

, (𝑝𝑡)24, ∞(12)) simgeli 

bir normal alt grup bulunur. 

 

4)  5 | 𝑝𝑗 olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubu için 𝐴5 ≅ (3,5,2) grubuna bir 

homomorfizma tanımlama sonucunda  𝑀11 ≅ (0 ; (
𝑝𝑖

3
)

(20)

, (
𝑝𝑗

5
)

(12)

, (𝑝𝑡)60, ∞(30)) 

simgeli bir normal alt grup bulunur. 
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4.6.Teorem: 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} , ∃𝑗 ≠ 𝑖 ve 𝑗 ∈ 𝐴 olmak üzere ve 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} için 𝑝𝑡‘ler 

birim elemanla eşleşsin. 4 | 𝑝𝑖 olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubunun 0 cinsli alt 

grupları aşağıda belirtilmiştir. 

 

1) 𝑝𝑗 ‘nin çift olduğu durumlarda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubu için 𝑆4 ≅ (4,2,3) grubuna bir 

homomorfizma tanımlama sonucunda ;     

   𝑀12 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

4
)

(6)

, (
𝑝𝑗

2
)

(12)

, (𝑝𝑡)24, ∞(10)) simgeli bir normal alt grup bulunur. 

 

2) 3 | 𝑝𝑗 olduğu durumlarda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubu için 𝑆4 ≅ (4,3,2) grubuna bir 

homomorfizma tanımlama sonucunda;                                                                     

   𝑀13 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

4
)

(6)

, (
𝑝𝑗

3
)

(8)

, (𝑝𝑡)24, ∞(12)) simgeli bir normal alt grup bulunur. 

 

4.7.Teorem: 𝐴 = {1,2,3, … , 𝑛} , ∃𝑗 ≠ 𝑖 ve 𝑗 ∈ 𝐴 olmak üzere ve 𝑡 ∈ 𝐴 − {𝑖, 𝑗} için 𝑝𝑡‘ler 

birim elemanla eşleşsin. 5 | 𝑝𝑖 olduğu durumda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubunun 0 cinsli alt 

grupları aşağıda belirtilmiştir. 

 

1) 𝑝𝑗 ‘nin çift olduğu durumlarda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubu için 𝐴5 ≅ (5,2,3) grubuna bir 

homomorfizma tanımlama sonucunda;                                                                  

  𝑀14 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

5
)

(12)

, (
𝑝𝑗

2
)

(30)

, (𝑝𝑡)60, ∞(20)) simgeli bir normal alt grup bulunur. 

 

2) 3 | 𝑝𝑗 olduğu durumlarda 𝐻(𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛) Hecke grubu için 𝐴5 ≅ (5,3,2) grubuna bir 

homomorfizma tanımlama sonucunda;                                                                      

  𝑀15 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

5
)

(12)

, (
𝑝𝑗

3
)

(20)

, (𝑝𝑡)60, ∞(30)) simgeli bir normal alt grup bulunur. 
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Burada olabilecek bütün durumlar incelenmiş ve oluşan bütün normal alt gruplar tablodaki 

gibi gösterilmiştir. 

Tablo 4.1: Genelleştirilmiş Hecke gruplarında olası 0 cinsli normal altgruplar. 

Normal Alt Grup Simgesi Bölüm Grubu 

𝐾𝑛1
≅ (0 ; (𝑝𝑗)

𝑛
, (

𝑝𝑖

𝑛
)

(1)

, ∞(1)) 
𝐶𝑛 ≅ (1, 𝑛, 𝑛) 

𝐾𝑛2
≅ (0 ; (𝑝𝑖)

𝑛, (
𝑝𝑗

𝑛
)

(1)

, ∞(1)) 
𝐶𝑛 ≅ (𝑛, 1, 𝑛) 

𝐾𝑛3
≅ (0 ; (𝑝𝑡)𝑛, (

𝑝𝑗

𝑛
)

(1)

, (
𝑝𝑗

𝑛
)

(1)

, ∞(𝑛)) 
𝐶𝑛 ≅ (𝑛, 𝑛, 1) 

𝐿𝑛1
≅ (0 ;  (

𝑝𝑖

2
)

(𝑛)

, (
𝑝𝑗

𝑛
)

(2)

, (𝑝𝑡)2𝑛 , ∞(𝑛)) 
𝐷𝑛 ≅ (2, 𝑛, 2) 

𝐿𝑛2
≅ (0 ;  (

𝑝𝑖

𝑛
)

(2)

, (
𝑝𝑗

2
)

(𝑛)

, (𝑝𝑡)2𝑛 , ∞(𝑛)) 
𝐷𝑛 ≅ (𝑛, 2,2) 

𝐿𝑛3
≅ (0 ;  (

𝑝𝑖

2
)

(𝑛)

, (
𝑝𝑗

2
)

(𝑛)

, (𝑝𝑡)2𝑛 , ∞(2)) 
𝐷𝑛 ≅ (2,2, 𝑛) 

𝑀1 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

2
)

(6)

, (
𝑝𝑗

3
)

(4)

, (𝑝𝑡)12, ∞(4)) 
𝐴4 ≅ (2,3,3) 

𝑀2 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

2
)

(12)

, (
𝑝𝑗

3
)

(8)

, (𝑝𝑡)24, ∞(6)) 
𝑆4 ≅ (2,3,4) 

𝑀3 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

2
)

(30)

, (
𝑝𝑗

3
)

(20)

, (𝑝𝑡)60, ∞(12)) 
𝐴5 ≅ (2,3,5) 

𝑀4 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

2
)

(12)

, (
𝑝𝑗

4
)

(8)

, (𝑝𝑡)24, ∞(8)) 
𝑆4 ≅ (2,4,3) 

𝑀5 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

2
)

(30)

, (
𝑝𝑗

5
)

(12)

, (𝑝𝑡)60, ∞(20)) 
𝐴5 ≅ (2,5,3) 

𝑀6 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

3
)

(4)

, (
𝑝𝑗

2
)

(6)

, (𝑝𝑡)12, ∞(4)) 
𝐴4 ≅ (3,2,3) 

𝑀7 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

3
)

(8)

, (
𝑝𝑗

2
)

(12)

, (𝑝𝑡)24, ∞(6)) 
 𝑆4 ≅ (3,2,4) 

𝑀8 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

3
)

(20)

, (
𝑝𝑗

2
)

(30)

, (𝑝𝑡)60, ∞(12)) 
𝐴5 ≅ (3,2,5) 

𝑀9 ≅ (0 ; (
𝑝𝑖

3
)

(4)

, (
𝑝𝑗

3
)

(4)

, (𝑝𝑡)12, ∞(6)) 
𝐴4 ≅ (3,3,2) 
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Tablo 4.1: (devam)  

Normal Alt Grup Simgesi Bölüm Grubu 

 

𝑀10 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

3
)

(8)

, (
𝑝𝑗

4
)

(6)

, (𝑝𝑡)24, ∞(12)) 

 

𝑆4 ≅ (3,4,2) 

𝑀11 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

3
)

(20)

, (
𝑝𝑗

5
)

(12)

, (𝑝𝑡)60, ∞(30)) 
𝐴5 ≅ (3,5,2) 

𝑀12 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

4
)

(6)

, (
𝑝𝑗

2
)

(12)

, (𝑝𝑡)24, ∞(10)) 
𝑆4 ≅ (4,2,3) 

𝑀13 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

4
)

(6)

, (
𝑝𝑗

3
)

(8)

, (𝑝𝑡)24, ∞(12)) 
𝑆4 ≅ (4,3,2) 

𝑀14 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

5
)

(12)

, (
𝑝𝑗

2
)

(30)

, (𝑝𝑡)60, ∞(20)) 
𝐴5 ≅ (5,2,3) 

𝑀15 ≅ (0 ;  (
𝑝𝑖

5
)

(12)

, (
𝑝𝑗

3
)

(20)

, (𝑝𝑡)60, ∞(30)) 
𝐴5 ≅ (5,3,2) 

  

 

4.1 Örnek: 𝐻(2,3,4) genelleştirilmiş Hecke grubunun 0 cinsli indeksi sonlu olan alt 

gruplarının simgelerini bulalım. 

  

Öncelikle 𝐻(2,3,4) genelleştirilmiş Hecke grubunun grup sunuşunu ve grup simgesini 

yazalım. Grubumuzun sunuşu; 

𝐻(2,3,4) =< 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 | 𝑋1
2 = 𝑋2

3 = 𝑋3
4 = 𝐼 >   ,  

𝐻(2,3,4)  grubumuzun simgesi  ise (0 ; 2,3,4, ∞) şeklindedir. 

 

1) İlk olarak grubumuzda 𝑋1 = 𝐼 eşlemesi yapıldığında oluşan 0 cinsli sonlu indeksli alt 

grupların simgeleri ve bölüm gruplarının simgeleri permütasyon metodu yardımıyla 

aşağıdaki tabloda bulunmuştur. 
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Tablo 4.2: 𝐻(2,3,4) Genelleştirilmiş Hecke gruplarında olası 0 cinsli normal altgruplar. 

Normal Alt Grup Simgesi Bölüm Grubu 

𝐾1 ≅ (0 ; 2,3,4 ∞) 𝐼 

𝐾2 ≅ (0 ; 2(2), 3(2), 2, ∞) 𝐶2 ≅ (1,2,2) 

𝐾3 ≅ (0 ; 2(3), 4(3), ∞) 𝐶3 ≅ (3,1,3) 

𝐾4 ≅ (0 ; 2(4), 3(4), ∞) 𝐶4 ≅ (1,4,4) 

𝐿1 ≅ (0 ; 2(6), 2(3)  , ∞(3)) 𝐷3 ≅ (3,2,2) 

𝑀1 ≅ (0 ; 2(12), 2(6)  , ∞(4)) 𝐴4 ≅ (3,2,3) 

𝑀2 ≅ (0 ; 2(24), 2(12)  , ∞(6)) 𝑆4 ≅ (3,2,4) 

𝑀3 ≅ (0 ; 2(24) , ∞(4)) 𝑆4 ≅ (3,4,2) 

𝑀4 ≅ (0 ; 2(60), 2(30)  , ∞(4)) 𝐴5 ≅ (3,2,5) 

  

 

2)  İkinci olarak 𝑋2 = 𝐼 eşlemesi yapıldığında oluşan 0 cinsli sonlu indeksli alt grupların 

simgeleri ve bölüm gruplarının simgeleri permütasyon metodu yardımıyla aşağıdaki gibi 

bulunmuştur. 

Tablo 4.2 (devam)   

Normal Alt Grup Simgesi Bölüm Grubu 

𝐾5 ≅ (0 ; 3(2), 4(2), ∞) 𝐶2 ≅ (2,1,2) 

𝐾6 ≅ (0 ; 2(2), 3(2), 2, ∞) 𝐶2 ≅ (1,2,2) 

𝐾7 ≅ (0 ; 2 , 3(2), ∞(2)) 𝐶2 ≅ (2,2,1) 

𝐾8 ≅ (0 ; 2(4), 3(4), ∞) 𝐶4 ≅ (1,4,4) 

𝐿2 ≅ (0 ; 3(2𝑛), 2(𝑛)  , ∞2) 𝐷𝑛 ≅ (2,2, 𝑛) 

𝐿3 ≅ (0 ; 3(8) , ∞(4)) 𝐷4 ≅ (2,4,2) 

𝑀5 ≅ (0 ; 3(24), ∞(8)) 𝑆4 ≅ (2,4,3) 

  

3)  𝑋3 = 𝐼 eşlemesi yapıldığında oluşan 0 cinsli sonlu indeksli alt grupların simgeleri ve 

bölüm gruplarının simgeleri permütasyon metodu yardımıyla aşağıdaki gibi bulunmuştur. 
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Tablo 4.2 (devam)   

Normal Alt Grup Simgesi Bölüm Grubu 

𝐾9 ≅ (0 ; 3(2), 4(2), ∞) 𝐶2 ≅ (2,1,2) 

𝐾10 ≅ (0 ; 2(3), 4(3), ∞) 𝐶3 ≅ (1,3,3) 

𝐿4 ≅ (0 ; 46, , ∞(3)) 𝐷3 ≅ (2,3,2) 

𝑀6 ≅ (0 ; 4(12), ∞(4)) 𝐴4 ≅ (2,3,3) 

𝑀7 ≅ (0 ; 4(60)  , ∞(12)) 𝐴5 ≅ (2,3,5) 

𝑀8 ≅ (0 ; 4(24) , ∞(6)) 𝑆4 ≅ (2,3,4) 

  

 

4)  Son birim eleman eşlemesi yapıldığında oluşan 0 cinsli sonlu indeksli alt grupların 

simgeleri ve bölüm gruplarının simgeleri permütasyon metodu yardımıyla aşağıdaki gibi 

bulunmuştur. 

Tablo 4.2 (devam)   

Normal Alt Grup Simgesi Bölüm Grubu 

𝐾11 ≅ (0 ; 3(2), 2, ∞(2)) 𝐶2 ≅ (2,1,2) 

𝐿5 ≅ (0 ; 2(3), , ∞(6)) 𝐷3 ≅ (2,3,2) 

𝑀9 ≅ (0 ; ∞(24)) 𝑆4 ≅ (2,3,4) 

  

 

 

4.2 Örnek: 𝐻(3,5,7,9) genelleştirilmiş Hecke grubunun 0 cinsli indeksi sonlu olan alt 

gruplarının simgelerini bulalım. 

 Öncelikle 𝐻(3,5,7,9) genelleştirilmiş Hecke grubunun sunuşunu ve grup simgesini 

yazalım. 

𝐻(3,5,7,9) =< 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4 | 𝑋1
3 = 𝑋2

5 = 𝑋3
7 = 𝑋4

9 = 𝐼 >     

𝐻(3,5,7,9)  grubumuzun simgesi (0 ;  3,5,7,9, ∞) şeklindedir. 
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Üreteçlerimizi ikişerli olarak birim elemanla eşleme yaptığımızda oluşan 0 cinsli 

sonlu indeksli alt grupların simgeleri ve bölüm gruplarının simgeleri permütasyon metodu 

yardımıyla aşağıdaki gibi bulunmuştur. 

Tablo 4.3: 𝐻(3,5,7,9) Genelleştirilmiş Hecke gruplarında olası 0 cinsli normal altgruplar. 

Normal Alt Grup Simgesi Bölüm Grubu Birim Elemanla Eşleme 

yapılan Üreteçler 

𝐾1 ≅ (0 ; 3,5,7,9, ∞) 𝐼  

𝐾2 ≅ (0 ; 5(3), 7(3), 3 , ∞(3)) 𝐶3 ≅ (3,3,1) 𝑋2 = 𝐼 , 𝑋3 = 𝐼 

𝐾3 ≅ (0 ; 5(3), 7(3), 9(3), ∞ ) 𝐶3 ≅ (3,1,3) 𝑋2 = 𝐼 , 𝑋3 = 𝐼 

𝐾4 ≅ (0 ; 3(3), 5(3), 73, 3, ∞ ) 𝐶3 ≅ (1,3,3) 𝑋2 = 𝐼 , 𝑋3 = 𝐼 

𝐾5 ≅ (0 ; 3(5), 7(5), 95, ∞ ) 𝐶5 ≅ (5,1,5) 𝑋1 = 𝐼 , 𝑋3 = 𝐼 

𝐾6 ≅ (0 ; 3(7), 5(7), 97, ∞ ) 𝐶7 ≅ (7,1,7) 𝑋1 = 𝐼 , 𝑋2 = 𝐼 

𝐾7 ≅ (0 ; 3(9), 5(9), 79, ∞(3)) 𝐶9 ≅ (1,9,9) 𝑋1 = 𝐼 , 𝑋2 = 𝐼 

𝑀1 ≅ (0 ; 5(12), 7(12), 34, ∞(6)) 𝐴4 ≅ (3,3,2) 𝑋2 = 𝐼 , 𝑋3 = 𝐼 

𝑀2 ≅ (0 ; 3(60), 7(60), 3(20), ∞(30)) 𝐴5 ≅ (5,3,2) 𝑋1 = 𝐼 , 𝑋3 = 𝐼 

𝑀3 ≅ (0 ; 7(60), 9(60), ∞(30)) 𝐴5 ≅ (3,5,2) 𝑋3 = 𝐼 , 𝑋4 = 𝐼 

 

 

Burada farklı ikişerli üreteçlerin ikişerli olarak birim elemanla eşlemesi sonucunda oluşan 

normal alt grupların simgeleri aynı çıkabildiği durumlar görülmüştür. O durumlardan sadece 

bir tanesi tabloya yansıtılmıştır. 

Örneğin;  𝑋2 = 𝐼 , 𝑋3 = 𝐼 eşlemesi ve 𝑋1 = 𝐼 , 𝑋2 = 𝐼 eşlemesi yapıldığında 𝐻(3,5,7,9) 

genelleştirilmiş Hecke grubumuzdan 𝐶3 ≅ (3,1,3) bölüm grubuna bir homomorfizma 

tanımlanabilir. Bu iki durumda da oluşacak normal alt grubun simgesi  

𝐾3 ≅ (0 ; 5(3), 7(3), 9(3), ∞ ) olarak bulunmuştur. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu kısımda tezimizde bulduğumuz sonuçları belirterek ileriki zamanlar da yapılacak 

çalışmalar için önerilerde bulunulacaktır.  

Tezimizin üçüncü bölümünde genelleştirilmiş ve genişletilmiş Hecke gruplarında sonlu 

mertebeli elemanların konjuge sayılarını hesapladık ve bununla ilgili genel bir formül 

geliştirdik. 

Tezimizin dördüncü bölümünde genelleştirilmiş Hecke gruplarının cinsi 0 olan sonlu 

indeksli alt grupları ile ilgili teoremler verildi ve bu alt grupların simgeleri permütasyon 

metodu yardımıyla bulundu. 

İleriki zamanlarda yapılabilecek çalışmalar genelleştirilmiş ve genişletilmiş Hecke 

gruplarının kuvvet alt gruplarının komütatörleri üzerine yapılabilir, ayrıca yine bu grupların 

denklik alt grupları ve temel denklik alt grupları da çalışılabilir. 
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