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OZET

GENISLETILMiS MODULER GRUBUN RASYONEL SAYILARI SABITLEYEN
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Bu calismada genisletilmis modiiler grubun rasyonel sayilari sabitleyen elemanlar:
incelenmistir. Bunun i¢in siirekli kesirler, Farey dizisi ve Farey grafin o6zellikleri
kullanilmistir. Her rasyonel saymin sonlu siirekli kesir agilimi mevcuttur. Bu siirekli kesir
acilimmm ardigik yakinsayanlar1 Farey grafta sonsuzdan rasyonel sayiya giden bir yolun
koseleridir.

Bu ¢aligma bes boliimden olusmaktadir.

Giris boliimii olan birinci boliimde ¢alisma kisaca tanitilmistir.

Ikinci bdliimde ¢alismaya konu olan temel kavram ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii bdliimde konu ile ilgili yapilan ¢alismalarda elde edilen sonuclar verilmistir.
Dordiincli boliim tezin ana boliimiidiir. Bu boliimde elde edilen bulgular ispatlariyla
verilmistir. Oncelikle Farey komsular1 yardimiyla verilen bir rasyonel say1y1 sabit birakan
parabolik ve yansima elemanlarinin matris temsilcileri elde edilmistir. Ardindan stirekli
kesirler ve Farey graftaki yollar kullanilarak bu elemanlar iireteclerin bir kombinasyonu
olarak ifade edilmistir. Bu kelimelerin indirgenmis blok formlar1 de yine ayni bolimde
verilmistir. Son olarak girdileri Fibonacci sayilar1 olan matrislerin ¢arpimi olarak yeni blok

formun nasil elde edilebilecegi 6rneklerle agiklanmistir.

Besinci boliim elde edilen sonuglarin tartisildigi ve gelecek calismalar i¢in Onerilerin yer
ald1g1 son boliimdyir.
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Bilim Kod / Kodlar1 : 20401 Sayfa Sayis1: 57



ABSTRACT

ON THE ELEMENTS OF EXTENDED MODULAR GROUP THAT FIX
RATIONAL NUMBERS
MSC THESIS
MUSTAFA KARATAS
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF.DR. BILAL DEMIR

BALIKESIR, JANUARY - 2023

In this study, the elements of the extended modular group that fix the rational numbers are
examined. For this purpose, properties of continued fractions, the Farey sequence, and the
Farey graph are used. Every rational number has a finite continued fraction expansion. The
successive convergences of this continued fraction expansion are the vertices of a path
from infinity to the rational number in the Farey graph.

This study consists of five chapters.
In the first chapter, which is the introduction, the study is briefly introduced.

In the second chapter, the basic concepts and theorems that are related to the subject of the
study are given.

In the third chapter, the results obtained from the studies about the subject are given.

The fourth chapter is the main part of the thesis. In this section, the results are given with
their proofs. First, with the help of Farey neighbors, matrix representatives of parabolic and
reflection elements that fix a given rational number are obtained. Then, using continued
fractions and paths in the Farey graph, these elements are expressed as a word of
generators. The block reduced forms of these words are also given in the same section.
Finally, it is explained with examples of how the new block reduced form can be obtained
as the product of matrices whose entries are Fibonacci numbers.

KEYWORDS: Modular group, extended modular group, Farey graph
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1. GIRIS
Karmasik diizlemde tanimli;

T(z)=—-veU(z) =z +1 (1.1)

kesirli lineer doniistimlerinin trettigi gruba Hecke grubu adi verilir. Hecke gruplart H(A)

sembolii ile gosterilir. Burada A degeri pozitif bir reel sayidir. Erick Hecke [1]

calismasinda A = 2 bir reel say1 veya q = 3 bir tamsay1 olmak iizere 1 = 4, = 2 cos%

degerlerine karsilik H(1) Hecke gruplarinin ayrik olacagini ispatlamistir. Bu durumda
H(A) Hecke grubu PSL(2,R)’ nin ayrik bir alt grubu oldugundan Fuchsian gruptur.
Alanyazinda en ¢ok g = 3 degerine karsilik elde edilen H(A3) Hecke grubu calisilmistir.
Bu gruba 6zel olarak modiiler grup denir ve PSL(2,7Z) grubundan bagka bir sey degildir.

Su halde modiiler grup;
az+b
z= W(Z) T cz4d (1.2)

seklindeki fonksiyonlarin grubudur. Burada a, b,c ve d sayilar1 tam sayilardir ve ad —

bc = 1 dir.
T(z) = —i velU(z)=z+1 (1.3)
iiretegleri ile Uretilir. Bu kesirli lineer dontistimler iist yar1 diizlemin otomorfizmalaridir.

Modiiler gruba 2 mertebeli yansima doniisiimii olan;

R(z) = ; (1.4)
eklenirse;
az+b
={*22.0,b,c,d € Z,ad — bc = —1} (1.5)
cz+d
olmak iizere;
PGL(2,7Z) = PSL(2,Z) U G (1.6)



genisletilmis modiiler grup elde edilir. Modiiler grup genisletilmis modiiler grubun 2
indeksli bir alt grubudur. Genisletilmis modiiler grupta iist-yar1 diizlemin otomorfizmalar1

ile anti-otomorfizmalar1 yer almaktadir.

Genigletilmis modiiler grubun iist-yar1 diizlemdeki hareketinin topolojik bir¢ok sonucu

olmasinin yani sira rasyonel sayilar lizerindeki hareketi de ilgi c¢ekicidir. Eger oo =%

seklindeki bir gosterimle Q. = Q U {c0} g6z Oniine alinirsa bir se Qo Ve bir w(z) =

az+b icin:

cz+d g,
p ap+bq

w () = atba (1.7)
q cp+dq

elde edilir. Bu bir grup etkisi olup gecislidir.

Matematigin en temel konularmdan olan Euclides algoritmasi basit olarak verilen iki

tamsaytya ardisik olarak kalanli bolme teoreminin uygulanmasidir. Bu sayede bir §

rasyoneli verildiginde,

p=roq+m (1.8)
q=r1q:+1, (1.9)

(1.10)
Th-1 = Tqn (1.11)

esitlikleri yazilabilir. Burada r; lerin her biri birer tamsayi olup

p_ 1
e=Tot (1.12)

™

seklinde gosterilebilir. Bu gosterime basit siirekli kesir acilimi denir.

Todq + mEE. (1.13)




ifadesine A, reel sayisina bagl Rosen siirekli kesirleri denir [2]. Hecke gruplar1 igin T' ve

U iireteclerinin UP1TU2T ...UPT seklindeki bir eleman ile Rosen siirekli kesirleri

arasmdaki

UPTUP2T ... UPnT(00) = [by, by, ..., byl (1.14)

esitligi [2] numarali ¢alismada gosterilmistir. Bu sayede, Hecke grubunun elemanlarmin
cusp noktalarmi belirleme ve Hecke grubunun elemanlarinin belirlenmesi agisindan

oldukga 6nemlidir.

Modiiler grupta bir eleman iiretegler cinsinden;

UTTU™T .....U™T (1.15)

verilmis bir elemaninin gosterimi bir slirekli kesir agilimi olarak ifade edilebilir. Bu

ifadeye tamsayi siirekli kesir agilimi denir ve Rosen siirekli kesrinin A, = 1 halidir.

Farey dizisi [0,1] araliginda kapsanan indirgenmis rasyonel sayilarin artan bir sekilde

siralanmasiyla elde edilen kiimelerdir. 11k birkag terim asagidaki gibidir.

F={31 (1.16)
=3 (1.7
ER CEFE (1.8

Fy = {—,—,—.—.—.—.—} (1.19)

1°'4°3°2°3°4°1

Fs ={—,—,—.—,—,—,—,—,—.—,— (1.20)

1'5°'4°3°'5"2'5°3"4°'5°1

Farey dizisinin elemanlar1 rasyonel sayilar olup tamsayr miktar1 kadar 6teleme yaparak
tiim rasyonel sayilara genisletilebilir. O halde rasyonel sayilar co’u kok kabul eden ve her

bir basamakta o basamaga karsilik gelen Farey dizisi bulunan bir agagla gosterilebilir.
Daha acik olarak, koseleri Q. olan ve %,2 € Qo elemanlarim1 ad — bc = 1 sartiyla

birbirine baglayan yapiya Farey graf denir. Farey graf bir agacgtir. Bu agactaki yollar ile



stirekli kesirler arasinda yakindan bir iliski vardir. Soyle ki oo’ dan % ye giden her bir yolun

ardisik koseleri %’ nin tamsay1 siirekli kesir agiliminin ardisik yakinsayanlaridir.

Bu calismada verilen bir rasyonel sayiy1 sabitleyen genisletilmis modiiler gruptaki
elemanlar1 elde etmek amaglanmistir. Bunun igin siirekli kesirler ve Farey graftan

yararlanilmustir.

Bu ¢aligma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim olan giris boliimiinde ¢aligma tanitilmistir.

Ikinci boliimde ¢alisma icin gerekli kavramlar anlatilmistir. Oncelikle modiiler grup ve
genigletilmis modiiler grup tanitilmis ardindan siirekli kesirler calisma ¢ergevesinde
tanitilmistir. Graf teoriye dair caligmada bahsi gecen terimler tanimlandiktan sonra Farey

dizisi ve Farey graf verilmistir.

Uciincii bdliim literatiir taramas1 olarak bu calismaya esin kaynagi olan ¢alismalarin

Ozetlendigi bir bolimdiir.

Dordiincii boliim ¢alismada elde edilen bulgularin sunuldugu ana bolimdiir. Bu b liimde
problem durumu ve yontem agiklanmistir. Bu bdliim tezin orijinal bolimii olup [3]

kaynakta yaymlanmaistir.

Besinci  boliimde tezdeki sonuglar tartisilmis sonraki c¢alismalar ig¢in  Oneriler

bulunmaktadir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tezin ilerleyen asamalar1 i¢in gerekli olan bazi kavramlar tanitilip ilgili

sonuglar verilecektir.

2.1 Modiiler Grup ve Genisletilmis Modiiler Grup
Modiiler grup elemanlar1 kesirli lineer doniisiimler veya daha bilinen ismiyle Mobius
dontistimleri olan fonksiyonlarin bilinen bileske islemi altindaki gruptur. Daha ag¢ik olmak

gerekirse z € C,, olmak {izere,

z - w(z) = &L (2.1)

seklindeki fonksiyonlarin grubudur. Burada a, b,c ve d sayilar1 tam sayilardir ve ad —

bc = 1 dir. Su durumda modiiler grup literatiirde alisilageldik bigimde T ile temsil edilirse,

={*2. 4,b,c,d €Zad - bc =1 2.2)
cz+d

seklinde tanimlanabilir. Modiiler grupta kapsanan fonksiyonlar kompleks diizlemi kendi
lizerine birebir ve orten olarak resmeder. Ayrica bir w(z) = % el ve y >0 olmak

iizere Uist yar1 diizlemde bir z = x + iy € H noktasi i¢in;

. __a(x+iy)+b
W(x T ly) - c(x+iy)+d

__ ax+tb+iay

cx+d+icy

_ (acx®+adx+bcx+bd+acy?)+iy(ad—bc) (2 3)
- (cx+d)2+(cy)? '

elde edilir. Burada ad —bc =1 esitligi geregi z =x + iy € H st yar1 diizlemdeki
noktanin goriintlisii yine {ist yar1 diizlemde olacaktir. Ek olarak bu fonksiyonlar yon
koruyan otomorfizmalardir. Mobius doniisimlerine ait daha detayli bilgiler i¢in [4]-[7]

kaynaklar1 incelenebilir.

Modiiler grup ile 2 X 2 tam say1 girdili matrislerin 6zel lineer grubu arasinda yakin bir

iligki vardir.

a b

SL(2,7) = {(C d) :a,b,c,d € Z,ad — be = 1 (2.4)



Bu grup GL(2,Z) grubunun iki indeksli bir alt grubudur.

SL(2,7Z) » T (2.5)
a b az+b
(c d) ~ cz+d (2.6)

seklinde tanimlanan doniisiimiin bir grup epimorfizmasi oldugu kolayca goriilebilir. Bu
durumda modiiler grup SL(2,7Z) grubunun projektivizasyonundan baska bir sey degildir.

Daha acik olarak gruplar i¢in 1. izomorfizma teoremi geregi;

SL(Z'Z)/{ 41y =PSL@T) =T @2.7)

Boylelikle modiiler gruptaki her bir,

w(z) = 22 (2.8)
eleman1 SL(2,Z) grubunda,

_ a b
w=x(2 ) (2.9)

iki matrisle temsil edilebilir. Bu durumda matrislerdeki ¢arpma islemi fonksiyonlardaki

bileske islemine tekabiil edecektir.

Modiiler grup elemanlarini geometrik siniflandirmak miimkiindiir. Bunun i¢in bir Mobius

doniisiimiiniin sabit noktasi kavramina ihtiya¢ duyulacaktir.

2.1. Tammm : Birimden farkli bir w(z) € PSL(2,7Z) igin,
w(z) =z (2.10)

denkleminin ¢oziimlerine w(z) elemaninin sabit noktalar1 denir.

Burada keyfi bir w(z) = ZZ—H) € PSL(2,7) nin sabit noktalar1 (2.10) denklemi ¢oziilerek

zZ+d

hesaplanabilir.

az+b
cz+d

(2.11)



cz?+(d—-a)z—b=0 (2.12)

a—-d+ (Z;a)2+4bc (2.13)

Z12 =
Son denklemde (d — a)? = (a + d)? — 4ad ve ad — bc=1 kullanilirsa;

a—-d++/(a+d)%2-4
2c

(2.14)

Z12 =

elde edilir. Karekok igerisindeki a + d tamsayismm w(z) fonksiyonunu temsil eden
w = (Z Z) matrisinin izi oldugu dikkate alinirsa birimden farkli her bir w(z)

fonksiyonunun en az bir en ¢ok iki sabit noktasi oldugu sonucuna varilir. Modiiler grup

elemanlari sabit biraktiklar1 nokta sayilar1 lizerinden smiflandirilirlar:

az+b
cz+d

2.2. Tammm : [4] Modiiler grupta birimden farkli bir w(z) = € PSL(2,7Z) elemam

verilsin.
i. Ja+d|>2ise w(z) elemaninmn R U {oo} iizerinde iki farkli sabit noktasi
vardir. Bu durumda w(z) elemanina hiperbolik eleman denir.
ii. la+d|=2ise w(z) elemanmm R U {oo} iizerinde bir sabit noktas1 vardir.
Bu durumda w(z) elemanina parabolik eleman denir.
iii. la+d| <2 ise w(z) elemaninin C U {oo} iizerinde iki farkli sabit noktasi

vardir. Bu durumda w(z) elemanina eliptik eleman denir.

Hiperbolik ve parabolik elemanlar sonsuz mertebeli olup eliptik elemanlar sonlu

mertebelidir. Modiiler grup iki mertebeli eliptik eleman

T(z) = _i (2.15)
ve sonsuz mertebeli parabolik eleman

Ulz) =z+1 (2.16)

elemanlar tarafindan iiretilir. Bu elemanlar1 temsil eden matrisler sirasiyla;

=@ D =) e



seklinde olup izleri trT = 0 ve trU = 2 dir. Bu iKi iiretecin ¢arpimindan,

TU = ((1’ ‘11) (2.18)

iic mertebeli eliptik elemani elde edilir. Boylece modiiler grup i¢in bir grup sunusu;

PSL(2,Z) =<T,U:T? = (TU)% =1 >= 7, * L4 (2.19)

bi¢imindedir. Burada Z, * Z, iki mertebeli devirli grup ile ii¢ mertebeli devirli grubun

serbest carpimi anlamimdadir.

2.3. Sonug: [5] Modiiler gruptaki sonlu mertebeli bir elemanin mertebesi iki ya da tigtiir.
Ayrica mertebesi iki olan herhangi bir eleman T ye, mertebesi ii¢ olan bir eleman da TU ya

veya (TU)? ye konjugedir.

Ispat: Modiiler grup PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubudur. Sonlu mertebeli elemanlar
eliptik elemanlardir. Ayrica bunun tersi de dogrudur. Yani modiiler gruptuki tiim eliptik
elemanlar sonlu mertebelidir. Krosh alt grup teoremine gore bir serbest ¢arpim grubundaki
sonlu mertebeli elemanlar ¢arpimi olusturan gruplardan birindeki sonlu mertebeli bir

elemana konjugedir.

G, =<T:T?=1>=17, (2.20)

G, =<TU: (TU)® =1 >= 7, (2.21)

olup PSL(2,Z) = G, * G, oldugu goriilebilir. Bu durumda G, grubunda tek sonlu mertebeli
eleman iki mertebeli eliptik eleman T dir. Ayrica G, grubunda da 3 mertebeli birbirine

konjuge olmayan iki eleman vardir, bunlar TU ve (TU)? dir.

={*22.0,b,c,d € Z,ad — bc = —1} (2.22)

cz+d’
kiimesini goz Oniine alalim. G kiimesi bir grup olmamakla birlikte elemanlarmma anti-

otomorfizma adi verilir. Bu doniisimler de iist yar1 diizlemi yine {ist yari diizleme

resmeder. G kiimesinden alinan herhangi iki elemanin bileskesinin modiiler grupta oldugu



goriilebilir. Ayrica modiiler gruptaki bir eleman ile G kiimesindeki bir elemanin

bileskesinin yine G de olacagi agiktir. Bu durumda,;

F=ruc (2.23)

kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine gore kapalidir. Grup aksiyomlarmin digerleri de
saglandigidan T kiimesi de bir grup olur. Ustelik modiiler grup bu grubun iki indeksli bir
alt grubudur. Dolayisiyla modiiler grup I’ nin bir normal alt grubudur. Bu yeni gruba

genisletilmis modiiler grup denir.

SL(2,7) ile modiiler grup arasinda tanimlanan epimorfizmaya benzer olarak GL(2,Z) den

genisletilmis modiiler gruba da bir epimorfizma tanimlanabilir.

GL(2,Z) »T (2.24)
a b az+b
(c d) - cz+d (2'25)

Bu epimorfizmanin ¢ekirdegi yine birim matris ve negatifinden {FI} olusur. O halde
genisletilmis  modiiler grup T, GL(2,Z) nin kesirli lineer ddniisiimlere

projektivizasyonundan yani PGL(2,Z) ‘den baska bir sey degildir.

az+b

2.4. Sonug: T = PGL(2,Z) = PSL(2,Z) U G = {*22:q,b,c,d € Z,ad — bc = F1}

cz+d ’

Genisletilmis modiiler grupta kapsanan anti-otomorfizmalari tiretmek i¢in modiiler grubun

az+b

elemanmi eklemek yeterlidir. Gergekten bir w(z) = e anti-

ureteglerine R(z) =

N | =

otomorfizmasi i¢in,

bz+a 1
W(Z) T dz+c ° ;‘
_ b%+a __az+b 226
T di+c cz+d (2.26)
seklinde yazilabilir. Burada ad — bc = —1 esitligine dikkat ederek Z% doniistimiiniin

modiiler grupta bir eleman olduguna dikkat edilmelidir. Boylece genisletilmis modiiler
gruptaki her bir elemanm T (z), U(z) ve iki mertebeli R(z) elemanlari ile elde edilebilecegi

baska bir deyisle genisletilmis modiiler grubun T(z),U(z) ve R(z) elemanlar1 ile



iiretilebilecegi ispatlanmistir. Bu ireteclerin birbirleri ile iliskileri asagidaki sonucta
verilmistir.

2.5. Sonug¢: T(2) = —i, Uiz)=z+1veR(2) = éolmak lizere;

i) TR = RT

i) UR = RUTU

Burada T (2), U(z) ve R(z) doniisiimleri yerine onlarin matris temsilcileri olan;

_(0 -1 _(1 1 _(0 1
T_(1 O),U—(O 1),R—(1 0) (2.27)
kullanilirsa esitliklerin saglandig1 kolayca goriilebilir. Ayrica TR = RT esitligi kullanilarak
(TR)2=TRTR=TRRT =TT =1 (2.28)
(TUR)? = TURTUR = TUTRUR = TUTRRUTU = (TU)? =1 (2.29)

elde edilir. 1.3. Sonug ispatindaki G; ve G, gruplarin bu sefer;

G, =<T,R: T?=R? = (TR)? =1 >= D, (2.30)

G, =<TU,R: (TU)® =R? = (TUR)? =1 >= D, (2.31)

seklinde g6z oniine almip her iki gruptaki R’ nin ayni olmasindan hareketle genisletilmis
modiiler grubun, dort mertebeli dihedral grup D, ile alt1 mertebeli dihedral grup D5 iin iki
mertebeli devirli grup ile karisimli serbest ¢arpima izomorf oldugu sdylenebilir. Boylelikle

asagidaki teorem ispatlanmis olur.

2.6. Teorem: Genisletilmis modiiler grup icin bir grup sunusu;

PGL(2,7) =< T,U,R:T? = (TU)® = R* = (TR)? = (TUR)? = 1 >= D, *;, D5 (2.32)

Genigsletilmis modiiler gruptaki anti-otomorfizmalar da modiiler gruptaki elemanlara

benzer olarak sabit biraktig1 noktalara gore geometrik olarak smiflandirilabilir. Bir

az+b

w(z) = EG (2.33)

cz+d
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icin w(z) = z denklemi;

az+b
czrd 2 (2.34)
czz+dz—az—b=0 (2.35)

Bu denklem ¢ € Z sayisi ile boliiniip x, y € R olmak tlizere z = x + iy yazilirsa;

x2+dc;ax—§+y2+iy¥=0 (2.36)

halini alir. Esitligin sag tarafi 0 € R oldugu i¢in y = 0 veya a + d = 0 olmak iizere iki

durum vardur.

Egery = 0vea+d # 0 ise denklem;
X2+TX——=O (237)
seklinde olacaktir. Bu denklemin kokleri ise;

a—-d++/(a+d)2+4
2c

X172 = (2.38)

olur. Sonug olarak izi a + d # 0 olan bir anti-otomorfizma reel eksende iki sabit noktaya

sahiptir.
Eger a+d = 0 ise;
x2+dc;ax—§+y2=0 (2.39)

2
halini alir. Burada d = —a yazilip esitlige (%) terimi eklenip ¢ikarilirsa;

e 2 (- () -0 e

Cc

elde edilir. Simdi d = —a esitligi w(z) elemaninin determinant1 olan ad — bc = —1 de

kullaninirsa a® + bc = 1 olur ki son durumda;

(x _ 2)2 fy2= L (2.41)
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denklemi elde edilmis olur. Bu ise merkezi (%,0) da olan ve yaricapt r =% olan bir

¢ember denklemidir. Sonug olarak izi sifir olan bir anti-otomorfizma reel eksene dik bir

¢ember tlizerindeki tiim noktalar1 sabit birakir. Bu durumlar agagidaki 6zetlenmistir:

az+b .
— € ( antiotomorfizmasi;
cZ+d

Bir w(z) =

i. a + d # 0 ise reel eksende iki sabit noktasi vardir. Bu durumda w(z) elemanmna kayan

yansima denir.

ii. a + d = 0 ise w(z) elemaninin sabit noktalar kiimesi merkezi (%, 0) da olan ve yarigap1

r= % olan bir ¢emberin tizerindeki tiim noktalardir. Bu durumda w(z) elemanma yansima

denir [4].

Bu c¢alismanin konusu miinasebetiyle genisletilmis modiiler grubun rasyonel sayilar

kiimesi tizerindeki hareketi dikkate almacaktir. w(x) = :;C:Z € PGL(2,7Z) igin; x = s EQ
kullanilirsa

P\ _ ap+bq
w (E) - cp+dq (2-42)

elde edilir. Ayrica (p, q) = 1 aralarinda asal olduklarindan (ap + bq, cp + dgq) = 1 olur ki

bu durum w (Z) € Q oldugu anlamimna gelir. Burada s rasyonel sayisi (Z) seklinde bir

siitun vektor ile temsil edilirse w = (Ccl Z) i¢in;

b
v (Z) - (Ccl Z) (Z) - (‘ZZ;' I dZ) (2.43)

yazilabilir. Ozel olarak co = ((1)) ile gosterilirse;

()= D=0 (2.4)

elde edilir. Calismanm ilerleyen boliimlerinde de siklikla kullanilacak sonsuzun goriintiisii

a .
olan bu — saylsma w elemaninin cusp noktasi denir.

12



Qo = QU {0} seklinde tanimlansm. Bir (Z) EQ, Ve I = (é 2) € PGL(2,Z) birim

eleman olmak tizere;

)= 96)-6) =z

oldugu agiktir. Ek olarak wy, w, € PGL(2,7Z) ve (Z) € Qo i¢in;

wy () () = ) (1) (2.46)

saglandig1 da goriilebilir. Ozetle genisletilmis modiiler grubun Q, iizerindeki;

PGL(2,7) X Qo = Qo (2.47)
b
(@ D)~ (210 X

seklindeki hareketi bir grup hareketidir.

Genisletilmis modiiler grubun iiretecleri T, U ve R oldugu i¢in bir w € PGL(2,Z) elemani
T,Uve R nin bir kelimesi olarak yazilabilir. Ornek olarak, w = U2TURURU3T

elemaninin temsil ettigi doniisiim;

_ _ 1
w(x) =2 v (2.49)
1+3j

seklindedir. Gortilecegi lizere genisletilmis modiiler grup ile siirekli kesirler arasinda ilging

bir iligki vardir. Bu durum detayl olarak sonraki boliimde islenecektir.

2.2 Siirekli Kesirler
Bu boliimde stirekli kesirler ile ilgili temel bilgiler verilecektir. Ardindan genisletilmis
modiiler grup ile iliskilerine deginilecektir. Siirekli kesirler ile ilgili daha detayli bilgiler

icin [8]-[11] kaynaklar1 incelenebilir.
Siirekli kesirler Euclid algoritmasina dayanan matematigin antik ¢aglardan beri ilgi ¢ekici

kavramlarindan biridir. Bir 6rnek ile baslamak icin 49 ve 22 sayilarina Euclid algoritmast

uygulanirsa;
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49=222+5 (2.50)
22="54+2 (2.51)

5=22+1 (2.52)

esitlikleri elde edilir. Yukaridaki esitlikler yardimiyla g rasyonel sayist su sekilde ifade

edilebilir:
49 5
2 =2+ (2.53)
=2+ (2.54)
5
1
=2+ e (2.55)
1
=2+ pys (2.56)
2
=24 — (2.57)
N 4+ '

Bu yazimi [2,4,2,2] seklinde bir gosterimle temsil etmek de miimkiindiir. Iste elde edilen

oo .49 e e .
bu gosterime > rasyonel sayisinin basit siirekli kesir agilimi denir.

2.7. Tammm: [8] a,, a4, a,, ..., a, recl sayilar ve a4, a,, ..., a, pozitif olmak tizere;

a + L (2.58)
a1+a2+ 1

. 1
~An—1 +a

ifadesine sonlu siirekli kesir denilir ve [ag,aq,ay, ..., a,] ile gosterilir. Eger bir sonlu
stirekli kesirde ag,aq,a,, ..., a, sayilarmm hepsi tamsayr ise siirekli kesre sonlu basit

siirekli kesir denir.

2.8. Tammm : [8] ay, a4, a;, ... reel bayilar ve a4, a,, ..., a, pozitif olmak lizere;

a + LI (2.59)
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ifadesine sonsuz siirekli kesir denir ve [ag, a,,a,,...] ile gosterilir. Eger aq, a4, a,, ..., a,

sayilarmin hepsi tamsayi ise stirekli kesre sonsuz basit siirekli kesir denir.

Verilen iki tamsayi i¢in Euclid algoritmas: sonsuza dek devam etmeyeceginden her
rasyonel saymin sonlu basit siirekli kesir temsili vardir. Bu durumun tersi de dogrudur.
Yani her [aq,aq,a,,...,a,] basit bonlu siirekli kesir bir rasyonel sayiy1 temsil eder.
Matematik indiiksiyon ile gdsterilmek istenirse;

n=0 igin [a,] =ay, €EZ olup bir rasyonel sayidir. 0,1,2,..,n—1 sayilar1 igin

lag, a1, ay, ..., Gy_1] stirekli kesrinin bir rasyonel say1 oldugu varsayimiyla

1

[ay,az,a3,...an]

(2.60)

lag, as,ay, ..., Ap_y, an] = ag +

seklinde yazilabilir. Indiiksiyon hipotezi geregi [a,, a,, as, ...,a,] bir rasyonel say1 olup

r,s € Z,s # 0 olmak lizere [aq,a,,as, ..., a,] = Eolur. Boylelikle;

lag, ai,az, vy An_1,an] = aq +% =——€Q (2.61)

olur ki bu da asagidaki teoremin ispatidir.

2.9. Teorem: [8] Bir «@ € R nin rasyonel say1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul @’ nin sonlu

basit stirekli kesir agilimina sahip olmasidir.

Dikkat edilmesi gereken bir baska nokta da bir rasyonel saymin basit stirekli kesir

aciliminin tek tiirlii olmadigidir. Bir 6rnekle géstermek gerekirse,

49 1

B2+ = [2422) (2.62)
2+E

49 1

B2+ = [242,00] (2.63)
2+—7

1+I

Bunun gibi farkl gosterimleri elde etmek de miimkiindiir.

2.10. Tamm: [8] a = [ay, ay, Ay, ..., Ap_1, ay] siirekli kesir agilimi verilsin. Vk < n, k €

Z* i¢in Cy, = [ag, aq, ay, ..., ;] = Z—i rasyonel sayisina siirekli kesrin k. yakinsayani veya

k. kismi orani denir.
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Ornegin % = [2,4,2,2] sayisinin yakimsayanlari;

Co=1[2]=2 (2.64)
C=[24]=2+7=" (2.65)
C;=[242]=2+_5="2 (2.66)
cg:pA&ﬂ=2++Lﬁ=§ (2.67)

2+E

Goriilecegi lizere n + 1 tane sayi olarak ifade edilebilen bir [ay, a, ay, ..., @p_1, @y, ] siirekli
kesir, n + 1 tane C), yakinsayan ile, 2n + 2 tane bu yakinsayanlarin pay ve paydalari olan
px Ve q sayilari ile iliskilidir. Ozellikle bu p, Ve g, sayilarini bir iterasyon esitligiyle

gostermek de miimkiindiir. Bu iterasyon esitlikleri asagidaki teoremde agiklanmistir.

2.11. Teorem: [8] [ag, ay,ay, ..., Ap_1, ay] stirekli kesir agilimi verilsin. Vk < n,k € Z*

icin C, = [ag, aq,ay, ..., ax] = Z—: olsun. Buradaki p, ve g, sayilar1 asagidaki bagintilari

saglar:

Do = ag Ve p; = aga, + 1 olmak tizere k > 2 i¢gin;

Pk = QgPr-1 t Pr-2 (2.68)

ve g, = 1Vve q; = a; olmak lizere k > 2 i¢in;

i = AgQr-1 + qr—2 (2.69)

Ispat : Teoremin dogrulugu indiiksiyon ile gosterilecektir.

k = 0 igin;

Co=[ap] =2 =2 (2.70)

qo0 1

elde edilir. 1 < k < n i¢in iddianin dogru oldugu varsayimiyla;

Ck+1 = [ao, all aZ; ey aki ak+1] — Dk+1 (270)
Ar+1

1

yazilabilir. Bu siirekli kesrin en altindaki iki basamak a; + seklinde ifade edilirse;

Ak+1
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1
Ck+1 = [ao, aq, Ay, ..., Qg + ] (271)

Ar+1

elde edilir. Timevarim hipotezi geregi,

Afe+1

Cry1 =

1
(ak+———_)Pk—1+Pk—2

1
ag+ )q _1+qk—
ke ) Te—1 k-2

_ Ar+1(agPr—1+Pr—2)+Pr-1

ap+1(arqr-1+qx-2)+dx-1

_ ag41(Pr)+Pr—1 _ Pk+1 (272)

Ag+1(qr)+dr-1 dk+1

olur ki ispat biter.

Bir siirekli kesir verildiginde p; Ve q; sayilariin birbirleri ile iliskisi asagidaki teoremde

verilmistir.

2.12. Teorem : [8] [ay, ay, ay, ..., Ap_q, 4y, ] strekli kesir agilimi verilsin. Vk < n,k € Z*
icin C = [ag, aq,ay, ..., ;] = Zl olsun. Buradaki p, ve g, sayilar1 i¢in asagidaki esitlik
k

saglanir.

Pici-1 — Pr-1q = (=17 (2.73)
Ispat : Ispat i¢in yine indiiksiyon kullanilirsa;

k=1 icin; piqo — poq: = (apa; + 1)1 —aga; = 1 olup dnerme dogrudur. Iddianin
1<k <n esitsizligini gergekleyen tim k pozitif tamsayilar1 i¢in gerceklenecegi
varsayimiyla,

D Qr-1 — Pr—1qx = (=1)*71 (2.74)

yazilabilir. Son olarak k + 1 i¢in;

Pr+19k — PrQr+1 = (@Qr41Pk + Pr—1)qk — Px(Ak+1qx + qi—1)
= Pk-19x — Pkqk-1
= —(—1)k_1 = (—1)k (275)

olur ki istenendir.
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Buraya kadar basit siirekli kesirlerin bazi 6zellikleri gosterildi. Simdi ise bir rasyonel

saymin basit siirekli kesir agimini elde etmeye yarayan algoritma tanitilacaktir.

Bir a rasyonel sayisi verildiginde siirekli kesir agilimini elde etmek igin ¢ok farkli
algoritmalar olmakla birlikte temeli a’nin pay ve paydasma Euclid algoritmasi

uygulamaya dayanir.

1. Adim: |a] =1y

! =a
a-ry 1

2. Adim:

3. Adm: |ay| =1y

! - a
a1-T1 2

4. Adim:

i. Adim: |a,] =1,
adimiyla algoritma sonlanir. Boylelikle @ = [ry, 1y, ..., 13, ] siirekli kesir agilimi elde edilir.

Burada birinci adimda yapilan islem a’ y1 gegmeyen en yakin sayiy1 elde etmektir. Bu

sebeple sonraki adimlarda elde edilen 7; sayilar1 negatif olmayacaktir.

2.13. Ornek: _1—292 rasyonel sayisinin siirekli kesir agilimi hesaplanmak istenirse;

2| = 2 (2.76)
% == 2.77)
- e
%;—1 e (2.79)
=5 =
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- =3 (2.81)
3
Boylelikle _1—292 rasyonel sayisinin basit siirekli kesir agilimz;

-22 1
- = -2+ LT [—2,1,5,3] (2.82)
5+§

seklinde elde edilir. Bu algoritma a; sayilarin1 ge¢meyen an biiyiik tamsayilara
yuvarlayarak calisir. Benzer fikri a; sayilarini gegip de geri gelerek kullamilabilir. Bu
durumda tam sayi siirekli kesri veya sonraki kat siirekli kesri olarak adlandirilan yeni bir

stirekli kesir agilimi tanimu ile karsilasilir.

2.14. Tamim : [12] a,, a4, @y, ..., a, tamsayilar olmak {izere;

ag — - (2.83)
az 2

) 1
“n-1—g-

ifadesine tamsay1 siirekli kesir agilimi1 veya sonraki kat stirekli kesir agilim1 denir.

Bolme algoritmasinin aksine bir reel sayiy1r gecen en kiigiik tamsayidan geri gelme

< W . =22 o
mantigina dayanir. Ornegin 5 Sayisi tekrar g6z oniine alinirsa;

3 3
=—1-——-=-1-—1 (2.84)
2 2

seklinde elde edilebilir. Bu durumda _1—292= [—1,7,2,2] olur. Tamsay1 siirekli kesir

algoritmas1 literatiirde sonraki kat algoritmasi olarak adlandirilir. Bu algoritma su

sekildedir:
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l. Adm: [a] =1,

L= a
To—Qa 1

2. Adim;

3.Adm: [ay] =1y

1 - a
r1—ax 2

4. Adim:

i. Adim: [a,] =1,

2.15. Ornek: g rasyonel sayisina sonraki kat siirekli kesir algoritmasi uygulanirsa;

E] —9 (2.85)
ﬁ _s (2.86)
3 =3 (2.87)
3_% _5 (2.88)

8 . . .
olup S sayisinin tamsay1 stirekli kesir agilimz;

f=2- 3% =[2,3,2] (2.89)

5
2

seklinde elde edilir.

Stirekli kesirlerin genisletilmis modiiler grupla yakindan iligkisi vardir. Bu kapsamda
literatiirde var olan sonuglara yapilan galigmalar bdliimiinde yer verilecektir. Ornek olarak
modiiler gruptaki bir w = U2TUSTU3T elemaninmn cusp noktast w(co) hesaplanmak

istenirse;

g1 _2s
w(e) =2-—=[253]=3 (2.90)

%
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sayist elde edilir. Goriilecegi lizere cusp noktasmin siirekli kesir agilimi ile kelimeyi
olusturan iireteclerin kuvvetleri arasinda bir esleme vardir. O halde verilen bir rasyonel
saylyl cusp noktasi kabul eden modiiler grup elemanmni bulmak i¢in verilen rasyonel
sayinin tamsayi strekli kesir a¢ilimina ihtiya¢ duyulacaktir. Bu siirekli kesir agilimi
sonraki kat algoritmasindan elde edilebilecegi gibi 6zel bir graftaki yollar yardimiyla da

elde edilebilir.

2.3 Farey Dizisi
Bu boliimde rasyonel sayilar kiimesinin bir nevi listeleme yontemi olan Farey dizisinden

bahsedilecektir. Bu boliimdeki tanimlar [9] kaynaktan alinmistir.

Matematige ilgili bir jeolog olan John Farey 1816 yilinda Farey dizisini tanimlamis, yeni
elemanlarin nasil elde edilebilecegini ispatini1 vermeden yayimlamistir. Bu sonuglari
ispatlayan kisi ise Fransiz matematik¢i Augustin Louis Cauchy olmustur. Temel olarak

Farey dizisi bir kiimeler dizisidir.

2.16. Tammm: n. mertebe Farey dizisi [0,1] arahginda kapsanan paydasi n’ yi gegmeyen
indirgenmis rasyonel sayilarin artan sekilde siralamasidir. Bu durumda 1. mertebe Farey
dizisi paydas1 1’ i gegcmeyen [0,1] araliginda kapsanan rasyonel sayilar olup sadece 0 ve

1’den ibaret olacaktir.

F={3 (2.91)

Devam edilecek olursa 2. mertebe Farey dizisinde paydasi 2’ i gegmeyen [0,1] araliginda
1
2

kapsanan rasyonel sayilar, F; kiimesinde kapsanan sayilara ek olarak rasyoneli
bulunacaktir.

011
=151 (2.92)

Ayn1 yontem tekrarlanarak elde edilen diger birkag terim asagida verilmistir.

_{or1z21

F3_{1’3’2'3'1} (2.93)
_f{0o111231

F4_{ ’4’3'2'3'4'1} (2.94)
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re={032212122:5 0 (2.95)

1'5°4°3°'5"2'5°3"4"'5°1

Burada bu kiimeleri yazarken elemanlarin artan bir siralamayla yazilmasi énemlidir. Bu
yazimda herhangi bir mertebe Farey dizisinde yan yana gelen iki rasyonel sayiya Farey

komsular denir.

John Farey (n + 1). mertebe Farey dizisine F, deki sayilara ek olarak F, deki sayilarinin

medyanimin gelecegini soylemistir.

2.17. Tamim: % ve 2 indirgenmis rasyonel sayilar1 bir n € N i¢in F, kiimesinde Farey

komsusu olsun. Bu durumda,;

@< _ ate
o< (2.96)

" b+d

seklinde tanimlanan toplamaya Farey toplami denir. % ve 2 indirgenmis indirgenmis

kesirler oldugu icin a + ¢ sayis1 ile b+ d sayist da aralarinda asaldir. Yani E

. g . a+c a c, . .
indirgenmis bir rasyonel sayidir. Bu g SAyIsina Ve -’ nin medyani denir.

Yukaridaki tanimdan da anlasilacag: iizere eger b +d < n + 1 esitsizligi saglaniyorsa

(n + 1). mertebe Farey dizisinde F,’ deki sayilar tamamen yazildiktan sonra % ve 2’ nin
a+c a c a+c . a+c

arasina — yazilir. Burada — ve = sayilarina — sayisinin Farey ebeveynleri, — sayisina
b+d b d b+d b+d

da % ve 2 sayilarmin Farey ¢ocugu denir.

Ornegin F;’ te g ve % nin Farey komsusu oldugu goriilmektedir. § ve % nin medyant
1,01 141 _ 2
3937575 (297)

sayis1 paydas1 4’ ten biiyiik oldugu i¢in F,’ te yer almamakla birlikte F5 te yazilir. O halde
F,+1 kiimesi F, deki tiim elemanlarina, paydast n + 1 olan ve payr n+ 1’ den kiigiik
n+ 1 ile aralarinda asal bir dogal say1 olan basit kesirlerin eklenmesiyle elde edilir.

Boylece asagidaki sonug elde edilmis olur.

2.18. Sonug¢: (n + 1). mertebe Farey dizisinin eleman sayisi;
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|Frsal = 1Bl + o(n+ 1) (2.98)

esitligi ile verilir. Burada ¢ Euler’ in ¢ fonksiyonudur.

Farey dizisinin modiiler grupla bagini kuran asagida verilen sonugtur.

2.19. Sonug: % ve % rasyonel sayilar1 Farey komsusu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

ad — bc = £1 esitliginin saglanmasidir.

a b

Bir w = (c d) € PGL(2,7) elemam igin ad — bc = +1 olacagindan asagidaki sonug

verilebilir.

2.20. Sonu¢: Bir w = (CCL b) elemaninin genisletilmis modiiler grubun bir elemani

d

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % ve % sayilarinin Farey komsusu olmalaridir.

Farey dizisinin elemanlarmi yani rasyonel sayilar1 bir graf ile temsil etmek de miimkiindiir.

Bunun i¢in 6ncelikle graf teoriye dair bazi tanimlamalari ihtiyag duyulacaktir.

2.4 Graflar

Graf teori matematige 1736 yilinda Leonard Euler’in {inlii makalesi “Konigsberg’in yedi
kopriisi” adli galigmayla girmistir. Graf teori sadece bazi matematiksel problemlerin
¢oziimiinde kullanilmanin haricinde ekonomi, bilgi teknolojileri. iletisim, satis ve

pazarlama, jeoloji gibi alanlarda da etkin bir sekilde kullanilmaktadir.

Bu boliimde graf teoriyle ilgili temel tanim ve kavramlara yer verilecektir. Bu boliim [13]-

[14] kaynaklarindan yararlanilarak hazirlanmistir.

2.21. Tammm: Bir graf bir kose kiimesi olan V' ve bir kenar kiimesi olan E kiimelerinden
olusan G = G(V,E) ikilisidir. Burada V nin elemanlarina koseler, E nin elemanlarina ise
kenarlar denir. E kiimesine dahil olan her bir kenar V kiimesinden iki kose ile belirlidir. Bu
iki kdseye kenarmn ug noktalar1 adi verilir. Dolayistyla bir kenar u¢ noktalarini birlestiren

bir ayrittir.
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2.22. Tanmm: G = G(V,E) bir graf ve u,v € V igin u ile v birbirine E kiimesinden bir
kenarla baglanmigsa u ile v kdselerine komsudur denir. Ortak ug noktasi olan iki kenara da

komsu kenarlar denir.

2.23. Tamm: G = G(V;, E;) ve H=H(Vy,V;) iki graf verilsin. Vy; cV; ve Ey C E;

saglaniyorsa H’ ye G nin alt grafi denir.

2.24. Tanim: Ug noktalar1 ayni olan kenara yani bir koseyi yine kendine komsu eden bir
kenara bir ilmek denir. Farkl iki koseyi birbirine baglayan birden fazla kenar varsa bu

duruma ¢oklu kenar denir.

2.25. Tanmmm: Bir ilmek ya da ¢oklu kenar barindirmayan grafa basit graf denir.

2.26. Tanmm: G = G(V,E) bir graf ve uy, uy,u,, ..., u, €V birbirinden farkli koseleri
verilsin. Eger 0 < i < n i¢in u;_, ile u; komsu ise u,’dan u, de bir yol vardir denir ve bu
yol < ug, uq, ..., u, > ile gosterilir.

2.27. Tamm: Bir yolu olusturan kenarlarin sayisma yolun uzunlugu denir. ki kdse
arasindaki yollardan en kisa olanina iki kdse arasindaki uzaklik denir. Bu en kisa yola da
geodezik denir.

2.28. Tamm: G = G(V,E) bir graf ve uy, uy,uy,...,u, €V birbirinden farkli kdseleri
verilsin. Eger 0<i<n igin wu;_, ile u; komsu ve wu,ile u,’da komsu ise

< Ug, Uq, -, Uy, Uy > yoluna bir dongii denir.

2.29. Tanmm: G = G(V,E) bir graf ve her u,v € V i¢in u’dan v’ye bir yol varsa, G

grafina baglantili graf denir.

2.30. Tanmm: Bir grafin bir kenarmin ug¢ noktalar1 baslangi¢c ve bitis gibi yon bilgisine

sahipse bu kenara yonlendirilmis kenar denir.

2.31. Tammm: Her kenar1 yonlendirilmis olan grafa yonlendirilmis graf veya digraf denir.
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2.32. Tanim: Baglantili bir grafta hi¢ dongii yoksa bu grafa bir aga¢ denir.

2.5 Farey Agaci

Farey grafi ya da Farey agaci 1979 yilinra Matula ve Kornerup tarafindan tanitildiktan
sonra 1983’te Colburn tarafindan bir¢ok 0Ozelligi kesfedilmistir[15]-[16]. Bu bolimde
Farey agac1 ve bazi1 Ozelliklerine deginilecektir. Bu bdliimdeki tanim ve sonuglara [9],

[17]-[20] kaynaklarindan ulasilabilir.

2.33. Tamim: Farey grafi kose kiimesi Q,, olan bir graftir. Bu grafta iki kdsenin bir kenarla

baglanmasi;

a c

-~—-—oad—bc==+1 (2.99)
b d

seklinde tanimlanmustir. Eger Farey dizisi birer birim Otelenerek tiim rasyonel sayilar
kiimesinde tanimlanirsa Farey grafin elemanlar1 Farey dizisinin elemanlar1 olarak
diisiiniilebilir. Boylece Farey dizisinde komsu olan iki rasyonel say1 Farey grafinda da

komsu olacaktir.

Bu grafi olusturmak i¢in oo = % olarak diisiiniiliirse tiim tamsayilar oo ile komsu olacaktir.

Gergekten bir a € Z i¢in a =% ve buradan 1.1 —a.0 =1 oldugu goriilebilir. Ayrica
ardisik iki tamsayinin da Farey grafta komsudur cilinkii n ve n+ 1 tamsayilar1 i¢in
n.l—(m+1).1 = -1 olup tamm geregi %~% saglanir. O halde Farey grafta yeni

komgsular Farey dizisinde oldugu gibi Farey toplami yardimiyla elde edilecektir. Soyle ki

a € Z tamsayis1 ve ardisigi olan a + 1 tamsayilarinin Farey ¢ocugu olan;

a, . a+l 2a+1
Ll =

1 1 2

(2.100)

sayist hem a’ya ve hem de a + 1’e komsu olur. Yeni komsular Farey toplam1 yardimiyla

elde edildiginden bu grafta bir dongii yoktur.

Verilen % ve % rasyonel sayilari igin x < % <x+1lve y< 2 < y + 1 esitsizliklerini
saglayan x,y tamsayilar1 mevcuttur. x ve x + 1 arasindaki tiim rasyonel sayilar ardigik

Farey toplami ile elde edildiginden %’ den x e bir yol vardir. Benzer durum 2 icin de
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gecerlidir. Yani 2’ den y’ ye bir yol vardir. x ve y’ nin her ikisi de oo =% ¢ a komsu

olduklarindan %’ den 2’ ye bir yol elde edilmis olur.

2.34. Sonug: Farey graf bir agagctir.

Farey agacinimn bir kismimi Sekil 2.1 den goriilebilir.

N =

St

Farey agacmin temel amaci rasyonel sayilar kiimesinde c¢alisirken geometrinin

e
1| =
~e
~uo

\H:,.'

Sekil 2.1: Farey agacu.

avantajlarindan yararlanmaktir. Bu baglamda Farey agaci hiperbolik iist yar1 diizlemde de
cizilebilir. Ust yar1 diizlem modelinde iki nokta aras1 geodezikler ya x eksenine dik
dogrular ya da x eksenine dik yarim ¢emberlerdir [21]. Rasyonel sayilar iist yar1 diizlemin
siirt olan x ekseninde yerlerini alirken tamsayilar kendilerine x ekseninde dik birer
dogruyle oo a baglanir. Ardindan ardisik iki tamsayi bir yar1 cemberle birbirine komsu olur.
Boylece iki kdsesi bu ardisik tamsayilarda diger kdsesi de oo’ da olan biiyiik bir {iggen elde
edilir. Ardisik iki tamsaymin medyan kuralina gore Farey cocugu hesaplanarak bu iki
tamsaymin arasindaki konumunu yar1 ¢emberlerle komsu edilir. Boyle devam ederek {ist
yar1 diizlemde Farey agaci ¢izilmis olur. Bir 6rnegi Sekil 2.2 de goriilebilir. Bu modelde oo

bir yer olarak gosterilmemistir.
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Sekil 2.2: Ust yari diizlemde Farey agaci.

Farey graf bir aga¢ oldugu i¢in iist yar1 diizlem modelinde hi¢bir yarim ¢ember kesismez.

Buraya kadar yapilanlar dikkate alinirsa Farey agacinin her bir katmani bir 6nceki katmana
Farey toplami uygulanarak olusturulur. Farey dizisinin de tanimi goz Oniine almirsa

asagidaki teorim elde edilir.

2.35. Teorem: [17] gg € Qo verilsin. Bu durumda Asagidakiler denktir:

i) % ve % Farey grafta komsudur.
i) ad — bc = +1

iii) % ve 2 sayilart max{b, d} = n igin F, Farey dizisinde ardigik yer alir.

a c o . a ¢ . x ... ¢c x a .
2.36. Tamm: —,— € Qo i¢in Farey afacinda —~— olsun. Bir 5 € Qo i¢in - ;7 158

baska bir deyisle 5 say1s1 % ve % sayilarinin Farey toplami olarak elde edilmis ise % sayisma
a Cc o a Cc X . .
S Ve sayilarinin Farey ¢cocugu, S Ve sayilarmna da , sayisimin Farey ebeveynleri denir.

Farey agacmin birbirine komsu % ve g iki elemani i¢in ad —bc = 1 oldugu

bilinmektedir. Ayrica bir g rasyonel sayismin siirekli kesir agilimmda Piz1 Pt ardigik

di-1 9qi
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yakinsayanlar1 iseler p;_1q; — p;q;—1 = +1 olacagindan Farey agaci ile siirekli kesirler

arasinda yakindan iligki vardir.

2.37. Teorem: Bir p € Q,, rasyonel sayis1 verilsin. Farey agacinda o’ dan p’ ye giden her
yol p’ nin bir Farey ebeveyninden geger. Ayrica < 0, pq, Py, ..., P, = p > Farey agacinda

bir geodezik yol ise 1 < i < n i¢in p;_4, p;’ nin Farey ebeveynidir.

Ispat: Eger p € Q, bir tamsay1 ise co~p olup iddia gergeklenir. Eger p tamsayi degil ise p

rasyoneli tanim geregi % ve 2 gibi iki rasyonelin Farey toplami olarak elde edilir ve

§~p~% saglanir. Bu durumda p sayisi % ve 2 sayilarinin Farey ¢ocugudur. Ayrica §~§

g0z Oniine alarak oo’ dan p’ ye giden bir yolun % veya 2’ ye ugramamasi bu yolun %~§

kenar1 ile kesismesi anlamina gelir ki bu miimkiin degildir.

2.38. Teorem: [19] Bir p € Q, rasyonel sayist verilsin. Farey agacinda
< ,(,Cy, ....,C, =p > nin bir yol olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Cy,C,, ....,Cy
sayllarmin p € Q,, rasyonel sayisinin tamsayr silirekli kesir aciliminda ardisik

yakinsayanlar olmasidir.

Ispat: Bir p € Q., rasyonel sayis1 i¢in < 0, Cy, C, ....,C,, = p > Farey agacinda bir yol
olsun. Ilk olarak C;~o0 oldugu i¢in C; € Zolup C; =1, = Z—l yazilir. Ardindan C, rasyonel
1

sayis1 Farey grafta C;’ e komsu oldugundan C, = Z_Z icin
2

P2-91 — q2.-P1 = P2 — q2-P1 = 1 (2.101)

esitligi saglanir. Burada % =p, £ qi olur. r, = q, segilir. Benzer olarak 1 < i < n i¢in
2 2

C; = i olmak iizere Di-qi—1 — qi-Pi—1 = 1 olacagindan; oyle 1,13, ..., 15, tam sayilar1

qi
bulunabilir ki;
G=t=rn——— (2.102)

T
i—1 T

olur kibu da p = [ry, 1y, ..., 1,] oldugu anlamina gelir.
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Karsit olarak Ci, C,,....,C, sayilar1 bir p € Q, rasyonel sayismin p = [ry, 7, ..., 7]

tamsayi siirekli kesir agiliminda ardisik yakisayanlar olsun. Ilk olarak 7, tamsay1 oldugu

icin co~7y olur. Ayrica 1 <i <n igin C; =% olmak iizere p;.qi_1 — q;-pi-1 = *1

1

olacagindan her C; yakinsayani C;_; ile Farey agacinda komsudur. Sonug olarak

< 0,Cy,Cqp ., Cp > (2.103)

Farey agacinda bir yoldur.

2.39. Ornek: % rasyonel sayisi verilsin. Bu saymin tamsayi siirekli kesir agilimi sonraki

2

kat algoritmasina gore hesaplanabilecegi gibi, Farey grafta oo’ dan 19—4 a giden bir yol

yardimiyla da elde edilebilir. Bu sebeple Farey grafta;

11 14

<,228 01 (2.104)
3'5°"7"°9

yolu segilebilir.

Sekil 2.3: Farey grafta oo’ dan M a giden bir yol.
9

11

14 14
Burada Cy =2,C, ==,0,=-,C3 = = C, = 5 sayilar 'y rasyonel sayisinin tamsayi

wlu
vl | ©

stirekli kesir agilimimdaki ardisik yakmsayanlaridir. Bu da 19—4’ un
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% == [ro, T‘l, 1’2, T3, T4] (2105)

seklinde bir tambay1 siirekli kesir agilimma sahip oldugu anlamma gelir. Boylece;

1o = Cy = 2 elde edilir. Ardindan;

Cl=§=r0——=2—— (2.106)
esitliginden r; = 3 olur. Devam edilirse;

1

Cz = g = [To,rl,rz] = 2— 3_1 (2107)
2
olup r, = 2 olur. Ayn1 hesaplama r3 i¢in yapildiginda;
C3 = % = [TOi 71, erT3] =2- 3_11 (2108)
=
yazilabilir. Buradan r; = 2 elde edilir. Son olarak;
C, = 19—4 = [ro, 11,1213, 1] =2 — ~ 11 (2.109)
1
2= 1

Z—H

esitligi yardimiyla r, = 2 olur. Bdylece 19—4 = [2,3,2,2,2] siirekli kesir agilimi1 elde edilmis

olur.
Genigsletilmis modiiler grup ile Farey agacinin kesisme yeri de tam olarak tamsay1 siirekli

kesirlerdir. Bunu yukaridaki 6rnekle gostermek gerekirse genisletilmis modiiler grupta

w = U2TU3TU2TU?TUT (2.110)

elemani goz Oniine alinirsa;

wx) =2 - — LI Lot (2.111)

9x—-7

=1
b

oldugu goriiliir. Buradan,

w(o) = % (2.112)

elde edilir.
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3. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde modiiler grup ve genisletilmis modiiler grup ile ilgili alan yazinda var olan ve

bu ¢aligmayla ilgili olan ¢aligmalar incelenecektir.

Modiiler grup ve genisletilmis modiiler grup matematigin bircok daliyla yakindan ilgili
olup arastirmacilarin ilgi odagi olan bir konudur. Elemanlar1 kompleks degiskenli
fonksiyonlar oldugundan analiz, bu fonksiyonlarin karmasik diizlem tizerindeki hareketi
stireksiz oldugundan topoloji ve geometri, bir cebirsel grup yapist oldugundan ve 2 X 2
matrislerle olan iligkisinden dolay1 cebir, katsayilarin {inlii say1 dizileri ile iliskileri ve
modiiler formlar ve eliptik egriler ile iliskisi nedeniyle da sayilar teorisiyle yakindan

ilgilidir.

Modiiler ve genisletilmis modiiler grubun alt gruplarinin cebirsel yapist [22]-[28]

calismalarinda verilmistir.

Beardon, Hockman ve Short [18] ¢alismada modiiler grup elemanlarindan;

Sp,(2) = b; +- (3.1)
elemanlarini goz 6niine alarak bir;

x = [bg, by, ..., by] (3.2)
rasyonel sayisi i¢in;

Sbo-Sby +n+-Sp, (0) = x (3.3)

esitligini kullanmiglardir. S6z konusu calismada Farey grafta oo’ dan x’ e bir geodezik yol

inga etmenin algoritmasi verilmistir. Bunu yapmak i¢in

a:Q = Qo (3.4)

her bir x rasyonel sayisi1 Farey graftaki en kiigiik paydaya sahip olan komsuya esleyen
birinci Farey ebeveyni fonksiyonunu tanimlamiglardir. Boylece Farey grafta oo’ dan x’ e
bir geodezik yolun x’ in bir geodezik siirekli kesir agilimi ile ilgili oldugunu

ispatlamiglardir.
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Short ve Walker [20] calismada bu teknigi modiiler grubun daha genel bir sinifi olan
Hecke gruplart i¢in kullanmislardir. Rosen [2] ¢aligmasinda kendi adiyla anilan siirekli
kesir agilimini tanitmis ve bunu kullanarak Hecke gruplarindaki elemanlarm bir

karakterizasyonunu vermistir.

Short ve Beardon [19] ¢alismalarinda siirekli kesirlerle Mobius doniistimleri arasindaki

iligkiyi Ford ¢cemberleriyle tasvir etmiglerdir.

Short ve Walker [29] ¢alismasinda modiiler grubun;

s(z) = —i ;o h(z)=2z+2 (3.5)

elemanlar1 tarafindan tiretilen alt grubunu géz oniine almislardir. Bu grup modiiler grubun
3 indeksli bir alt grubu olup Teta grubu olarak adlandirilir. Ilgili calismada bilesenleri ¢ift
tamsayilar olan ¢ift tamsayr stirekli kesir agilimlar1 Farey graf ve teta grup

iliskilendirilmistir.

Jones, Singerman ve Wicks [17] ¢alismada Farey graftaki yollar ile modiiler grup
elemanlar1 arasindaki iliskiyi vermistir. Boylece modiiler grubun cusp nokta kiimesinin Q.
oldugu vurgulanmistir. Demir [30] calismasinda genisletilmis modiiler grubun Q.
iizerindeki gecisli hareketi iizerine calismistir. Bu baglamda verilen iki rasyonel sayiy1
esleyen modiiler grup elemani bu sayilarin siirekli kesir agilimlarindan yararlanilarak

hesaplanmastir.

Fine [31] ¢calismasinda modiiler grupta iz siniflarmi belirlemistir. Bunun i¢in;

TS=2z+1, TS?=-—" (3.6)

z+1

doniisiimlerini goz 6niine almistir. Bu doniisiimleri blok olarak adlandirip modiiler grupta

kapsanan her bir elemanin;

w = ThSIo(TS)o(TS2)™o . (TS)r(TS2)™r TS (3.7)

seklinde temsil edilebilecegini gostermistir. Ardindan verilen bir d tamsayisi i¢in izi d olan

tiim doniisimlerin konjuge siniflarmi veren bir algoritma vermistir.
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Koruoglu ve digerleri [32] calismalarinda Fine’ in sonuglari genisletilmis modiiler gruba

genellemislerdir. Bunun i¢in genisletilmis modiiler gruptaki bir elemanin;

w = RkTWSJo(TS)o(TS2)™o .. (TS)"r (TS?)™rThS) (3.8)

seklinde indirgenmis blok forma sahip olacagini ispatlamislardir. Bu ¢alismalarda bahsi

gecen bloklari kuvvetleri;

z
nz+1

(TS" = z +n, (TS = (3.9)

seklindedir. Bu esitliklerden hareketle genisletilmis modiiler grup ile basit siirekli kesirler

arasinda iliski kurmak miimkiindiir. Ornegin

1
1
24—
4+—7
3+E

w = (TS)3(TS?)2(TS)*(TS?)3 =3 +

(3.10)

seklinde ifade edilebilir. Koruoglu [33] calismasinda genisletilmis modiiler grupta bir

elemanin cusp noktasini basit siirekli kesirler ile hesaplamustir.

[34] ¢alismasinda ise bir z € C karmasik sayismin genisletilmis modiiler gruptaki bir

elemanin altindaki goriintiisii basit stirekli kesirler yardimiyla verilmistir.

Koruoglu ve Sahin [35] calismalarinda;

r=rrs=(0 1), h=TsrR=(] [) (3.11)

elemanlarin1 kullanarak genisletilmis modiiler gruptaki her elemanin f ve h’ nin
kuvvetlerinin bir kombinasyonu olarak yazilabilecegini gostermislerdir. Bu gdsterime yeni
indirgenmis blok form ismini vermislerdir. Burada 6zel olan bu matrislerin birer Fibonacci

iirete¢c matrisi olmalaridir. Bu elemanlari kuvvetleri;

f":(f?;l f,ﬁl)' hn:<fle 21) (312)

seklindedir. Burada f,, n. Fibonacci sayisidir. Boylece genisletilmis modiiler gruptaki bir
eleman girdileri Fibonacci sayilar1 olan matrislerin ¢arpimi olarak yazilmis olur. Ornegin

yukarda ornek olarak verilen w = (TS)3(TS2)?(TS)*(TS?)3 kelimesinde;
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TS =Rf =hR, TS?=Rh=fR (3.13)

esitlikleri kullanilirsa;

w = hRRfFhRRhfRRfhRRfRRRRfRRh
= hfh?f2hfh2fh (3.14)

yeni indirgenmis blok formu elde edilebilir. Bu kelimede bloklarin girdileri hep Fibonacci

sayilaridir.

Ozetlemek gerekirse [31]-[35] ¢alismalarinda elde edilen sonuglara gdre genisletilmis
modiiler grupta W = W (U, T,R) kelimesi TS ve TS? bloklarinin ¢arpmmi olarak ifade
edilebilir. Dahast W = W (TS, TS? R) kelimesi tiim girdileri Fibonacci sayilar1 olan
W = W(h, f,R) halinde yazilabilir. [17]-[20] elde edilen sonuglarla da bu kelimeleri

temsil edecek siirekli kesir agilimlar1 ve Farey graftaki yollar iliskilendirilebilir.

Demir ve Koruoglu [36] ¢alismada verilen bir rasyonel sayinin siirekli kesir agilimi ile o
rasyonel sayiyr cusp nokta kabul eden parabolik ve eliptik elemanlar1 Farey graftaki

yollarla hesaplamiglardir.

Sarica ve digerleri [37] ¢alismada modiiler grubun cusp noktalar1 ile Fibonacci dizisi
arasindaki iliskiyi Farey graftan yararlanarak aciklamislardir. Verilen bir rasyonel saymin
stirekli kesir a¢ilimindan hareketle o sayiyr cusp nokta kabul eden elemanlar1 girdileri

Fibonacci sayilar1 olan matrislerle elde etmislerdir.

Birol ve digerleri modiiler grubun;

X(z)=-—, Y(2) = —— (3.15)

z+1

elemanlar1 tarafindan ftretilen Hz3 alt grubunda elemanlarm Fibonacci sayilar ile
iliskilerini incelemislerdir. Modiiler grupta verilen bir kelimenin girdileri Fibonacci ve Pell

sayilar1 olan matrislerle elde edilmistir [38], [39].
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4. GENISLETILMIiS MODULER GRUPTA RASYONEL SAYILARIN
SABITLEYENLERI

Bu bdliimde temel amag verilen bir rasyonel sayty1 sabit birakan genigletilmis modiiler
grup elemanlarmi elde etmektir. Oncelikle Farey komsulugu tanimi kullanilarak bir
rasyonel say1y1 sabit birakan elemanlarin matris temsilcileri elde edilecektir. Ardindan bu
rasyonel sayinimn stirekli kesir acilimi1 ve Farey graftaki yollar vasitasiyla bu elemanlarin
kelime formlar1 elde edilecektir. Bu boliimdeki sonuglar tamamen orijinal bulgular olup [3]

kaynakta yaymlanmigstir.

Birw = CCL;C:Z € PSL(2,Z) elemaninin sabit noktalarinin
— 2_
Xig = a-dy(a+d)’—4 (4.1)

esitligi ile hesaplandigina 6nbilgiler boliimiinde deginilmisti. Burada x; , sabit noktalarmnin

rasyonel say1 olmasi i¢in (a + d)? — 4 ifadesinin bir tam kare olmas1 gerekir. u € Z olmak
lizere;
(a+d)?—4=y? (4.2)

esitliginden 4 = 0 bulunur. Bu da;

trw=a+d=2,-2 (4.3)

olmas1 anlamina gelir. Sonug¢ olarak bir rasyonel sayi ancak bir parabolik eleman

tarafindan sabit birakilabilir. Bu diisiince genisletilmis modiiler grupta kapsanan bir anti

’ ax+b

otomorfizma i¢in tekrarlanirsa ad — bc = —1 olmak iizere w' = p—o € PGL(2,7Z)
elemanmin sabit noktalari;

a—-d++/(a+d)%+4
X120 == 0 (4.4)
ile verilmisti. Bu esitligin bir rasyonel say1y1 belirtmesi i¢in
trw'=a+d=0 (4.5)

olmalidir. Bu da bir rasyonel say1y1 sabitleyen anti otomorfizmanin bir yansima doniistimii

olacagi anlamina gelir.
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Asagidaki teorem bir rasyonel sayinin sabitleyenini bulmak i¢in Farey komsularmin basit

bir uygulamasidir.

4.1. Teorem: Bir s € Q. Verilsin. Eger elemani igin E ve % sayilar1 S’ nun Farey

komsuluklar1 ise genisletilmis modiiler gruptaki sabit noktasi s olan eleman;

V= (PS —mq pm-— PT) (4.6)

qs —qk pk —qr

seklindedir.

Ispat: Bir s € Q. elemaninin Farey komsuluklari E ve % olsun. Farey komsulugu

tanimindan;
ps—rq = *1 4.7)
pk —mq = +1 (4.8)

olur. Boylece;

0= () 49

elemanlar1 genisletilmis modiiler grupta olup her ikisinin de cusp noktasi s’dur. Yani;

4 ((1)) =V, ((1)) =& (4.10)

Boylece V = V,.V; " elemani igin;
Py _ -1 (P
V. (q) =V,.V, .(q) (4.11)

~u()=() e

elde edilir. Gerekli matris ¢arpimlar1 yapilarak V' elemani teoremdeki sekilde elde edilir.

Yukaridaki teoremde elde edilen V elemanmin tipi hakkinda yorum yapmak da

miimkiindiir. Bunun i¢in verilen Farey komsularmin s ya gore konumu goz Oniine
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alinacaktir. Daha agik bir ifadeyle E say1sl g nun sol tarafinda ise yani E < s iseps —qr =

1 aksi durumda ps — gr = —1 olacaktir. Su halde 4.1 Teorem de verilen V elemaninin izi
tr(V) = ps —mq + pk — qr = 0,42 olacaktir. Boylece asagidaki sonug¢ elde edilmis

olur.

4.2. Sonug: Verilen bir g € Q elemant i¢in E ve % Farey komsular1 olsun.

Eger 2,% sayilar g’ nun ayni tarafinda ise 4.1 Teorem de elde edilen V parabolik eleman

aksi taktirde yansima elemandir.

4.3. Ornek: g rasyonel sayisit verilsin. Farey graf yardimiyla g ve 15—3 gibi iki Farey

komsulugunu segilebilir.

8 . .. 5 13
4.1 Teorem kullanarak 3 rasyonel sayisini sabit birakan V' elemanini olusturabilir. 55 €

N(g) olup, 2 < ? <

w | co

esitsizligi gerceklenir. 4.2 Sonu¢ geregi elde edilecek olan V

eleman1 parabolik eleman olacaktir. Bunun i¢in 6ncelikle g i cusp nokta kabul eden iki
elemana ihtiya¢ duyulacaktir. Bu elemanlar Teoremin ispatindaki yapildig1 gibi;

v, = (2 g) veV, = (g 153) (4.13)

elde edilir. Bu iki eleman da g’ Ui cusp nokta kabul eden matrislerdir. Dikkat edilirse
det(V;) = det(V,) =1 oldugu goriilir. Yani V; ve V, matrislerinin temsil ettigi
doniisiimler birer otomorfizma doniistimleridir. Simdi 4.1 Teorem yardimiyla 2 rasyonel
sayisini sabit birakan V elemani

V= (166_— 1359 14004_— 1450)

_ (—_293 2451) (4.14)

seklinde olusturulur. Burada beklendigi gibi det(V) = 1 ve tr(V) = 2 olup V bir parabolik

elemandir.
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8 5. 11 ... v
Ikinci olarak 3 rasyonel sayisinin S Ve gibi iki Farey komsular1 goz oniine alinirsa bu iki

rasyonel saymin Farey grafta 2 e gore farkl taraflarda bulundugu goriilebilir. Su halde g i
cusp nokta kabul eden i V; ve V, elemanlart,

v, = (g ;) V, = (2 141) (4.15)

seklinde olusturulur. Burada Farey komsularin konumundan 6tiirii det(V;) = 8.2 —3.5 =
1 ve det(V,) =84 —11.3 = —1 elde edilir. Sonug olarak g rasyonel sayisini sabit

birakan V elemani,

v=(s"15 3315
=(—_167 ‘1“;) (4.16)

elde edilmis olur. Ayrica tr(V) = 0 oldugundan V bir yansima elemanidur.
Ek olarak [40] kaynagindan V elemanm1 M (%,0) merkezli ve r =§ yarigapli ¢gemberin

uzerindeki noktalarin tamamini sabit birakir.

Buraya kadar elde edilen bulgularda verilen bir rasyonel sayiy1 sabit birakan genisletilmis
modiiler grup elemanini bulmak i¢in o rasyonel saymin disinda iki tane Farey komsusuna
ihtiya¢ duyulmaktadir. Asagidaki teorem Farey toplami yardimiyla elde edilmis olup Farey
komsuya ihtiya¢ duymadan verilen rasyonel sayiy1 sabit birakan genisletilmis modiiler

grup elemanini elde etmek i¢in kullanilabilir.

4.4 Teorem: S indirgenmis rasyonel sayisi verilsin. Bu durumda s say1isini sabit birakan

modiiler grup elemant;

+1—pq p? )
V= 4.17
( —q? +1 +pq (4.17)

seklindedir. Dahas1 bu V elemani parabolik bir elemandir.
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Ispat. s € Q eleman verilsin. E elemani g nun bir Farey komsusu olsun. Ardindan S

nun bir diger Farey komsusunu elde edebilmek i¢in Farey toplamindan yararlanalim.
w

q+s
Burada elde edilen Z—i:rasyonel sayisinin g ileg arasinda olacagmna dikkat edilmelidir.
Boylece g sayisinim iki tane Farey komsusu elde edilmis olur. Ustelik bu elde edilen Farey

komsularinin konumu g’ ya gore ayni taraftadir. Simdi 4.1 Teorem kullanilarak:

V= (il —pq P’ ) (4.19)

—q? +1+pq

elemani elde edilmis olur. Bu eleman g yu sabit birakan elemandir. Ayrica E ve Z—: Farey

komsular1 Z nun ayni tarafinda oldugundan ve 4.2 Sonugtan elde edilen bu V' elemaninin

parabolik oldugu agiktir. Bu durum

tr(V)=21—-pqt1+pg==2 (4.20)

esitliginden de goriilebilir.

Yukaridaki teoremde kullanilan teknikle S rasyonelini sabit birakan yansima elemani da

yazilabilir. Bunun i¢in Farey toplamini S’ nun Farey ebeveynlerini bulmak i¢in kullanmak

yeterlidir.

4.5. Teorem: Z € Qo elemani verilsin. E elemant s nun Farey ebeveyni olsun. Bu

durumda;
_ 2 _ 2

V= (PS pq +ZCIT p rq ) (4.21)
2qs —q —qr +qp — ps

elemani s € Q4 u sabit birakan yansima doniistimiidiir.

ispat.s € Q. igin, E rasyonel sayis1 g rasyonel sayisimin Farey ebeveyni olsun. Buradan

hareketle S nun E den baska bir ebeveynini Farey dizilerinin medyan kurali yardimi ile
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bulunabilir. Ciinkii E rasyonel sayisi g nun Farey ebeveyni oldugundan diger ebeveyn ile

Farey toplaminin sonucu olarak g elde edilir. Bu bahsi gegen ebeveyn x ile gosterilirse;

x@; =" (4.22)

olur ve bu esitlikten ;

X = (4.23)

<
<

%)

p

elde edilir. Son durumda elimizde s rasyonel sayisi ve - ile q—:z Farey ebeveynleri

bulunmaktadir. Yani 4.1 Teoremin sartlar1 mevcuttur. Agikca ifade etmek gerekirse cusp

noktasi = olan iki eleman;
q

Vi = (Z :) veV, = (5 Z : :) (4.24)

seklinde yazmak miimkiindiir.

Burada Farey ebeveynlerinin konumundan hareketle det(V;).det(V,) = —1 olacaktur.
Yani V;ve V, den biri otomorfizma iken digeri anti otomorfizmadir. Buradan V = V,.V; !

elemani Z rasyonel sayisini sabit birakir. Bu ifadeyi matematiksel olarak gosterirsek,

v, (Z) v,V L, (Z)

-u()=() w29

olur ki ispat biter. Ayrica

_ 2 _ 2
V= (ps pq +2qr p pq ) (4.26)
2qs —q —qr +qp — ps

elemanm izi yani tr(V) =ps—pq+qr —qr+qp —ps =0 esitiginden hareketle V
yansima elemani oldugu sonucu ortaya ¢ikmistir. Bu durumu 4.2 Sonu¢ kullanarak da

goriilebilir.
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Ayrica 4.5 Teoremde elde edilen V doniisiimii yalnizca verilen s sayisint degil ayrica

%,O) ve yarigapt 1 =

merkezi ( olan ¢ember Tlizerindeki noktalarin

[2g5-q?|

tamamini sabit birakir.

Buraya kadar bir rasyonel sayiy1 sabit birakan parabolik ve yansima elemanlarinin matris
temsilcileri elde edildi. Bunun i¢in Farey komsuluklarindan yararlanildi. Bu nokta
itibariyle bu elemanlar iireteclerin bir kombinasyonu olarak kelime bigiminde elde
edilmeye calisilacaktir. Bunun i¢in ise siirekli kesirler ve Farey graftaki yollardan

yararlanilacaktir.

4.6. Teorem: Bir s = [ry; 74, Ty, .., Ty] Tasyonel sayisinin tam sayi siirekli kesir agilimi

olsun. Bu durumda modiiler gruptaki;

UrnTU™TU™T ..U™T . U.TU™TU ™1T ... U TU T (4.27)

elemani s sayisini sabit birakan parabolik elemandir.

Ispat. s = [ry; 11,15, ..., 1] rasyonel sayisinin tam say:r siirekli kesir ag¢ilimi verilsin.

Tamsay1 siirekli kesirler ve modiiler grup iretecgleri arasindaki iliski yardimiyla cusp

noktasi Z olan bir eleman yazilabilir. S6z konusu eleman

UTTUTTU™T ...U™T (4.28)
seklinde olur. Bu elemanin cusp noktasi s oldugundan;

P
(UTTUTTU™T ..U™T).U(;) = . (4.29)

saglanir. O halde bu elemanin tersi olan ve Z yu sonsuza resmeden eleman;

TU-TnTU~ 1T ... .U~T1TU "0 (4.30)

bi¢ciminde yazilabilir. Burada amag¢ oo’ u sabit birakan U parabolik iiretecine konjuge bir
eleman elde etmektir. Ek olarak modiiler grubun parabolik iireteci olan U nun sabit noktasi

sonsuz olup gerekli diizenleme ile asagidaki esitlikler elde edilir.
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(U TUTU™T ...U™T ). U. (TU~"TU~"™-1T ....U~"2TU ) (5) =
(UTTUTTU™T ...U™T).U(;) =

wrrunTunT . UnT() = (?) (4.31)

2

Boylece g yu sabit birakan modiiler grup elemani modiiler grubun iireteclerinin bir

kombinasyonu olarak;

W =W(U,T) =UTU™TU"T ...U™T .U.TU ™TU ™-1T ... U " TU 0 (4.32)
seklinde elde edilir. Teoremin ikinci kism1 bu kelimenin bir parabolik eleman oldugunu
ispatlamaktir. Matrislerin izi ile ilgili bilinen tr(AB) = tr(BA) esitliginder yararlanarak
tr(UTUTUT ..U™T .U.TU ™TU ™1T ..U 1 TU ")

= tr(TU "™TU ™-1T ..U TU U TUTUT ..U™T .U.)

=tr(U) =2 (4.33)

elde edilir ki teoremde verilen kelime parabolik bir elemandir. Ayrica bu kelime U

iiretecine konjuge oldugu i¢in de parabolik olacagi agiktir.

Yukarida verilen bir rasyonel saymin tamsay1 stirekli kesir agilimini kullanarak o sayiy1
sabitleyen parabolik elemanin kelime formu elde edildi. Bu kelime U {iretecine konjuge
oldugu i¢in bu elemanin her bir tamsay1 kuvveti de U’ ya konjuge olacaktir. Ayrica
modiiler grupta bir rasyonel say1y1 sabitleyen elemanlar devirli bir grup olur. Bu durumda

asagidaki sonug elde edilir.

4.7 Sonug: S = [ro; 71,12 o, 1] € Q tam sayi siirekli kesri ve 0 # k € Z olmak lizere

(U TUTTUT ..U™T ). UK. (TU ™ TU "™n-1T ....U 1 TU 7o) (4.34)

parabolik doniistimii s rasyonel sayisini sabit birakir.
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Benzer yontem kullanilarak tamsay1 siirekli kesir a¢ilimi verilmis olan bir s rasyonel

sayisini sabitleyen yansima elemani da elde edilebilir. Bu durumda oo’ u sabit birakan U

parabolik elemani yerine;

RTU = ((1) _11) (4.35)

yansima elemanini kullanmak yeteri olacaktir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

4.8. Teorem: S = [ry; 1y, 1, ..., 1] tamsayi siirekli kesri ile verilen rasyonel say1 asagidaki

yansima doniistimii yardimiyla sabit kalir.

(U TUTTU™T ...U™T) .RTU. (TU "™ TU "n-1T ....U""1TU ™) (4.36)

Ispat. Oncelikle RTU = —Z — 1 ddniisiimii oo’ u sabit birakan bir anti otomorfizma olup

matris temsilcisi;

RTU = ((1) _11) (4.37)

seklindedir. Gergekten;

RTU(5) = (5) (4.38)
oldugu goriilebilir. Burada 4.6 Teorem ispatindaki teknikle

(UTTUNTU™T ...UT) .RTU. (TU ™ TU =T . .U TU ) (7) =

UTU™TU™T ...U™=T .RTU.(;) =

uroTunTUnT . UT(3) = (7) (4.39)

esitlikleri yazilabilir. Boylece

UNTUSTU™T .. .U™T .RTU.TU ""TU ™1 ... U~"1TU "0 (5) = (5) (4.40)

elde edilir. Ayrica bu kelimede sadece bir tane R oldugundan bu kelimenin temsil ettigi
doniigiim bir anti-otomorfizma olup RTU” ya konjuge oldugundan bir yansima elemanidir.

Buraya kadar elde edilen sonuglarin gosterildigi bir 6rnek asagida verilmistir.

43



- 8 . e
4.9. Ornek: : rasyonel sayis1 verilsin. Bu rasyonel saymnin tamsay1 siirekli kesir agilimi

sonraki kat algoritmasi kullanilarak;

c=2-5=1232] (4.41)
2

seklinde elde edilebilir. Bu tamsay siirekli kesir agilimi dikkate alinarak g sayisini sabit

birakan parabolik ve yansima doniisiimlerini 4.1 Teorem ve 4.2 Teorem yardimiyla

hesaplanir.

g rasyonel sayisini sabit birakan parabolik doniistim,

21137712 —2pr-3pp-2y — (39 64
(U2TURTU?T).U.(TU=2TU-3TU2) = (_25 41) (4.42)
Ayrica sifirdan farkli her k tamsayisi igin;

(U?TU3TU?T).U*.(TU2TU3TU2) (4.43)
parabolik elemanlarinin hepsinin sabit noktas1 g’ tir.

g rasyonel sayisini sabit birakan yansima doniisiim,
(U*TU3TU?T).RTU.(TU2TU3TU?%) (4.44)
seklindedir.

Fine’ i [31] ¢aligmasindan modiiler grupta kapsanan elemanlarm;

_(1 1 >»_ (1 0
TS = (o 1) ve TS? = (1 1) (4.45)

bloklar1 yardimiyla ifade edilecegi ve bu goOsterime indirgenmis blok form dendigi

bilinmektedir. Soyle ki modiiler grupta kapsanan bir eleman

SHTS)™o(TS?) ... (TS)™(TS?)™ T/ (4.46)

44



seklinde bir indirgenmis kelime olarak ifade edilebilir. Buradai = 0,1,2,j = 0,1 ve m, ve

ny sifir olabilir. Ornegin modiiler gruptaki;

U2TUSTUT (4.47)

kelimesinde U = TS yazilirsa;

(TS)?T(TS)3T(TS)*T = TSTSTTSTSTSTTSTST (4.48)

elde edilir. Burada S’ nin 3 mertebeli ve T’ nin 2 mertebeli birer eleman oldugu da goz

Oniine alinirsa;

TS.TS2TS.TS2.TS.T (4.49)

indirgenmis blok formu elde edilir.

Ayrica Koruoglu’ nun [33] ¢aligmasindan genisletilmis modiiler gruptaki bir elemanin

SHTS)™(TS?)M ... (TS)™(TS?)™TJRP (4.50)

formunda yazilabilecegi bilinmektedir. Burada i =0,1,2,j =0,1 ve my, ve ny sifir
olabilir. Ayrica p = 0 olursa bu eleman bir otomorfizma p = 1 durumunda ise bir anti-

otomorfizma olacaktir. Ciinkii R iki mertebeli bir eleman olup;

TR = RT (4.51)
RS = S2R (4.52)

iliskilerini saglar. Ozetle bir anti-otomorfizmanm indirgenmis blok formunda R ° ler

kelimenin sonunda toplanabilir. Ornegin;

W = U2RTRUBTRU?T (4.53)

kelimesi i¢in yine U = TS yazilirsa;

(TS)?RTR(TS)3TR(TS)?T = TSTSRTRTSTSTSTRTSTST (4.54)

elde edilir. Bu son halde R ° ler en sona getirilmek istenirse;

W = TSTSTRRTSTSTSTTS?TS*TR

= TS.TS?.R (4.55)
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en sade haliyle elde edilmis olur. Bu bilgiler esliginde burada verilen bir rasyonel sayiy1

sabitleyen elemanin indirgenmis blok formu elde edilecektir.

4.10. Teorem: Bir s = [ry; 11,13, ..., 1] Tasyonelinin tamsay: siirekli kesir agilimi verilsin.

O halde g sayisin1 sabitleyen parabolik elemanin indirgenmis blok formu asagida

verilmistir.

W = (T,S,R) = (TS)" 1. (TS?).(TS)"2.(TS?) .....(TS)"n-172 (TS?).(TS)™ 1,
(TS?)~1.(TS) "™ "1.(TS?).(TS) ™-172.(TS?) .....(TS) 72, (TS?%).(TS)"™~1  (4.57)
Ispat. 4.6. Teoremden tamsayn siirekli kesir acilim1 verilmis s = [1o; 11,13, -, T] TASYONEl

sayis1 sabitleyen elemanin U ve T iiretegleriyle yazilmis kelimesi

W=W(U,T) =UTUNTUT ..U™T .U.TU ™TU ™-1T ... .U TU T (4.58)

seklindedir. Burada U = TS yazilirsa;

W(T,S,R) = (TS)".T.(TS)".T ...(TS)™-1.T.(TS)™.T.

(TS).T.(TS)™™.T. (TS) ™-1.T .....(TS) ™. T.(TS)™ "o (4.59)
halini alir. Tki mertebeli T iireteclerinden yan yana gelenlerin silinmesiyle;

W(T,S,R) = (TS)o L. TS.T.TS.(TS)"~2..TS.T.TS.(TS)""-1"2.TS.T.

TS.(TS) L. T.(TS).T.(TS) ™ L. TS.T.TS.(TS)"» 2. TS.T .....TS.
(TS)™2.TS.T.TS.(TS) o1 (4.60)

olur. Gerekli diizenlemelerin ardindan;

W(T,S,R) = (TS)"1.(TS%).(TS)""2.(TS?) .....(TS?).(TS)172, (TS?).

(TS)=1 (TS?)~1.(TS) ™ 1. (TS?).(TS) ™ 2. (TS?) .....(TS?).

(TS)™~2.(TS?).(TS) "ot (4.61)

kelimesi elde edilir ve ispat sona erer.
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Benzer diisiince tamsayi siirekli kesir acilimi verilmis bir rasyonel sayiyir sabitleyen

yansima elemant i¢in uygulanirsa asagidaki teorem elde edilmis olur.

4.11. Teorem: Bir s = [ry; 11,13, -, 1] Tasyonelinin tamsay: siirekli kesir agilimi verilsin.

O halde

QT

sayisini sabitleyen yansima elemanin indirgenmis blok formu asagida

verilmistir

W(T,S,R) = (TS)" 1. (TS?).(TS)"+"2.(TS?) .....(TS?).(TS)™n172,
(TS?).(TS)™.(TS?) ™2 (TS).(TS?) ™-172 (TS) ....

(TS) (TS?)~"12.(TS). (TS?)~0~1.R (4.62)
Ispat: 4.8. Teoremden tamsay: siirekli kesir agilimi s = [ry; 11,13, ..., 1] Olan bir rasyonel

say1y1 sabitleyen yansima elemanmim U, R ve T iireteclerinin bir kelimesi olarak;

W(U,T,R) = UNTUTTU™T ...U™™T .RTU.TU ""TU~"-1T ....U~"1TU ™o
(4.63)

seklinde yazilabilir. Burada U = TS esitligi kullanildig: takdirde;

W(T,S,R) = (TS)™.T.(TS)".T ...(TS)™-1.T.(TS)™.T.
(RTTS).T.(TS) ™. T. (TS) ™-1.T .....(TS) . T.(TS) ™
= (TS)" L. TS.T.TS.(TS)""2..TS.T.TS.(TS)»-172,
TS.T.TS.(TS)™ 1. T.(RS).T.TS.(TS) ™ 2. TS.T.TS.(TS) ™2
TS.T.....TS.(TS) ™" 2. TS.T.TS.(TS) ™1 (4.64)

kelimesi elde edilir. Burada genisletilmis modiiler grubun sunusundaki,

(TR)? = (SR)? = I (4.65)

bagintilardan tiiretilen;

TR = RT (4.66)
SR = RS2 (4.67)

iligkileri kullanilirsa;
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W(T,S,R) = (TS)"~1.(TS?).(TS)""2.(TS?) .....(TS?).(TS)n-172,
(TS2). (TS)™. (TS?)~n=2,(TS). (TS?)"n-1"2,(TS) ...
(TS) (TS?)™™2.(TS). (TS?)~0L.R (4.68)

elde edilir ki ispat sona erer.

Calismanin buraya kadar olan bdliimiinde Ozetle bir s rasyonel sayisini sabitleyen

parabolik ve yansima elemanlarinin 6nce matris temsilcileri, ardindan U ve T {ireteclerinin

bir kombinasyonu olan bir kelime bigiminde ve TS, TS? bloklariyla indirgenmis blok

formu elde edildi. Bahsi gecen elemanlarin elde edilmesinde 5 rasyonel sayisinin tamsay1

stirekli kesir acilim1 6nemli rol oynamustir. Bu tamsayi siirekli kesir agilimini Farey grafta

o’ dan Z ya giden yollarla hesaplamanin miimkiin oldugu bilinmektedir. Su durumda

verilen bir g rasyonel sayisini sabitleyen elemanlarin kelime ve indirgenmis blok formlari

Farey graftaki yollar vasitasiyla da elde edilebilir. Bu durumu asagidaki agiklamaya

calisacagiz.

4.12. Ornek: Verilen rasyonel say1 _Tlo olsun. Farey grafta oo’ dan _Tlo e giden bir yol

<o, —3, 2 10 (4.69)
4 3

seklinde se¢ilsin. Bu yol 4.1 Sekilde goriilebilir.
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Sekil 4.1: Farey grafta oo’ dan —Tw e giden bir yol.

Bu yolun her bir kdsesi _TIO’ iin tamsay stirekli kesir agiliminda bir yakinsayandir. Su halde

-10, ..
— in yakinsayanlari;

Co=-3 (4.70)
€ ==" (4.71)
C, == (4.72)

seklindedir. Boylece _Tm’ in tamsay1 siirekli kesir agilimi;

—3-— ﬁ =[=3;4,1] (4.73)

1

elde edilir. O halde bu yola karsilik gelen parabolik ve yansima elemanlarmnm indirgenmis
blok formlari;

W(T,S,R) = (TS)™*.(TS?).(TS)2.(TS?).(TS)°.(TS?)~1.(TS)2.
(TS?).(TS)~°.(TS?).(TS)?

W(T, S, R) = 2. (TS2)?.(TS)2 (TS2)*. (TS)3 (4.74)

W(T,S,R) = (TS)~*. (TS?).(TS)2. (TS?). (TS) . (TS?)3.(TS).

(TS?)=6.(TS).(TS?)?.R
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W(T,S,R) = S2.(TS?)2.(TS)3.(TS?)3.(TS)*(TS?)3.R (4.75)

Genisletilmis modiiler grup elemanlarinin girdileri Fibonacci sayilari olan matrislerin

carpimi olarak yazilabilecegi [35] kaynaktan bilinmektedir. Bunun igin

f=RTS = ((1) D (4.76)
h =TSR = (} (1)) (4.77)

bloklar1 kullanilmistir. Bu bloklarin kuvvetleri,

=0 i) (79
=5 4l 419

seklindedir. Burada f;, sembolii k. Fibonacci sayisii gosterir. Bu nedenle genisletilmis
modiiler grubun her bir elemani, fve h cinsinden bir kelime ile ifade edilebilir. Bu
tanimlanan elemanlar yeni blok form olarak adlandirilir. Burada verilen yeni bloklar ile TS

ve T'S? bloklar1 arasinda;

TS = Rf = hR (4.80)
TS? = Rh = fR (4.81)

iligkileri vardir. Bu sekilde her indirgenmis blok kelime, yeni blok form ile
gosterilebilecegi ispatlanmistir. Buradan hareketle 4.10. Teorem ve 4.11. Teoremde verilen

elemani yeni indirgenmis blok form olarak ifade edilebilir.
Bu verilen bilgileri bir 6rnekle asagida agiklanmistir.

—Tw i sabit birakan parabolik eleman,;

S2(TS2)2(TS)?(TS2)*(TS)3 (4.82)

4.10. Teorem ve 4.11. Teorem kullanarak S? = TfR esitligi yazilabilir.

TfR.(Rh.fR).(RfhR). (Rh. fR.Rh. fR). (Rf.hR.Rf) (4.83)
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Boylece R? =1 oldugundan —Tw i sabit birakan parabolik elemanm yeni blok formu
asagida sekilde yazilabilir;

renrerarar=(0 0 DG DG DE )

G 26 o) 26 DG 2) wsn
Ayni1 6rnekteki —Tw i sabit birakan yansiyan eleman asagidaki gibidir;

S2(TS2)2 (TS)3(TS?)? (TS)3(TS?)3 R (4.85)

Yukaridaki ayni1 islemi uygulayarak, bu kelimenin yeni bloga indirgenmis bi¢imi su sekilde

elde edilir:

renetnt =G0 2) GOl RG R G oR) e
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5. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde ¢alismada elde edilen bulgular tartisilacak ve gelecekte yapilacak caligmalar

icin Onerilerde bulunulacaktir.

Bir grup etkisinde sabit noktalar1 tayin etmek ve hangi noktayr hangi elemanin sabit
biraktigin1 belirlemek 6nemlidir. Bu baglamda ¢alismada genisletilmis modiiler grubun
rasyonel sayilar iizerindeki etkisi g6z Oniline alinmistir. Bunun sebebi Farey agaci ve

siirekli kesirler teorisini kullanabilmektir.

Genisletilmis modiiler grubun cusp noktasi kiimesi Q,, olup grup etkisi gecisli oldugundan
Q4 kiimesindeki her bir eleman genisletilmis modiiler grupta en az bir eleman tarafindan
sabit birakilir. Hatta bir sayiy1 sabitleyen doniisiimler kiimesi sonsuz devirli bir grup

oldugu i¢in bir rasyoneli sabitleyen sonsuz tane doniisiim bulunabilir.

Bu baglamda dordiincii boliimde bir rasyonel saymin yalnizca parabolik ve yansima

elemanlar1 ile sabit birakilabilecegi gosterilmistir. Ardindan verilen bir s € Qo i¢in E ve %

Farey komsuluklari ise;

. (ps —mq pm-— pr) (5.1)

qs —qk pk—qr
elemaninin Z € Q4 yu sabitleyin eleman oldugu ispatlanmistir. Bu matrisin temsil ettigi
doniigiimiin tiirii Farey komsularinin konumuna gore belirlenebilir. Ayrica s rasyonelinin
disinda bir bilgiye ihtiya¢ duymadan S’ yu sabitleyen parabolik elemanin matris temsilcisi
. (J_rl_ ;qu ilpj pq) (5.2)

seklinde elde edilmistir. Benzer sonu¢ yansima elemani i¢in de bulunmustur.

Ayn1 boliimiin devaminda § rasyonel sayismin siirekli kesir agilimindan hareketle s’ yu

sabitleyen parabolik ve yansima elemanlar1 genisletilmis modiiler grubun tiretecleri olan U

ve T nin bir kelimesi olarak W (U, T, R) seklinde elde edilmistir.
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Literatiirde basit stirekli kesirler ile genisletilmis modiiler grup arasindaki iliski;

TS = ((1) 1) ve TS? = (1 (1’) (5.3)

bloklar1 ile kurulmustur. Bu ¢alismada tamsay1 siirekli kesirlerden yararlanarak elde edilen

P,

ve yu sabitleyen parabolik ve yansima elemanlarinn W (U,T,R) kelimesi

W(TS,TS? R) seklinde blok form ile de elde edilmistir. Siirekli kesirler ile kelime

arasindaki bu gecisin Farey graftaki yollar ile de yapilabilecegi 6rnekler ile aciklanmustir.

Son olarak bir ;’ yu sabitleyen parabolik ve yansima elemanlarmin girdileri Fibonacci

sayilar1 olan matrislerin ¢carpimi olarak ifade edilebilecegi agiklanmis 6rneklendirilmistir.
Gelecekteki ¢alismalarda ise diger linlii say1 dizileri olan Pell, Lucas, vs dizilerinin iireteg
matrisleri gozoniline alinarak bu tezde elde edilen sonuglar ile bu diziler arasinda iliski

kurulabilir.
Rosen siirekli kesirleri yardimiyla elemanlari tamamen bilinen H(v/2) ve H(v/3) gruplari

i¢in de elde edilebilir. Ayrica modiiler grubun iki indeksli alt grubu olan Hj 5 alt grubu i¢in

de benzer sonuglar elde edilebilir.
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