T.C.
BALIKESIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

GRUP SUNUSLARINDA ETKILILIK KAVRAMI

YUKSEK LiSANS TEZi

Figen ACIL

@WW{@F"PFT"/‘V w;m-p
B

‘ Aiw‘l\d Vielik

Balikesir, 1999



T.C.
BALIKESIR UNiVERSITESI
FEN BILIMI . ERIi ENS’!‘iTI"JSfI ol o
MATEMATIK ANABILIM DALI

GRUP SUNUSLARINDA ETKILILIK KAVRAMI

YUKSEK LiSANS TEZi

Figen ACIL

Tez Danismam : Yrd. Dog. Dr. A. Sinan CEVIK

Sinav Tarihi : 08.07.1999

Jiiri Uyeleri  : Prof, Dr. Serif Yenigiil ——4"> )
Prof. Dr. Musa Erdem 4 L ."(¢se1
Yrd. Dog. Dr. A, Sinan Cevik / -

Balikesir, 1999



OZET

GRUP SUNUSLARINDA ETKILILIK KAVRAMI

. Figen ACIL
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dalx

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damgmani : Yrd. Dog. Dr. A. Sinan CEVIK)
Balikesir, 1999

Bu tez, G sonlu bir grup olmak iizere, G’nin bir PP sunugunun etkililigini,
baz1 sonlu grup Ornekleri lizerinde incelemektedir. Bu inceleme, geometrik (7P
sunusu {izerinde iirete¢ resimlerinin tanimlanmasi ve bu resimler iizerinde n-
Cockceroftluga bakilmasi) ve homolojik (P sunusunun Euler karakteristiginin G
grubunun alt sinirina esit olup olmadigina bakilmasi) olmak tizere iki ayr1 metod ile
yapilmgtir.

Bu yiiksek lisans tezi dort béliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, yukarida adi gegen iki metodun standart agiklamalar
yapilip, bunlarin 6rneklemeleri ve bilinen sonuglar1 verilmigtir.

Ikinci bolimde bazi grup genislemelerinin (yari-direkt, direkt ve serbest
carpim gruplarn) etkililigi homolojik olarak incelenmis olup, etkililik i¢in gerek ve
yeter kosullar ispatlanip, ilgili 6rnekler verilmigtir.

Uglincii bsliimde ise genel grafik ¢arpim grubu tanimlanip, bu tiir grubun
6zel durumlan igin geometrik metod ile etkililikleri gosterilmig ve bu gosterimle
ilgili 6rnekler verilmigtir.

Son boliimde ise etkililikleri veya etkili olmadiklar1 bilinen baz1 6zel gruplar
(Coxeter, D3, ve PSL(2,p)") i¢in temel teoremler, kaynaklar gdsterilerek,
verilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER : etkililik / Euler karakteristik / grafik / grup
sunugu / ikinci homoloji grubu / n-Cockcroftluk / resimler / Schur ¢arpani



ABSTRACT

THE EFFICIENCY OF THE GROUP PRESENTATIONS

Figen ACIL
Bahkesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

(M. Sc. Thesis / Supervisor : Yrd. Dog. Dr. A. Sinan CEVIK)
Balikesir-Turkey, 1999

Let G be a finite group and let P be a presentation for G. In this thesis it is
examined that the efficiency of P over some finite group examples. In this work it
has been used two different methods, namely geometric (which is defining pictures
on P and checking the n-Cockcroft property on these pictures) and homological
(which is the equality between the Euler characteristic of P and the lower boundary
of G).

This thesis contains four chapters.

Chapter 1 covers the basic definitions and some standard explanations about
the methods named as above and also gives some examples and known results on
them.

In Chapter 2, it is investigated that the efficiency on some group extensions,
namely semi-direct product, direct product and free product of groups, by the
homological way and then proved necessary and sufficient conditions on these
groups to be efficient. End of this chapter is giving some related examples.

Third chapter is defined the general graph product of groups and then, by
taking some special cases on this type of product, it has been proved the necessary
and sufficient conditions on these special types of groups to be p-Cockcroft. At the
final part of this chapter there are giving some examples about the results in this
chapter.

In the last chapter, by pointing the related references, it has been giving some
results on some special groups (Coxeter, D7, and PSL(2,p)")) which their
efficiency or inefficiency are known and proved by the homological way.

KEY WORDS : efficiency / Euler characteristic / graph / n-Cockcroft /
picture / presentation of group / Schur multiplier / second homology group
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Gitis Boliminde tanimlanan asagidaki baz: bilgiler standartdir ve {11, [15]
gibi kaynaklarda bulunabilir. R

1.1 Kelimeler

x bostan farkhi bir kiime olsun. Bu durumda, x kiimesine bire bir kargilik

1 +

gelen x™' kiimesini tanimlayalm ( x> x™', xex) ve x*=x U x™ olsun. x

kiimesinin her bir elemanimna harf denir. n >0, x; ex, e;=%1 ve 1 <1 <n olmak
izere,

X' XS . X (1.1

ifadesine x kiimesi lizerinde bir kelime denir. Bu kelimeyi W ile gosterirsek, W

kelimesinin baglangi¢ harfi i(W)= x|' ve bitis harfi t(W)= x} olur. Eger n=0 ise

n

W kelimesine bos kelime denir ve 1,,, ( veya sadece 1) ile gosterilir. 1 <i<n
olmak iizere, n=0 ve n > 0 durumlarindan biri varken, e;=+1 oluyorsa W

kelimesine pozitif kelime denir. Bir W kelimesinin tersi ise

~€n-1 ~€)
o L

XX

seklinde tanmimlanan kelimedir ve W™ ile gbsterilir.
W, (1.1) ile verilen bir kelime olsun. W kelimesinin uzunlugu, W igindeki
harflerin sayisidir ve L(W) ile gosterilir. W kelimesinin i¢indeki bir x elemanin

uzunlugu > |e;| ile hesaplamr ve L, (W) ile gosterili. Aym zamanda bir x

X=X

elemaninin W kelimesi igindeki dstel toplam: da e, ile bulunur ve exp, (W)
X, =X

seklinde gosterilir. Eger W bos kelime ise L, (W)=0=exp, (W) olur. Ayrica W
pozitif bir kelime iken L (W)=exp, (W) oldugu kolayca goriiliir.

x kiimesi iizerinde iki kelime W ve U olsun. W ve U kelimelerinin
garpimini, W kelimesinin arkasina U kelimesini getirip yanyana koyarak elde ederiz

ve bu carpim1 WU ile gisteririz.

Kelimeler Uzerinde Islemler:

(1) e=%1 olmak lizere, herhangi bir kelime lizerindeki x° x ™ seklindeki



ters harf ciftleri silinir. :

(1) e=2 1 olmak {izere, herhangi bir kelime tizerine x* x™* seklindeki ters
harf ¢iftleri eklenir.

x kiimesi tizerinde iki kelime W ve W' olsun. Eger bu kelimelerden biri,
digerine yukaridaki islemlerin sonlu sayida uygulanmasiyla elde ediliyorsa, bu iki
kelimeye serbest olarak esit deriz ve bunu W~W’ ile gosteririz.

~ serbest olarak esitlik bir denklik bagintis1 olup, herhangi bir W kelimesini
iceren serbest denklik sinifi [W] ile gosterilir. x kiimesi tizerindeki tiim kelimelerin
serbest denklik siniflarinin kiimesi F(x) olsun. F(x) kiimesi iizerinde ¢arpma iglemi

[W][Uu}=[WU]
seklinde tanimlanir ve bu carpma isleminin iyi taniml oldugu kolayca goriilebilir.
Bu garpma iglemi altinda F(x) kiimesi bir grup olur. Bu gruba x iizerinde serbest
(free) grup denir [25]. Bazen, herhangi bir karisiklifa neden olmayacaksa, x kiimesi
iizerindeki herhangi bir W kelimesinin [W] serbest denklik simifi i¢in basitge W
yazilabilir.

Eger W'=UWV (U, W ve V x kiimesi iizerinde kelimeler) ise W

kelimesine, W' kelimesinin alt kelimesi denir. x kiimesi iizerinde herhangi bir

€

kelime, x°®x™ (xex, e=+1) seklinde bir alt kelime igcermiyorsa bu kelimeye

indirgenmis kelime denir. Ayrica xj' x5* .. xir (n 20, x,ex, e;=x1 ve
1 <1i<n) kelimesi indirgenmis ve x{'#x > ise bu kelimeye devirsel indirgenmis

kelime denir.
Asagidaki teoremin ispati [14]’de bulunabilir.

1.1.1 Teorem: (Normal Form Teoremi) Her denklik sinifi iginde en fazla

bir tane indirgenmis kelime vardir.
1.2 Grup Sunuslari

x bir kiime (lirete¢ sembollerinin kiimesi ) ve x kiimesi tizerindeki devirsel
indirgenmig kelimelerden olusan bostan farkl bir kiime r (bagintilarin kiimesi) olsun.
Bu durumda,

P=<x;r> (1.2)



ikilisine bir grup sunusu denir. x ve r kiimelerinin her ikisi de sonlu;‘ig_ise ’P
sunusunun da sonlu oldugunu syleriz. ,f‘

x kiimesindeki kelimeler {izerinde, yukaridaki (1) ve (1)~! iglemlerine ei;
olarak agagidaki islemleri kullanarak, P sunugu ile bir grup tammlanz. Bunun igin
x kiimesi tizerinde bir kelime W olsun.

(2) W kelimesi R® (Rer, e=1 1) seklinde bir alt kelime igeriyorsa bu alt
kelimeyi sileriz.

(2)™' W kelimesi iginde herhangi bir yere R® (Rer, e=+ 1) alt kelimesini
ekleriz.

x kiimesi iizerinde iki kelime W ve W, olsun. Eger W, kelimesinden W,
kelimesine ulagan (1)*', (2)*' tipindeki iglemlerin sonlu bir zinciri var ise, W; ve
W, kelimelerine P sunuguna bagli olarak denk kelimeler denir ve bu denklik
Wi ~p W, ile gosterilir. Buradaki ~, bagintist x kiimesindeki biitiin kelimelerin
kiimesi iizerinde bir denlik bagintisidir. W kelimesini igeren denklik smifim [W]
ile  gosterelim. Bu  denklik simflan  {izerinde g¢arpma iglemi
Wil p [W2] p=[W W,] 5 seklinde tamimlamir ve bu garpma isleminin iyi tanimh
oldugunu gérmek kolaydir. Bu carpma islemi altinda tiim denklik siniflarinin
kiimesi bir grup olur. Bu grup P ile tammlamir ve G(P) ile gosterilir. G(P)
grubunun birim eleman: [1], dir. [W], yerine sadece w yazmak ¢ogu zaman
islemleri kolaylagtiracaktir.

Eger G= G(P) ise G grubu P ile sunuluyor (ya da tamimlaniyor) denir.

Ayrica N, { [R] : Rer } kiimesinin normal kapanisi olmak iizere asagidaki

sonug elde edilebilir.

1.2.1 Onteorem:
G(P)=Fx)/N
Ispat: P sunusu ile tanimlanan G(P ) grubu ve x kiimesi igin,
0:x—>G(P)
x = [x]p
doniislimiinii tamimlayalim. Burada, “genel dniigiim 6zelligi” teoremine gore [14], 6

nin, deger kiimesi F(x) tizerinde tanimh tek bir geniglemesi vardir. Diger bir deyisle



¢ : Fx)—> G(P)
W] & [Wlp |
homomorfizmas: vardir ve ¢} x=0 dir. Buradaki ¢ homomorfizmas értendir. Ayrica™ ‘
Kerg=N dir. Boylece 1. izomorfizma teoremi ile
G(P)=Fx)/N
elde edilir.0

1.2.1 Tietze Doniigiimleri

P = < x ; r > bir grup sunusu olsun. P sunusundan bir takim islemler ile
ayn1 grubun bagka bir sunusu elde edilebilir. 7P lizerindeki bu islemlerden biri
Tietze doniigiimleridir ve agsagidaki dort madde ile tammlanir.

(T1) x kiimesi iizerindeki kelimelerin sonlu bir kiimesi s olsun. Eger s
kiimesindeki her eleman, r kiimesindeki elemanlardan elde edilebiliyorsa ( yani, [S],
{[R] : Rer } kiimesinin normal kapaniginin bir elemaniysa ) P sunusunu

<xX;r,s>
ile degistiririz.
(T2) (T1) doniigiimiiniin tersidir.
(T3) x kiimesindeki sembollerden farkli olan sembollerin sonlu bir kiimesi t

olsun. x kiimesi iizerinde bir kelime U, (te t) ise P sunusunu
<x, t;r, t7' U, (te t)> ‘
ile degistiririz.
(T4) (T3) doniisiimiiniin tersidir.
Asagidaki teoremin ispat1 [33]’de bulunabilir.

1.2.2 Teorem: (Tietze Teoremi) P, ve 7P, sunuslarinin ayni grubu

tanimlamasi i¢in gerekli ve yeterli kogul birinin, sonlu sayida (T1), (T2), (T3), (T4)

doniigiimleriyle, digerine doniigmesidir.
1.2.2 Grup Sunuslan Uzerinde Resimler

Bu béliimdeki bilgiler [7] ve [36] iginde de bulunabilir.




P =< x;r > birgrup sunusu olsun. P iizerinde bir P resmi iz‘&gidékf s

sartlar saglayan geometrik bir gekildir. N
(1) D2, 8D? smn iizerinde O baglangig noktas: olan bir disk olsun.

(2) D? diskinin i¢ kisminda birbirinden farkh diskler Ay, Ay, ..., A, ler

olmak iizere, her A,, diskinin A, sirinda O, seklinde bir baglangig noktas: vardur.

n
3) D*-UJA. nm kapamiginda bulunan sonlu sayida yaylar o, 0, ..., &,
= ¢

ler olmak fizere, bu yaylar 6D U 8A, U A, U ... U dA,, ile kesisen basit kapali bir
egri ya da 8D*U 8A, U 8A; U ... U A, nm, iki noktastmn birinden baglayip
digerine birlestiren kapali olmayan basit bir egridir. Her yay kendisini kesen bir ok

ile gosterilen bir yone (normal orientationa) sahiptir. Ayrica her yay XU x’

kiimesinin bir elemaniyla etiketlenir ve buna yayn etiketi denir.
(4) 0A, etrafinda O, baslangig noktasindan baslayarak saat yoniinde bir defa
déniiliip, kargilagilan yaylarn etiketleri okunursa r U r~' kiimesine ait olan bir

kelime elde edilir. Bu kelimeye A, nin etiketi denir (Biz x etiketli dedigimiz bir

yay1 normal orientation yoniinde isaretlersek x diye okuruz, eger yay: ters orientation

yoniinde isaretlersek x~' diye okuruz.). r kiimesinin bir alt kiimesi s ise s U s~

kiimesinin bir elemaniyla etiketli diske bir s-disk denir.

P resminin disklerinden s6z ettigimizde, dis cephedeki D* d;skini degil,
Ay, A, ..., A, disklerini anlatinz. P resminin icinde, etrafim sardig1 disk ya da yay
olmayan kapali bir alana kapah ¢cember denir.

Bir P resminin disindaki D? diskinin 8D? sinirin1 P olarak tammlariz. 6P

etrafinda O baglangig noktasindan baglayarak saat yoniinde bir defa doniilmesiyle

okunan kelimeye P iizerindeki etiket denir ve W(P) ile gosterilir.
Eger OPye ulasan hi¢ bir yay yoksa, P resmine kiiresel resim diyecegiz.

Eger IP kiiresel resim ise OPyi gozardi ederiz. (Ciinkii OP =[1],, .)
n
DZ“UAi nin kapaniginda bulunan ve PP resmi i¢indeki yaylarin sonlu
i=1

tanesinin kesisimi olan yola bir transfer yol denir ve y ile gosterilir. Bir transfer



yolun baglangi¢ noktasindan bitis noktasina dogru hareket edildiginde, k

yaylarin iizerindeki etiketlerin okunmasiyla x kiimesi iizerinde bir kelime el

Bu kelime W(y) ile gosterilir. P resmi iginde basit kapali bir transfer yol y olsun ""’IP
resminin 7y ile gevrelenen kismma P resminin alt resmi denir. Eger y yaylar ile
kesigmiyorsa, P resminin y ile gevrelenen kismmna P resminin kiiresel alt resmi
denir.

Asagidaki sartlan saglayan basit taransfer yollarin y=( v, v, ... y» ) gibi
bir dizisine P resmi i¢in bir sprey denir.

(1)i=1,2,...,n olmak iizere, y; transfer yolu O noktasindan baglar ve A i
diskinin O, baglangig noktasnda biter.

(2) 1 £i<j £n olmak lizere, y; ve y; transfer yollan sadece O baslangi¢

noktasinda kesisir.

(3) P resmi iginde O baglangig noktas: etrafinda saat yoniinde gidildiginde

siraile y,, y,, ... y, transfer yollan ile karsilagilir.

1.2.3 Ornek: P =<a,b; a2, b?,[a,b] > olsun. Buradan,

Sekil 1.1

Sekil 1.1 ile verilen resim, P {izerinde bir resimdir. Bu resmin iginde Ay, As, ..., Ag

olmak iizere 9 tane disk ve bu disklerin dA; sinirlarinin iizerinde birer O, baglangig



noktalan vardir. A4 diskinin etiketi a?, As diskinin etiketi b* ve A, dlshmln.,gﬁketl

[a, b] d1r a ile etiketli kapali yay, kapal1 bir gember iken b ile etiketli kapah yay L

kapali bir gember degildir. Ayrica P resminin etiketi W(P)=bbb'ab™ a” d1r ‘

P tlizerinde kiiresel bir resim $ekil 1.2 deki gibi bulunabilir.

Sekil 1.2

Asagida Sekil 1.3 ile verilen resim iginde y,, y, basit kapali transfer yolu,

v3 de kapali olmayan transfer yolu gosterir.

Sekil 1.3



Sekil 1.3 ile verilen resim iginde, y, ile ayrilan kisim kiiresel bir alt resuhv }

ayrilan kisim ise kiiresel olmayan bir alt resmidir. =~ Ayrica W(Y1)=l, s

Ui
% e eing T

W(y,)=a""bab ve W(y;)=a b2 dir.

Sekil 1.4

Sekil 1.4 ile verilen resimde, y=( y,, v;, v3, v4 ) bir sprey ve W(v,)=1

W(y,)=1, W(y3)=aba™, W(y4)=a dir.0

P resmi iginde, baslangig noktalar1 ayni bélge iginde bulunan ve iki diskten

olusan alt kiiresel resme silinebilir ¢ift denir. Bunun anlami, 6rnegin

a a

silinebilir ¢iftlerdir, fakat

degildir.

Kiiresel Resimler Uzerinde Islemler:
Kiiresel resimler iizerinde bazi temel iglemler asagidaki gibi tanimlanr.

(A) Kapali gemberler silinir.



(A)™" Kapali gemberler eklenir.
(B) Silinebilir ¢iftler silinir.
(B)™! Silinebilir giftler eklenir.

(C) Koprii operasyonu :

e <~ W

Iki kiiresel resimden biri digerine sonlu sayida (A), (A)™", (B), (B (S
islemlerinin uygulanmasiyla elde edilebiliyorsa, bu iki kiiresel resme denk kiiresel

resimler denir.

P sunusu iizerinde iki kiiresel resim B} ve B olsun. Buradan P} kiiresel
resminin ters goriintiisiinii ~IB ile gosteririz. Ayrica I kiiresel resminin yanina P
kiiresel resminin konulmasiyla elde edilen resim P + P dir. Bunu agagidaki gibi

sekillendirebiliriz.

Py + (-B) yerine P, — B yazilur.
P sunusu iizerinde herhangi bir kiiresel resim P olmak iizere, P kiiresel

resmini iceren denklik sinifi < P > ile gosterilir. 7P sunusu iizerindeki kiiresel

resimlerin tiim denklik siniflarinin kiimesi
<B>+<B>=<B+B>

iyi tanimli iglemi ile degismeli bir grup olur.

x kiimesi tizerinde bir kelime W ve P sunusu iizerinde bir kiiresel resim P

olsun. P kiiresel resminin etrafinin, etiketi W olan yaylarla ¢evrilmesiyle 7P sunusu



iizerinde yeni bir kiiresel resim olusturulur. Bu kiiresel resim PW i

Bunu agagidaki gibi sekillendirebiliriz.

PW

Kiiresel resimlerin denklik siniflar {izerinde
W<P>=<PV> (WeG(P)
ile verilen (iyi tanimli) bir G(P )-etkisi vardir. Buradan bir Z G(P )-modiil elde
edilir. Bu modiile P sunugunun ikinci homotopi modulii denir ve T (P ) ile

gosterilir.

(P ) den @ ZG(P)ty (ki burada @ ZG(P)tg, {tg : Rer } tabanh

Rer Rer
free Z G( P )-modiildiir) i¢ine agagidaki gibi tanimlanan bir yu, gomme doniigiimii
vardir 7], [9], [36]. '

<P >emy(P ) alam. P kiiresel resmi, sirastyla R', R5*, ..., R} etiketli
Ay, A, ..., A, disklerine sahip olsun. (R, er, ¢;= +1,i=1,2, ... ,n ) Daha 6nce
tantmladifimuz gibi y=( y,, v,, ... y, ) bir sprey olmak iizere W(y;), G(P)

grubunun bir elemanini gdsteren: y; nin etiketi idi. Buradan,

pa(<P>)= e, W(y)tg
izl

degeri elde edilir.

Genelde p, ( <P >) yerine p, (P ) yazanz.

1.2.3 Ornek: (Devam) Sekil 1.4 ile verilen kiiresel resim igin

10
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S # ﬁ‘%’g ol ""'is‘;-%; ,

L @P)=(-1+a ) t,—(1+aba™ )ty

bulunur.0

‘P tizerindeki kiiresel resimlerin bir kolleksiyonun X oldugunu diigiinelim.

Kiiresel resimler lizerindeki iglemlere asagidaki iki yeni islem eklenebilir.
(D) X v =X kiimesinin bazi elemanlarinin bir kopyas: olan kiiresel alt

resimler silinir.
(D)! (D) isleminin tersidir.
Iki kiiresel resimden biri, sonlu sayidaki (A)*', (B)*, (C), (D)*

islemlerinin uygulanmasiyla, digerine doniigiiyorsa bu iki kiiresel resme, X’e gore
denk kiiresel resimler denir ve bu denklik (rel X ) ile gosterilir. Buradan [36] ile

agagidaki teorem elde edilir. (Theorem 2.6, Corollaryl)

1.2.4 Teorem: (P ) modiiliiniin < P > (PP €X) elemanlariyla iiretilmesi igin

gerekli ve yeterli kosul her kiiresel resmin (rel X) gore bos resme denk olmasidir.

(P ) modiilii < P > (P €X) elemanlariyla tiretiliyorsa, X kiimesi 70( P )’yi

iiretir (ya da X, iireteg resimlerinin bir kiimesidir ) denir.

1.2.3 7ty(P) Uzerinde Baza Tam Diziler

i
P =<x;r>ve TP ) modilii i¢in bir iirete¢ kiimesi X olsun. x {izerinde

serbest grup F(x) ve F(x) iizerinde r kiimesinin normal kapanigt N olmak iizere, P

ile tammlanan grup G(P)= F(x)/N idi (1.2.1 Onteorem). Bir P sunusunun M(P)

baginti modiilii,

WN.UN=WUW'N’ (WeF(x), UeN)
islemi ile verilen, G(P )-etkili bir sol ZG(P )-modiil olup, aslinda N kiimesinin
N/N' abelianization grubudur.

P3=@ m(P)tP’ P2=<—Bm(P)tR, Pl=®m(’P)tx’ P0=ZG(P)

PeX Rer xex

olsun. Burada P;, {t; : PeX } tabank ve P, {t, : xex } tabanh free ZG(P)-

modiillerdir. Buradan agagidaki tam diziyi elde ederiz [1].

11



0 —> m(P) > P, —25 M(P)— 0

<P> Hieiw(\’i)tk, PeX)
i=1

tg B RN (Rer)
Buradaki p, doniigiimii 1.2.2 Alt Béliimde tanimlanan gémme doniistimdiir.
Aynica, G(P) grubunun her elemanim 1’e tasiyan € : Py — Z augmentation

doniigiimii vardir. Bu doniiglimiin ¢ekirdegine augmentation ideal denir ve 1G ile

gosterilir.
0 >I6 25 Py =5 Z— 0 (1.4)
0 —> M(P) > P, —2 IG > 0 (1.5)
WN b ZeCht,  WeN)
t, — xN-1 (xex)

( Burada -gx— : ZF —» ZF Fox tiirevidir [31] ve p: ZF — Z G dbniigtimi F - G

dogal epimorfizmasiyla indirgenir.)

Ayrica yu,, p, donusiimleri standart bire bir ve p,, p, doniistimleri
standart ortendir.

Eger (1.3), (1.4), (1.5) deki bu ii¢ diziyi birlestirirsek, bu bize agagidaki tam

diziyi verir.

P, 2P, —2yp 2P <57 (1.6)

1.2.4 7T3(P)’nin Ureteglerinin Hesaplanma Nedenleri

Bu bélimde 7(7P ) modiiliiniin iirete¢ kiimesinin neden hesaplanmasi

gerektigi ile ilgili baz1 sonuglan degerlendirecegiz.

12



{55
P sunugu iizerinde herhangi bir resim P olsun. Herhangi bir Rer i¢in::

R

e
s
o
;s
‘
2

s

bagintisinin P resmi i¢indeki sistel toplami, P resminin R etiketli disklerin say151§1%1* ) '

R~ etiketli disklerin sayisimn farkidir ve expg (P ) ile gosterilir.

1.2.5 Ornek: P =<x,y; x*, [x,y] > ve S=x?, R=[x,y] olsun.

Burada, expg(P )=1-1=0ve expg ( P )=3 bulunur.0

(a) Bagintilar arasindaki birimler
1.2.2 Alt Béliimde tanmimlandify gibi, T(P ) modiilii baginti kiimesindeki

bagintilardan olusturulur. Boylece 7y( P ) modiiliiniin iireteglerini hesaplamak, P

sunusunun bagintilan arasindaki birimlerin bir kolleksiyonunu belirlemek anlamina

gelir. Ciinkii diger biitiin bagintilar birimlerden {iretilir.
(b) Baginti modiilleri ve homoloji

X kiimesinden M( P ) modiilii i¢in (1.3) ile verilen (kisa) tam dizi,
<ty (Rer); p, (P)=0(P €X)>
sunusunu verir [1]. Boylece bazi durumiarda M(7P ) modiiliinii yapis1 hakkinda
bilgi sahibi olabiliriz.
(1.4) ve (1.5) den

0 — M(P) ¥+ P -85 P) —5 0

elde ederiz. Buradan boyut kuramn incelenerek, [32]’de,

H,.2(G,-) = Tors (-, M(P)), n >l

13
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RN
elde edilir. Burada, Torf( ) grubunun tamimi, [32]’de detayli olarak veri %J;f

Ancak tezimizin ilgili konularinda, yukardaki izomorfizmay: kullanmayp dxrek
olarak H_ (') grubunun tammindan yararlamimigtir. Diger bir deyisle n=0 alinarak
H, () grubu lizerinde ¢alisilmugtir. Aslinda, [27]’de belirtildigi gibi, G’nin ikinci
homoloji grubu ile G tizerinde tanimlanan Schur multiplier (Schur g¢arpani) ayni
kavrami ifade eder.
Kisaca, M(P) modiiliiniin yapisim biliyorsak, G’nin yiiksek homoloji

gruplarini hesap edebiliriz.
(¢) H,(G) grubunun hesaplanmasi (Schur multiplier)

Eger A herhangi bir (sag) modiil ise (1.6) dan

¢ek1®0,

H,(G,A) =
2(GA) gor1 ® o,

elde ederiz [43]. Ozellikle G( P )-etkisi 6zdeslik doniistimii ve A= Z alinirsa

8, DLty — PZt,, tx+ Yexp, R,

Rer XEX XEX
83 . @Ztﬂy > @Ztk tIP > Zexpk (]P)tk
PeX Rer Rer

olmak iizere,
H, (G) =¢ekd, /gord,
bulunur [43].

(d) Diger homoloji dzellikleri

1.2.3 Alt Boliimdeki tam dizilere ek olarak asagidaki tam dizi Pride
tarafindan [36}’da gelistirilmigtir.
0 — H;(G) —5 Z®my(P ) —— ¢eks, — H,(G) — 0.
Tam dizi tamimindan ¢ek d=g6rd’, & drten ve &' bire bir oldugundan, 1.izomorfizma

teoremi kullanilarak H,(G) = ¢ek 8 bulunur. Boylece (P )’yi olusturabilirsek

H,(G) hakkinda baz1 bilgiler elde edebiliriz.

14



Not: Baik [1]’de, (P ) modiiliiniin iireteglerinin hesaplama nedenl rme ek

&
olarak, asagida baghk olarak verdigimiz ancak tezimizin hig¢ bir asamisggda
kullanmadiimuz 6zellikler tanimlamigtir.

(b") Bagint1 modiilleri ve cohomoloji,
(c’) H?(G) grubunun hesaplanmast,
(d") Diger cohomoloji grup 6zellikleri.

Cohomoloji tanimi [32]’de bulunabilir.

1.2.5 Aspherical ve n-Cockeroft (neN ) Sunuglar

1.2.6 Tamim: P, (1.2) ile verilen bir sunus olsun. 7(P ) = 0 ise P

sunuguna aspherical denir. Eger bir G grubu aspherical bir sunugla tanimlanirsa bu
G grubuna aspherical denir.

Biitiin serbest gruplarin ve bir bagintih torsion-free (serbest) gruplarin
aspherical oldugunu hatirlatabim [30]. Aspherical sunuslarla ilgili diger 6meklerin
bazilan [8], [13], [36]’da bulunabilir.

1.2.7 Tamm: P, (1.2) ile verilen bir sunug olsun. 7;(P ) sadece iki disk

iceren resimlerin bir kiimesiyle {iretiliyorsa, P sunusuna combinatorial aspherical

(CA) denir. Eger bir G grubu combinatorial aspherical bir sunugla tanimlanirsa bu

1

G grubuna combinatorial aspherical denir.

1.2.8 Ornek: P =< a; a™ >, n mertebeli devirli grubun bir sunusu olsun.

[36]’da gosterildigi lizere T( P ) asagidaki tek resim ile iretilir.

Bu nedenle P sunugu (CA) bir sunustur ve de G=7, grubu (CA) dir(}

15




Ty,

(CA) sunuslarla ilgili diger dmeklerin bazilan [8], [13], [22], [23]; [36]'da

bulunabilir. Ao
1.2.9 Tamm: P, (1.2) ile verilen bir sunug ve n pozitif bir tamsay: olsun.

P iizerindeki biitiin P kiiresel resimler ve tiim Rer igin, expy(P) = 0 (mod n )

oluyorsa, PP sunusuna n-Cockeroft denir (Burada (mod 0 ) konguransi, esitligi

verir.). Bir G grubunun n-Cockcroft sunusunun oldugu gosterilirse bu G grubuna ..

n-Cockcroft denir.

1.2.10 Uyari: Bir P sunusunun n-Cockcroft ozelligine sahip olup

olmadigina bakmak igin, X iireteg kiimesi i¢indeki resimlerin n-Cockcroft olup

olmadigina bakmak yeterli olur.

0-Cockcroft 6zelligine sadece Cockcroft denir. Ayrica n yerine genelde 0 ya

da bir p asal sayis1 kullanilir.

1.2.11 Ornek: P =<x,y,z; [x,u], [x.2], [y,z] > olsun. [3]’de Tz(P )’nin

yukardaki P kiiresel resmi ile iiretildigi gosterilmistir. Burada expy, ,j(P)=1- 1=0

eXP[x.](P)=exp[,,j(P)=1-1=0 oldugundan P sunugu Cockcroftdur.l]

1.2.12 Ornek: P =<x,y; x°, u’, [x,y] > olsun. [3]’de m2( P )’nin

Py P,

16




kiiresel resmleri ile dretildigi gosterilmisti. ~ Burada exp . (P)= exp (B)=
exp,; (B)= exp (P)=1-1=0 ve expp ,(B)=expy, , (Fa)=3 oldugundan P
sunugu 3—Cockcroftdur.0]

Not olarak :
Aspherical = (CA) = Cockcroft = n-Cockeroft (ne N).

1.2.6 Grup Sunuslarmin Etkililigi

P , (1.2) ile verilen bir sunus olsun. P sunugunun Euler karakteristigi
X(P)=1-{x+]r|
ile tanimlanir. Ayrica G grubunun
5(G)=1-rkz(H(G))+d (H,(G)) ’ (1.7)
seklinde bir alt sin vardir. Burada tk,( ), torsion-free (serbest) kisminin

Z—rankini gosterir ve d () ise minimal iirete¢ sayis1 anlamina gelir.

1.2.13 Tanim: A sonlu degismeli bir grup olsun. Bu durumda

ilk torsion (sonlu) say;, eger A #0 ise
t(A)=
0 , egerA =0 ise

tanimlayalim.

Sonlu degismeli gruplarin minimal iirateg sayilan ile ilgili asagidaki dnerme

verilebilir.

1.2.14 Onerme: A ve B sonlu degismeli gruplar olsun. (t(A),t(B)) = 1 ise

17



d (A®B)=d (A) + d (B)

:3«'1—\#53&% .
5‘»“"’ B %

dir.
Ispat: (t(A),t(B)) # 1 olsun. ilk olarak, t(A) veya t(B) den biri 0 ise, mesela
t(A)=0 olsun. Bu durumda 1.2.13 Tamim geregi, A=0 olacaktir. O halde, acik¢a
goriilebilecegi gibi d (B) = d (B) elde edilir.
Simdi de t(A) ve t(B)’nin her ikisini de sifirdan farkh alahm. Béylece,
m; My, 11 <k-1 olmak lizere,

A=Z, DL, ®..0ZL,

yazilabilir [41]. O halde t(A)=m, dir. Benzer olarak, n;|n;,, 1<j < 1-1 olmak
lUzere,

B=2,072,©..97Z,
yazilip, t(B)=n, bulunur. Bu durumda,
A®B=%Z,®0 2, 9.2, ©Z,©9%2,9..0Z,
olacaktir. $imdi p|t(A) ve p|t(B) olacak sekilde bir p asal sayis1 alalm. O halde,

piml’pImZa (XX 9plmk ’plnl,plnzo ’plnl

dir. Dolayisiyla,
Q Ly —> Ly, ve ¥:2, —> Z,

(11 <5k, 1<j £1) epimorfizmalan ( 6rten homomorfizma ) vardir. Buradan, bu

1

epimorfizmalarin geniglemeleri olan

&= @k D2y ®L,®..0ZL, —> LY
Ist<

Ve

Y= I(—Bl ¥ :Z,®Z,®..0%Z, —> L
Sji<

epimorfizmalarini elde ederiz. O halde,

*POY:Z,902,9..92,02,©2,9..9Z, —> Z(pk-l-l)
olur. Burada Z(p") » L, uzerinde bir vektor uzayidir {41, Lemma 6.2]. O halde, bir
vektdr uzaymnin herhangi iki tabaninda ayni sayida eleman olacagindan [24], Zg‘) , k

sayisindan daha az sayida eleman tarafindan {iretilemez. Bu ise Z(pk) nin boyutudur.

Diger bir deyisle,
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d(Z{)=k e
dir. Buradan, " 7. N
dA)2k
elde ederiz. (Clinki bir grubun iireteglerinin minumum say1s1, bu grubun herhangi bir
homomorfik goriintiisiiniin {ireteglerinin minumum sayisindan biiyiik veya esittir.)
Diger taraftan, A grubu
109,...,0,(0,1,...,0),...,00,0,...,1)
seklinde k tane eleman ile iretilir. Dolayisiyla,
d(A)<k
dir. Tiim bunlar ise bize
d(A)=k
oldugunu verecektir.
A grubu i¢in yukarida yaptifimiz iglemleri B grubu iginde tekrarlarsak,
d@B)=1
elde ederiz.
Sonug olarak
d (A®@B)=d (A) + d (B)

elde edilir. Bu da aranan sonugtur.0

Bir P sunusu i¢in
x(P)z38(G)
daima dogrudur [3], [6], [19]. Ayrica
%(G)=min { (P ): P, G grubu igin sonlu bir sunus }
kiimesi G grubunun Euler karakteristigini tanimlar.
1.2.15 Tamim: G bir grup olsun.
i) G grubu i¢in bir P, sunusu, aynt G nin diger tiim P sunuslar igin
WUP)<x(P)
oluyorsa, bu P, sunusuna minimal denir.
ii) Bir 7, sunusu

U Pp)=8(G)

19



esitligini sagliyorsa, P, sunusuna etkili denir.
iii) Bir G grubu i¢in
x(G) =8(G)
esitligi saglaniyorsa, bu G grubuna etkili denir.

1.2.16 Onteorem: i) 3(G) < 0 ise G grubu sonsuzdur.
ii) G sonlu devirli bir grup ise x(G) =1 dir.

Ispat: i) %(G) < 0 olsun. y(G) kiimesinin tammindan, G grubu igin
%(P )=x(G) olan en az bir tane P sunusu vardir. P = < x ; r > olsun. Simdi
olastliklar inceleyelim.

I) x(G) = 0 ise x(P) = 0 olur. Bu olasilik igin iki durum soz
konusudur.

l.Durum : x| =1 ve|ri=0ise xy(P)=1~-|x]+|rf=1-1+0=0 olur.
Buradan P = < x ; > elde edilir. Aynca G(7P)=F(x) / N oldugundan ve baginti

kiimesinde eleman olmadigindan G(P)=F(x) bulunur. |x| = 1 ise F(x) sonsuz
devirli bir gruptur [25]. Boylece G(P) grubuda sonsuz devirli bir grup olur.

2. Durum : x| =|r{+ 1ise x(P )=1 - |x| + [r] =1 = |r| = 1 + |r| = O olur. Bu
ikinci durumun anlamu jr| < |x| olmasidir ve ispat1 asagidaki olasilikta yapilacaktir.

II) x(G) < 0 ise (P ) < 0 olur. Buradan,
Y(PI)=1-[x[+|r|<0
= 1+|r<x|
= i<y
elde edilir. |x| = m ve |r] = n olsun. Bu durumda,
P =<Xp, X9y ee0s Xy 3 Ry, Ry, i) R

n >

ve m > n olur.

Simdi C grubu, t ile tiretilen sonsuz devirli bir grup olsun.
0:{x,x3,...,x, } —>C
fonksiyonu i¢in © (R;)=6 (R,)=...=0 (R, ) =1 oluyorsa Temel Teorem [14] ile ©
fonksiyonunun bir genislemesi olan

y:G(P)—> C
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o,
A

grup homomorfizmasi vardir. Aslinda béyle bir homomorfizma elde etmek 1gm usktel

toplam kavramini kullanacagiz. Bunun igin,i=1,2,..., mvej=1,2, ..., n olmak o

tizere, T
ay = exp, (R;)

olsun. Simdi de

Apvi+apy, oo+ v, =0

AQuavitany,+..+0y, v, =0

.......................................

anlYI +an2 Y2 +.o+ anm Ym =0

seklindeki dogrusal denklem sistemini diisiinelim. Bu denklem sisteminde
degiskenlerin sayisi denklem sayisindan fazla oldugundan, bu denklem sistemi igin

stfirdan farkh bir ¢6ziim vardir. Bu ¢bziim, i =1, 2, ... , mve o; lerin her biri bir
tam say1 olmak iizere, («;,a,, ... ,a,, ) olsun. Ayrica,
0(x;)=1t" (x; €x)

olarak tanimlansin. Buradanj =1, 2, ..., n olmak iizere,

gau“\
0 (R,)=t

m

Tagx, .
olarak bulunur. Béylece 6 (R;) =1 olmasi igin t** " =] olmalidir. C grubu t ile

. ) m ﬁu ja
tiretilen sonsuz devirli bir grup oldugundan, ancak 3 ao; =0 olursa t* "' =1 olur.

i=l

Yukardaki dogrusal denklemin sifirdan farkli ¢oziimii (o, a5, ... ,o,, ) oldugundan

m
j=1,2,...,n olmak iizere, }-a;a; =0 olur. Buradan da

i=]

m
Zalial

B(R)=t""" =1"=1
bulunur. Boylece 8 donisiimiiniin bir genislemesi olan
y:G(P)—> C

Xi Bt
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devirli bir grup olur. Buradan da istenen bulunur.

ii) G(P), P = <x; x™ > sunusuyla verilen n mertebeli devirli bir grup
olsun. ¥(G) kiimesinin tanimdan, ¥(G) < (P ) dir. Buradan %(G) < 1 bulunur.

Fakat G sonlu bir grup oldugundan ve i)’den dolay1 %(G) degeri 1°den kiigiik olamaz.
Boylece 1(G) =1 olur.0

Sonlu tiretilen degismeli gruplar ( Epstein [19] ), kapali 3-manifoldlarin temel
gruplan [19] ve denge sunuslu sonlu gruplar ( ki bdyle sonlu gruplarin Schur
carpimlar: [20]’ye gore birdir ) etkili grup ornekleridir. Sonlu metacyclic gruplarin
etkili oldugu Beyl [4] ve Wamsley [42] tarafindan gdsterilmistir. Bununla birlikte
sonsuz metacyclic gruplarin etkili olmas: gerekmez. Bu [3]’de Baik ve Pride’in bir
sonucudur. [20]’de Harlander, sonlu olarak sunulan bir grubun etkili bir grup igine
gomiilebilecegini ispatlamistir. Etkililik konusunda daha farkli érnekler igin Baik,
Pride [2], Beyl, Rosenberger [5], Champbell, Robertson, Williams [10] (ve [11] )
Cevik [15], [16] ve [17], Harlander [21], Johnson, Robertsen [26], Kenne [28],
Robertson, Thomas, Wotherspoon [40]’a bakilabilir.

Asagidaki sonug Epstein’nin bir sonucudur ve [19]da ([29], Theorem 2.1)

bulunabilir.

1.2.17 Teorem: P, (1.2) ile verilen sunug olsun. P sunusunun etkili
olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, bir p asal sayisi igin, P nin p—Cockcroft

olmasidir.
Yukardaki teoremin bir uygulamasi olarak agagidaki sonucu elde ederiz.

1.2.18 Sonug: P, (1.2) ile verilen sunug olsun. P Cockcroft ise etkilidir.

Her ne kadar etkililik 6nemli bir konu ise, etkili olmama bu dalda ¢aligan bir
¢ok matematikginin {izerinde durdugu bir konudur. Baik ve Pride, Coxeter gruplarin

etkiligi i¢in gerekli sartlar1 {2]’de vermistir. Bununla birlikte etkili olmayan Coxeter
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gruplarin bir G, , ailesini bulmuglardir (n > 4, k tek bir tam say1 ). Burad

k igin,
X(Gn,k ) - S(Gn,k) "_n_) @

olur. 4.1 Alt Boliimde Coxeter gruplarm etkililigi detayl: olarak incelenmigtir.
1.3 Grafikler

v ve e birbirinden fakl iki kiime ve

ite>v,1:e>v, :ee

1

bu kiimeler arasinda, her eee igin, i(e) = 1(e™), (e™' ) ' =e ve exe™ sartlarim

saglayan (i¢ fonksiyon olsun. v, e kiimelerinden ve i, t, ~' fonksiyonlarindan olusan

(v, e, 1,7, ) yapisina bir grafik denir ve I ile gosterilir. Burada v kiimesine kdse
kiimesi, e kiimesine kenar kiimesi, i fonksiyonuna bagslangi¢ fonksiyonu, 7
fonksiyonuna bitis fonksiyonu, ~' fonksiyonuna ters fonksiyon denir. Ayrica kenar
kiimesindeki bir e kenar igin i(e) kogesine, e kenarinin baslangic noktas: ve 1t(e)
kosesine, e kenarinin bitis noktasi denir.

Bir grafik g¢iziminde, i(e)=u ve 1(e)=v olan bir e kenari, u kd&sesinden
baslayip v kdsesinde biten yonlii bir dogru pargasiyla temsil edilir. Bu e kenarinin

tersi olan e™' kenan da, v kdsesinden baslayip u késesinde biter ve ters yonde

yonlendirilir. Sekil olarak;

Sekil 1.5

ile gosterilir.

e kenar kiimesindeki e, e

kenar ¢iftlerinden sadece birinin seg¢ilmesiyle
olusturulan kiimeye I' grafiginin yonlendirilmis kenar kiimesi denir ve e¢* ile
gosterilir. Kenar kiimesi e* olan grafige yonlendirilmis grafik denir.

Bir eee kenan i¢in i(e)=t(e) oluyorsa bu e kenarina halka denir ve sekil

olarak
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ile gosterilir.

Bir I grafiginde, e),¢, ee i¢in, i(e;)=i(e,) ve t(e,)=1(e, ) varken e,=e,
oluyorsa, bu I'" grafigine basit grafik denir. v, e kiimelerinin her ikiside sonlu ise T’
grafigi de sonludur. Basit bir I grafigi, herhangi farkli iki u, vev kosgesi igin i(e)=u,
7(e)=v olan bir e kenarina sahipse bu I" grafigine tam grafik denir.

€y, €,, ..., €, kenarlarin sonlu bir dizisi olmak {izere, i=1, 2, ... , n-1 icin
(e )=i(e;,, ) oluyorsa, bu diziye I grafigi iginde bir yol denir. e, e,...e, yoluna,
i(e;)=t(e,) olan bir yol ise kapah yol, her 1 < i < n igin, i(e,) koselerinin hepsi
birbirinden fakli olan bir yol ise basit yol denir. v kiimesindeki bir v kogesine bog
yol denir ve 1, ile gosterili. Bu bog yolda kenar olmadigi ve her vev igin,
1(1,)=i(1, )=v ve 1,=1,' oldugu anlammna gelir.

v kiimesinin bir alt kiimesi v' ve e kiimesinin bir alt kiimesi de e' olsun.
Herhangi bir e’ € e’ eleman igin,

iyi(e'), t(e')ev'

i) (e') ' ee’
sartlarl saglaniyorsa, e’ kenar kiimesi ve v’ kége kiimesinden olusan I" grafigine I
grafiginin alt grafigi denir.

Bir T" grafiginin igindeki herhangi iki kdseyi birlestiren bir yol varsa, bu I
grafigine baglantih grafik denir. Bir I' grafiginin baglantih bir alt grafigini igine
alan bagka bir baglantihi alt grafigi yoksa bu alt baglantili grafige, I grafiginin
bileseni denir.

Baglantili olan ve iginde bostan farkli basit kapali yolu olmayan bir I'
grafiine agag (tree) denir. Ayrica baglantili bir I' grafiginin T gibi bir alt grafigi,

i) T bir agag,

i) T’nin koge kiimesiyle T grafiginin kdge kiimesi ayni,
sartlarim sagliyorsa bu T gibi alt grafigine maksimal agag¢ denir. [1]’de her grafigin

en az bir tane maksimal agac1 oldugu gésterilmistir.

TCYy . -
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2. BAZI GRUP GENISLEMELERIi UZERINDE ETKIiLi
2.1 Giris
1B —5G—L23A1 2.1)

seklinde gruplarin bir dizisini alalim. (Burada gruplar arasindaki her bir ok, bu
gruplar arasinda bir homomorfizmay: gosterir.) Ayrica (2.1) ile verilen diziyi tam
dizi olarak kabul edelim. Diger bir deyisle, gori=gekp, i birebir ve p Orten olsun.
Bu durumda G grubuna B nin A ile olan bir genislemesi denir. Buna ek olarak, G
grubu B ile A nin bir genislemesi iken
d(G) =d(B) + d(A)

sart1 saglaniyorsa, G grubuna B nin A ile olan dis genislemesi denir.

Simdi, B =gori olsun. Opyleyse gori=¢ekp oldugundan, B =¢ekp dir,
dolayisiyla B < G olur.

Ayrica, i : B > B bire bir (ve 6rten) bir homomorfizma oldugundan, B= B dir. O
halde, 1. izomorfizma teoremi geregi,
G/¢ekp = gorp,
kisaca,
G/(Bz=B)=A
elde ederiz, ¢iinkii p 6rten bir homomorfizma oldugundan gérp=A dir.
O halde, (2.1) ile verilen bir dizide A, B ve G gruplari i¢in
i)B«aG
ii) G/B=zA
sartlar1 saglaniyorsa, G grubuna B nin A ile olan bir genislemesi denir.
Eger, B< Z(G) isé bu genisleme merkezidir.
Eger j : A > G seklinde bir homomorfizma var, 6yleki pj= 1, ise bu

geniglemeye ayrik (split) denir.
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Simdi de A= g6rj olsun. j bire bir homomorfizma oldugundan A ~%A d1r
Dolayisiyla G grubu iginde B nin B gibi bir kopyas1 ve A nin A gibi bir kopya51
vardrr. B <G oldugunu biliyoruz. Ayrica,

i) BAA=1
ve

ii) G grubunun her bir elemam b a (beB,aeA) formunda tek bir sekilde
yazilabilir.

Aslinda G grubu, B(=B) nin A (= A) ile bir yari-direkt ¢arpimudir. (Yari-
direkt ¢arpimin bagka bir tanimi 2.2.1 Tamimda verilmistir.)
Tersine, G grubu B nin A ile bir yar-direkt ¢arpimi ise G bir aynk
genislemedir. Yani,
1-B—5G—25 A1
b — (b,l)
(b,a) > a
(1,a)«—a
homomorfizmalan tanimlanir.
Son olarak, gruplar arasinda tanimlanan direkt garpim ve serbest ¢arpim da

aslinda birer grup genislemeleridir. (Bu iki tiir garpim grubunun tamimlar 2.3 ve 2.4

Alt Boliimlerde verilmigtir.)
2.2 Yan-Direkt Carpim Grubu

Bu boliimde tanimlanan bilgiler standartdir ve [16]’da bulunabilir.
A ve B gibi herhangi iki grup verilsin. Bu iki grubun kartezyen ¢arpim
G=AxB={(a,b):acA,beB}

olarak tanimlanir.

2.2.1 Tamum: A, B herhangi iki grup ve
0:B—> Aut(A), b 0,

ile tamimlanan bir homomorfizma olsun. Ayrica G kiimesi de tiim (a,b)eAxB sirali
ikililerinden olugsun ve de G kiimesi iizerinde bir ikili islem

(a,b) (a;,b))=(a0,(a,),bb))
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olarak tanimlansin. , AR

2.2.2 Teorem: G kiimesi 2.2.1 Tanimla verilen islem altinda bir grup”blur.

ispat: Burada, tiim a€A ve tiim beB olacak sekilde bir
6:B > Aut(A), 6,(a)=bab™
homomorfizmasi vardir. Ayrica, a€A, b, b,, 1€B olmak iizere,
By (8y, (@) = B4y, ()
ve
6,(a)=a
esitlikleri saglanir [41].
2.2.1 Tanimla verilen islemin birlesme 6zelligi vardir.
a, q,, €A, b, b, b,eB olmak iizere,
[(a,b) (a1,b1)] (az,b2) = (a8, (a1),bb) (azb2)
=(afy (a1)0yy, (a2),bb,by)
=(aba,b™'bb,a,(bb,)" ,bb,b,)
=(aba,b,a,b,” b~ bbby (22)
(a,b) [(ai,b) (az,b2)] = (a,b) (a,84, (a2),b,b;)

=(a0y(a,0 b, (a,)),bb,b,)
=(a0, (a;b,a;b,” ),bb,by)

=(aba,b,a;b,” b~ bbb, (2.3)
olarak bulunur. O halde (2.2) ve (2.3) esitliklerinden tanimlanan islemin birlesme
ozelligi oldugu goriiliir.

Birim eleman AxB kiimesinin (1,1) elemanidir. Bunun i¢in aeA, beB
olmak iizere, (a,b)eG alalim. Boylece
(1,1) (a,b) =(10,(a),1b) =(1a,b) =(a,b)
ve
(a,b) (1,1)=(ad,(1),61) =(al,b) =(a,b)

bulunur ve buradan, (1,1)eG oldugundan, (1,1) birim elemandur.
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Simdi de (a,b) elemanmn tersinin ((0,-(a))’,b™") oldugunu gosterthm
Diger bir deyigle,
(8, (@), 57) (@,b) = (8, (@) 0, (), b7 b) = (1,1)
ve
(a,b) (8,4 (@), b7) = (a8, (8, (@) ), b7'b)
=(a8, ((b~'ab)",b'b)
=(ad, (b~ a”'b),b"'b)
=(abb'a'bb™,1)
=(1,1)
esitlikleri bulunur. Dolayisiyla ((9,. ()", 6)eG elemam (a,b) elemaninin

tersidir.

Boylece G kiimesi 2.2.1 Tanimla verilen iglem altinda bir grup olur.¢

2.2.3 Tamm: 2.2.2 Teorem ile bulunan bu gruba A grubunun B grubuyla

yari-direkt ¢arpim grubu denir ve dzel olarak G = A x B ile gosterilir.

2.2.1 Yan-Direkt Carpim Grubunun Sunusu

A ve B herhangi iki grup olmak iizere bu iki grubun yari-direkt garpim

grubunun sunusu [25, Proposition 10.1]’da agagidaki gibi tamimlanmustir.

2.2.4 Teorem: 6 : B —» Aut(A) bir homomorfizma olmak iizere, A ve B
gruplari sirasiyla
Py =<x;5>ve B =<y;t>
sunuglartyla verilsin. Bu durumda A grubunun B grubuyla yarn-direkt ¢garpimi olan
G = A x, B grubunun sunusu agagidaki gibi olur.
Ps =<x,y;st,r> (2.4)
Burada, r = { xy x;{g y!; xex, yey } ve Ay= 0,(x), x kilmesi lizerinde bir

kelimedir.
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2.2.2 Bazi Yan-Direkt Carpim Gruplannm Ikinci Homoloji Gruplax%g: vey tw

Sunuslarim Etkililigi

Yari-direkt ¢arpim gruplarimin genel formlar {izerinde, ikinci homoloji
gruplarimi formiile eden herhangi bir sonug tanimlanmamigtir, Bununia birlikte Park
[34)’de B grubunu p (p asal) mertebeli sonlu devirli bir grup ve A grubunu ise n
(neN) mertebeli sonlu devirli bir grup alarak, asagidaki teorem ile A grubunun B

grubuyla yari-direkt ¢arpim grubunun, ikinci homoloji grubunu tanimlamastir.

A grubunu P, =<x; x" >ve B grubunuda Py =<y ; y® > sunuslanyla
tanimlayalim. Ayrica, r, deN igin

@®» (@Em=1,

(ii) d = (r-1,n) olmak lizere (r—1,nd)=d ve d =p,

(iii) rP=1(modmn),

(iv) [G]=np,
sartlarmnn saglandigim kabul edelim. Bu durumda G = Axy B grubunun sunusu,

2.2.4 Teorem ile,

Ps =<x,y; x", y°, y"xy =x" > (2.5)

olarak bulunur.

2.2.5 Teorem: G = A %y B olsun. Bu durumda H,(G), p mertebeli devirli bir

gruptur.
2.2.5 Teoremi kullanarak, [16]’da Cevik asagidaki teoremi ispatlamustir.

2.2.6 Teorem: (2.5) ile verilen 2-iiretegli P sunusu, G grubu igin etkilidir.

Ispat: Ik once 5(G)’yi hesaplayalim. A ve B yukardaki sunuglarla verilen ve
(i), (ii), (iii), (iv) sartlarin1 saglayan gruplar olmak iizere, H,(G) 2.2.5 Teorem ile p
mertebeli devirli bir gruptur. (iv) 6zelligi geregince G sonlu bir grup oldugundan
8(G) =1+ d(HxG))
dir. Boylece
(G)=1+1=2
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olarak bulunur.

Simdi de P sunusunun Euler karakteristigini hesaplayalim.
WP)=1-243=2
oldugundan,
8(G) =x(Fs)
¢ikar. Buda bize P; sunusunun G grubu igin etkili bir sunug oldugunu verir.
Son olarak, P, sunusunun etkililiginin 2-iirete¢ lizerinde gosterilebildigini
ispatlayalim. 7P sunusu 2 iiretece sahip oldugundan, elbette
d(G)<2
dir. Boylece 2 < d(G) oldugunu gostermemiz yetecektir. Bunun igin, bir grubun

minimum iirete¢ sayisinin o grubun béliim grubunun minimum lireteg sayisindan

biiyiik esit oldugunu kullanacagiz. G°°, G grubunun abelinization grubunu

gostermek iizere,
d(G) 2 d(G*®)
olur. Buradan d(G®") = 2 oldugunu gostermeliyiz. Gergekten G** grubu
Peo=<x,Y; x", V¥, ylxy=x", [xy]>
sunusuyla verilir [25]. P.. sunusuna Tietze doniigiimlerinin silme operasyonunu
uyguladigimizda (1.2.1 Alt B6liim)
Pow=<%,Y; x", y°, [x,y] >
sunusunu elde ederiz. Boylece P, =A © B bulunur. Burada A ve B degismeli
gruplar oldugundan,
d(G®) = d(B) + d(A)
olur [1.2.14 Onerme]. Aslinda A ve B gruplan devirli oldugundan, d(A) =1 = d(B)

esitlikleri vardir. Boylece
d(G*)=2
elde edilir. Bu da ispat1 bitirir.0

2.2.7 Ornek: Dyg= <x, y ; x'°, v?, y'xy =x' > sunusuyla verilen 20

mertebeli dihedral grubu alalim.
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Bu sunus 2.2.2 Alt Boliimdeki dort sart sagladigindan, 2.2.5 Teoretn dl¢*

3
=

HxG) = Z, olur. Boylece 2.2.6 Teorem ile Do grubunun yukaridaki sum‘i'su~ 2-

iireteg lizerinde etkili bir sunug olur.C]

Buradan 2.2.6 Teoremin bir uygulamasi olarak, yukaridaki 6rnegi asagidaki

gibi genellestirebiliriz.

2.2.8 Sonug: 2m ( m>4 ve m ¢ift) mertebeli dihedral grubun
D, =<xu;x™, y*, yixy=x">
sunusu etkilidir.
Ispat: Bu sunusun 2.2.2 Alt Boliimdeki dort sarti sagladigmi gormek
kolaydir. Park [34]’de 2.2.5 Teoremin bir sonucu olarak HyD,) grubunu 2
mertebeli devirli bir grup oldugunu ispatlamigtir. Buradan 2.2.6 Teorem ile D,,

sunusu 2-iirete¢ tizerinde etkilidir.¢

2.2.9 Uyarr: 2.2.7 Omekdeki Do dihedral grubunun, 20 mertebeli M gibi bip
metacyclic gruba izomorfik oldugu gosterilebilir. Boylece 2.2.6 Teorem ile M
grubunun 2-iireteg lizerinde etkili bir sunusu oldugu sdylenir. Gergekten, bazi gartlar

altinda, bu iki grup arasindaki izomorfizmi bunlarin genel formlarina genisletebiliriz.
Boylece 2.2.5 Teoremin bir sonucu olarak asagidaki sonucu elde ederiz [16].

2.2.10 Sonuc: M,
Pu=<a,b;a™, b2, blab=a" >
sunusuyla verilen 2m ( m>4 ve m g¢ift) mertebeli metacyclic bir grup olsun.
Buradan P,,, M grubu igin 2-iireteg iizerinde etkili bir sunugtur.

Ispat. 2.2.8 Sonucun ispatina benzer olarak bir ispat yapilabilir.0
2.3 Direkt Carpim Grubu

A ve B gibi herhangi iki grup verilsin. A ve B gruplan iizerindeki islemler
yardimiyla G=AxB kartezyen ¢arpim kiimesi {izerinde yeni bir islem tanimlayarak,

G kiimesinin bu iglem altinda bir grup oldugunu sdyleyecegiz.
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2.3.1 Tanim: A ve B carpma islemi {izerinde tamumli iki grup olis‘
(a,b), (a’,b")eG herhangi iki eleman ise, bunlarin garpim :
(a,b)(a’,b’)=(aa’,bb’) (2.6)
(a, a’ €A, b,b’ €B) olarak tanimlayalim. Bu ¢arpimdaki aa’ bilegeni A grubundaki
isleme gore, bb’ bileseni B grubundaki igleme gore hesaplanmistir. Dikkat edilirse
burada ii¢ tane iglem vardir. Birinci iglem A grubu ilizerinde, ikinci islem B grubu
tizerinde ve tiglincii isglem G kiimesi iizerindedir.
G kiimesi (2.6) ile tanimlanan igleme gore bir grup olugturur. Bu gruba A ve
B gruplarinin direkt ¢arpim grubu denir ve AxB ile gosterilir. A ve B gruplarinin
her ikisinin de degigmeli olmasi halinde G grubunun da degismeli olacag: agiktir.
Sonug olarak, kartezyen ¢arpimdan dolay:
IGI=IAL.[B]
dir.
Ayrica, 2.2.1 Tanimda, verilen 6, doniigiimii 6zdeslik doniisiimii alinarak da,
yani 6, (a)= a (VaeA, VbeB) oldugunda, A ve B gruplarin direkt carpim grubu
elde edilebilir.

2.3.1 Direkt Carpim Grubunun Sunugu

A ve B herhangi iki grup olmak iizere bu iki grubun direkt ¢arpim grubunun

sunusgu [25] de asagidaki gibi tamimlanmustir.

2.3.2 Onerme: A ve B gruplan sirasiyla
Pr=<x;8>ve Py=<y;t>
sunuglariyla verilsin. Bu iki grubun direkt ¢arpim grubu olan G’nin sunugu

Py =<x,y;s,t,r> 2.7

seklinde tammlanir. Buradar = { xyx'y™': xex, yey } dir.

2.3.2 Direkt Carpim Grubunun ikinci Homoloji Grubu

A ve B herhangi iki grup olmak iizere, bu iki grubun direkt ¢arpim grubu olan
G grubunun ikinci homoloji grubu Hx(G), {27]’de, asagida verilen Kiinnet formiilii

ile hesaplanir.
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Hy(G) = Hi(A) ® Hy(B) © (H,(A) ® Hi(B)). AR
Burada H,(A) ve H,(B) gruplari A ve B gruplarimin birinci homoloji gruplarm,
H,(A) ® H,(B) ¢arpimu da bu gruplarin tensor ¢arpimini gstermektedir.

2.3.3 Direkt Carpim Grubunun Sunusunun Etkililigi

A ve B herhangi iki sonlu grup olmak tlizere, bu iki grubun direkt garpim
grubu olan G grubunun sunusunun etkililii igin 2.3.1 ve 2.3.2 Alt Béliimlerini

kullanarak agagidaki teoremi elde ederiz.

2.3.3 Teorem: G grubunun (2.7) ile verilen sunusunun etkili olmas1 igin
gerekli ve yeterli kogul A ve B gruplarmin sunuglarinin her ikisinin de etkili
olmasidr.

Ispat: A ve B herhangi iki sonlu grup olmak tizere, sunuglar sirastyla

Pr=<x;8> Bp=<y;t>

ve d(A)=[x}=m, d(B)=ly|=n olsun. Béylece G grubunun (2.7) ile verilen sunusu i¢in
X(Pe)=1—[x|~|y| +[s] +[t] + r]

olur. Ayrica G grubu sonlu bir grup oldugundan,
8(G) =1 + d( HAG))

bulunur.

G grubunun 7 sunusu etkili yani,

8(G) = 1(Fe)
olsun. Bdylece bu esitlik

L+ d(Hy(G)) =1~ [x| — [y| +[s| + [t] + Ir
halini alir.

Simdi G grubunun ikinci homoloji grubu H,(G)’yi hesaplayalim. G grubu, A
ve B gruplarinin direkt ¢arpim grubu oldugundan, G grubunun ikinci homoloji
grubu, 2.3.2 Alt Béliimden,

H,(G) = H)(A) @ Hy(B) @ ( H,(A) ® Hi(B) )
formiiliiyle hesaplanir. Buradan da homoloji gruplan degismeli oldugundan, 1.2.14
Onerme geregi

d( Hx(G) ) = d( Hi(A) ) + d( Hy(B) ) + d( Hi(A) ® Hi(B) )

yazilir. Ayrica [41, Corollary 6.4] geregince, birinci homoloji gruplari

33



Hl(A)szlXZkZX ) Xan, kilki+1’ i=l,2,...,ﬂ.

T
P

ve R
Hi(B)=Zy xZy x ... xZy_, L, i=1,2,.,m
olarak yazilabilir. Boylece birinci homoloji gruplarimin tensor garpimi
H(A) @ Hy(B) =(Zy xZy % ... xZy ) ®(Zy xZy % ... XL, )
=[(2y,®Z,)®(Zy ®Z,)®..0(Z, ®Z, )]1®...®
[(Zy ®Z,)D(Zy BRZ,)S...0(Z, OZ, )]
L, 1)® L 1)@ - © Zig ) ))D . O(Zy 1)@ Ziy 1) ... O Ly, )

olur. Buradan, d( H,(A) ® H,(B) ) carpimu;
:d[( Z(klull) @ Z(kl-lz) @ con @ Z(klvl‘m)) @ vou @ (Z(k“,ll) @ Z(k".‘-z) @ “ea @ Z(knnlm))]

=d( Z(kl-ll) @ Z(klulz) @ e @ Z(kl.lm)) + ...+ d( Z(k",ll) @ Z(k“.lz) @ ‘oo @ Z(k".lm))
=AU Zg 1) U L) o AU L I A U Ly ) YA L 1)) Ly ))

=m+m+t+..+m=mn
olur,
Ayrica biliyoruz ki r= { xyx'y™': xex, yey } oldugundan, |r| = |x|.ly| olur.

Boylece

[rl=mn
bulunur. Sonug olarak

d( H(A) ® H\(B) ) = r|
olur. Boylece

1+d(H(G)) =1~ x| = [yl +Is| +t| + |r|
esitligimiz

1+ d(HA) )+ d(H(B) ) + | = 1 = |x| ~ |y] + |s] + [t] + |r]
halini alir. Yani,

1+d(Hy(A)) +d(HA(B) ) =1 - |x| — |y| +|s] + ]t]
olur. Bu son esitlik

T+d(Hy(A))+1+d(H(B))=1~[x|+s|+1 - [y| + t|
olarak yazilabilir. Buda

8(A) +8(B) = x(Pa) + 1)
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oldugunu verit. 8(A) < Y(Pn) ve 8(B) < x(P) esitsizlikleri var oldﬁé;mdan,'”
yukaridaki son esitligin saglanmasi igin -‘
6(A)=x(Pa) ve 8(B)=x(Pp)
olmasi gerekmektedir. Bu son iki esitlik de bize A ve B gruplarimin etkili oldugunu
verir.
Simdi de A ve B gruplarinin P, ve P, sunuglarimin her ikisinin de etkili,
yani
8(A) =x(Pa) ve 3(B)=x(Pp)
oldugunu kabul edelim. Bu da
1+ d(Hy(A) ) =1~ x|+ s]
ve
1+d(H(B))=1-ly| +|t]
esitliklerinin olmasi demektir. Buradan da
d(Hy(A)) =s| - Ix]
ve
d( Hx(B)) = t| - Iy|
bulunur. Ayrica
d(Hy(G) ) = d( Hy(A)) + d(Hy(B) ) + d( H(A) ® H(B) )
ve
d( H,(A) ® H(B) ) = |r|
oldugundan,
d(HX(G)) =Is| - x| +It| - ly| + Ir]
olarak bulunur. Bu esitligi
1+ d(HAG)) =1 = x| —[y| + [s| + [¢] + |r]
olarak yazabiliriz. Bu da bize

8(G) = x(Fs)

esitligini, yani G grubunun P sunusunun etkililigini verir.0

2.3.4 Ornek: n ve m sayilar1 birer pozitif tamsay1 olmak iizere A=7Z, ve
B=Z,, olsun. Bu durumda A ve B gruplan etkili oldugundan G =Z_x Z, grubu
da, 2.3.3 Teorem geregi etkilidir.
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Z,, grubunun sunusu (ne Z")

<x;x">
olsun. Boylece,

X( P )=1-|x|+]s|=1-1+1=1

bulunur. Devirli gruplarn ikinci homoloji gruplar 1 oldugundan [27, Proposition
2.1.1],

8Z,)=1+d(H(Z,))=1+0=1
olarak bulunur. Buradan da
(Zy)=xUP)
oldugu goriiliir. Bu da bize Z, (ne Z") grubununun etkili oldugunu verir. Béylece

A=Z, ve B=Z_ gruplan etkili olur.

Simdi de G grubunun P sunusunun etkili oldugunu gosterelim. Ilk once
8(G)’yi hesaplayalim. Bunun i¢in H,(G)’yi bulalim.
HAG)=H(Z,)®HAZ,)®(H(Z,)RH(Z,))
=1®1®(Z2,®Z,,)
=Z,9Z,
olarak bulunur, Ayrica
O8(G) =1+ d( HG))
oldugundan,
3(G)=1+d(Z,®2Z,,)
olur.
Z, ve Z,, gruplaninin sunuglan sirastyla,
<x;x">ve <y;y">
olsun. Bu durumda 2.3.1 Alt Béliimden, G grubunun sunusu
Ps =<;c,y s x", ™, Ixyl >
olarak bulunur. Béylece
X(Fe)=1—=|x| [yl +|s| +[t| +|r]
=1-1-1+1+1+]r

=1+jr]
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olur. [rj=d(H(Z,)® H,(Z,,) ) oldugundan

Ir{=d(Z,®Z,)
olur. Bu durumda
d(G)=1+dZ,®Z,)=1+|rl=4(Fs)
yani,

3(G) = x(Fs)

olarak bulunur. Buda G grubunun P; sunusunun etkili oldugunu verir.[]

2.3.5 Ornek: A =Z,x Z, ve B =Z;x Zy olsun. Bu durumda A ve B
gruplari, 2.3.4 Omekten dolayy, etkili oldugundan G =(Z, x Z,) x (Z;x Zg) grubu
da, 2.3.3 Teorem geregi etkilidir.

Ik 6nce 8(G)’yi hesaplayalim. Bunun igin H,(G)’yi bulalim.

H,(G) = Hy(A) @ H,(B) ® (H,(A) ® H,(B) )
=H)(Zyx Z,) ® Hy(Zyx Zg) D (H(Zyx Z,) @ H(Z5x Zyg))
=Z,® Zy @[ (Zyx Zy)B®(Zsyx Zy) ]
=Z,® Z;®(Z,Q7Z;)D(Zy®Zy) D (ZyBZ;) D (Z,RZLy)]
=Z,® Z,;®(000©00®0)
=(Z,x Z3)
= Z,
bulunur. Boylece,
d(G)=1+d(H(G))=1+1=2
olur.

Simdi de ¢(P;)’yi hesaplayalim. Bunun i¢in G grubunun sunusunu bulalim.
Z4x Z4 ve Zyx Zg gruplarnin sunuslar sirasiyla,
<a,b;a? b* [ab]>, <c,d; c?,d% [cd]>
olsun. Bu durumda 2.3.1 Alt Béliimden G grubunun sunusu
P;=<a,b,c,d;a’, b4, ¢, d° [a,b], [c.d], [ac], [a,d], [b.c], [b,d] >
olarak bununur. Buradan da 7 sunusuna Tietze doniigiimlerini uygulayarak G

grubu i¢in daha sade bir sunus bulalim.
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PG =<a, b .C, d M (12, b4, C3 ’ dg, [a,b], [Cad]a [a,c], [O.,d], [b’C]’

sunusundan baslayalim. ,f
T3)><a,b,c,d,x,y;a?, b, c?, d°, (a,b], [c,d], [ac], [a,d], [b,c], [b,d]T

x=ac, y=bd >

T)—><a,b,c,d,x,y; a2, b, c*, d° [ab], [cd] [a,c], [ad], [b.c], [bd],

x=ac, y=bd, x°, y* >

T)—><a,b,c,d,x,y;a?, b*, c*, d°,[ab], [c,d], [a.c], [a,d], [bsc], [b,d],
x=ac, y=bd, x¢, y*, [x,y] >

T)><a,b,c,d,x,y; a2, b4, 3, d°, [a,b), [c.d], [a.c], [a,d], [b,c], [b,d],
x=ac, y=bd, x¢, y*, [x,y], a=x3, c=x2 b=y, d=y% >

T2)»<a,b, ¢, 4, x, ¥ ; x=ac, y=bd, x°, ¥*¢, [xy], a=x3, c=x2,b=1’,d=y~* >

6

T4y = <x,y;x=x>x 2, y=v’ v, x%, v*%, [x;y] >

6

T2) = <x,y; x¢, v*¢, [xul >

Boylece
WP)=1-[x|+[s|=1-2+3=2
bulunur. Buradan da
8(G) =x(Fs)

esitligi yazilir. Bu da G grubunun P sunusunun etkili oldugunu verir.[]

2.3.6 Ornek: A ve B gruplar, p < q, p;< d; ve (p,p,)=1, (q,q;)=1 olmak
lizere sirasiyla Z,x Z, ve Z, x Zg olsun. Bu durumda A ve B gruplar, 2.3.4
Ornekten dolayi, etkili oldugun dan G =(Z,x Zy) x (Z,, *
Z, ) grubu da, 2.3.3 Teorem geregi etkilidir.
i1k 6nce 8(G)’yi hesaplayalim. Bunun igin H,(G)’yi bulalim.
Hy(G) = Hy(A) ® Hy(B) @ (H,(A) ® H,(B) )
=H)Z,x Z) O HAZ,, x Zy ) ® (H(Z,x Zg) @ H(Z), x L))
=Z(P,Q) © Z(pl'ql) ® [ (ZPX Zq) ® (an x Z‘h ) ]

=Zpy® Ly, ) ©UZ,BZ, )O(Z,®L, ) D(Z,QL,,)® (Z,®Z,)]
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=Z 0y ® Zpq) @ (00D 0D0)

Lo * Lp,a))

= Zepa)(po)
bulunur. Boylece,
3(G)=1+d(HxG))=1+1=2
olur.
Simdi de y( P;)’yi hesaplayalim. Bunun i¢in G grubunun sunusunu bulaiim.
G=(Z,x Zy)x(Z, x L, ) ve (p,P1)=1,(d,q,)=1 oldufundan,
G=(Zyx Lg) x (L x Ly )= Ly, % Lygg,
olarak bulunur. Boylece G grubunun sunugu, 2.3.2 Onerme ile,
Ps=<x,y; x™, y¥, [xy]>
olur. Buradan
WP)=1-Ix|+|s|]=1-2+3=2
olacagindan, sonug olarak
8(G) = 1(Fs)

esitligi yazilir. Buda G grubunun P, sunusunun etkili oldugunu verir(J

2.3.7 Ornek: A ve B gruplan, p;<piy, 4;<di, i=1, 2..., n—1 ve
(pi,gi)=1, i =1, 2, ..., n olmak lizere sirasiyla, Z, x Ly x ... X Z, ve
Ly x Ly x ... % Ly olsun. Bu durumda A ve B gruplan 2.3.4 Omekten dolayi,

etkili oldugundan,

G=HZpx Ly % ... x Ly Y% (Lg% Ly X% ...x Ly )

n

grubu da, 2.3.3 Teorem geregi etkilidir.
Once 8(G)’yi hesaplayalim. Bunun i¢in G grubunun ikinci homoloji grubu
H,(G)’yi bulmaliyiz.
Hy(G) = H,(A) @ Hy(B) ® (H,(A) @ H,(B))
oldugundan, A ve B gruplarinin ikinci homoloji gruplarini bulalim.

Hz(A) =H2(ZP| X sz X oo X Zp“)
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HAZ, ) O Hi( Ty % oo x Ly ) O [HA(Zy, ) @ H(Zp, X oo X

=1 ® Hy(Z,, x ... X z,)® [Zpl®(szx e xZ, )]
=Hy(Z, X ... % z,)® [(Zpl®sz)€B(Zpl®Zp3)@ @(Zpl®an)]
=H)(Z, % ... X z,)® (Zp,pn® Ly @ - ® Zpp.y)
=H(Z, ) ® HyZ, % ... % Z,)® [z, ® (Zy, % o0 % z,)1®
(Z(P.,vz) ® Z(v..v;)€B - @ Z(p.,v.‘))
=1 ® Hy(Z, x ... X z,)® (Zp,p)® - ® Zy,p.)) @
(Z(phpz)EBZ(ppp!)@ @ Zppy)

islemler benzer sekilde tekrarlanarak;

HAAY=Zp 5> X Lipyapar) * Lp, o) X+ % (Zp,p,y X - % Zp,p.)) %

(Zpppy X Lippy) X -+ % Zp,p.))
olarak bulunur. Buradan,

HAGHT Zep,poy X Ly s * Lipaapw) X oo X Ttppy % 100 X L) )

(Zgp,pp) * Lipypyy X+ % Zepp) 1% [ L 0 * Liaynan Lg, pan) >+ %
(Zg,q,) % -+ % Zg.q.)) X(Z(q,q,) * Zg,q) % - % Z(qhq“))] @ [H, (Z,, % L, % ...%
Z, ) ®H(Zy x Ly % - x Ly )]

L Ziy, oy * Lipoapa X Lipyaww) <X Lipup X% Lipupy) X2 p,pe) X

Zey oy % % Lipp ) VXL B0 % Liaunan X Liaeasi) X oo B X
X L. q.)) X(Zgq) % Lg g % -+ % Zg.a)] ®NZ, * L, % ...x% Z, ) ®
(Zg % Ly, % ... X Zg )]

=1 Z(v"-l.vn) X Z(Pn-z,vn-.) X Z(v..-z.v,.) X e X (Z(pz.v,) Xoo X Z(v:.v..)) X(Z(Pl,Pz) X

Zppy % - % Lipp) 1X1 Ziq, a0 * Layrinn) X Ligyaa) X0 % (Zg,q) *
% Zig) Ly * Biaay X -+ % Liauap 1 @ (2, ®Z) © (2, 8Z,) ...
> (ZP. ®an )N® ... [(an ®qu )@ (Zp“ ®Zq: )D ... D (an ®an )]

= Ze, p* Lo pa ™ Ly, poy X (Zp,py% -+ % Zp,p.)) > (Zp,p,) >
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Zippp* -+ % Lipp) N % [ Lo, 000 % Zqy p000 % Ligupa) X+ % : 3
Z i) X Zigar* Ligap® -+ * Liga) 1 ©10000...80]8.. & [0@069 2 “
Zey % Lipaornr® Lipazp % % Loy -+ % L) * Lioip
Zppy % - % Lippy 1 % [Zg 0% Laypan)* Lannan) X+ % (Zg,,q)% -+ %
Zg,a) * (Liga)* Liga X+ * Zg,q.))]
= Zp, . p0) @ord) ™ LipuaPas) Gnian) X Zp, 9. @onan® X (Lipp) (@)X -+ %

Zp.5.) (aran)) X (Zp,p,) @van > Lpp.) (ana) X -+ % Zop.) (@)

olur. Buradan
A HAG)) = Zy 5 i) + Ao app@ustnd) F U pa) arna)
o HUZ ) @pa) T -+ U Lpp,) (@200 N+IUZ,5,) @)
+d( Z(pl.v,) (q,,q;)) +o Z(m.vn) (ql,q,.))]

=14+2+4+3+... +(M-2)+(n-1)

(n-Hn
2

olacagindan,

(n-Im
2

8(G) =1+ d( HyG))=1+

bulunur.

Simdi de y(Pg)’yi hesaplayalim. Bunun i¢in G grubunun sunusunu bulalim.
G=(Z,, x Ly % ... Z, )x (Zg Ly, % - % Z,)
= ZP:‘]l X sz‘h X .o X anq“

dir. Boylece 2.3.1 Alt Boliimden G grubunun sunusu da

_ . PG P wn . .
Pr=< Gy, Qgyeeny O3 Q1505775 00 ab® [a;,a;] (i=1,2,....n-1, j=i+1,..,n)>

olur. Buradan
x(Ps)=1-Ix|+]s]
=l-n+n+(n-+(n-2)+...+2+1

(n-Dn
2

=1+
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olacagindan, sonug olarak
8(G) =x(Fs)

esitligi yazilir. Bu da G grubunun 7 sunusunun etkili oldugunu verir.(

2.3.8 Ornek: A ile B birer metacyclic grup olmak iizere
Py =<x,Y; x*, v?, ylxy=x"1>
((-D*=1=1(mod 4),-1.0=0) ve
P =<z,t; 2%, 1, t7'zt=2° >
(52=25=1 (mod 6), 2.0 = 0 ) sunuglari ile tammlansin. Bu durumda G grubunun
(2.7) ile verilen P sunusu asagidaki gibi olur.
Po=<x,u,z, t; x*, y?, ylxy=x7", 28, 12, t7'zt=2°, [x,z], [x,t], [.z], [u,t] >
Boéylece A ve B gruplarinin her ikisi de [4], [16] ve [42]’ye gore etkili

oldugundan, 2.3.3 Teoremin bir uygulamasi olarak P, sunusu da etkilidir.0

2.4 Serbest Carpim Grubu

Bu boliimde tanimlanan bilgiler standartdir ve [33], [41] gibi kaynaklarda
bulunabilir.
G ve H gibi iki grup verilsin. a; €G (yada eH), i=1, 2, ..., n, n > 1 olmak
iizere,
a,a, ...a, (2.8)
bicimindeki ifadeye G ve H iizerinde bir kelime denir.
i) n =0 ise bu kelimeye boy kelime denir ve 1 ile gosterilir.

ii) (2.8) ifadesi a,, a,, ..., a, elemanlarinin sonlu bir dizisidir.

iii) (2.8) ile verilen kelimenin tersi a ' ...a;' a;' kelimesidir. Burada a; €G
(yada €H) ise a{' elemani, a; elemanmmin G (yada H) grubu igindeki tersidir.
Boylece a, a, ... a, kelimesini U ile gosterirsek a}'...a3' a;' kelimesini de U™

ile gosteririz.

Biz daima G ve H gruplarinin birbirinden farkli oldugunu kabul edecegiz.



Kelimeler Uzerinde Islemler:

(D) Bir kelimenin a; terimlerinden bazlan G yada H grubunun, birim
eleman iseler bu kelime {izerinden bu a; terimlerini sileriz.

(M Yukardaki iglemin tersini yapabiliriz. Yani, a, terimi G yada H
grubunun birim eleman olmak {izere bu a,; terimini bir kelimeye ekleyebiliriz.

(II) Bir kelime igindeki a;, a;,, ardisik terimlerinin her ikisi de aymi G
(yada H) grubu iginde ise bu iki terimi G (yada H) grubu i¢indeki ¢arpimlan olan tek
bir eleman ile degistirebiliriz.

(D)™ Yukardaki (IT) isleminin tersini yapabiliriz.

2.4.1 Tammm: G ve H gruplan iizerinde iki kelime U ve U’ olsun. Bu iki
kelimeden- biri, digerine yukaridaki islemlerin sonlu sayida uygulanmasindan elde

ediliyorsa bu iki kelimeye denk kelimeler denir ve bu denklik U ~ U’ ile gosterilir.

Not: U ve U’ kelimeleri arasinda tanimlanan ~ bagmntisi bir denklik

bagintisidir.

2.4.2 Tamim: U ve V, G ve H gruplari lizerinde birer kelime olmak {izere, U
kelimesinin denklik sinifi [U] ile gosterilir. Bu denklik simiflari iizerinde ¢arpma
islemi

(U] [V1=[uvj : (2.9)

ile tammmlanir.

2.4.3 Teorem: Denklik siniflar1 iizerinde, (2.9) ile tanimlanan ¢arpma iglemi

iyi tanimhdir.,
ispat: U, U, Vve V', G ve H gruplar {izerinde birer kelime olmak iizere,
[U]=[U’] ve [V]=[V']
olsun.
Buradan U ~ U’ ve V ~ V' oldugu goriiliir. Boylece, U,,,, U, den (I),
(O™, (D, (D" islemlerinden biriyle elde edilmek iizere,
U=U,~U, ~...~U, =u
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olacak sekilde U,, U,, ..., U, kelimeler zinciri ve V,,,, V, den (I), g

NS *9
1
*‘:{k'"yﬂ:; \
(I)~! islemlerinden biriyle elde edilmek iizere, g,

V=V~ V,~...~V_ =V
olacak sekilde V,, V,, ..., V;, kelimeler zinciri vardir. Burada,
uv=1u,v,uyv,..,uy v=uyv
UV’den U’ V’ye bir kelimeler zinciridir ve
Uv=uy,uy,.,uyv =uyv
de U'V’den U’ V' ’ye bir kelime zinciridir. Boylece,
uv=u,v~u,v~ .. ~U V=U'Vve U'V=U V~U V|~ .. ~U V_ =UV
olur. Buradanda UV ~ W'V ve U'V ~ U’ V' bulunur. Denklik bagintis1 gegisli
oldugundan UV ~ U' V' olur. Bu da bize
[Uvi=fu' v’
yani,
[ujpfvi=[u'][v’]

oldugunu verir. Boylece (2.9) ile tamimlanan ¢arpma iglemi iyi tanimlidir.0

2.4.4 Teorem: Denklik siniflarinin kiimesi, (2.9) ile tanimlanan iglem altinda,

birim eleman [1] ve herhangi bir [U] elemaninin tersi [U™"] olan bir grup olur.
fspat: U, V ve W, G ve H gruplan iizerinde birer kelime olsunlar.
(i) Denklik siniflarinin kiimesinden [U] ve [V] elemanlarini alalim.
U=aq,a,..a,,0a;,eG yada H,i=1,2,...,n, n2>1
ve
V=aja)..a) ,a;eG yada H,i=1,2,....m, m2>1

olsun. Boylece

!
m

UV=aqaa,..a,aya,..a
olur. Buradan U V’nin G ve H gruplan lizerinde bir kelime oldugu goriiliir. U V
kelimesini igine alan denklik smifi (U V] oldugundan {U] [V] ¢arpimi denlik
siiflarinin kiimesi igindedir. Boylece islem kapalidir.
(ii) Carpma isleminin birlesme 6zelligi vardir.

(U VD W]=UVIW]=[(UV)W]=[U(VW)]=[U][VW]
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=[Ul (IVIIWD)

(iii) Birim eleman 1 kelimesinin denklik sinifidir.

NIl =[Uy=[uj e

ve
[Uj[1]=[U1]=[uj
oldugundan, birim eleman [1] dir.
(iv) Herhangi bir [U] elemaninn tersi [U ™ ] elemamidur.
Bunun igin
U uy=n1=uu]
oldugunu goéstermemiz gerekir.
[u1up=[u' uj
oldugundan
u'u-~1
oldugunu gostermeliyiz. Boylece
U=aqa;a,...a,,a;,€eG yada eH,i=1,2,...,n, n21

1

alahm. Tamimdan U™'=a}'...a5' a]! olur. Baylece,

ST P RS R
U " U=a,...a; a; a;a,...a,

bulunur. Buradan da

-1

-1 S I -1
Uu'u=a,..a;a aqa,...a,~a,...a; la,...a

oldugu goriiliir. Bu da bize

[u'uy=[1
esitligini verir. Benzer olarak [U] [U™'] = [1] esitligi de bulunur. Boylece (i), (i),
(iii) ve (iv)’den, denlik siniflarimin kiimesi, (2.9) ile tanimlanan islem altinda bir grup

olusturur.¢

2.4.5 Tanim: 2.4.4 Teorem ile tanimlanan gruba G ve H gruplarinin serbest

carpim grubu denir ve G*H ile gosterilir.
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2.4.1 Serbest Carpim Grubunun Sunusu

sunusu [25]’de agagidaki gibi tanimlanmustir.

2.4.6 Teorem: A ve B gruplan sirasiyla
Py =<x;5>ve By =<y;t>
sunuslariyla verilsin. Bu durumda A ve B gruplarinin serbest ¢arpimi olan G = A*B
grubunun sunusu
Ps=<X,y;st> (2.10)

seklinde tanimlanir.
2.4.2 Serbest Carpim Grubunun fkinci Homoloji Grubu

A ve B herhangi iki grup olmak iizere, bu iki grubun serbest ¢arpim grubu
olan G = A*B’nin ikinci homoloji grubu H,(G) [27]’de
Hx(G) = Hy(A) x Hy(B)

formiilii ile hesaplanmustir.
2.4.3 Serbest Carpim Grubunun Etkililigi

A ve B herhangi iki sonlu grup olmak iizere, bu iki grubun serbest ¢arpim
grubu olan G grubunun etkililigi igin 2.4.1 ve 2.4.2 Alt Boliimlerini kullanarak

agagidaki teoremi elde ederiz.

2.4.7 Teorem: A ve B herhangi iki sonlu grup ve G, (2.10) sunusuyla verilen
A ve B gruplarinin serbest garpim grubu olsun. G grubunun (2.10) ile verilen
sunugunun etkili olmas: igin gerekli ve yeterli kosul A ve B gruplarinin P, ve P,
sunuglarinin her ikisinin de etkili olmasidir.
Ispat: A ve B herhangi iki sonlu grup olmak iizere sunuslar sirastyla
Pr=<Xx;8>ve B=<y;t>
olsun. Boylece G grubunun (2.10) da verilen sunugu
Pe=<x,y;s,t>
oldugundan,

XWUPs)=1= x|~y +|s| +]t|
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olur. Ayrica G grubu sonlu bir grup oldugundan, YA
3(G) =1+ d(Hy(G)) e

bulunur.

Simdi P sunusu etkili, yani

8(G) =x(Fs)
olsun. Bdylece bu esitlik
1+d(H(G))=1-|x| = |y] +|s| +[¢]
halini alur.
Ayrica G grubunun ikinci homoloji grubu H,(G)’yi hesaplayahm. G grubu,
A ve B gruplarinin serbest garpim grubu oldugundan, G grubunun ikinci homoloji
grubu 2.4.2 Alt Béliimden

Hx(G) = H,(A) x Hy(B)
formiiliiyle hesaplanir. Buradan da, homoloji gruplar1 degismeli oldugundan, 1.2.14
Onerme geregi

d( Hy(G) ) = d(HyA)) + d( Hx(B) )
olarak bulunur. Boylece 2.3.3 Teoremin ispatinda yapilan iglemlerin benzerleri
yapilarak,

8(A)+3(B)=x(Fa) + x(Fp)
elde edilir. 8(A) < x(P,) ve d(B) < y(Py) esitsizlikleri var oldugundan, yukaridaki
esitligin saglanmasi igin

8(A)=x(Pn) ve 8(B)=x(Fe)
olmas: gerekmektedir. Bu son iki esitlik de bize A ve B gruplarmin sunuglarinin
etkili oldugunu verir.

Simdi de P, ve P, sunuglarinin her ikisi de etkili, yani

3(A)=x(Pa) ve 8B)=x(R)
oldugunu kabul edelim. 2.3.3 Teoremin ispatinin bu kisminda yapilanlarin aynisi
yapilarak,

d( HX(G) ) = s| - |x| + [t] - |y|
esitligi elde edilir. Bu esitligi

1+d(H{(G))=1-Ix| - |y] +|s| +1t]

olarak yazabiliriz. Bu da bize
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(G)=x(Fe)

esitligini, yani G grubunun 7 sunusunun etkili oldugunu verir.0

2.4.8 Ornek: n ve m sayilan birer pozitif tamsay1 olmak iizere A=Z, ve
B=Z,, olsun. Bu durumda A ve B gruplan, 2.3.4 Omekten dolayi, etkili
oldugundan, G =Z, *Z,, grubunun P sunusu da, 2.4.7 Teorem geregi etkilidir.

P sunusunun etkili oldugunu géstermek igin ilk 6nce 8(G)’yi hesaplayalim.
Bunun i¢in H,(G)’yi bulalim. Burada

Hy(G)=H(Z,) xH(Z,,)
=1x1
=1
olarak bulunur. Ayrica
3(G) =1 + d( HxG))
oldugundan,
3(G)=1+0=1
olur.
Z, ve Z, gruplarinin sunuglar sirasiyla,
<x;x">ve <y;y">
olsun. Bu durumda, 2.4.1 Alt B6liimden, G grubunun sunusu
Pe=<x,y;x",y">
oldugundan,
XWP)=1-2+2
=1
bulunur. Boylece

8(G) = x(Ps)

esitligi elde edilir. Buda G grubunun P sunugunun etkili oldugunu verir.(]

2.4.9 Ornek: A =Z,x Z, ve B=Z;x Z, olsun. Bu durumda A ve B
gruplar, 2.3.4 Ornekten dolayi, etkili oldugundan, G =(Z,x Z,)*(Z;x Z)

grubunun etkili bir sunugunun var olup olmadigini arastiralim.
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fik dnce 8(G)’yi hesaplayalim. Bunun igin H,(G)’yi bulalim.
Hy(G) = Hy(A) x Hy(B)
=Hy(Z,x Z,) x H(Zyx Zg)

=7y x 1L,y

=Zg
bulunur. Boylece,
| 8(G)=1+d(HA(G))=1+1=2
olur.

Simdi de ¢(Pg)’yi hesaplayalim. Bunun ig¢in G grubunun sunusunu bulalim.
Zyx Z, ve Ziyx Zg gruplarmin sunuslar sirastyla,
<a,b;a? b, [ab]>, <c,d;c’, d’ [cd]>
olsun. Bu durumda 2.4.1 Alt B6liimden G grubunun sunugu
P.=<a,b,c,d;a?, b*, c?, d°% [ab], [cd]>
olarak bununur. Buradan 7P sunusuna Tietze doniisiimleri uyguladigimizda G
grubu i¢in Py sunusunun daha sade (daha az iireteg veya bagint1 sayilt) bir sunus
haline gelmedigi goriilebilir. Bu ise sonugta bize
3(G) = x(Fe)
vereceginden, P, sunusu G grubu igin etkili degildir.
Ancak P; sunusuna, dmegin Nielsen Doniistimleri [25] veya baska bir
metod uygulayarak, etkili bir sunus haline getirilebilir. (Biz tez ¢aligmamz siiresince

bu konuda olumlu bir ilerleme kaydedemedik. )

2.4.9 Ornek: A =Z,x Z; ve B =Z;x Z, olsun. Bu durumda A ve B
gruplart 2.3.4 Ornekten dolay, etkili oldugundan, G =(Z, x Z,)*(Z, x Z) grubunun
P, sunusu da, 2.4.7 Teorem geregi etkilidir.

ilk 6nce 3(G)’yi hesaplayalim. Bunun igin H,(G)’yi bulalim.

H,(G) = Hy(A) x Hy(B)
=HyZy xZy) x HZ3x Zy)
=1xZ,

i L0 o “ 9(, .
DOKYLIANRAS UN T
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=23
bulunur. Boylece,
8(G)=1+d(Hy(G))=1+1=2

olur.
Simdi de y(7P;)’yi hesaplayalim. Bunun i¢in G grubunun sunugunu bulalim.
Zyx ZLy ve Zyx Zy gruplarimin sunuglarn sirasiyla,
P.=<a,b;a? b’ [ab]l>, B=<c,d;c?, d° [cd]>
olsun. Bu durumda 2.4.1 Alt Béliimden G grubunun sunusu
Ps=<a,b,c,d;a?, b, c?, d% [ab], [c,d] >
olur. Ama Z, x Z, = Z4 izomorfizmas: kullanilarak, yukanidaki P sunusu
P =<x,c,d;x%, 2, d% [cd]>
haline gelir. Ciinkii P, sunusu, izomorfizmaya bagli olarak, Tietze d6niigiimleri ile
Pr=<x; x% >
formundadar. (P, sunusu, 2.3.4 Omekten dolay: etkilidir.) Dolayisiyla
W Pe)=2

olacagindan, aranan bulunmug olur.l]

2.4.10 Ornek: A =Z, ve B=Z_ x Z, (meZ"'-{0}) olsun. Bu durumda
A grubu devirli oldugundan ve de B grubu 2.3.4 Ornekten dolay: etkili oldugundan,
G=2,*(Z,,x Z,,) grubunun Py sunusu da, 2.4.7 Teorem geregi, etkilidir.
[k 6nce 8(G)’yi hesaplayalim. Bunun igin Hy(G)’yi bulalim.
Hy(G) = H)(A) x Hy(B)
=H(Z,)xH(Zx Z,)
=IxZ,,
=2,
bulunur. Béylece,
(G)=1+d(HAG))=1+1=2

olur.
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Simdi de y(P;)’yi hesaplayalim. Bunun igin G grubunun sunusunu bb‘alahmg, an\ﬁ
RS

., ag
“ﬁa‘“‘; x i S‘-

Z, ve Z,, x Z,, gruplarnin sunuglar sirasiyla, i

Pi=<a;al>, Py=<b,c;b™, c™,[b,c]>
olsun. Bu durumda 2.4.1 Alt B6liimden G grubunun sunugu

P;=<a,b,c;a’, b™, c™,[b,c]>
oldugundan,

WP)=1-3+4

=2

bulunur. Boylece

3(G) =)

esitligi elde edilir. Bu da G grubunun 7 sunusunun etkili oldugunu verir.]

2.4.11 Not: 2.4.10 Ornekte olusturdugumuz G grubu, [18]’e gére S(m,2)
(me Z* ~{0}) grubuna izomorfdur. Burada S(m,2) grubu, genellestirilmis simetrik

grubu gosterir.
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3. GENEL GRAFIK CARPIMI

3.1 Giris

Giris baghign altinda tanmimlanan bu boliimdeki agagidaki bazi bilgiler
standartdir ve [1], [35], [37], [38] gibi kaynaklada bulunabilir.

Kd&se kiimesi v ve yonlendirilmis kenar kiimesi e olan basit bir yonlendirilmisg
grafik alalim ve bu grafigi I ile gosterelim (1.3 Alt B6liim). Burada her vev i¢in
P, =< X, ; s, > sunuguyla verilen gruba kdse grubu denir ve G, ile gosterilir. P,
sunusu igindeki s, kiimesinin elemanlar, x, lizerinde devirsel indirgenmis kelimeler
olup,

We)=u ve 1(e)=v (Veee)
Ozelligine sahiptir ( Sekil 1.5).

Her biri en az bir x,-sembolii (vev) ve en az bir x.-sembolii (uev) igeren
X,Ux, lizerindeki bazi devirsel indirgenmis kelimelerden olusan kiimeyi r, (ece) ile
gosterelim. Bu durumda, P, =< x,, X, ; S, S, I, > sunugu ile tammlanan gruba kenar

grubu denir ve G, ile gosterilir. Ayrica

x=Jx, ,s=Us, , r=r,

vev vev ece
esitliklerini tamimlandiginda,
P=<x381r> 3.1
sunusu ile verilen gruba G, (vev) gruplarinin genel grafik ¢carpimi denir ve G(P)
ile gosterilir.
Bu genel grafik ¢arpum grubu igin, asagidaki tanim olarak verilen 6zel

durumlar olabilir.

3.1.1 Tanmm: (3.1)’deki P sunusunu alalim.

1) Her bir r, (ece) bagmtis1 tim [a,b]=aba™'b™ (aexy,), bexy)
kelimelerinden olusuyorsa, G( P )’ye G, (vev) gruplannin bir grafik ¢arpimi denir.

2) Tim G, (vev) gruplan sonsuz devirli (serbest degigmeli-free abelian)
iseler, G(P )’ye bir grafik grup denir.

3) Eger e kiimesi bos ise G(P)’ye, G, (vev) gruplarinin serbest ¢arpim

grubu denir.
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4) Eger T grafigi tam (1.3 Boliim) ise, G(P)’ye G, (vev) gruplannimn dire“kt#?xi}i"{@

LA

¢arptm grubu denir. M, SRR

3.2 72(P)’nin Urete¢ Kiimesi

G(P) bir genel grafik ¢carpim grubu olsun ve (3.1)’deki P sunusuyla
tanimlansin. Yukandaki bdlimde P, sunusuyla tammlanan G, kenar gruplarinin
7t2( P, ) modiillerinin iireteg resimlerinin bir kiimesi X, (e<e) olsun.

Pride [37]’deki galigmasinda agagidaki soruyu dikkate almig ve yaklasik bir
cevap vermigtir.

72( P ), ne zaman | JX, ile iiretilir?

ece

3.2.1 Tanim[1]: I grafiginde 1(e)=u, ©(e)=v olan bir e kenarin1 alalim. Eger
G, * G, serbest garpiminin,
G.*G, > G,
dogal epimorfizmasmin ¢ekirdegine diigen, 2k’dan (ke Z*) kiiciik veya egit
uzunlukta birimden farkli bir elemam yoksa, P, sunusu W,-bzelligine sahiptir,
denir.

3.2.2 Teorem[37]: @(P )nin |JX, kiimesi ile iiretilmesi i¢in gerekli

cee
kosul agsagidaki ozelliklerden herhangi birisinin saglanmasidir.
1) Her P., W-6zelligine sahiptir,

2) I triangle-free [1] ve her P,, W,-6zelligine sahiptir.
Bu sonucun bazi uygulamalari [39]’da verilmistir.

Bizim amacimiz ise 7;( P )’nin iirete¢ kiimesini, W,-6zelligini kullanmadan

tanimlamaktir. Bu tamimlama asagidaki materyal ile ve bir sonraki bdliimde

verilmisgtir.
I grafigi iginde Sekil 3.1°deki gibi aldigimiz {u,v,w} (u,v,wev) tiggeni igin
her bir koge grubunu sirasiyla P, =<x,;s,>, P,=<x,;8,>, P,=<X,;8,>

sunuslariyla tanimlayalim (Bu tiir bir tammlama [1]’deki ¢aligmada yapilmistir.).
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Ayrica aex,, bex,, cex, olsun.

Sekil 3.1

Bu durumda, agagidaki gibi bir kiiresel resim gizilebilir.

Sekil 3.2

Aldigimiz bu {u,v,w} (u,v,wev) iiggeni igin Sekil 3.2 ile belirtilen kiiresel
resimlerden olugan bir kiime bulunabilir. Bdylece, I' igindeki her {u,v,w}

(u,v,wev) liggeni igin, kiiresel resimlerden olusan kiimelerin bir birlesimi elde

edilebilir [1, Chapter 3.1].

3.2.3 Tamm: I" grafiginden alinan tiim {u,v,w} {iggenleri lizerindeki kiiresel
resimlerin kiimelerinin birlesimine yardimci Z -iirete¢ kiimesi denir ve Z ile

gosterilir.
3.2.1 Diger Yardima Urete¢ Kiimeleri

I grafiginden Sekil 1.5°deki gibi alinan her ece igin, G, ve G, kdse gruplari
sirastyla < x,, ; 8, > ve <X, ; s, > sunuslariyla verilsin.

i) s, bagint1 kiimesinden S=x,...x,, (xi€x, , i=1, 2, ..., n) bagintisim alalim.
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Burada, [1]’de gosterildigi gibi, her ye x, igin (3.1)’deki P sunusu {izerinde, Sekil

3.3 ile verilen bir P, kiiresel resmi elde ederiz.

Sekil 3.3

ii) s, bagint1 kiimesinden T=y,...y,, (U.€x, , i=1, 2, ..., m) bagintisin1 alalim.
Buradan, yine [1]’de gosterildigi gibi, her xe x, igin (3.1)’deki P sunusu {izerinde,

Sekil 3.4 ile verilen bir Py, kiiresel resmi elde ederiz.

Sekil 3.4

Yukarida tamimlandigy gibi s, ve s, bagint1 kiimeleri tizerinde birden fazla benzer
sekilde kelime tamimlayabilecegimizden, Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 ile verilen herbir

kiiresel resimin bir kiimesini tanimlayabiliriz. Diger bir deyisle,
{Ps, :Ses,,ye x}

kiimesini tanimlayip, buna Y, , diyelim. Benzer olarak,
{Py, :Tes,,xex}

kiimesini de Y, , olarak adlandiralim. Bu durumda,
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' Ye,u. U Ye,v
birlesimi de, kiiresel resimler {izerinde yeni bir kiime olugturur. Bu kiimeyi de Y, ile
gosterelim. Bu Y, kiimesini I" {izerindeki her bir ece igin olusturabiliriz. Bu

olusturdugumuz her bir Y, kiimesinin birlesimi olan

UY.

ece
kiimesi, kiiresel resimler iizerinde yeni bir kiime olugturur. Bu son kiimeyi de Y ile

gosterelim.

P, sunusu ile verilen G, kdse grubunun ikinci homotopi modiilii olan
12( P, )’yi lireten kiiresel resimlerin bir kolleksiyonuna X, diyelim ve her bir vev

icin elde edilen kiiresel resimlerin birlesimini de X ile gosterelim. Diger bir deyisle

X=X,

olsun. Ayrica (3.1)’de tammlanan P sunusunun bir
P=<x;r>

alt sunusunu alalim. Buna gore,

3.2.4 Onteorem: P sunusu iizerinde tanimlanan herbir kiiresel resim, P’

tizerinde (rel XUY)’ye gore bir kiiresel resme denktir.

3.2.5 Onteorem: P’ iizerindeki her bir kiiresel resim, (rel Z)’ye gore bos

resme denktir.

3.2.4 Onteoremin ispatinda yapilan sudur: (3.1) ile verilen P sunusu
iizerinde tanimlanan herhangi bir kiiresel resimi alarak, bu resme (rel XUY)’ye gore
denk olan ve iginde S-diskleri barindirmayan yeni bir kiiresel resim bulup, boylece
bu elde edilen yeni kiiresel resimin P’ lizerinde yeni bir kiiresel resim olacagini
gostermektir. 3.2.5 Onteoremde ise, bu elde edilen yeni kiiresel resmin (rel Z)’ye
gore bos resme denk oldugunu gostermektir (Bu iki sonucun ispatlarinin detaylar
[1]’de bulunabilir.).

Boylece, [36]’da verilen Theorem 3.6, Corollary 1’nin bir uygulamasi olarak,

3.2.4 Onteorem ve 3.2.5 Onteoremden asagidaki sonucu elde ederiz.

3.2.6 Teorem: (P ), XY UZ kiimesi ile tiretilir.
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Buraya kadar, P sunusu ile verilen genel grafik ¢arpimmnin ikinci vi;prr'iotbf)i

e

modiilii olan (P )’nin tireteg kiimelerinin nasil bulundugu anlatiimigtir. $in;di ise,

genel grafik g¢arpim grubunun etkililigini bulmak i¢in P  sunusunun
p-Cockcroftlugunu inceleyelim.

3.3 P ’nin p-Cockeroftlugu

(3.1) sunusuyla verilen, G, (vev) gruplarinin genel grafik ¢arpimi olan G(P)

grubunun P sunugunu alalim. 7P sunusunun p-Cockcroftlugu igin 3.2 ve 3.2.1 Alt

Boéliimlerini kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz.

3.3.1 Teorem: P sunusunun p-Cockcroft olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul P, (vev) sunuslarinin her birinin p-Cockeroft olmasidir.

Ispat: P sunusu p-Cockeroft olsun. Bu durumda Z, Y ve X kiimelerinde
tanimlanan her bir kiiresel resim igindeki disklerin, bu resimler altinda {istel
toplamlar1 mod p’ye gore sifira denktir. Bu ise bize, 1.2.9 Tanima gore, her bir vev
i¢in P, sunuglarinin p-Cockcroftlugunu verir.

Simdi de P, (vev) sunuslarmin her birinin p-Cockcroft oldugunu
varsayalim. O halde, 1.2.9 Tanima goére X kiimesi igindeki her bir kiiresel resim
altinda s, (vev) disklerinin iistel toplamlar1 mod p’ye gore sifira denktir. Ayrica Z
kiimesindeki kiiresel resimler altinda her bir r, (ece) diskinin iistel toplam sifira esit
oldugundan (Sekil 3.2’den dolayi), sadece Y kiimesindeki kiiresel resimler altinda,
bu kiiresel resimlerde bulunan disklerin {istel toplamlarim kontrol etmemiz

gerekmektedir. Ama Y kiimesinin tammu geregi, bu kiime igindeki Ps, , Py,
(Se s, Tes,, yex,, xe x,) kiiresel resimleri, S, T, [y,x] (x; € x,, i=1, 2, ..., n),

[x,ul (y, € x,, i=1, 2, ... , m) disklerinden olugmaktadir. Ayrica kabuliimiiz

geregince P, ’lerin her biri p-Cockceroft oldugundan,
VX €X,1=1,2,...,n igin exp, (S)=0(mod p)
ve

Vyex,i=1,2,...,m igin exp, (T)=0 (mod p)
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{istel toplamlar, .

Vx €x,i=1,2,...,n igin expy,, 1(Ps,)= exp, (5)=0(mod p)
ve
Vyex,i=1,2,...,m igin expf,(Pr,)= exp, (T)=0(mod p)
olur. Buna ek olarak Ps ,, Py, kiiresel resimleri i¢indeki S ve T diskleri i¢in
€Xpg (Ps,y) =0= expy (]PT,x)
oldugu agiktir. Dolayisiyla Y kiimesinden alacagimiz her kiiresel resim igin

yukarida yapilan islemler gegerli olacagindan, bu istenilen sonucu, yani P

sunusunun p-Cockcroftlugunu verecektir.0

3.3.2 Ornek: 3.1 Boliimdeki gibi tanimlanan bir I' grafigi alabm. Bu

grafikten aldigimiz ve ue,)=v, ve 1(e;)=v, (v, v,€V) olan bir e, kenar i¢in le ,
G,, kose gruplarinin sunuglan sirasiyla,
P, =<a,b; a?, aba*b!l>, P, =<c,d; c®,cdca !>
ve I grafigindeki diger kdse gruplarinin sunuglar1 da
P,=<x,58,> (VEV,VZ£V,, V,)
olsun. Budurumda G kenar grubunun 3.1 Bolimde tanimlanan sunusu,
Pc, =<a,b,c,d; a’,aba™ b, c®,cdc’d™ s Te, >
ve diger kenar gruplarinin sunuglari ise
P.=<X,, X, ; S, S,» I'. (€€, exe))>

olarak bulunur. O halde vev (v # v, ve v #v,) ve x, s, r kiimeleride 3.1 Boliimdeki

gibi olmak iizere, G( P ) genel grafik ¢arpim grubunun sunusu
P =<a,b,c,d,x; a3, aba™v', c6, cdc“7d", s, r>
ile verilir.
Ayrica, [1] ile gosterildigi gibi, P, ve P, sunuslan 3-Cockcroft
oldugundan, 3.3.1 Teorem geregince P sunusunun da 3-Cockcroft olmasi

gerektigini gosterelim. Bunun igin P sunusunun 3.2, 3.2.1 Alt Béliimlerinde
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Hon xS e el
tanimlanan ve 7,(P ) modiiliiniin iireteg kiimeleri olan, Z, Y ve X ké}{nélerini R
'}:, RPN BN )

LSRR SR
G %o

olugturalim: M

Z kiimesinin tanimindan, bu kiime iginde bulunan biitiin kilresel resimlerin*

icerdikleri disklerin iistel toplamlarinin sifir oldugunu gérmek kolaydir.

TP, ) ve T( P, ) ikinci homotopi modiillerinin iireteg kiimeleri sirasiyla
X, veX, olsun. P, ve P, sunuglan 3-Cockcroft olduklarindan,

i) X, veX, kiimesi igindeki her bir kiiresel resim altinda a*, aba™b™",

c®, cdc™7d™! disklerinin iistel toplamlar mod 3’e gore sifira denktir. '
ii) exp, (a)=3, exp, (aba™b')=-3, exp, (a®)=exp, (abab7")=0

exp, (c®)=6, exp. (cdc7d )=, expy (c6)=0, expy ( cdc’d™)=1 - 1=0 olur.

O halde X=X, U X, Uj UX, | oldugundan ve i)’den dolayi bu X

VEV
v#v],vy

kiimesinin icerdigi tiim kiiresel resimlerin i¢inde bulunan disklerin iistel

toplamlarinin mod 3’e gore sifira denk olmast igin, P, (vev, v # v,, v;) sunuslarmin
da P, ve P, sunuslan gibi 3-Cockcroft olmasi gerekmektedir.
Buna ek olarak e ;e igin R=a3, S=aba™*v~', T=c®, M=cdc’d™! olmak

izere 3.2.1 Alt Bolimde Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 ile gosterilen kiiresel resimlerden

olusan,
Ye,,v, = {PR,C ) Pk‘d ’ Ps,ca IPS,d }
ve
Yc,,v, = {IPT,a > PT,b ’ IPM,a s IPM,b }
kiimelerini elde ederiz. Bu iki kiimenin birlesimi de Y, kiimesini olugturur. Y,

kiimesinde bulunan kiiresel resimlerin igerdigi disklerin iistel toplamlari ii)’den ve

3.3.1 Teoremin ispatindan dolayr mod 3’e gbére sifira denk olur. Béylece

Y=Y, Ul UY. | oldugundan Y kiimesinde bulunan tiim kiiresel resimlerin

€ €¢
e#e|
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igerdigi disklerin iistel toplamlarin da mod 3’e gore sifira denk olmasi igin, 7’ (v ev, - \

V #V,, V;) sunuslaninin P, ve P, sunuslan gibi 3-Cockeroft olmast gerekm%ktedlr
Tiim bunlardan dolayn PP sunugunun 3-Cockcroft olmas: igin P, (vev

v # v, v,) sunuslanyla verilen difer G, kdse gruplarimin da 3-Cockcroft olmasi

gerekir.0)

Simdi ise G, , G, kdse gruplannin sunuslan sirastyla
P, =<a,b;a",aba™b™'>, P, =<c,d;c',cdc™d 7>
olarak verilsin. (Burada (71, m-1)#I, (t k-1)#] ve p herhangi bir asal sayis1 olmak
iizere p /n, p/tdir.) Ayrica I grafigindeki diger kdse gruplarinin sunuslar: da
P,=<X,38,> (VEV,VZV,, V,)
olsun. Bu durumda G(7P) grubunu, 3.1 Béliimde anlatildig: tizere,
P =<a,b,c,d, x;a",aba™b7}, c',edc*d s, r> (3.2)

sunusu ile tanimlariz. O halde 3.3.2 Omegin bir genellemesi olarak agagidaki sonucu

elde ederiz.

3.3.3 Sonug: (3.2) ile verilen P sunugunu alalim. Buna gére P sunusunun
p-Cockcroft olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
VSes, VPe X igin expgs( P) =0 (mod p)
olmasidir.
Ispat: Sonucun gerekliligi gostermek igin 7P sunusunun p-Cockeroft
oldugunu varsayalim. Bu durumda 3.3.1 Teoremden dolay1 P, (vev) sunuglarinin

her biri p-Cockcroft olacaktir. 3.2.1 Alt Bélimde tamimlandigi gibi X=X,

VEV

oldugundan, X kiimesinden alacagimiz herhangi bir P kiiresel resmi, ayn1 zamanda
herhangi bir vev igin bir X, kiimesi igindedir. Bdylece, kabuliimiiz geregi P,
sunuslarinin her biri p-Cockcroft ve de X, kiimeleri ny( P, ) modiillerinin {ireteg
kiimeleri oldugundan, bu PP kiiresel resmi i¢indeki biitiin disklerin iistel toplamlarn

mod p’ye gore sifira denk olur. Ayricas = (Js, oldugundan s baginti kiimesinden
VEV
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alacagimiz her bir S bagintisi, ayn1 zamanda herhangi bir vev igin bir s,
icindedir. Buradan

VSes, VPeX igin expg(P) =0 (mod p)

oldugu goriiliir.

Sonucun yeterliligi gostermek igin VSes, VIPe X iken exps(P) =0 (mod p)
oldugunu varsayalim. Burada (7, m-1)#I, (t k-1)#I ve bir p asal sayisi igin p / n,
p [ t oldugundan, 1, Theorem 3.3.3 J’e gore, P, ve P, sunuslar1 p-Cockerofitur.

P,=<X,3s,>(Vev, v #v,, v,) sunusunu alahim. Daha 6nce belirtildigi tizere
X,, X’in bir alt kiimesidir. Dolayisiyla X, kiimesinden alinacak her bir P kiiresel

resmi, aym zamanda X kiimesi iginde bir kiiresel resimdir. s = |Js, oldugundan

VEV
V£V, Vg

bu P kiiresel resmi igindeki her bir disk, aym1 zamanda bir s diskidir. Burada

varsayimdan dolay: P kiiresel resmi igindeki her bir diskin iistel toplam1 mod p’ye

gore sifira denktir. Boylece X, kiimesi i¢inden alacagimiz her bir kiiresel resim igin
aymi seyler sOylenebileceginden, P, sunuglarimin p-Cockcroft oldugu kolayca
goriiliir. O halde P, sunuslariin her biri p-Cockeroft olacagindan, 3.2.4 Teorem

geregince, P sunusu da p-Cockcroft olacaktir.®

3.4 Genel Grafik Carpim Grubunun Ozel Durumlan

Bu bolimde 3.1.1 Tanimla verilen, genel grafik ¢arpim grubunun o6zel

durumlarinin iireteg kiimelerini ve etkililigini inceleyecegiz.
3.4.1 Grafik Grup

3.1 Bolimde tanimlanan I' grafigini alalim. Aynca G, (vev) kose
gruplariin herbiri serbest degismeli olsun. Bu durumda G, kése gruplarinin P,
sunuslarindaki x, lireteg kiimeleri tek elemandan olusurken, s, baginti kiimeleri de
bos kiime olacaktir. Boylece G(P) genel grafik ¢arpim grubunun (3.1)’de elde
edilen P sunusundaki s ve r kiimeleri de bos kiime olur. Bu durumda 3.1.1 Tamim
geregince, G( P )’ye bir grafik grup denir ve

P=<x;> (3.3)
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sunusu ile verilir.

Bu elde edilen grafik grup igin 3.2 ve 3.2.1 Boliimlerde tammlanan ve‘-l"‘v

(3.1ydeki P sunusunun T(P ) modiiliiniin tireteg kiimeleri olan Z, Y X“' e

kiimeleri, (3.3)’deki PP sunusun ikinci homotopi modiilii i¢in asagidaki gibi elde
edilir.

Ik olarak T grafigi icinde Sekil 3.1'deki gibi alacagimiz her {u,v,w}
(u,v,wev) liggeni igin, Sekil 3.2 ile belirtilen tek bir kiiresel resim ¢izilebilir.
Buradan da, 3.2.3 Tamim ile grafik grup i¢in Z {ireteg kiimesini elde ederiz.

Ayrica G, (vev) kose gruplarinin P, sunuslarindaki s, (vev) bagmnti
kiimeleri bos oldugundan, 3.2.1 Alt Boliimde tanimlanan Y iirete¢ kiimesi bog
kiimedir.

Son olarak da G, (vev) kose gruplarinin her biri serbest degigmeli gruplar

oldugundan 3.2.1 Alt Boliimde tanimlanan her bir X, (vev) iireteg kiimesi bosg

kiimedir. Boylece X, iirete¢ kiimelerinin birlesiminden elde edilen X kiimesi de
bos kiime olur.

Buradan da 3.2.6 Teorem geregince, G(P) grafik grubunun ikinci homotopi
modiilii olan 7t,( P )’nin sadece Z kiimesi ile iiretildigi agik¢a goriiliir.

Boylece (3.3) ile verilen P sunusunun p-Cockcroftluk ozelligi asagidaki

sonug ile verilir.

3.4.1 Sonug: (3.3) ile verilen P sunusu her p asal sayisi igin p-Cockcrofttur.
Ispat: Yukanda belirtildigi gibi, 3.2.6 Teoremin bir sonucu olarak, 7,( P )
modiilii sadece Z kiimesi ile iiretildiginden ve de Sekil 3.2°de belirtildigi gibi Z
kiimesinde bulunan biitiin kiiresel resimler Cockcroft oldugundan, P sunusu da

Cockcrofttur. Bu da 1.2.9 Tanim geregi, P sunusunun her p asal sayisi igin

p-Cockcroft olmasini gerektirir.0

3.4.2 Genel Grafik Carpim Gurubuyla Tanimlanan Serbest Carpim
Grubu

3.1 Alt Boliimde tammlanan ve e kenar kiimesi bog olan bir I' grafigini

alalim. Bu durumda kenar gruplarinin P, (eee) sunuglarindaki r, (ece) kiimeleri
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bos kiime olacaktir. Béylece G(P) genel grafik ¢arpim grubunun (3.1
edilen sunusundaki r kiimesi de bos kiime olur. 3.1.1 Tanim geregince, G(

(vev) kose gruplarinin serbest garpim grubu denir ve

P=<x;8>
sunusu ile verilir.

Bu elde edilen serbest ¢arpim grubu igin 3.2 ve 3.2.1 Bgliimlerde tanimlanan
ve (3.1)’deki P sunugunun 7,( P ) modiiliiniin iirete¢ kiimeleri olan Z, Y, X
kiimeleri, (3.4)’deki P sunusunun ikinci homotopi modiilii i¢in asagidaki gibi elde
edilir.

IIk olarak I" grafiginde e kenar kiimesi bos oldugundan, bu grafik icindeki
kogelerle herhangi bir iiggen meydana getirilemez. Bdylece 3.2.3 Tamimla verilen Z
iireteg kiimesi bogtur.

Ayni gekilde, e kenar kiimesinin bog olmasindan dolayi, 3.2.1 Alt Béliimde
tamimlanan Y, (ece) kiimeleri olugturulamaz. Boylece Y {ireteg kiimesi de bos
kiimedir.

Aynca G, (vev) kose gruplarinin P, sunuslarmin ikinci homotopi
modiillerinin iirete¢ kiimeleri olan X, kiimeleri tanimlanabildiginden, 3.2.1 Alt
Béliimde tamimlanan X iirete¢ kiimesini elde ederiz. Aslinda bu X kiimesi,
yukaridaki agiklamaya gore, serbest garpim grubunun iireteg kiimesi olacaktir.

Diger bir deyisle, 3.2.6 Teorem geregince, G( P ) serbest ¢arpim grubunun
(3.4) ile verilen P sunusunun ikinci homotopi modiilii olan 7t;( P )’nin sadece X

kiimesi ile tiretildigi agikca goriiliir.
3.3.1 Teoremin bir uygulamasi olarak, serbest ¢arpim grubunun (3.4) ile

verilen P sunusunun p-Cockcroftluk 6zelligi igin agagidaki sonucu verebiliriz.

3.4.2 Sonug: (3.4) ile verilen P sunusunun p-Cockcroft olmasi igin gerekli

ve yeterli kosul P, (vev) sunuglarinin her birinin p-Cockcroft olmasidir.

63



Grubu

3.1.1 Tanmmin 4). maddesinde belirtildigi gibi, direkt ¢arpim grubu genel

grafik ¢arpim grubunun 6zel bir halidir. Dolayisiyla 3.4.1 ve 3.4.2 Alt Béliimlerde
yapilan islemler, direkt garpim grubu iginde yapilabilir. Ancak, bu boliimde, bir
takim teknik zorluklardan dolay1, direkt ¢arpim gruplari igin “6zel hal” alinarak 3.4.1
ve 3.4.2 Alt Boliimlerde yapilan iglemler tekrarlanacaktir (Bununla birlikte 2. Bélim
iginde direkt garpim gruplarinin tanimi, genel sunusu, Ha( ) grubu ve bagka bir metod

ile etkililigi tanimlanmigdi.). Yukarida yazilan 6zel hal ile kastedilen, I' grafigini ve
G, (vev) kose gruplarimi (dolayisiyla P, sunuslarini) agagidaki gibi tanimlamaktir.
Kose kiimesi {u,v,w}, kenar kiimesi {e,, e,, e;} olan I' grafigini $ekil

3.5°deki gibi ve G,, G,, G,, kése gruplarinin sunuslarin da sirastyla P, =<x; x™' >,

P,=<y; y" >, P,=<z; 2" > olarak alalim (Burada p,, p,, p; birbirinden farklx

asal sayilardir.). Diger bir deyisle tanimlanan bu kése gruplari, asal mertebeli (sonlu)

devirli gruplardir. u
r
€ €3
-~
\Y € w
Sekil 3.5

Bu durumda G,, G,, G,, kdse gruplarinin grafik ¢arptm grubunun sunusu,
P=<x,y,z; x",y",z", [xyl, [u,z], [z,x] > (3.5)
ile verilir.

Ayrica bu grup igin asagidaki sonug elde edilir.

3.4.3 Teorem: (3.5) ile verilen P sunusuyla tanimlanan grafik ¢arpim grubu

aslinda, p,, p,, p; asal mertebeli ili¢ tane devirli grubun direkt ¢arpim grubuna

izomorfdur.
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Ispat: (3.5) ile tanimlanan P sunusunu alalim. Ayrica Z,, n 1&1

devirli bir grubu tammlasin. Buna gére Z, X Z, X Z,, seklindeki, p;, p;, ps B?af

mertebeli devirli gruplarin direkt garpim grubunu asagidaki gibi tammlariz.
Z,, Z, ve Z, gruplan sirastyla a, b ve c ile iiretilsin, diger bir deyisle

Z,=<a>, ZL,=<b>ve Z, =<c > olsun ve de bu iig devirli grubun sunuglar

sirastyla < a ; aP>, < b ; b™> ve < ¢ ; c™> olarak tanimlansin. Boylece

Z, X sz X Zp’ direkt ¢carpim grubu (a,b,c) ile iiretilir. Yani,

Ly X L, X Zpl =<(a,b,c)>

2.3.2 Onerme ile bu grubun sunusu

P=<a,b,c;a”, b”, c”, [a,b],[b,c],[c,a]>

olarak bulunur. Simdi amacimiz Tietze doniiglimlerini kullanarak P ile P

sunuglarinin ayni grubu temsil ettigini géstermektir. Bunun igin P sunusunu alalim.

P=<a,b,c,a”, b?, c?,[a,b],[b,c],[c,a]>
T3)-><a,b,c,x,y,z; a”, b, c™,[a,b], [b,c], [c,a], x=a,y=b, z=c >
Tl)—><a,b,c,x,y,z; a™, b™, c™,[a,b], [b,c], [c,a], x=a, y=b, z=c,

y™, 2P, xP [xyl, lyz), [zx] >
T2) > <a,b,c,x,y,z;x=a,y=b, z=c, x™, y*, 2z, [x,y], [y,z], [2,x] >
T4 - <x,y,z; x™, y*, z7, [x,y], [u,z], [z,x] >
Buradan P ile P nin ayni grubu temsil ettigi ¢cikar. O halde

G(P)=G(P)
dir.0

3.4.3 Teoreme goére, (3.5) sunuguyla verilen grafik ¢arpim grubu i¢in

tanimlayacagimiz Z, Y ve X kiimeleri aslinda, P sunusu ile verilen direkt garpim

grubu iginde kullanilabilirler.

Simdi, 3.2 ve 3.2.1 Boliimlerde tanimladifimiz bu Z, Y ve X kiimelerini,

grafik ¢arpim grubu (veya direkt garpim grubu) igin agagidaki gibi tanimlayabiliriz.
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&

Z kiimesi:
Y kiimest:
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X kiimesi:

Py Py Py

XP1 ypz Zp:‘

Sekil 3.5’de tammlanan I" grafigi ve P,, P,, P, sunuslanyla verilen G,
G., G, kose gruplarindan (3.5)’de elde ettigimiz PP sunuguyla verilen grafik ¢arpimi

i¢in 3.2.6 Teoremin bir uygulamasi olarak asagidaki sonucu elde ederiz.

3.44 Teorem: (3.5)’de tamimlanan P sunuguyla verilen grafik ¢arpim
grubunun (direkt ¢arpim grubunun) ikinci homotopi modiilii (P ), X UY kiimesi

tarafindan tiretilir.

Ispat: P sunusu igin buldupumuz Z kiimesindeki P, kiiresel resmini,
tanimladigumiz Y kiimesinden alacagimiz kiiresel resimlerle elde edebiliriz. Bunun
i¢gin Y kiimesinden, 6zel olarak P, P, ve P, kiiresel resimlerinin ters goriintiilerini
alip (ki bunlar 3.2.6 Teoreme gore lireteg resimlerdir), bu ii¢ resmi yanyana getirerek
“koprii operasyonunu” uygulayalim. Bu durumda, P’ olarak adlandiracagumz yeni
bir kiiresel resim elde ederiz. Daha sonra, P’ kiiresel resmine yine Y kiimesinden
alacagimiz -P5, -P, ve -P, kiiresel resimlerini ekleyip, ard arda “koprii
operasyonlar1” uygulayarak P" olarak adlandiracagimiz yeni bir kiiresel resim elde
ederiz. Bu P” kiiresel resminin karakteristik o6zelligi, i¢ ice gegmis iki kiiresel

resimden olugmasidir. Distaki kiiresel resim Z kiimesindeki P, kiiresel resmidir.
Igte buldugumuz kiiresel resmin, x™,yP:,z™ disklerini (rel XUY) operasyonuna

gore yok ederek yeniden diizenledigimizde, Z kiimesindeki P, kiiresel resminin ters
goriintiisiinii elde ederiz. Boylece P" kiiresel resmi, Sekilde 3.6’da geometrik olarak

gosterilen kiiresel resme (rel XUY )’ye gore denk olur.
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Sekil 3.6

Acikega goriilebilecegi gibi bir kag kez “képrii operasyonu” ve “silinebilir
giftler” operasyonlari uyguladigimizda P’ kiiresel resminin, (rel XUY)’ye gore bog
resme denk oldugu ortaya g¢ikacaktir. Bu ise bize, Z kiimesinin aslinda bog kiime

oldugunu verir. Boylece, 3.2.6 Teoremin bir uygulamasi olarak (3.5)’de tanmimlanan

P sunusu ile verilen grafik ¢arpimimin 7>(7P ) modiilintin X UY kiimesi ile
tiretildigi goriiliir.0
Simdiki amacimiz ise, (3.5) ile verilen P sunugunun, 3.4.4 Teorem ile

tanimlanan iirete¢ kiimeleri {izerinde p-Cockcroftluk 6zelligini incelemektir. Bu

teoreme gore, (3.5) ile verilen P sunusunun T( P ) modiiliiniin tireteg kiimeleri
x ={ Ps, IPQ, IPIO } N Y={]P)2, Pj’ ]P4, IPS’ IP6’ ]P7 }
olur. P sunusunun p-Cockcroftlugu igin 3.3.1 Teoremin bir uygulamas:i olarak

asagidaki sonucu elde ederiz.

3.4.5 Sonug: (3.5) ile verilen P sunusunun p-Cockcroft olmasi igin p,, p,

p; asal sayilarinin birbirine egit olmasi gerekir.
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2P =Rs, [x,y]=S1, [Y,2]=S2, [2,x]=S3 diyelim. Y, X kiimelerinde bulunan kuresel-mm
resimlerdeki Ry, Ry, R3, S1, Sz, S3 disklerinin tistel toplamlari agagidaki gibi bulunur.

expg, () =expg, (Py) =expg, (Py) =expg, (Ps) =expg, (Ps) =expy, (P;)=0
€XPps, (Py)=-ps, €XPs, (P3) =p,, €XPs, (P,) =p» exps, (Ps5)=ps, €XPps, (Pg) =—ps
exps, (P;) =p, expy, (Pg) =expg, (Py) =expy, (Pg) =0
Buradan 3.3.1 Teorem geregince P sunusunun p-Cockcroft olmasi i¢in P,, P,,

P,, sunuglarinm her birinin, aym p asali i¢in, p-Cockcroft olmasi gerekmektedir.
Bunun saglanmast igin de p,, p, p; asal sayilarimin  birbirine esit olmasi

gerekmektedir.0
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4. ETKILILiGi BILINEN BAZI GRUPLAR
Bu béliimde verilen tanimlamalar ve sonuglar standartdir ve 2], [10],

[12] gibi kaynaklarda bulunabilir.

4.1 Coxeter Gruplar
4.1.1 Coxeter Gruplarin Tamimi ve Sunusu

Kose kiimesi x, yonlendirilmis kenar kiimesi e olan sonlu yonlendirilmis
grafik I" olsun. Ayrica bu I' grafiginin katli kenarlarinin ve halkalarinin olmadigini

farzedelim. Bunu agagidaki gibi sekillendirebiliriz.

seklindeki e kenarini (x,y) ile temsil ederiz.
O :e—> {2, 3, ...} bir fonksiyon olsun. eece olmak iizere d(e) goriintiisiine,

e kenarinin agurlig: (weight) denir. Buradan elde edilen ve
Pe=<x; x* (xex), (xy)**? (x,y)ee) > 4.1)

ile verilen sunusa Coxeter sunug denir. Boylece P ile tammlanan gruba Coxeter
grup denir ve C(I',®) (veya kisaca C ) ile gosterilir.

I' grafigindeki bir e kenarinin agirhigy cift (tek) olursa bu kenara ¢ift (tek)
denir.

Bu Alt Boliimde agagidaki notasyonlar: kullanacagiz.

m =|x|

n=le|

n, : e kiimesi igindeki ¢ift kenarlarin sayisi.

c
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N, : e kiimesi igindeki tek kenarlarin sayisi.

I’ : Biitiin ¢ift kenarlan kaldirildiktan sonra I" grafiginin i. bileseni ( ’1=1¥,h2',' aritio”

vy d).

T, : T bileseninin maksimal agac1 (i=1,2, ...,d).

d
£: |J(T;\ T,) iginde bulunan e kiimesindeki kenarlarin sayis.

t=l
n : Agirh@ biiyiik veya esit 3 olan e kiimesindeki kenarlarin sayisi.
t : e kenar kiimesinde agirlif1 2 olan kenarlarin kiimesi iizerindeki ~ denklik

siniflarinin sayist.
Buradaki ~ denklik bagintisi agagidaki gibi tanimlanir.
A = {ece: D(e)=2} olsun. e, feA igin, ligiincii kenan tek olan bir iiggenin

iki kenar1 e ve f ise e = f yazilsin. Buradan ~ baginits1 ~ nin yansimali ve gegisli

kapanisidir.
4.1.2 Coxeter Gruplarin Ikinci Homoloji Grubu

Bir C Coxeter grubunun ikinci homoloji grubu, [2}’de asagidaki teorem ile

verilmistir.

4.1.1 Teorem: C bir Coxeter grup olsun. Bu durumda HyC) grubu,

minumum iireteg sayist 1. +t + d — m olan elementer degismeli 2—gruptur.

4.1.2 Sonug: Asagidaki sartin saglandigim1 farzedelim.

I' grafiginin iginde ®(e,) = P(e,) = 2 ve O(e,) tek olan e, e, e, liggeni
bulunmasin. (4.2)

Boylece H,(C) grubu, minumum iirete¢ sayisi n + d — m olan elementer
degismeli 2—gruptur.

Ispat: T grafigi igin (4.2) sarti saglansin. Bu durumda ~ denklik
bagintisindan elde edilen denklik siniflarinin kiimesi bos olacagindan, t = 0 olur.
Ayrica I' grafiginde ®(e) = 2 olan kenar olmayacagindan, n = n bulunur. Bdoylece
4.1.1 Teoremden H,(C) grubu minumum iirete¢ sayis1 n + d — m olan elementer

degismeli 2—grup olacaktir.0
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4.1.3 Coxeter Gruplarn Etkililigi

o pozitif bir tam say1 olmak {izere, P =<x,y; x? (xex), yz, (xy)z““, r>
Coxeter sunusunu diigiinelim. Ayrica z ¢x U {y} olsun. s kiimesi de, Rer
bagmntilarinin  hepsinin igindeki y elemanmnin, xz™ ile degistirilmesiyle r

kiimesinden elde edilsin. Buradan, bagka bir sunug

L2 - +1
P, =<x,z; x" (xex),xz*x2z*", 8>

olarak elde edilir. Bu sunusa P sunusunun y 'deki deformasyonu denir.

Tietze doniiglimleri kullamlarak P ve P, sunuslaimin ayni grubu

tanimladig: gosterilebilir. Ayrica,
WP)=x(P)-1

oldugu goriiliir.

4.1.3 Teorem: C Coxeter grubunun (4.1) ile verilen P. sunusunun etkili

olmasi igin gerekli ve yeterli kosul I" grafiginin agirlif1 tek olan bir kenara sahip
olmamasidir.

Ispat: Teoremden I grafiginin bir tane agirhig1 tek olan kenari varsa C grubu
etkili degildir. Bu ylizden I' grafiginin tiim kenarlan g¢ift olsun. Béylece I' grafigi
i¢in (4.2) sart1 saglanacagindan 4.1.2 Sonug geregi H,(C) grubu, minumum iireteg
sayisi n + d — m olan elementer degigmeli 2—grup olur. Yani,

d(H(C))=n+d-m
dir.
[ grafigindeki tiim kenarlar ¢ift oldugundan, ¢ift kenarlar atilinca T
grafiginde sadece koseler kalacaktir. Boylece I” grafiginin her bir kdsesi bu grafigin
bir bilegenini olusturur. Buradan da
d=m

elde edilir. Bu durumda,
d(H;(C))=mn

olarak bulunur. O halde
5(C)=1-0+n=1+n

* olur.

C Coxeter grubunun sunugu



Pe=<x; x? (xex), (xy)**Y ((x,y)ee) >

ve de |x]= m, |e|= n oldugundan,

WUP)=1l-m+(m+n)=1l+n
olarak bulunur. Béylece,
3(C)=x(Fe)
oldugundan, C Coxeter grubunun 7, sunusu etkilidir.¢

4.1.4 Teorem: Bir C Coxeter grubu igin (4.2) sarti varsa C Coxeter

grubunun etkili bir sunusu vardir.

) d
Ispat: I"= {JT, olsun. Buradan I'' alt grafiginin en sondaki kenarlarim
i=1

deformasyon yapalim. Bu yolun ard arda tekrarlanmasiyla I'' alt grafiginin tiim

kenarlan deforme edilsin. Boylece, P sunusundan elde edilen yeni sunug P
olsun. Bu durumda 7., P, sunuslari ayn1 grubu tanimlar ve de
Y PE)=x(P:)— (I nmn kenar sayist)

=1+ n — (I nin kenar sayisi)

d d
olur. |J(I';\ T;) nin kenar sayis1 £ ve [JT; kenar sayisi ny=n ~ n,_ oldugundan,

i=l i=I
I'" alt grafiginin kenar sayisin - £ — n_ olur. Béylece
WUP)=l+n-m—-f-n)=1++n,
olarak bulunur.
Ayrica £ = ng—~ m + d oldugundan, 4.1.2 Sonug ile
(CY=1l+n+d-m
=l+n+l-n,
=l+n+l-n+n,
=1+{+ n,
olarak bulunur. Bdylece,
3(C)=x(Fc)

oldugundan, C Coxeter grubu igin P¢ etkili bir sunug olur.0
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4.1.4. Etkili Olmayan Baza Coxeter Gruplar

n, k = 1 olan tam sayilar olmak iizere I' = Lok koseleri 1, ..., n,

ve yonlendirilmiy kenarlart
agirlik k ise (i,i+1),(1,1+1) (1<i<n)
agirlik 2 ise (i, §) (1<i,j<n)

olan bir grafik olsun. Boylece I'" grafigi igin (4.2) sart1, k tek iken saglanmaz.
[ grafigine karsilik gelen Coxeter grubu G = G, , olsun.

4.1.5 Teorem: n > 4 ve k tek i¢in G, grubu etkili degildir. Sabit bir k i¢in
X(Gn,k) - 8(Gﬂ.,k ) _ll—) ®©

olur.

4.1.4 Alt Boliimde yapilan iglemlerin tiim ayrintilar1 [2]’de bulunabilir.

4.2 D3, (n=2,3) Grubunun Etkililigi
Bu Alt Boliimde kullanilan her m sayis1 N\ {0} kiimesinin bir elemamdir.

4.2.1 Tanm: D, , 2m mertebeli dihedral grup olmak iizere D}, 2m"

2m:?

mertebeli n tane dihedral grubun direkt garpim grubudur.

[25]’de dihedral grubun sunusu

Po, =<a,b;a’,b™, (ab)’ >

olarak tanimlanmistir. Boylece, 4.2.1 Tanim ve 2.3.2 Onerme ile, D%m grubunun
sunusgu
P,: =<a,b,c,d;a’, b, (ab)?, ¢*, d™, (cd)?, [a,c), [a,d], [bic), [b,d] >

olarak elde edilir.

4.2.2 Onerme: m tek iken D3 grubu igin
P =<x,y; x*™, v =(xy)?, (x"u)’ >

2m

sunusu elde edilir.

Ispat: Pp:_ sunusuna asagidaki Tietze doniistimlerini uygulayalim.

Py =<a,b,c,d;a’, b"™, (ab)?, ¢, d™, (cd)?, [a,c], [a,d], [b.c], [b.d]>
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T3) > <a,b,c,dx,y; a2, b™, (a~b)2,

Tl) > <a,b,c,dxy; a?, b™, (@b)?, ¢?,d™, (cd)?, [a,c], [a,d], [b.c], [b,d],
x=ad, y=bc, a=x™, d=x"*, c=y™, b=y™"
T4) > <x,y; x2™, Y™ (™ y™2, ™, x m(m+) (g m o maly2
[x™,y™ ], [x™, 2™, [y™, g™, [y™ ™ ] x=x™ x ™ y=y ™y >
T2) > <x,u; x2™, y" ™V (x™y mHy2 gm o mmal) | (momi g2

[Xm,ym], [Xm,xm+l], [ym+1,ym], [ym-H ,xm+l] >

m(m+l)’( m m+l) m(m+l) (ym m+l )2’

T2) > <x,y; x*™, y ,ytm,

x

[x™,y™ % [y™",x™]>

T2) = <,y 3 x2™ (x™ y™ )2, y?™, (u™ k™2, [y [y x>

)2, u?™, (™ x™2, k™, Y™ [y ™,

m . m+l

T = <x,y; x2™,(x™ y
(x™y)*, (xy™)*>
T2) > <% u; x2™, v, k™ ym ) ™™ L (M), ey >
T1) - <y 22", v2™, D™ y™ ] [y™ ™ ()% cey™ ), ) >
T2) > <%,y x2™, ™, [y™ L x™'] (x ™), (ey™ ), ()
T2) > <x,y; x>, y2™, (x"y)2, (xy™ )2, (xy)*>
T2) > <%,y x*™, v, (x"y)?, (xy)*>
Boylece D%m grubu i¢in
Poy, =<xu; X", v, (xMy), (y)? >

sunusunu elde ederiz. Buradan, [1 1, Lemma 4] ile

Py =<xy; X2, Y =(w)?, (<" >
ise G=D§m oldugu verildiginden, D%m grubu igin

Py =<xu; X",y =(xy)’, (x™y)’ >

sunusu elde edilir.

Ayirca, 4.2.1 Tanim ve 2.3.2 Onerme ile, D3 grubunun sunusu da
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3

L i,
PD; =<a, b’ ¢, d’ 2 f > az ’ b™ ’ (ab)zi CZ ’ dma (Cd)23 [a,c]s [a’d]a [b’C%‘*\[&bW’

.
R

Sy TS
e?, f™, (ef)?, [a,el, [a,f], [b,e], [b,f], [c.e], [c.fl[d.e], [d,f?i%

olarak elde edilir.

4.2.3 Onerme: m tek iken D3 grubu igin

P =<a,x,z; a?,(az)?,(x2™)?™, [x,a], 27" x™F=x™, x 7 2 My ™ s

sunusu elde edilir.
Ispat. m tek oldugundan D%m grubu i¢in 4.2.2. Teorem ile verilen sunug

kullanilarak, 4.2.1 Tanim ve 2.3.2 Onerme ile, D3, grubunun

Pps =<%,Y, 0,05 ™™,y =(xy)?, (x™y)?, o, 6™, (ab)?, [x,a], [x,b],

[v.a], [u,b] >

sunusu elde edilir. 'P[;; sunusuna agagidaki Tietze doniigtimlerini uygulayalim.

<%y, a,b; x™, Y™ =(xy)?, (x"y)?, a*,b™, (ab)?, [x,a}, [x,b], [y,a], [y,b}>

T3) = <%y, a, b,z x2™, Y2 =(xy)?, (x™ )2, a?,b™, (ab)?, [x,a], [x.b],
[y,al, [y,b], z=xy b~ >

T1) - <x,y, 6, b,z; X*™, y¥*"=(xy)’, (x"y)*, a,b™, (ab)?, [x,a), [x,b],

1

[v,al, [u,bl, z=xyb~!, b=2™"  y=x"" 2™ >

T4) > <x,a,z; x*™, (x ' 2™ )" =(xx ' 2™ )2, (x™ x7' 2™ )2, a?, 2™,

(azm—l )2’ [x,a], [X’ Zm_l]’ [x'-l Zm ,Cl], [x—l z™ ,Zm—l], Z=XXH1 z™ Zl_m >
T2) > <x, a,z; X", (x7 2™ )=, (x™ 2™ )2, 0%, 2™ (az™ ),
[x.al, [x, 2™, [x™" 2™ a), [x ' 2™,2™7'] >

T2) > <x,q,z; x2™, (x 7' 2™ )™=z, (x™ 2™ )2, a?, 2™ D (az™ )2,
[x,al, [x, z™"'], [x"' z™,a] >

T > <x,a,z; x>, (x7 z2™)2m =22 x™2™)?, a?,z™™D (az™ )2,
[x,al, [x, z™ '], [x7' 2™ ,a], [a,z™]>

2m

T2) > <x,a,z; x*™, (x7 2™ )2 M=z (x™ 2™ )2, a2, 2™ D (az™ )2,

x,al, [x, z™ '], [a,2™] >
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T1) > <x, a,z; x>, (x 7 2™ )™ =2"", x™'z™)?, a?,2™ ™D, (az

el [x, 2], [a,2™ ), 22>

T1) - <x,a,z; x*™, (x7 2™ )™=z (x™12™ )2, a?,2™™ D (qz™! )2«:— .
x.al, [x, 2™, [a,2™ ], 22, (x T 2™ )P >
T2) - <x,a,z; x2™, (x™1z™)2, a2, (az™)?, [x,al, [x, z™ '], [a,2™],
2™, (x7T 2™y >
T > <x, a,z; x2™, x™2™)?, a2, (az™")?, [x,a, [x, z™'], [a,2™ ],
22, (x7T 2™ )2 27 ™ =™ (az)?, x7V 2 M k=™, (k2™ )P >
T2) > <x, a,z; x*™, a?, [x,a], [a,z™], z2™, z7' x™ T 2=x™", (az)?,
x Pz M=z ™ (x2™ )2 >

T2) > <x, 6,z; a2, [x,a], z7 x™ 1 z=x™", (az)?, x 7' 2! ™ x=2™  (xz™ )?™ >

Boylece ng grubu igin

Po:, =<a,x,z;a’,(az)?,(xz el - 1 sl

™yIm Ix,al, 27 x™ T =x ™ x 7 2 =™ S

sunusunu elde ederiz.0

Asagidaki teoremin ispati [11]’de bulunabilir.

4.2.4 Teorem: Dj  grubunun ikinci homoloji grubunun minumum iireteg

sayisi
1 n(n-1) m tek
d(H(D3y)) =12 ’
n2n-1), m ¢ift
dir.

4.2.5 Teorem: D2 grubu igin etkili bir sunus vardir,
Ispat: m gift olsun. Bu durumda D%m grubu i¢in verilen PD%... sunusu etkili
bir sunustur. Diger bir deyisle,
P, =<a,b,c,d;a’, b™, (ab)’, c?, d™, (cd)?, [a,c), [a,d], [bsc), [b,d] >

sunusundan,
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WP )=1-4+10=7

ve de n =2 igin, 4.2.4 Teoremden,
8(D3,)=1-0+d(HyD2 ))=1+6=7
bulunur. Béoylece,
8(D3m) =x(Ppz )
oldugundan, m ¢ift i¢in, D%m grubunun ’Png sunusu etkili olur.
m tek olsun. Bu durumda D3, grubu igin 4.2.2 Teorem ile verilen Péim
sunusu etkili bir sunugtur. Diger bir deyigle,
Pl =<xy; XM,y =(x)’, (x"y)* >
sunugundan,
X('Pégm)= 1-2+3=2
ve de n = 2 igin, 4.2.4 Teoremden,
8(D3,)=1-0+d(HyDj},))=1+1=2
bulunur. Boylece,

8(D3m) = %(Py: )

oldugundan, m tek igin D3 grubunun 'P,;:m sunusu etkili olur.0

4.2.6 Teorem: D3, grubu igin etkili bir sunug vardur.

Ispat: m ¢ift olsun. Bu durumda ng grubu i¢in verilen Pogm sunusu etkili
bir sunugtur. Diger bir deyisle,
P, =<a,b,c,d, e f;a’, b™, (ab)?, c?, d™, (cd)?, [a,c], [a,d], [b.c], [b,d],

Im

e’, f™, (ef)?, [a,e], [a,f], [b,e], [b,f], [c.e), [c,fL.Id,e], [d.f] >
sunusundan,

WPy )=1-6+21=16
ve de n = 3 igin, 4.2.4 Teoremden,
&(D3,)=1-0+d(HyD3 ))=1+15=16

bulunur. Boylece,
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8(D3m) =X(Ppy_)

oldugundan, m ¢ift igin D3 grubunun P,, sunugu etkili olur.
2 Dl

m tek olsun. Bu durumda D;m grubu i¢in, 4.2.3 Teorem ile verilen .’750;"‘
sunusu etkili bir sunugtur. Diger bir deyisle,

m-1_ . m+l -1 _l-m m+l

_’ISD;,“ =<a,X,Z; az,(az)z,(xz“‘)z'“ ,[x.a], 27t x X, xT 2z =z >

sunusundan,
x( _130;m)=1—3+6=4
ve de n = 3 i¢in, 4.2.4 Teoremden,
§(D3,.)=1-0+d(HyD3, ))=1+3=4
bulunur. Béylece,

8(D3) =% Poz.)

oldugundan, m tek igin D3, grubunun 503"‘ sunusu etkili olur.0
Asagidaki teoremin ispati [11]’de verilmistir.
2.4.7 Teorem: D7, grubu etkilidir.

43 PSL(2,p)" (n=2,3 ve p >5) Grubunun Etkililigi

K bir cisim olsun. K cismi iizerindeki terslenebilen mxm (meN) tipindeki

tiim matrislerin kiimesinin, matrislerin ¢arpma iglemi altindaki grubuna Genel Lineer
Grup denir ve GL(m,K) ile gosterilir. Ayrica GL(m,K) grubundaki tiim matrislerin
determinant1 1 ise bu gruba Ozel Lineer Grup denir ve SL(m,K) ile gosterilir.
SL(m,K) grubunun merkezine bélimiimden elde edilen SL(m,K)/Z(SL(m,K))
grubuna Projektif Ozel Lineer Grup denir ve PSL(m,K) ile gosterilir. Ozel olarak, p
asal olmak iizere, K=Z , alinirsa bu grup PSL(m,p) ile gdsterilir.

[12]’de SL(2,p) grubunun ikinci-homoloji grubunun tekil oldugu belirtilerek,
[10]’da t=(p+1) /2 ve k nin p / 3 kismi1 tam say: olmak iizere,

Psrap=<%VY; x*=(xy)?, (xy*xy' ) yP x** >

sunusunun etkili oldugu gésterilmistir.
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Bundan sonraki amacimiz PSL(2,p) grubunu kullanarak olugan yeniﬁ“bix‘t'e lam
gruplann etkililifini incelemektir. .

4.3.1 Tamim: PSL(2,p), projektif dzel lineer grup olmak iizere PSL(2,p)™, n
tane projektif 6zel lineer grubun direkt garpim grubudur.

4.3.2 Teorem: p 2 3 ve 2t=1(mod p) olmak iizere, PSL(2,p) grubunun

sunusu
Prstap=<a b;a?, b?=(ab)’,(a'ba’b)’ > 4.3)
olarak tanimlanir [10].
PSL(2,p) grubunun ikinci homoloji grubu [12)’de Z, (2 mertebeli devirli
grup) olarak verilmistir. Buna gore [10]’da asagidaki teorem ispatlanmugtir.

4.3.3 Teorem: PSL(2,p) grubunun (4.3) ile verilen sunusu etkilidir.

4.3.4 Onerme: SL(2,p)xPSL(2,p) grubu
<u,w; ud wP(uP? W) (Wb u PRy 22 P 22
uP(u? wP)’>  (44)
sunusu ile ve PSL(2,p) xPSL(2,p) grubu da
<u,w; uP(uPwP)2, uP wP(ur? wh?)? (wPt yP 2y u P22
(u? w?)2>  (4.5)
sunusu ile temsil edilebilir [12].

Asagidaki teoremin ispati [ 12} de bulunabilir.

4.3.5 Teorem: SL(2,p)xPSL(2,p) grubunun (4.4) ile verilen sunusu ve
PSL(2,p) xPSL(2,p) grubunun da (4.5) ile verilen sunusu etkilidir.

(4.3) ve (4.4) sunuglan kullamlarak, PSL(2,p)* grubu igin yeni bir sunus
tanimlanabilir. Buna gore PSL(2,p)° grubunun ikinci homoloji grubu [12]’de

ZyxZLyxZL, olarak verilip, PSL(2,p )® grubunun olusan yeni sunugunun etkili
oldugu gosterilmistir.
[11]°de p=5 i¢in agagidaki Srnek verilmistir.
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4.3.6 Ornek: PSL(2,5)° grubu igin :

- 2 5. 12,5 . ~432_ .10
'PPSL(Z,5)3=<Z,W; 22w?z22wi (zPwizZ?wT ) =w,

(wl4 ZS )4=w—6 Z—5 WIO, (WIS Z4 )3,(W15 ZS )2 >

sunusu etkili bir sunugtur.0l

!
Ag, —62— mertebeli alternatif bir grup olsun (Bilindigi tizere n > 5 igin A
grubu basittir. ). A grubunun sunusu [12]°de
'PA6= <a, b 5 (12 ab4 ’ (ab)sa (ab2)5 >

seklinde verilmigtir. Ayrica yine ayni referansta, A grubunun ikinci homoloji

grubu Z olarak bulunmugstur. A4 grubu kullanilarak, [12]’de asagidaki teorem
ispatlanmgtir.
4.3.7 Teorem: PSL(2,p) x A grubu igin
<a,b,%,y; ab((@b)?x)?, b(bxy)®, u( ¥® % a)?, x*, xy(xya)® o,
(abz)S(xy4Xy(p+1)/2 )2 (12 >

sunusu etkili bir sunugtur.

Ayrica [12]’de, p=2,3 igin PSL(2,p)x A¢ grubunun etkili sunuslan

verilmigtir.
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