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Bu tez çalışması 5 bölümden oluşmaktadır.   

Birinci bölüm giriş bölümü olup tez konusuyla ilgili literatür özeti ve tez çalışmasının amacı 

bu bölümde verilmiştir.   

İkinci bölümde tezde kullanılan bütün terimlerin tanımları ve temel özellikleri verilmiştir. 

Özellikle ağırlıklı Lorentz uzayı ve bu uzayda trigonometrik yaklaşımın temel kavramları 

üzerinde durulmuştur. 

Üçüncü bölümde ağırlıklı Lorentz uzaylarında trigonometrik yaklaşımın düz teoremi 

ispatlanmıştır. Düz teoremin ispatlanması için gerekli tüm yardımcı teoremler de ifade ve 

ispat edilmiştir.    

Dördüncü bölümde ağırlıklı Lorentz uzaylarında trigonometrik yaklaşımın iyileştirilmiş ters 

teoremi ifade ve ispat edilmiştir. Yine bu ispatta gerekli yardımcı sonuçlar ispatlarıyla 

verilmiştir. Ayrıca bu uzaylarda geçerli yapısal karakterizasyon teoremi elde edilmiştir. 

Beşinci bölümde ise ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan fonksiyonlara bu fonksiyonların 

Fourier serilerinin kısmi toplamları ve Poussin ortalamalarıyla eş zamanlı yaklaşım 

teoremleri ifade ve ispat edilmiştir. 
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This thesis work consists of 5 chapters.  

The first part is the introduction chapter. The literature summary about the thesis subject and 

the aim of the thesis study are given in this part.  

In the second chapter, definitions and basic properties of all terms used in the thesis are 

given. In particular, the weighted Lorentz space and the basic concepts of the trigonometric 

approximation in this space are emphasized.    

In the third chapter, the direct theorem of the trigonometric approximation in weighted 

Lorentz spaces is proven. All auxiliary theorems necessary to prove the direct theorem are 

also stated and proven. 

In the fourth chapter, the improved inverse theorem of the trigonometric approximation in 

weighted Lorentz spaces is stated and proven. Again, the necessary auxiliary results are 

given with their proofs. Additionally, a structural characterization theorem in these spaces 

has been obtained. 

In the fifth chapter, simultaneous approximation theorems to functions from weighted 

Lorentz spaces with partial sums of Fourier series and Poussin averages of these functions 

are stated and proven. 
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1. GİRİŞ 

Çalışılan fonksiyon uzayında bir fonksiyonun, sonlu boyutlu bir alt uzayından olan 

fonksiyonlara en iyi yaklaşım derecesinin, bazı düzgünlük kriterlerine göre 

değerlendirildiği teoremlere yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremleri denir. Bu 

teoremlerdeki eşitsizliklere de Jackson- Stechkin tipli eşitsizlikler denir. 

Buradaki başlangıç noktası derecesi 𝑛’yi aşmayan trigonometrik polinomlarla bir 𝑓 

periyodik fonksiyonuna en iyi düzgün yaklaşım ile ilgili Jackson’ın ([6]) klasik teoremidir: 

2𝜋 periyotlu sürekli bir 𝑓 fonksiyonu için, 

𝐸𝑛(𝑓) ≤ 𝐶𝜔 (𝑓,
1

𝑛 + 1
) 

eşitsizliği sağlanır. Trigonometrik yaklaşımın bu ilk düz teoremindeki Jackson 

eşitsizliğinde 𝐸𝑛(𝑓), 𝑓 fonksiyonununa derecesi 𝑛’yi aşmayan trigonometrik polinomlar 

ile en iyi yaklaşım sayıları dizisini gösterir. Yani, 

𝐸𝑛(𝑓) ≔ 𝑖𝑛𝑓
𝑻𝑛∈ 𝒯𝑛

max
𝑥∈[0,2𝜋]

|𝑓(𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥)|, 

burada 𝒯𝑛 derecesi 𝑛’yi aşmayan trigonometrik polinomların sınıfıdır ve 

𝜔(𝑓, 𝛿): = sup
|ℎ|≤𝛿

max
𝑥∈[0,2𝜋]

|𝑓(𝑥 + ℎ) −  𝑓(𝑥)| 

𝑓’nin süreklilik modülünü gösterir. 

[9]’de Steckin, Lebesgue uzaylarında (𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞)  Jackson eşitsizliğinin bir benzerini 

ispatlamıştır. Lebesgue uzaylarında konuyla ilgili diğer önemli sonuçlar [1, 10, 11]’de 

bulunabilir. Muckenhoupt koşulunu sağlayan w ağırlık fonksiyonları kullanılarak ağırlıklı 

Lebesgue uzaylarında trigonometrik yaklaşımın düz teoremi [5]’de Gadjieva tarafından 

ispatlanmıştır: 

𝐸𝑛(𝑓)𝐿𝑤
𝑝 ≲ 𝜔𝑟 (𝑓,

1

𝑛
)
𝐿𝑤
𝑝
≔ sup

0≤ℎ𝑖≤
1
𝑛

‖∏(𝐼 − 𝜎ℎ𝑖)𝑓

𝑟

𝑖=1

‖

𝐿𝑤
𝑝

,      𝑟𝜖ℕ, 

burada 𝐼 özdeşlik operatörü,  𝑇 ≔ [−𝜋, 𝜋) ve 

𝜎ℎ𝑓(𝑥):=
1

2ℎ
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢,        𝑥𝜖𝑇

𝑥+ℎ

𝑥−ℎ

 

𝑓’nin Steklov öteleme operatörüdür. 
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Ağırlıklı Lebesgue uzaylarında 𝜎ℎ öteleme operatörü ve 𝜔𝑟(𝑓, . )𝐿𝑤
𝑝  düzgünlük modülü bu 

şekilde tanımlanmıştır, çünkü ağırlıklı Lebesgue uzayı 𝐿𝑤
𝑝

,  𝑓(. ) →  𝑓(.+ℎ) alışılmış 

öteleme altında genel olarak değişmez değildir. 

Ağırlıklı Lebesgue uzaylarında trigonometrik yaklaşımın bazı önemli teoremleri [3, 4, 8, 

13]’te ispatlanmıştır. 

Lorentz uzayları, [12]’de G. G. Lorentz tarafından Lebesgue uzaylarının bir 

genelleştirilmesi olarak tanımlandı. Birçok matematikçi bu uzaylardaki problemler ile 

ilgilendi. Yine literatürde yaklaşım teorisiyle ilgili de bu uzaylarda elde edilmiş sonuçlar 

bulunmaktadır. 

Süreç içerisinde ağırlık fonksiyonları kullanılarak ağırlıklı Lorentz uzayları tanımlanmıştır 

[7, p.20], [3, p.219]. 𝐴𝑝 Muckenhoupt koşulunu sağlayan ağırlık fonksiyonlarına sahip 

ağırlıklı Lorentz uzaylarında trigonometrik yaklaşım ile ilgili düz, ters ve eş zamanlı 

yaklaşım teoremleri ve bunların iyileştirilmeleri [1,3,4,9,14,15] nolu makalelerde elde 

edilmiştir. 

Bu tezin esas konusu olan eş zamanlı trigonometrik yaklaşım teoremlerinde, 

fonksiyonların türevlerine trigonometrik polinomların türevleriyle yaklaşım problemleri 

incelenir. Literatürdeki eş zamanlı yaklaşım teoremlerinde yaklaşan trigonometrik 

polinomlar olarak  ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan fonksiyonların Fourier serilerinin 

kısmi toplamları kullanılmıştır [1]. De la Vallée-Poussin ortalamaları kullanılarak eş 

zamanlı yaklaşım teoremleri şu ana kadar ağırlıklı Lorentz uzaylarında ispatlanmamıştır. 

Biz bu tez çalışmasında bu boşluğu doldurmak için bu tip eş zamanlı yaklaşım teoremleri 

ispatlamayı hedefledik. 
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2. ÖN BİLGİLER 

Bir 𝑤: 𝑇 → [0,∞] ölçülebilir fonksiyonu verilsin. Eğer 𝑤−1({0,∞}) kümesinin Lebesgue 

ölçümü sıfır ise bu 𝑤 fonksiyonuna bir ağırlık fonksiyonu denir. 𝑤 bir ağırlık fonksiyonu 

olsun. 𝑓: 𝑇 → ℝ fonksiyonunun 

𝑤(𝑒) = ∫ 𝑤(𝑥)𝑑𝑥

𝑒

 

ölçümüne göre azalan rearrangementi  

𝑓𝑤
∗(𝑡) = 𝑖𝑛𝑓{𝜏 ≥ 0:𝑤(𝑥𝜖𝑇: |𝑓(𝑥)| > 𝜏) ≤ 𝑡} 

şeklinde tanımlanır. 

1< 𝑝, 𝑞 < ∞  olsun. 

𝑓∗∗(𝑡): =
1

𝑡
∫𝑓∗
𝑡

0

(𝑢)𝑑𝑢 

olmak üzere 

‖𝑓‖𝑝𝑞,𝑤: = (∫(𝑓∗∗(𝑡))
𝑞

𝑻

𝑡
𝑞
𝑝 𝑑𝑡)

1
𝑝

< ∞, 

koşulunu sağlayan tüm ölçülebilir 𝑓: 𝑇 → ℝ fonksiyonlarının kümesine ağırlıklı Lorentz 

uzayı denir. Bu uzaylar 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇) ile gösterilir ve ‖𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 normuna göre Banach uzayı olur. 

 𝑝 = 𝑞 durumunda 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇) uzayı iyi bilinen ağırlıklı Lebesgue uzayına dönüşür. 𝑤, 𝑇’de 

ağırlık fonksiyonu ve 1 < 𝑝 < ∞ olsun. 𝐴𝑝(𝑇) Muckenhoupt sınıfı 

𝑠𝑢𝑝
1

|𝐼|
∫ 𝑤(𝑥) 𝑑𝑥 (

1

|𝐼|
∫ 𝑤1−𝑝′

𝐼

(𝑥) 𝑑𝑥)

𝑝−1

< ∞, 𝑝′ ≔
𝑝

𝑝 − 1
𝐼

 

koşulunu sağlayan 𝑤 ağırlık fonksiyonlarının  sınıfı olarak tanımlanır. Burada supremum 

𝑇’ nin herhangi bir alt aralığı üzerinden alınır ve |𝐼|, 𝐼 aralığının uzunluğunu gösterir. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇) fonksiyonunun 𝑟. mertebeden düzgünlük modülü  

Ω𝑟(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≔ 𝑠𝑢𝑝
0≤ℎ𝑖≤δ

‖∏(𝐼 − 𝜎ℎ𝑖)𝑓

𝑟

𝑖=1

‖

𝑝𝑞,𝑤

,    𝑟𝜖ℕ 

ile tanımlanır. 
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Bir 𝑓: 𝑇 → ℝ  fonksiyonunun Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu 

𝑀(𝑥, 𝑓) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐼

1

|𝐼|
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝐼

 

biçiminde tanımlanır. Burada supremum 𝑇’nin bütün açık alt aralıkları üzerinden alınır. 

𝑤𝜖𝐴𝑝(𝑇), 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ durumunda 𝑓𝜖𝐿𝜔
𝑝𝑞(𝑇)’nın Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu 

ağırlıklı Lorentz uzaylarında sınırlıdır [2, Teorem 3]. Dolayısıyla 𝜎ℎ(𝑓) ortalama 

fonksiyonu da bu uzaylarda sınırlı olur. Bu, Ω𝑟(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 düzgünlük modülünün iyi tanımlı 

olduğunu gösterir. 

𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ∈ ℝ (𝑘 = 0,1,2, … ) sabit sayılar olmak üzere 

𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥)

∞

𝑘=1

 

serisine trigonometrik seri denir. Bu serinin eşleniği ise 

∑(𝑎𝑘 sin 𝑘𝑥 −𝑏𝑘 cos 𝑘𝑥)

∞

𝑘=1

 

olarak tanımlanır. 

𝑇𝑛(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥),        𝑛 = 0,1,2, …

n

𝑘=1

 

ifadesine 𝑛. dereceden bir trigonometrik polinom denir. 

𝐸𝑛(𝑓) 𝑝𝑞,𝑤 ile derecesi ≤ 𝑛 olan trigonometrik polinomlar ile 𝑓𝜖𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇) fonksiyonlarına en 

iyi yaklaşım sayıları dizisi gösterilir. Yani, 

                 𝐸𝑛(𝑓) 𝑝𝑞,𝑤 = 𝑖𝑛𝑓
𝑇𝑛𝜖ℑ𝑛

‖𝑓 − 𝑇𝑛‖𝑝𝑞,𝑤 

Burada ℑ𝑛, derecesi 𝑛’yi aşmayan trigonometrik polinomların kümesidir. 

𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟   ile gösterilen Sobolev uzayı 𝑟𝜖 ℕ olmak üzere 

𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟 : = {𝑓 ∈ 𝐿𝑤

𝑝𝑞: 𝑓(𝑟)𝜖𝐿𝑤
𝑝𝑞} 

biçiminde tanımlanır. 
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𝑓𝜖𝐿1(𝑇) olsun. 𝑘 = 1, 2, … için 

𝑎𝑘(𝑓) =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) cos 𝑘𝑡 𝑑𝑡

2𝜋

0

, 

𝑏𝑘(𝑓) =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) sin 𝑘𝑡 𝑑𝑡

2𝜋

0

 

olmak üzere 

𝑎0(𝑓)

2
+∑(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥)

∞

𝑘=1

 

serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir. 

𝑤𝜖𝐴𝑝(𝑇), 1<p,q<∞ iken 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇) ⊂ 𝐿1(𝑇) olduğundan 𝑓𝜖𝐿𝜔

𝑝𝑞(𝑇)’nın Fourier serisini 

tanımlayabiliriz: 

𝑓(𝑥)~
𝑎0(𝑓)

2
+∑(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥)

∞

𝑘=1

 

ve eşlenik Fourier serisi 

𝑓(𝑥)~
𝑎0(𝑓)

2
+∑(𝑎𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥 −𝑏𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥)

∞

𝑘=1

 

biçiminde tanımlanır. Burada 𝑎0(𝑓), 𝑎𝑘(𝑓), 𝑏𝑘(𝑓), 𝑘 = 1,2,…  𝑓’nin Fourier 

katsayılarıdır. 

𝐴𝑘(𝑥, 𝑓) ≔ (𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥), 𝑘𝜖ℕ 

olmak üzere 

𝑆𝑛 (𝑓) ∶= 𝑆𝑛 (𝑥, 𝑓) =
𝑎0
2
+∑𝐴𝑘 

𝑛

𝑘=1

(𝑥, 𝑓),                 𝑛 = 1,2,3, … 

biçiminde tanımlanan (𝑆𝑛) dizisine f fonksiyonunun Fourier serisinin kısmi toplamlar 

dizisi denir. 

            𝑉𝑛 (𝑓) ∶= 𝑉𝑛 (𝑥, 𝑓) =
1

n + 1
∑ 𝑆𝑣 

m+n

𝑣=m

(𝑥, 𝑓),     𝑚, 𝑛 = 1,2, … 
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biçiminde tanımlanan ( 𝑉𝑛) dizisine ise f fonksiyonunun Fourier serisinin de la Vallée-

Poussin ortalaması denir. m=0 durumunda (𝑉𝑛) dizisi iyi bilinen Cesaro ortalaması ile 

çakışır. De la Vallée-Poussin ortalaması için integral gösterimi 

𝑉𝑛 (𝑓) ∶= 𝑉𝑛 (𝑥, 𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝐾𝑛

𝜋

−𝜋

(𝑡) 𝑑𝑡, 

biçiminde elde edilir. Burada 

𝐾𝑛(𝑡) =
1

𝜋

sin (
3𝑛𝑡
2
) sin (

𝑛𝑡
2
)

2𝑛 sin2 (
𝑡
2)

 

dir. 

Eğer bir C pozitif sabiti için 𝐴 ≤ 𝐶𝐵 oluyorsa bu durum 𝐴 ≲ 𝐵 biçiminde gösterilir. 
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3. AĞIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA TRİGONOMETRİK 

YAKLAŞIMIN DÜZ TEOREMLERİ 

Aşağıdaki teorem [1] nolu makalede ispatlanmıştır.   

3.1 Teorem. 

𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇), 1< 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 𝑟 ∈  ℕ olsun. Her 𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  için 

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≲
1

(𝑛 + 1)𝑟
‖𝑓(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑟))‖
𝑝𝑞,𝑤

,         𝑛 ∈ ℕ 

eşitsizliği yalnızca 𝑟, 𝑝, 𝑞 ya bağlı pozitif bir sabit ile sağlanır. 

İspat. 

Ağırlıklı Lorentz uzayı normunda kısmi toplamlar dizisi 𝑆𝑛 ve eşlenik fonksiyon 𝑓 

operatörlerinin sınırlılığı 𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇), 1< 𝑝, 𝑞 < ∞ koşulları altında [16, 𝑇𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚 6.6.2] 

ve [7] nolu kaynaklarda ispatlanmıştır. Yani 

‖𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ ‖𝑓‖𝑝𝑞,𝑤,        ‖𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 ≲
‖𝑓‖𝑝𝑞,𝑤   

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 

değerlendirmeleri geçerlidir. Ayrıca  

𝑆𝑛(𝑡, 𝑓
(𝑟)) = 𝑆𝑛

(𝑟)(𝑡, 𝑓) 

olduğu kolayca görülebilir [7]. Bu durumda  [18] nolu makalede 6.15 bağıntısına benzer 

olarak 

𝑓(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥, 𝑓) = ∑
1

𝑘𝑟𝜋

∞

𝑘=𝑛+1

∫ (𝑓(𝑟)(𝑡) − 𝑆𝑛(𝑡, 𝑓
(𝑟)))

𝑻

𝑐𝑜𝑠 (𝑘(𝑥 − 𝑡) −
𝑟𝜋

2
) 𝑑𝑡. 

eşitliği elde edilebilir. 𝑟 = 2𝑙 durumunda 

 𝑓(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥, 𝑓) = (−1)
𝑙 ∑

1

𝑘𝑟

∞

𝑘=𝑛+1

[
𝑎𝑘 (𝑓

(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓
(𝑟))) cos(𝑘𝑥)

+𝑏𝑘 (𝑓
(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑟))) sin(𝑘𝑥)
] 

                                      

                                                

= (−1)𝑙 ∑
𝐴𝑘 (𝑓

(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓
(𝑟)))

𝑘𝑟

∞

𝑘=𝑛+1
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= (−1)𝑙 ∑ (𝑘−𝑟 − (𝑘 + 1)−𝑟)

∞

𝑘=𝑛+1

𝑆𝑘 (𝑥, 𝑓
(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑟))) 

olur. Böylece, 

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≤ ∑ (𝑘−𝑟 − (𝑘 + 1)−𝑟)

∞

𝑘=𝑛+1

‖𝑆𝑘 (𝑥, 𝑓
(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑟)))‖
𝑝𝑞,𝑤

 

≲ ∑ (𝑘−𝑟 − (𝑘 + 1)−𝑟)

∞

𝑘=𝑛+1

‖𝑓(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓
(𝑟))‖

𝑝𝑞,𝑤
 

≲
1

(𝑛 + 1)𝑟
‖𝑓(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑟))‖
𝑝𝑞,𝑤

 

elde edilir. 𝑟 = 2𝑙 + 1 olduğunda 𝑐𝑜𝑠 (𝑘(𝑥 − 𝑡) −
𝜋

𝑟
) = 𝑠𝑖𝑛(𝑘(𝑥 − 𝑡)(−1)𝑙) olur ve 

𝑓(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥, 𝑓) = (−1)𝑙 ∑
1

𝑘𝑟

∞

𝑘=𝑛+1

[
𝑎𝑘 (𝑓

(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓
(𝑟))) 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) 

−𝑏𝑘 (𝑓
(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑟))) 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)
] 

= (−1)𝑙 ∑
𝐴𝑘 (𝑓

(𝑟)̃ − 𝑆𝑛(𝑓
(𝑟))̃)

𝑘𝑟

∞

𝑘=𝑛+1

 

= (−1)𝑙 ∑ (𝑘−𝑟 − (𝑘 + 1)−𝑟)𝑆𝑘

∞

𝑘=𝑛+1

(𝑥, 𝑓(𝑟)̃ − 𝑆𝑛(𝑓
(𝑟))̃) 

elde edilir. 

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≤ ∑ (𝑘−𝑟 − (𝑘 + 1)−𝑟)

∞

𝑘=𝑛+1

‖𝑆𝑘 (𝑓
(𝑟)̃ − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑟))̃)‖
𝑝𝑞,𝑤

 

≲ ∑ (𝑘−𝑟 − (𝑘 + 1)−𝑟)

∞

𝑘=𝑛+1

‖𝑓(𝑟)̃ − 𝑆𝑛(𝑓
(𝑟))̃‖

𝑝𝑞,𝑤
 

≲
1

(𝑛 + 1)𝑟
‖𝑓(𝑟)̃ − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑟))̃‖
𝑝𝑞,𝑤

 

≲
1

(𝑛 + 1)𝑟
‖𝑓(𝑟) − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑟))‖
𝑝𝑞,𝑤

 

bulunur ve teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 3.1 den aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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3.2 Sonuç. 

𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇), 1< 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 𝑟, 𝑛 ∈  ℕ olsun. Her 𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  için  

𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 ≲
1

(𝑛 + 1)𝑟
𝐸𝑛(𝑓

(𝑟))
𝑝𝑞,𝑤

 

eşitsizliği yalnızca 𝑟, 𝑝, 𝑞 ya bağlı pozitif bir sabit ile sağlanır. 

Ağırlıklı Lorentz uzaylarında Peetre-K fonksiyoneli şu şekilde tanımlanır:   

𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇), 𝑡 > 0  ve  𝑟 ∈  ℕ  olmak üzere  

𝐾(𝑓, 𝑡; 𝐿𝑤
𝑝𝑞 ,𝑊𝑝𝑞,𝑤

𝑟 ) ≔ 𝑖𝑛𝑓
g∈𝑊𝑝𝑞,𝑤

𝑟
{‖𝑓 − 𝑔‖𝑝𝑞,𝑤 + 𝑡

𝑟‖𝑔(𝑟)‖
𝑝𝑞,𝑤

}. 

Ağırlıklı Lorentz uzaylarında trigonometrik yaklaşımın düz teoremini ispatlamak için 

öncelikle düzgünlük modülünün Peetre-K fonksiyoneline denk olduğu ispatlanır.  

Eğer 𝐴 ≲ 𝐵 ve 𝐵 ≲ 𝐴 eşitsizlikleri aynı anda sağlanıyorsa bu durum 𝐴 ≈ 𝐵 biçiminde 

gösterilir. Bir 𝑘 > 0 sayısının tam değeri [𝑘] ≔ 𝑚𝑎𝑥{𝑛 ∈ 𝑍: 𝑛 ≤ 𝑘} biçiminde tanımlanır. 

3.3 Teorem. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇), 𝑟 ∈  ℕ , 𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇) , 1< 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 𝑡, 𝑘 > 0  olsun. Bu durumda 

𝛺𝑟(𝑓, 𝑡)𝑝𝑞,𝑤 ≈ 𝐾(𝑓, 𝑡; 𝐿𝑤
𝑝𝑞 ,𝑊𝑝𝑞,𝑤

2𝑟 ) 

ve 

𝛺𝑟(𝑓, 𝑘𝑡)𝑝𝑞,𝑤 ≲ (1 + [𝑘])2𝑟𝛺𝑟(𝑓, 𝑟)𝑝𝑞,𝑤, 

eşitsizlikleri yalnızca 𝑝, 𝑞 ya bağlı pozitif sabitler ile sağlanır. 

İspat. 

Eğer ℎ ∈  𝑊𝑝𝑞,𝑤
2𝑟   ise  𝛺𝑟(𝑓, . )𝑝𝑞,𝑤′nin alt toplamsallığından ve [7, Lemma 4.1] de 

ispatlanan 

𝛺𝑟(ℎ, 𝑡)𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝑡
2𝑟‖ℎ(2𝑟)‖

𝑝𝑞,𝑤
 

eşitsizliğinden 

𝛺𝑟(𝑓, 𝑡)𝑝𝑞,𝑤 ≲ ‖𝑓 − ℎ‖𝑝𝑞,𝑤 + 𝑡
2𝑟‖ℎ(2𝑟)‖

𝑝𝑞,𝑤
 

eşitsizliği elde edilir. ℎ’a göre infimum alarak  𝛺𝑟(𝑓, 𝑡)𝑝𝑞,𝑤 ≲  𝐾(𝑓, 𝑡; 𝐿𝑤
𝑝𝑞
,𝑊𝑝𝑞,𝑤

2𝑟 ) eşitsizliği 

bulunur. 𝐿𝛿𝑓 operatörünü 
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(𝐿𝛿𝑓)(𝑥):= 3𝛿−3∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑠)
𝑡

−𝑡

𝑢

0

𝛿

0

𝑑𝑠 𝑑𝑡 𝑑𝑢,       𝑥𝜖 𝑇 

biçiminde tanımlayalım. [20, 𝑝. 15] den 

𝑑2𝑟

𝑑𝑥2𝑟
𝐿𝑟𝛿𝑓 =

𝑐

𝛿2𝑟
(𝐼 − 𝜎𝛿)

𝑟 ,                                       𝑟 ∈  ℕ 

eşitliğine sahibiz. Gerekli değerlendirmeleri yaparak 

‖𝐿𝛿𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 ≲
𝛿−3

3
∫ ∫ 2𝑡

𝑢

0

𝛿

0

‖𝜎𝑡𝑓‖𝑝𝑞,𝑤𝑑𝑡𝑑𝑢 ≲ ‖𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 

elde edilir. Yani 𝐿𝛿 operatörü 𝐿𝑤
𝑝𝑞

’da sınırlıdır. 𝐴𝛿
𝑟 ≔ 𝐼 − (𝐼 − 𝐿𝑟𝛿)

𝑟 tanımlamasını 

yaparsak 

‖
𝑑2𝑟

𝑑𝑥2𝑟
𝐴𝑟𝛿𝑓‖

𝑝𝑞,𝑤

≲ ‖
𝑑2𝑟

𝑑𝑥2𝑟
𝐿𝑟𝛿𝑓‖

𝑝𝑞,𝑤

=
1

𝛿2𝑟
‖(𝐼 − 𝜎𝛿)

𝑟‖𝑝𝑞,𝑤 ≲
1

𝛿2𝑟
𝛺𝑟(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 

elde ederiz. Böylece 𝐴𝛿
𝑟𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤

2𝑟  olur. 𝐿𝛿 operatörü 𝐿𝑤
𝑝𝑞

’da sınırlı ve 

𝐼 − 𝐿𝛿
𝑟 = (𝐼 − 𝐿𝛿)∑𝐿𝛿

𝑗

𝑟−1

𝑗=0

 

olduğundan, her 𝑔 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞

 için 

‖(𝐼 − 𝐿𝛿
𝑟 )𝑔‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ ‖(𝐼 − 𝐿𝛿)𝑔‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝛿−3∫∫2𝑡

𝑢

0

𝛿

0

‖(𝐼 − 𝜎𝑡)𝑔‖𝑝𝑞,𝑤𝑑𝑡𝑑𝑢

≲ 𝑠𝑢𝑝
0<𝑡≤𝛿

‖(𝐼 − 𝜎𝑡)𝑔‖𝑝𝑞,𝑤 

elde ederiz. Bu eşitsizliği ‖𝑓 − 𝐴𝛿
𝑟𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 = ‖(𝐼 − 𝐿𝛿

𝑟)𝑟𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 eşitliğinde 𝑟 defa 

uygulayarak  

‖𝑓 − 𝐴𝛿
𝑟𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝑠𝑢𝑝

0<𝑡1≤𝛿
‖(𝐼 − 𝜎𝑡1)(𝐼 − 𝐿𝛿

𝑟 )𝑟−1𝑓‖
𝑝𝑞,𝑤

 

≲ 𝑠𝑢𝑝
0<𝑡1,𝑡2≤𝛿

‖(𝐼 − 𝜎𝑡1)(𝐼 − 𝜎𝑡2)(𝐼 − 𝐿𝛿
𝑟 )𝑟−2𝑓‖

𝑝𝑞,𝑤
 

                                            ≤ ⋯ ≤ 𝑠𝑢𝑝
0<𝑡𝑖≤𝛿
𝑖=1,2,…,𝑟

‖∏ (𝐼 − 𝜎𝑡𝑖)𝑓(𝑥)
𝑟
𝑖=1 ‖

𝑝𝑞,𝑤
= 𝛺𝑟(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 

elde ederiz. Düzgünlük modülünün K fonksiyoneline denkliğini kullanarak, 

𝛺𝑟(𝑓, 𝑘𝑡)𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝑖𝑛𝑓
𝑔∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤

2𝑟
{‖𝑓 − 𝑔‖𝑝𝑞,𝑤 + (𝑘𝑡)

2𝑟‖𝑔(2𝑟)(𝑥)‖
𝑝𝑞,𝑤

} 

≲ (1 + [𝑘])2𝑟 𝑖𝑛𝑓
𝑔∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤

2𝑟
{‖𝑓 − 𝑔‖𝑝𝑞,𝑤 + 𝑡

2𝑟‖𝑔(2𝑟)(𝑥)‖
𝑝𝑞,𝑤

} 
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≲ (1 + [𝑘])2𝑟 𝛺𝑟(𝑓, 𝑡)𝑝𝑞,𝑤 

elde ederiz ve teoremi ispatlamış oluruz. 

Trigonometrik yaklaşım teorisinin Jackson tipli düz teoremi ağırlıklı Lorentz uzaylarında 

aşağıdaki gibi ifade edilmiş ve ispatlanmıştır. 

3.4 Teorem. 

1< 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝑤 ∈  𝐴𝑝(T), 𝑟, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇) için 

𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝛺𝑟 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

     

ve 

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝛺𝑟 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

 

eşitsizlikleri yalnızca 𝑟, 𝑝, 𝑞 parametrelerine bağlı bir 𝑐 > 0 sabiti ile sağlanır. 

İspat. 

𝑟 ∈ ℕ ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞

 olsun. 𝐴1/𝑛
𝑟 𝑓 operatörünü kullanalım. 3.2 Sonuç ve 3.3 Teorem’den 

𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 = 𝐸𝑛(𝑓 − 𝐴1/𝑛
𝑟 𝑓 + 𝐴1/𝑛

𝑟 𝑓)
𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝐸𝑛(𝑓 − 𝐴1/𝑛
𝑟 𝑓)

𝑝𝑞,𝑤
+ 𝐸𝑛(𝐴1/𝑛

𝑟 𝑓)
𝑝𝑞,𝑤

                                                                                         

                                                     ≲ ‖𝑓 − 𝐴1/𝑛
𝑟 𝑓‖

𝑝𝑞,𝑤
+ 𝑛−2𝑟 ‖

𝑑2𝑟

𝑑𝑥2𝑟
𝐴1

𝑛

𝑟𝑓(𝑥)‖
𝑝𝑞,𝑤

 

                                                     ≲ 𝛺𝑟 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

 

elde edilir ve  

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝛺
𝑟 (𝑓,

1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

 

olduğundan Teorem ispatlanmış olur. 

Şimdi ikinci tip Jackson eşitsizliği veya ikinci tip düz teorem olarak bilinen aşağıdaki 

teoremi ağırlıklı Lorentz uzaylarında ifade ve ispat edelim. 
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3.5 Teorem.  

1 < 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝑤 ∈  𝐴𝑝(T), 𝑟, 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ olsun. Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  için 

𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 ≲
1

(𝑛+1)𝑟
𝛺𝑘 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

     

eşitsizliği yalnızca 𝑟, 𝑝, 𝑞 parametrelerine bağlı bir 𝑐 > 0 sabiti ile sağlanır. 

İspat. 

3.2 Sonuç ve 3.4 Teoremden  

𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 ≲
1

(𝑛 + 1)𝑟
𝐸𝑛 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

 

≲
1

(𝑛+1)𝑟
𝛺𝑘 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

     

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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4. AĞIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA TRİGONOMETRİK 

YAKLAŞIMIN TERS TEOREMLERİ 

Şimdi ağırlıklı Lorentz uzaylarında trigonometrik yaklaşımın ters teoremlerinin nasıl elde 

edildiğini inceleyelim. Bunun için öncelikle bazı yardımcı teoremler ispatlanmalıdır.  

Bernstein eşitsizliği olarak bilinen ve trigonometrik yaklaşımın ters teoremlerinin ispatında 

kritik bir rol oynayan aşağıdaki teorem ağırlıklı Lorentz uzaylarında [19, VI] ve [20] nolu 

kaynaklarda verilen yöntem izlenerek elde edilir.  

4.1 Teorem. 

𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇), 1< 𝑝, 𝑞 < ∞ olsun. 𝑇𝑛 ∈ 𝒯𝑛 ve 𝑟 ∈ ℕ ise yalnızca 𝑟, 𝑝’ye bağlı bir 𝑐 > 0 

sabiti ile  

‖𝑇𝑛
(𝑟)‖

𝑝𝑞,𝑤
≤ 𝑐𝑛𝑟‖𝑇𝑛‖𝑝𝑞,𝑤 

eşitsizliği sağlanır. 

Aşağıdaki teorem [16] nolu kaynakta ispatlanmıştır. 

4.2 Teorem. 

1< 𝑝, 𝑞 < ∞ olsun. Her 𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞

 için  

𝑐−1‖𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 ≤ 𝑠𝑢𝑝 |∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥

𝑻

| ≤ 𝑐‖𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 

olacak biçimde pozitif bir 𝑐 sabiti vardır. Burada supremum ‖𝑔‖𝑝′𝑞′,𝑤 ≤ 1 koşulunu 

sağlayan tüm 𝑔 fonksiyonları üzerinden alınır ve 𝑝′ = 𝑝/(𝑝 − 1) dir. 

4.3 Teorem. 

1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 𝜑 iki değişkenli ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

‖∫ 𝜑(𝑥, . )𝑑𝑥

𝑇

‖

𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐∫‖𝜑(𝑥, . )‖𝑝𝑞,𝑤
𝑇

𝑑𝑥 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat. 

4.2 Teorem, iyi bilinen Fubini teoremi ve Hölder eşitsizliğiyle  
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‖∫ 𝜑(𝑥, . )𝑑𝑥

𝑇

‖

𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐 𝑠𝑢𝑝
‖𝑔‖𝑝′𝑞′,𝑤≤1

∫ (∫|𝜑(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥

𝑇

)

𝑇

|𝑔(𝑦)|𝑤(𝑦)𝑑𝑦 

= 𝑐 𝑠𝑢𝑝
‖𝑔‖𝑝′𝑞′,𝑤≤1

∫ (∫|𝜑(𝑥, 𝑦)||𝑔(𝑦)|𝑤(𝑦)𝑑𝑦

𝑇

)

𝑇

𝑑𝑥 

≤  𝑐 𝑠𝑢𝑝
‖𝑔‖𝑝′𝑞′,𝑤≤1

∫‖𝜑(𝑥, . )‖𝑝𝑞,𝑤
𝑇

‖𝑔‖𝑝′𝑞′,𝑤𝑑𝑥 

≤  𝑐 ∫‖𝜑(𝑥, . )‖𝑝𝑞,𝑤
𝑇

𝑑𝑥 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.4 Teorem. 

𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇) ve 1< 𝑝, 𝑞 < ∞ olsun. Her 𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞

 için  

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓) ‖𝑝𝑞,𝑤 ≤ 𝑐𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤  

eşitsizliğini sağlayan pozitif bir 𝑐 sabiti vardır. 

İspat. 

3.1 Teoremin ispatında da belirttiğimiz gibi ağırlıklı Lorentz uzaylarında 𝑆𝑛 operatörünün 

sınırlılığı ispatlanmıştır. Yani  

‖𝑆𝑛(𝑓) ‖𝑝𝑞,𝑤 ≤ 𝑐‖𝑓 ‖𝑝𝑞,𝑤 

eşitsizliği geçerlidir.  𝑇𝑛 en iyi yaklaşımın bir trigonometrik polinomu olmak üzere 

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓) ‖𝑝𝑞,𝑤 ≤ ‖𝑓 − 𝑇𝑛(𝑓) ‖𝑝𝑞,𝑤 + ‖𝑇𝑛 − 𝑆𝑛(𝑓) ‖𝑝𝑞,𝑤 

= ‖𝑓 − 𝑇𝑛(𝑓) ‖𝑝𝑞,𝑤 + ‖𝑆𝑛(𝑇𝑛 − 𝑓) ‖𝑝𝑞,𝑤 

                                                               ≤ 𝑐𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 

olur ve ispat tamamlanır. 

Littlewood-Paley teoremi olarak bilinen ve iyileştirilmiş ters teoremlerin ispatında önemli 

bir rol oynayan aşağıdaki teorem ağırlıklı Lorentz uzaylarında [3, 𝑇𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚 5.5] de verilen 

interpolasyon teoremi yardımıyla ispatlanır [9]. 
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4.5 Teorem. 

𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇) ve 1< 𝑝, 𝑞 < ∞ olsun. 𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞

 fonksiyonunun Fourier seri açılımı 

𝑓(𝑥)~∑(𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥)

∞

𝑛=0

 

 biçiminde olsun. Bu durumda   

𝑐1‖𝑓 ‖𝑝𝑞,𝑤 ≤ ‖(∑ 𝜏𝑚
2

∞

𝑚=0

(𝑥))

1/2

 ‖

𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐2‖𝑓 ‖𝑝𝑞,𝑤 

olacak biçimde 𝑓’den bağımsız 𝑐1ve 𝑐2 pozitif sabitleri vardır. Burada 

𝜏𝑚(𝑥) = ∑ (𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥)

2𝑚−1

𝑛=2𝑚−1

,        𝜏0 = 𝑎0   

dır.  

4.6 Teorem. 

𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
(2𝑙)

 olsun. Bu durumda 

Ω𝑙(𝑓
(2𝑙), 𝛿)

𝑝𝑞,𝑤
≤ 𝑐𝛿2𝑙‖𝑓(𝑙)‖

𝑝𝑞,𝑤
 

olacak biçimde 𝛿 ve 𝑓’den bağımsız pozitif bir 𝑐 sabiti vardır. 

İspat. 

Ω𝑙(𝑓, 𝛿) ≤ 𝑐𝛿2Ω𝑙−1(𝑓
′′, 𝛿) eşitsizliğini ispatlamak yeterlidir. 

𝛽(𝑥) =∏(𝐼 − 𝜎ℎ𝑖)𝑓(𝑥)

𝑙

𝑖=2

 

olsun. Bu durumda 

∏(𝐼 − 𝜎ℎ𝑖)𝑓(𝑥)

𝑙

𝑖=1

=  𝛽(𝑥) −
1

2ℎ1
∫ 𝛽(𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡

ℎ1

−ℎ1

 

=
1

2ℎ1
∫ [𝛽(𝑥) − 𝛽(𝑥 + 𝑡)]𝑑𝑡

ℎ1

−ℎ1

 

= −
1

4ℎ1
∫ [𝛽(𝑥 + 𝑡) − 2𝛽(𝑥) + 𝛽(𝑥 − 𝑡)]𝑑𝑡

ℎ1

−ℎ1
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= −
1

8ℎ1
∫ ∫ ∫𝛽′′(𝑥 + 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑦

−𝑦

𝑡

0

ℎ1

0

 

eşitlikleri yazılabilir. Burada 4.3 Teorem uygulandığında 

‖∏(𝐼 − 𝜎ℎ𝑖)𝑓

𝑙

𝑖=1

‖

𝑳𝒘
𝒑𝒒

≤
1

8ℎ1
∫ ∫‖ ∫𝛽′′(. +𝑧)𝑑𝑧

𝑦

−𝑦

‖

𝐿𝑤
𝑝𝑞

𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡

0

ℎ1

0

 

=
1

8ℎ1
∫ ∫2𝑦 ‖

1

2𝑦
∫𝛽′′(. +𝑧)𝑑𝑧

𝑦

−𝑦

‖

𝐿𝑤
𝑝𝑞

𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑡

0

ℎ1

0

 

elde edilir.  𝜎ℎ𝑖 operatörünün 𝐿𝑤
𝑝𝑞

 ‘de ℎ’a göre düzgün sınırlılığını kullanarak 

‖∏(𝐼 − 𝜎ℎ𝑖)𝑓

𝑙

𝑖=1

‖

𝑝𝑞,𝑤

≤
𝑐

8ℎ1
∫ ∫‖𝜎𝑦𝛽

′′‖
𝑝𝑞,𝑤

𝑑𝑦𝑑𝑡 ≤ 𝑐ℎ1
2

𝑡

0

‖𝛽′′‖𝑝𝑞,𝑤

ℎ1

0

 

elde ederiz. Son eşitsizlikten 

Ω𝑙(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≤ 𝑐 sup
0<ℎ𝑖<𝛿
1≤𝑖≤𝑙

ℎ1
2 ‖𝛽′′‖𝑝𝑞,𝑤 

= 𝑐𝛿2 sup
0<ℎ𝑖<𝛿
2≤𝑖≤𝑙

‖∏(𝐼 − 𝜎ℎ𝑖)𝑓
′′

𝑙

𝑖=2

‖

𝑝𝑞,𝑤

= 𝑐𝛿2Ω𝑙−1(𝑓
′′, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 

sonucuna ulaşırız ve ispat tamamlanır. 

4.7 Teorem. 

1 < 𝑝 < ∞ ve 1< 𝑞 ≤ 2 olsun. 𝜑𝑗 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞

 , {𝜑𝑗(𝑥)}𝑗=1
𝑚

fonksiyonlarının keyfi bir sistemi 

için  

‖(∑𝜑𝑗
2

𝑚

𝑗=1

)

1/2

‖

𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐 (∑‖𝜑𝑗‖𝑝𝑞,𝑤
𝑞

𝑚

𝑗=1

)

1/𝑞

 

eşitsizliği 𝜑𝑗 ve 𝑚’den bağımsız bir 𝑐 sabiti ile sağlanır. 

İspat. 

İspatta iyi bilinen (𝑓∗)𝛼 = (𝑓𝛼)∗ ve (𝑓 + 𝑔)∗∗ ≤ (𝑓∗∗ + 𝑔∗∗) bağıntılarını kullanacağız 

[3, 𝑠. 41 𝑣𝑒 54]. Hardy eşitsizliğiyle [3, 𝑠. 129] 
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𝐼: = ‖(∑𝜑𝑗
2

𝑚

𝑗=1

)

1/2

‖

𝑝𝑞,𝑤

 

≤ 𝑐

(

 ∫ (((∑𝜑𝑗
2

𝑚

𝑗=1

)

1/2

)

∗

)

𝑞

(𝑡)𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇
)

 

1/𝑞

 

= 𝑐(∫ ((∑𝜑𝑗
2

𝑚

𝑗=1

)

𝑞/2

)

∗

(𝑡)𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

)

1/𝑞

 

≤ 𝑐 (∫ (∑𝜑𝑗
𝑞

𝑚

𝑗=1

)

∗

(𝑡)𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

)

1/𝑞

 

elde ederiz. Böylece 

𝐼 ≤ 𝑐 (∫ (∑𝜑𝑗
𝑞

𝑚

𝑗=1

)

∗∗

(𝑡)𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

)

1/𝑞

 

≤ 𝑐 (∫ (∑(𝜑𝑗
𝑞)
∗∗
(𝑡)

𝑚

𝑗=1

)𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

)

1/𝑞

 

≤ 𝑐(∑∫(𝜑𝑗
𝑞)
∗∗
(𝑡)𝑡

𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

𝑚

𝑗=1

)

1/𝑞

 

eşitsizlikleri geçerli olur. Hardy eşitsizliği tekrar uygulandığında 

𝐼 ≤ 𝑐 (∑∫(𝜑𝑗
𝑞)
∗
(𝑡)𝑡

𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

𝑚

𝑗=1

)

1/𝑞

≤ 𝑐(∑∫(𝜑𝑗
∗)
𝑞
(𝑡)𝑡

𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

𝑚

𝑗=1

)

1/𝑞

 

≤ 𝑐 (∑∫(𝜑𝑗
∗∗)

𝑞
(𝑡)𝑡

𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

𝑚

𝑗=1

)

1/𝑞

= 𝑐 (∑‖𝜑𝑗‖𝑝𝑞,𝑤
𝑞

𝑚

𝑗=1

)

1/𝑞

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.8 Teorem. 

2 < 𝑝 < ∞ ve 𝑞 ≥ 2 olsun. 𝜑𝑗 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞

 , {𝜑𝑗(𝑥)}𝑗=1
𝑚

fonksiyonlarının keyfi bir sistemi için 
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‖(∑𝜑𝑗
2

𝑚

𝑗=1

)

1/2

‖

𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐 (∑‖𝜑𝑗‖𝑝𝑞,,𝑤
2

𝑚

𝑗=1

)

1/2

 

eşitsizliği 𝜑𝑗 ve 𝑚’den bağımsız bir 𝑐 sabiti ile sağlanır. 

İspat. 

Ağırlıklı Lorentz normu tanımından 

𝐼 ≔ ‖(∑𝜑𝑗
2

𝑚

𝑗=1

)

1/2

‖

𝑝𝑞,𝑤

=

(

 ∫ (((∑𝜑𝑗
2

𝑚

𝑗=1

)

1/2

)

∗∗

(𝑡))

𝑞

𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇
)

 

1/𝑞

 

olur. Teoremin koşulları altında 𝐿𝑤

𝑝

2

𝑞

2 normlu uzay olur. Bunu dikkate alarak ve Hardy 

eşitsizliğini kullanarak 

𝐼 ≤ 𝑐

(

 ∫ (((∑𝜑𝑗
2

𝑚

𝑗=1

)

1/2

)

∗

(𝑡))

𝑞

𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇
)

 

1/𝑞

 

= 𝑐(∫ ((∑𝜑𝑗
2

𝑚

𝑗=1

)

∗

(𝑡))

𝑞/2

𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

)

1/𝑞

 

≤ 𝑐 (∑∫ ((𝜑𝑗
2)
∗∗
(𝑡))

𝑞/2

𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

𝑚

𝑗=1

)

2
𝑞
 
1
2

 

elde ederiz. Toplamın içinde bir kez daha Hardy eşitsizliğini kullanırsak 

𝐼 ≤ 𝑐 (∑∫ ((𝜑𝑗
2)
∗
(𝑡))

𝑞/2

𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

𝑚

𝑗=1

)

2
𝑞
 
1
2

 

≤ 𝑐 (∑∫(𝜑𝑗
∗(𝑡))

𝑞
𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

𝑚

𝑗=1

)

2
𝑞
 
1
2

 

≤ 𝑐 (∑∫(𝜑𝑗
∗∗(𝑡))

𝑞
𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

𝑚

𝑗=1

)

2
𝑞
 
1
2
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≤ 𝑐

(

 
 
∑(∫(𝜑𝑗

∗∗(𝑡))
𝑞
𝑡
𝑞
𝑝
−1
𝑑𝑡

𝑇

)

2
𝑞𝑚

𝑗=1

)

 
 

1
2

 

≤ 𝑐 (∑‖𝜑𝑗‖𝑝𝑞,𝑤
2

𝑚

𝑗=1

)

1/2

 

elde ederiz ve ispat tamamlanmış olur. 

4.9 Teorem. 

1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ , 𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇) ve  𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇) olsun. 𝑓’nin Fourier katsayıları 𝑎𝑘 ve 𝑏𝑘 ve   

𝐵𝑘,𝜇(𝑥) = 𝑎𝑘 cos (𝑘 + 𝜇
𝜋

2
) 𝑥 + 𝑏𝑘 sin (𝑘 + 𝜇

𝜋

2
) 𝑥   

olmak üzere 

‖ ∑ 𝑘𝜇𝐵𝑘,𝜇

2𝑖+1

𝑘=2𝑖+1

‖

𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐2𝑖𝜇𝐸2𝑖(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 

 

eşitsizliği 𝑓 ve 𝑖’den bağımsız bir c sabiti ile sağlanır. 

İspat. 

𝜏𝑗,𝜇(𝑥) ≔∑𝐵𝑘,𝜇(𝑥)

𝑗

𝑘=1

 

tanımlamasını yapalım. İyi bilinen Abel dönüşümünü kullanarak 

∑ 𝑘𝜇𝐵𝑘,𝜇(𝑥) =

2𝑖+1

𝑛=2𝑖+1

∑ [𝑘𝜇 − (𝑘 + 1)𝜇] (𝜏𝑘,𝜇(𝑥) − 𝜏2𝑖,𝜇(𝑥))

2𝑖+1

𝑛=2𝑖+1

+ 2𝑖+1 (𝜏2𝑖+1,𝜇(𝑥) − 𝜏2𝑖,𝜇(𝑥)) 

elde ederiz. 4.4 Teorem yardımıyla 

‖ ∑ 𝑘𝜇𝐵𝑘,𝜇

2𝑖+1

𝑘=2𝑖+1

‖

𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐 ∑ [(𝑘 + 1)𝜇 − 𝑘𝜇]𝐸2𝑖(𝑓)𝐿𝑤
𝑝𝑞

2𝑖+1

𝑛=2𝑖+1

+ 𝑐2𝑖𝜇𝐸2𝑖(𝑓)𝑝𝑞,𝑤     

≤ 𝑐2𝑖𝜇𝐸2𝑖(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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Ağırlıklı Lorentz uzayında iyileştirilmiş ters teorem aşağıdaki gibi ifade ve ispat edilir. 

4.10 Teorem. 

1 < 𝑝 < ∞  ve 1 < 𝑞 ≤ 2 veya 𝑝 > 2 ve 𝑞 ≥ 2 olsun. Bu durumda, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇), 

𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇) ve 𝛾 = 𝑚𝑖𝑛(𝑞, 2) olmak üzere 

𝛺𝑙 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

≤
𝑐

𝑛2𝑙
(∑𝑘2𝑙𝛾−1𝐸𝑘−1

𝛾

𝑛

𝑘=1

(𝑓)𝑝𝑞,𝑤)

1/𝛾

 

eşitsizliği pozitif bir c sabiti ile sağlanır. 

İspat. 

2𝑚 < 𝑛 ≤ 2𝑚+1 ve 𝛿 =
1

𝑛
 olsun. Bu durumda 

𝛺𝑙(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≤ 𝛺𝑙 ((𝑓 − 𝑆2𝑚+1(𝑓)), 𝛿)
𝑝𝑞,𝑤

+ 𝛺𝑙(𝑆2𝑚+1 , 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 

eşitsizliği geçerlidir. 𝐿𝑤
𝑝𝑞

’de 𝜎ℎ ortalama operatörünün düzgün sınırlılığı kullanılarak 

𝛺𝑙 ((𝑓 − 𝑆2𝑚+1(𝑓)), 𝛿)
𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐‖𝑓 − 𝑆2𝑚+1‖𝑝𝑞,𝑤 ≤ 𝑐𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 

elde edilir. 4.6 Teorem’e göre 

𝛺𝑙(𝑆2𝑚+1 , 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≤ 𝑐𝛿2𝑙 ‖𝑆
2𝑚+1
(2𝑙)

‖
𝑝𝑞,𝑤

 

yazılabilir. Bu durumda 

𝛺𝑙(𝑆2𝑚+1 , 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≤ 𝑐𝛿
2𝑙 {‖𝑆1

(2𝑙)
− 𝑆0

(2𝑙)
‖
𝑝𝑞,𝑤

+ ‖∑[𝑆
2𝑖+1
(2𝑙)

− 𝑆
2𝑖
(2𝑙)
]

𝑚

𝑖=0

‖

𝑝𝑞,𝑤

} 

eşitsizliği elde edilir. Eşitsizliğin sağ tarafındaki ilk terim için 

‖𝑆1
(2𝑙) − 𝑆0

(2𝑙)‖
𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐(|𝑎1| + |𝑏1|) ≤ 𝑐𝐸0(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 

elde ederiz. İkinci terime 4.5 Teorem’i uygularsak 

‖∑[𝑆
2𝑖+1
(2𝑙)

− 𝑆
2𝑖
(2𝑙)
]

𝑚

𝑖=0

‖

𝑝𝑞,𝑤

= ‖∑ ∑ 𝑘2𝑙𝐵𝑘,2𝑙(𝑥)

2𝑖+1

𝑘=2𝑖+1

𝑚

𝑖=0

‖

𝑝𝑞,𝑤
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≤ 𝑐 ‖‖(∑| ∑ 𝑘2𝑙𝐵𝑘,2𝑙(𝑥)

2𝑖+1

𝑘=2𝑖+1

|

2
𝑚

𝑖=0

)

1/2

‖‖

𝑝𝑞,𝑤

 

buluruz. 4.7 Teorem ve 4.8 Teorem yardımıyla 

‖∑[𝑆
2𝑖+1
(2𝑙)

− 𝑆
2𝑖
(2𝑙)
]

𝑚

𝑖=0

‖

𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐(∑‖ ∑ 𝑘2𝑙𝐵𝑘,2𝑙(𝑥)

2𝑖+1

𝑘=2𝑖+1

‖

𝑝𝑞,𝑤

𝛾
𝑚

𝑖=1

)

1/𝛾

 

sonucunu elde ederiz. Burada 𝛾 = 𝑚𝑖𝑛(𝑞, 2) dir. 4.9 Teorem ile 

‖∑[𝑆
2𝑖+1
(2𝑙)

− 𝑆
2𝑖
(2𝑙)
]

𝑚

𝑖=0

‖

𝑝𝑞,𝑤

≤ 𝑐 (∑22𝛾𝑙𝑖
𝑚

𝑖=1

𝐸
2𝑖
𝛾
(𝑓)𝑝𝑞,𝑤)

1/𝛾

 

bulunur. Böylece elde edilen bütün eşitsizlikler birlikte düşünüldüğünde 

Ω𝑙(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≤  𝑐𝛿2𝑙 [𝐸0(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 + 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 + (∑22𝛾𝑙𝑖
𝑚

𝑖=1

𝐸
2𝑖
𝛾
(𝑓)𝑝𝑞,𝑤)

1/𝛾

] 

sonucuna ulaşırız. 𝐸𝑘(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 monoton azalan olduğundan 

Ω𝑙(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≤ 
𝑐

𝑛2𝑙
(∑𝑘2𝑙𝛾−1
𝑚

𝑖=1

𝐸𝑘−1
𝛾
(𝑓)𝑝𝑞,𝑤)

1/𝛾

 

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Bu teorem trigonometrik yaklaşım teorisinde iyileştirilmiş ters teorem olarak bilinir. Özel 

olarak 𝛾 = 1 alındığında aşağıdaki klasik ters teorem elde edilir: 

 𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇), 𝑤 ∈  𝐴𝑝(T) ve 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ olsun. 𝑛 ∈ ℕ  için  

𝛺𝑟 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

≲
1

𝑛2𝑟
∑(𝑘 + 1)2𝑟−1𝐸𝑘

𝑛

𝑘=0

(𝑓)𝑝𝑞,𝑤          ,    𝑟 ∈ ℕ 

yalnızca 𝑟, 𝑝, 𝑞’ya bağlı bir sabit ile sağlanır.  

Ağırlıklı Lorentz uzaylarında ispat süreçlerini verdiğimiz düz ve ters yaklaşım teoremleri 

birlikte düşünülerek Marchaud tipi eşitsizlik olarak bilinen aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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4.11 Sonuç. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇), 𝑤 ∈  𝐴𝑝(T) ve 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ olsun. Bu durumda 𝑟 ∈ ℕ için, 

Ω𝑟(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝛿2𝑟∫
Ω𝑟+1(𝑓, 𝑢)𝑝𝑞,𝑤

𝑢2𝑟

1

𝛿

𝑑𝑢

𝑢
,    0 < 𝛿 < 1 ,     

değerlendirmesi geçerlidir. 

Yine düz ve ters teoremlerin sonucu olarak 4.12 Sonuç elde edilir. 

4.12 Sonuç. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇), 𝑤 ∈  𝐴𝑝(T) ve 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ olsun. Eğer bir 𝛼 > 0 için 

𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝑛
−𝛼,           𝑛 ∈ ℕ       

ise, verilen bir 𝑟 ∈ ℕ için 

Ω𝑟(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≲  

{
 

 
𝛿𝛼                       , 𝑟 > 𝛼/2

𝛿2𝑟 log
1

𝛿
          , 𝑟 = 𝛼/2

           𝛿2𝑟                      , 𝑟 < 𝛼/2           

 

değerlendirmeleri sağlanır. 

Ağırlıklı Lorentz uzaylarında genelleştirilmiş Lipschitz sınıfı  

𝐿𝑖𝑝(𝛼, 𝑝𝑞, 𝑤) ≔ {𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞: Ω𝑘(𝑓, 𝛿)𝑝𝑞,𝑤 ≤ 𝛿𝛼,     𝛿 > 0} 

biçiminde tanımlanır. Burada 𝛼 > 0, 𝑘 ≔ [
𝛼

2
] + 1 dir. 

3.4 Teorem ve 4.12 Sonuç birlikte düşünüldüğünde 𝐿𝑖𝑝(𝛼, 𝑝𝑞, 𝑤) Lipschitz sınıflarının 

aşağıdaki yapısal karakterizasyonunu elde ederiz. 

4.13 Sonuç. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞(𝑇), 𝑤 ∈  𝐴𝑝(T), 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 𝛼 > 0 olsun. Aşağıdaki iddialar birbirine 

denktir. 

(𝑖) 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝛼, 𝐿𝑤
𝑝𝑞)          (𝑖𝑖) 𝐸𝑛(𝑓)𝐿𝑤

𝑝𝑞 ≲ 𝑛−𝛼,           𝑛 ∈ ℕ      
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5. AĞIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA EŞ ZAMANLI 

YAKLAŞIM TEOREMLERİ  

Yaklaşım teorisinde eş zamanlı yaklaşım teoremlerinde, incelenen fonksiyon uzayından 

olan fonksiyonların türevlerine, trigonometrik polinomların türevleriyle yaklaşım 

problemleri incelenir. 𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  ve yaklaşan trigonometrik polinom olarak 𝑆𝑛 alındığında 

aşağıdaki eş zamanlı yaklaşım teoremleri elde edilmiştir [1, 21, 22].  

5.1 Teorem. 

𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇), 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 𝑟, 𝑘, 𝑛 ∈  ℕ olsun. Her 𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  ve 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 için, 

‖𝑓(𝑘) − 𝑆𝑛
(𝑘)‖

𝑝𝑞,𝑤
≲

1

𝑛𝑟−𝑘
𝐸𝑛(𝑓

(𝑟))
𝑝𝑞,𝑤

 

eşitsizliği yalnızca 𝑟, 𝑝, 𝑞’ya bağlı pozitif bir sabit ile sağlanır. 

İspat. 

𝑞, 𝑡∗ ∈  𝒯𝑛 ve 𝐸𝑛(𝑓
(𝑘))

𝑝𝑞,𝑤
= ‖𝑓(𝑘) − 𝑞‖

𝐿𝑤
𝑝𝑞 ,  𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 = ‖𝑓 − 𝑡∗‖𝑝𝑞,𝑤 olsun. Bu 

durumda (𝑆𝑛(𝑓, . ))
(𝑘)
= 𝑆𝑛(𝑓

(𝑘), . ) olduğunu dikkate alarak, 

‖𝑓(𝑘) − 𝑆𝑛
(𝑘)‖

𝑝𝑞,𝑤
≤ ‖𝑓(𝑘) − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑘), . ) ‖
𝑝𝑞,𝑤

+ ‖𝑆𝑛
(𝑘) − (𝑡𝑛

∗)(𝑘)‖
𝑝𝑞,𝑤

 

                 ≤ ‖𝑓(𝑘) − 𝑞‖
𝑝𝑞,𝑤

+ ‖𝑞 − 𝑆𝑛(𝑓
(𝑘), . )‖

𝑝𝑞,𝑤
+ ‖(𝑆𝑛(𝑓, . ) − 𝑡𝑛

∗)(𝑘)‖
𝑝𝑞,𝑤

 

                 ≲ 𝐸𝑛(𝑓
(𝑘))

𝑝𝑞,𝑤
+ ‖𝑆𝑛(𝑞 − 𝑓

(𝑘), . )‖
𝑝𝑞,𝑤

+ 𝑛𝑘‖𝑆𝑛(𝑓, . ) − 𝑡𝑛
∗‖𝑝𝑞,𝑤 

                 ≲ 𝐸𝑛(𝑓
(𝑘))

𝑝𝑞,𝑤
+ 𝑛𝑘‖𝑆𝑛(𝑓, . ) − 𝑆𝑛(𝑡𝑛

∗ , . )‖𝑝𝑞,𝑤 

                 ≲ 𝑛𝑘−𝑟𝐸𝑛(𝑓
(𝑟))

𝑝𝑞,𝑤
+ 𝑛𝑘𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝑛

𝑘−𝑟𝐸𝑛(𝑓
(𝑟))

𝑝𝑞,𝑤
 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

5.2 Teorem.  

𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇), 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 𝑟, 𝑘, 𝑙 ∈  ℕ olsun. Her 𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  ve 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 için, 

‖𝑓(𝑘) − 𝑆𝑛
(𝑘)‖

𝑝𝑞,𝑤
≲

1

𝑛𝑟−𝑘
Ω𝑙 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

 

eşitsizliği yalnızca 𝑟, 𝑝, 𝑞’ya bağlı pozitif bir sabit ile sağlanır. 
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İspat.  

𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  için 𝑓(𝑘) ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤

𝑟−𝑘 olur. (𝑆𝑛(𝑓, . ))
(𝑘)
= 𝑆𝑛(𝑓

(𝑘), . ) eşitliğini, 3.2 Sonuç ve 3.4 

Teorem’i kullanarak 

‖𝑓(𝑘) − 𝑆𝑛
(𝑘)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
≲ ‖𝑓(𝑘) − 𝑆𝑛(𝑓

(𝑘))‖
𝑝𝑞,𝑤

≲
1

𝑛𝑟−𝑘
Ω𝑙 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

 

elde ederiz ve ispat tamamlanır. 

𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  ve yaklaşan trigonometrik polinom olarak 𝑉𝑛 alındığında ise aşağıdaki eş 

zamanlı yaklaşım teoremleri elde edilmiştir. 

Öncelikle [17, Teorem 2.1] in ispat yöntemi ve 3.4 Teorem kullanılarak aşağıdaki 

yardımcı teorem ispatlanabilir. 

5.3 Teorem. 

𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇), 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 𝑙 ∈  ℕ olsun. Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  ve 𝑟 = 0,1,2, … 

için, 

‖𝑓 − 𝑉𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≤
𝑐

(𝑛 + 1)𝑟
Ω𝑙 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛 + 1
)
𝑝𝑞,𝑤

 

eşitsizliği 𝑛’den bağımsız bir 𝑐 > 0 bir sabiti ile sağlanır. 

5.4 Teorem. 

𝑤 ∈  𝐴𝑝(𝑇), 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 𝑟, 𝑘, 𝑙 ∈  ℕ olsun. Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞,𝑤
𝑟  ve  

0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 için, 

‖𝑓(𝑘) − 𝑉𝑛
(𝑘)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
≲

1

𝑛𝑟−𝑘
Ω𝑙 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

 

eşitsizliği 𝑛’den bağımsız pozitif bir sabit ile sağlanır.  

İspat. 

𝑓 ∈ 𝑊𝑝𝑞
𝑟  ve 𝑇𝑛

∗ ∈  𝒯𝑛 (𝑛 = 0,1,2, … ) 𝑓’ye en iyi yaklaşım polinomu olsun. 

Normun özelliklerine göre 

‖𝑓(𝑘) − 𝑉𝑛
(𝑘)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
≤ ‖𝑓(𝑘) − (𝑇𝑛

∗)(𝑘)‖
𝑝𝑞,𝑤

+ ‖(𝑇𝑛
∗)(𝑘) − 𝑉𝑛

(𝑘)(𝑓)‖
𝑝𝑞,𝑤
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eşitsizliği sağlanır. 5.1 Teorem ve 3.4 Teorem ile 

‖𝑓(𝑘) − (𝑇𝑛
∗)(𝑘)‖

𝑝𝑞,𝑤
≼

1

𝑛𝑟−𝑘
𝐸𝑛(𝑓

(𝑟))
𝑝𝑞,𝑤

≼
1

𝑛𝑟−𝑘
Ω𝑙 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

                        

elde edilir. 5.3 Teorem,  4.1 Teorem ve 3.5 Teorem’den 

‖(𝑇𝑛
∗)(𝑘) − 𝑉𝑛

(𝑘)(𝑓)‖
𝑝𝑞,𝑤

≼ 𝑛𝑘{‖𝑉𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑝𝑞,𝑤 + ‖𝑓 − 𝑇𝑛
∗‖𝑝𝑞,𝑤} 

≼ 𝑛𝑘 {
1

𝑛𝑟
Ω𝑙 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

+ 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 } 

                                       ≼
1

𝑛𝑟−𝑘
Ω𝑙 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

                         

bulunur ve sonuç olarak  

‖𝑓(𝑘) − (𝑉𝑛)
(𝑘)‖ ≼

1

𝑛𝑟−𝑘
Ω𝑙 (𝑓

(𝑟),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

 

eşitsizliği ispatlanmış olur. 

5.5 Teorem. 

 𝑤𝜖𝐴𝑝(𝑇), 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞  ve 𝑙𝜖ℕ olsun. Her 𝑓 ∈ 𝐿𝑤
𝑝𝑞 için 

𝑐1Ω𝑙 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

≤ (𝑛−2𝑙‖𝑉𝑛
(2𝑙)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
+ ‖𝑓 − 𝑉𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤) ≤ 𝑐2𝛺𝑙 (𝑓,

1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

  

eşitsizlikleri n’den bağımsız 𝑐1ve  𝑐2 sabitleri ile sağlanır. Aynı koşullar altında 

𝑐3𝛺𝑙 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

≤ (𝑛−2𝑙‖𝑆𝑛
(2𝑙)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
+ ‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤) ≤ 𝑐4𝛺𝑙 (𝑓,

1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

 

              

eşitsizlikleri de n’den bağımsız 𝑐3ve  𝑐4 sabitleri ile sağlanır. 

İspat. 

[1] nolu kaynakta Lemma 1 in ispatında benzeri kullanılan                                

𝛺𝑙 (𝑉𝑛(𝑓),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

≲ 𝑛−2𝑙‖𝑉𝑛
(2𝑙)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
 

eşitsizliği ve  𝛺𝑝𝑞,𝑤
𝑙 (𝑓,

1

𝑛
) düzgünlük modülünün özellikleri yardımıyla    

𝛺𝑙 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

≤ (𝛺𝑙 (𝑓 − 𝑉𝑛(𝑓),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

+ 𝛺𝑙 (𝑉𝑛(𝑓),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

) 

                                               ≲ (‖𝑓 − 𝑉𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 + 𝑛
−2𝑙‖𝑉𝑛

(2𝑙)(𝑓)‖
𝑝𝑞,𝑤

)                         

elde edilir. Şimdi Ω𝑙(𝑓, . )𝑝𝑞,𝑤 düzgünlük modülünü alttan değerlendirelim. 3.3 Teorem ve 

3.4 Teorem ile 
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                                   𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝛺𝑙 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

,                                        

                                  𝑛−2𝑙‖𝑉𝑛
(2𝑙)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
≲ 𝛺𝑙 (𝑓,

1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

,                                  

eşitsizliklerine sahibiz. 𝑇𝑛
∗ ∈ 𝒯𝑛  , 𝐿𝑤

𝑝𝑞(𝑇) ‘de 𝑓’ye en iyi yaklaşım polinomu olsun. Yani, 

‖𝑓 − 𝑇𝑛
∗‖
𝐿𝑤
𝑝𝑞 = 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤.     

Böylece 

‖𝑓 − 𝑉𝑛(𝑓)‖𝐿𝑤
𝑝𝑞 ≤ ‖𝑓 − 𝑇𝑛

∗‖𝑝𝑞,𝑤 + ‖𝑇𝑛
∗ − 𝑉𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 

                      ≲ 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 + ‖𝑉𝑛(𝑇𝑛
∗ − 𝑓, . )‖𝐿𝑤

𝑝𝑞 ≲ 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤                       

eşitsizlikleri yazılabilir. Dolayısıyla 

                    𝑛−2𝑙‖𝑉𝑛
(2𝑙)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
+ ‖𝑓 − 𝑉𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ (𝛺𝑙 (𝑓,

1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

+ 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤) 

                                                                          ≲ 𝛺𝑙 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

                    

elde edilir ve teoremdeki birinci değerlendirme ispatlanmış olur. 

Şimdi ikinci değerlendirmedeki eşitsizlikleri ispatlayalım. Yine [1] nolu kaynakta Lemma 

1’in ispatında benzeri kullanılan                                                              

𝛺𝑙 (𝑆𝑛(𝑓),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

≲ 𝑛−2𝑙‖𝑆𝑛
(2𝑙)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
  

eşitsizliği ve 𝛺𝑝𝑞,𝑤
𝑙 (𝑓,

1

𝑛
) düzgünlük modülünün özellikleri kullanılarak,    

𝛺𝑙 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

≤ (𝛺𝑙 (𝑓−𝑆𝑛(𝑓),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

+ 𝛺𝑙 (𝑆𝑛(𝑓),
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

) 

         ≲ (‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 + 𝑛
−2𝑙‖𝑆𝑛

(2𝑙)(𝑓)‖
𝑝𝑞,𝑤

)      

elde edilir. Şimdi 𝛺𝑝𝑞,𝑤
𝑙 (𝑓, . ) düzgünlük modülünü alttan değerlendirelim. 

                                         𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝛺𝑙 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

                                                         

                              𝑛−2𝑙‖𝑆𝑛
(2𝑙)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
≲ 𝛺𝑙 (𝑓,

1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

                     

 eşitsizlikleri sağlanır.   

 𝑇𝑛
∗ ∈ 𝒯𝑛,  𝐿𝑤

𝑝𝑞(𝑇) ‘de 𝑓’ye en iyi yaklaşım polinomu olsun. Yani, 
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‖𝑓 − 𝑇𝑛
∗‖
𝐿𝑤
𝑝𝑞 = 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤. 

Böylece 

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≤ ‖𝑓 − 𝑇𝑛
∗‖𝑝𝑞,𝑤 + ‖𝑇𝑛

∗ − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 

                 ≲ 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤 + ‖𝑆𝑛(𝑇𝑛
∗ − 𝑓, . )‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤                

eşitsizliklerini yazabiliriz. Dolayısıyla 

𝑛−2𝑙‖𝑆𝑛
(2𝑙)(𝑓)‖

𝑝𝑞,𝑤
+ ‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝑝𝑞,𝑤 ≲ (𝛺𝑙 (𝑓,

1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

+ 𝐸𝑛(𝑓)𝑝𝑞,𝑤)      

≲ 𝛺𝑙 (𝑓,
1

𝑛
)
𝑝𝑞,𝑤

  

elde edilir ve Teorem ispatlanmış olur. 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada, ağırlıklı Lorentz uzaylarından olan fonksiyonlara bu fonksiyonların Fourier 

serisinin kısmi toplamları ve Poussin ortalamalarıyla yaklaşım problemi incelenmiştir. 

5. bölümde ağırlıklı Lorentz uzaylarında ispatlanan eş zamanlı trigonometrik yaklaşım 

teoremleri ağırlıklı değişken üslü Lebesgue uzaylarında da ispatlanabilir. 
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