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OZET

BERGMAN ORTOGONAL POLINOMLARINA GORE FOURIER SERILERININ
MAKSIMAL YAKINSAKLIGI
YUKSEK LiSANS TEZI
SELVER SAYIN AYDIN
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MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC.DR. BURCIN OKTAY YONET)

BALIKESIR, OCAK - 2024

Bu ¢alismanin amaci; Bergman uzaylarinda bir fonksiyonun, bolgenin Bergman ortogonal
polinomlarina gore insa edilen Fourier serisinin yakinsaklik ve maksimal yakinsaklik
Ozelliklerini arastirmaktir. Tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; yaklasim teorisinde arastirilan problemler ve yaklagim teorisinin gelisimi
hakkinda bilgi verilmistir.Ikinci béliimde; bu ¢alismada kullandigimiz temel tanim ve
teoremler genel hatlariyla verilmis, baz1 érneklendirmeler yapilmistir. Ugiincii boliimde;
Bergman uzay1 tanimi ve bu uzayda tanimli i¢ ¢arpima gére bazi lemma ve teoremler
verilmigtir. Dordiincii boliimde; Bergman ortogonal polinomlart tanitilmis, Hilbert ve
Bergman uzaylarinda ortonormal sistemlere gore acgilimlar incelenmistir.Besinci boliimde;
once kompleks diizlemde cebirsel polinomlarla yaklasimin miimkiinliigiinii ifade eden klasik
teoremler incelenmis, sonra da Fourier serilerinin, bolgenin ortonormal polinomlarina gore
yakinsaklig1 arastirilmis, ¢esitli bolge durumlarinda yaklasim hizinin degerlendirildigi bazi
teoremlere yer verilmistir.Altinc1 bdliimde; dnce polinomun kapali bolgedeki maksimal
degerine gore daha genis bolgedeki artis hizini ifade eden Bernstein & Walsh lemmasi
verilmistir. Son olarak kanonik bdlgede analitik olan bir f fonksiyonunun, bdlgenin
ortonormal polinomlarina gore insa edilen Fourier serisinin maksimal yakinsakligi bolgenin
kapanist durumunda Walsh’un teoreminde ve kanonik bolgenin kapanigt durumunda
Suetin’in teoreminde incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bergman uzaylar1, Bergman ortogonal polinomlari, Fourier
serileri, maksimal yakinsaklik, yakinsaklik hizi
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ABSTRACT

MAXIMAL CONVERGENCE OF FOURIER SERIES ACCORDING TO
BERGMAN ORTHOGONAL POLYNOMIALS
MSC THESIS
SELVER SAYIN AYDIN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. BURCIN OKTAY YONET )
BALIKESIR, JANUARY - 2024

The aim of the thesis, is to search properties of the convergence and maximal convergence
of the Fourier series of a function in the Bergman spaces, which is constructed with the
Bergman orthogonal polynomials of the domain. The thesis consists of six chapters.

In the first chapter, the knowledge about the problems and the developments of the
approximation theory are given. In the second chapter, the fundamental definitions and
theorems and some examples are included. In the third chapter, the definition of Bergman
space and some lemmas and theorems according to the inner product of this space are given.
In the fourth chapter, the Bergman orthogonal polynomials are introduced and the
expansions to the ON systems in a Hilbert space and the Bergman space are investigated. In
the fifth chapter, firstly the classical theorems expressing the possibility of approximation
with algebraic polynomials in the complex plane are examined, and then the convergence of
Fourier series with respect to the orthonormal polynomials of the domain is investigated,
some theorems in which the rate of convergence is estimated in the case of some domains
are given. In the sixth chapter, firstly Bernstein & Walsh lemma on the rate of growth of
polynomials on a larger domain via to the maximal value of their in the closed domain are
given. Finally, the maximal convergence of Fourier series of an analytic function f in the
canonical domain, constructed with orthonormal polynomials of the domain is examined in
the Walsh's theorem in case of closure of the region and in the Suetin's theorem in case of
closure of the canonical region.

KEYWORDS: Bergman spaces, Bergman orthogonal polynomials, Fourier series, maximal
convergence, rate of convergence
Science Code / Codes : 20404 Page Number : 40
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SEMBOL LISTESI

T oo O

E,(6)
Eo(Fy

NN HE

I'p
Gr
L,(I)
L,(G)
P,(2)

: Kompleks diizlem

: Kompleks diizlemde birim disk

. D nin kapanisi

: D nin tiimleyeni

. G iizerinde Smirnov uzay1

: E,(G) uzayinda polinomlarla en iyi yaklasim sayis1
: Reel ya da kompleks degerli skaler sayilar kiimesi

- Basit baglantil1 bolge

: G nin kapanisi

: G nin tiimleyeni

: Sonlu uzunluklu egri

: R>1 olmak tizere seviye egrileri

: R>1 olmak tizere fonksiyonun analitik olabilecegi en genis bolge
: I lizerinde Lebesgue uzay1

: Bergman uzayi

: n. dereceden polinom

: Reel sayilar kiimesi
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1. GIRIS

Yaklagim teorisinde belirli 6zelliklere sahip fonksiyon uzaylarinin elemanlarina, bu uzayin
bir alt uzayinda olup daha iyi 6zelliklere sahip olan fonksiyonlarla yaklagim problemleri
incelenir. Bu problemler incelenirken iki 6nemli kavram olan en iyi yaklasan polinom ve en
1yl yaklagim sayist kullanilir. Bu tez caligmasinda yaklasan polinomlar olarak Bergman
uzayindan olan bir fonksiyonun, G bolgesinin Bergman ortogonal polinomlarina gore ifade

edilen Fourier serisinin kismi toplami alinir.

Literatiirde, belli sinir 6zelliklere sahip bolgelerin ortonormal polinomlarina gére Fourier
serileriyle yakinsakliklar ile ilgili baz1 sonug¢lar mevcuttur: Pritsker [1]‘de G’nin pargali
analitik egri ile smirli bolgeler durumunda, Abdullayev ve Kiigiikaslan da [2]" deki
calismalarinda kvazikonform egriyle sinirli bdlgeler durumunda bolgenin ortonormal

polinomlariyla inga edilen Fourier serileriyle yakinsaklik hizlarini arastirmislardir.

R>1, f’in Gy iginde analitik olabilecegi en biiyiik say1 olmak tizere, f fonksiyonunun G’nin
ortonormal polinomlarina gére Fourier serisinin yakinsakligint Walsh, Fourier serilerinin
“maksimal yakinsaklig1” olarak adlandirmistir [3]. Literatiirde maksimal yakinsaklik {izerine
yapilan ¢alismalar incelendiginde ilk olarak Bernstein ve Walsh’un derecesi en fazla n olan
polinomlarin maksimal yakinsaklig1 iizerine ¢alismalar1 goriilmektedir [4]. Bernstein ve
Walsh, f fonksiyonunun Gz, R>1, kanonik bélgesinde analitik olmasi durumunda
polinomlarla yaklagimin diiz ve ters teoremlerini aragtirmislardir. Suetin [5] de G nin regiiler
analitik egri ile sinirli bolge olmasi durumunda boélgenin ortonormal polinomlarina gore
Fourier serileriyle maksimal yakinsaklik iizerine sonuglar elde etmistir. Bu s6z konusu
L,(G)’deki i¢ ¢arpima gore ortonormal olan polinomlar giiniimiizde pek ¢ok makalede

Bergman ortogonal polinomlari olarak adlandirilmaktadir ([6], [7]).

Bu tez ¢alismasinda bir Hilbert uzayi olan L, (G) Bergman uzaylari, Bergman uzaylarindaki
ON (ortonormal) agilimlar, Bergman ortogonal polinomlarinin 6zellikleri arastirilmis ve bu
polinomlarla insa edilen Fourier serilerinin yaklasimi {izerine yapilan c¢aligmalar

derlenmistir.



2. ON BILGILER

2.1 Temel Tamimlar ve Ornekler

2.1.1 Tanim: X bir vektdr uzayi olsun.

[.]]: X -R

X — [l

fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa buna X uzayi lizerinde bir norm denir.
I.  HerxeX igin |[X||=0

n. - |IX||1=0 & x=0x«
m. Herx € X ve her a€F i¢in ||ax||=|e|.||X||

iv.  Herx,y € X igin||x+y || <]l + [yl

2.1.2 Tanim: Uzerinde bir norm tanimlanmis olan vektdr uzayma normlu uzay denir. [8]

2.1.3 Tanim: Eger bir X normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ve limiti de yine X

uzayina ait ise X normlu uzayina bir Banach uzay: denir.

2.1.4 Tanim: X bir vektor uzay1 olsun. Bir

@: XxX—TF

(x,y) = o(x,y) =(x,y)

fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu fonksiyona X uzayi {izerinde bir i¢ ¢arpim

denir:

I.  Herx,y €X icin (x,y) = (y,x)
Il.  Herxe€X igin (x,x) >0
(x,x)=0 = x = 0«
[1l.  Herx,y € X ve her aeF igin (ax,y) = a{x,y)
IV. Herx,y,z€ X i¢in(x + y,z) = (x, 2)+(y, z)

Uzerinde bir i¢ ¢arpim tanimlanmis olan X vektdr uzayma bir i¢ ¢arpim uzayr denir.[1,

5.276]



2.1.5 Tamim: H bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger H uzay1
llx]l = {x, x)/?

normuna gore bir Banach uzay1 ise bu uzaya bir Hilbert uzay: denir.

2.1.6 Tamm: x ve y iki vektor olsun. Eger (x,y)=0 ise x ve y vektorleri ortogonaldir denir

ve x 1y ile gosterilir.[1, 5.282]

2.1.7 Tammm: Bir i¢ ¢arpim uzayindaki vektorler kiimesi S olsun. Eger S’nin birbirinden
farkli herhangi iki vektorii ortogonal ise S’ye bir ortogonal kiime denir.

Birim vektorlerden olusan ortogonal bir kiimeye ortonormal kiime denir. [1, 5.282]

2.1.8 Tamim: H bir Hilbert uzay1 ( ya da sadece i¢ ¢arpimi olan bir vektor uzay1) olsun. Eger

H’nin bir S alt kiimesi

1, u=v
0, u+v

(wv) = {

u,veES

kosulunu sagliyorsa S’ye H’de bir ON (ortonormal) sistemdir denir.

2.1.9 Ornek: L,[0, 2],

2T
(ﬁw=]f&m&mx
0

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

Bu uzayda L,- standart normu

2

2T
|mb=ﬂﬂﬂ=_ﬂﬂwﬁm
0

olarak tanimlanir. Buradaki (f, g) i¢ ¢arpiminda



f(x) =e™ = cosnx +isinnx
ve
g(x) = e™"™* = cosmx — i sinmx

olarak alirsak
(f.9) = [, FeOgG) dx

2 . ..
= fO "(cosnx + isinnx)(cosmx — isinmx) dx

21

= f (cosnx cosmx — i sinmx cos nx + i sinnx cos mx + sinnx sinmx) dx
0

21
= f %[cos(n + m)x + cos(n — m)x + cos(n — m)x — cos(n + m)x] dx
0

= fozn cos(n —m)x dx

olur. Buradan

21
; i 0 n#m
elnxe mx dx — { )
2T, n=m
0

sonucuna ulasilir. Bu ise

e™ =cosnx+isinnx, n=0,  +1,+2,+3..

fonksiyonlarimin sayilabilir ailesinin L,[0,27] ‘nin bir ortogonal alt kiimesi oldugu anlamina

gelir. Bu nedenle
{Lei"":n =0,+1,+2,43 }
V2r ST

ailesi L,[0,2r] ‘deki ortonormal fonksiyonlar kiimesidir.

2.1.10 Tanmm: ay,a4,-,a, Ve by, b, birer karmagik say1 olsun.



m
1
P(x) = an + Z(an cosnx + b, sinnx) (2.1)

n=1
bi¢imindeki herhangi bir P periyodik fonksiyonuna bir trigonometrik polinom denir.
e* = cos x + isinx

‘ten

. einx _ e—inx einx + e—inx
sSinnx = ——— ve cosnx =

2i 2
sonucu ¢ikar ve dolayisiyla her trigonometrik P polinomu, uygun c, karmasik katsayilari
i¢in
m

P(x) = Z ¢ ein (2.2)
n=—m

biciminde de yazlabilir. Benzer sekilde, e'™ = cosnx +isinnx, cos(—nx) =

cosnx ve sin(—nx) = — sin nx, dzdesliklerini kullanarak, (2.2)’deki her P (x) ifadesinin

(2.1)‘deki gibi yazilabilecegini goriiyoruz. Boylece her P trigonometrik polinomunun iki

sekilde yazilabilecegini gosterdik:

m m
1 ;
P(x) = 7 4o + Z(an cosnx + b, sinnx) = z cpe'™
n=1 n=-m
Burada katsayilar
ag = 2¢o, a, = Cp — C_p, b, =i(c, —c_n)
ve
1 . 1 .
Co = anl Cn = E (an —iby), Cn= E (an +iby)

ozdeslikleriyle iliskilidir. Simdi, e™*™ fonksiyonuna sahip bir P trigonometrik polinomunun

i¢ carpimi alindiginda, ortogonallik 6zelliklerinden
. 2n
Cp = %f P(x)e™™dx, n=0,+1,+2,..,+m
0

sonucu cikar.



f € L;[0,2] olsun. O zaman |f(x)ei"x| < |f(x)| esitsizligi her n tamsayisi igin

f(x)e™ € L,[0,2r] oldugunu gosterir. Bu gdzlem bir sonraki tanimda kullanilacaktir.

2.1.11 Tammm : f € L,[0,2r] fonksiyonunun Fourier katsayilari, her n = 0,1, +2, ... i¢in
2T

c, = if f(x) e "™ dx

"2n
0

ile tanimlanan ...c_,,c_1, ¢y, C1, C3, ... karmagik sayilarinin ¢ift dizisinin terimleridir. f €

L,[0,2t] fonksiyonuna karsilik gelen Fourier serisi

oo

z C einx
n

n=-—0oo

bi¢imindedir.

{ei”x: n=0+1,+2, } fonksiyon kiimesinin ortogonal oldugunu ve
einx _ e—inx einx + e—inx
sinnx =———— Ve (cosnx =
20 2
Formiillerini  kullanarak, 5, COsX, sinx, cos 2x, sin2x, -+, cosnx, sinnx,---

fonksiyonlarinin L,[0,27] ‘de karsilikli olarak dik oldugunu goriiyoruz. Bu ortogonal
fonksiyonlar kiimesine gore, herhangi bir f € L,[0,21] fonksiyonunun Fourier serisi su
sekilde de yazilabilir:

o)

©o
. 1
Z cpet™ = o + Z(an cos nx + b, sinnx)

n=-—oo n=1

Burada ay, a, a,, ... Ve by, b,, ... katsayilari su sekilde verilir:

2
1
ag = 2¢ =Ej f(x)dx
0



2
1
A, =Cp+cC_p = Ef f(x) cosnxdx, ve
0

2
1
b, =i(c,—c_y) = Ef f(x) sinnx dx.
0

Bir fonksiyonun Fourier serisini siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 cinsinden ifade edersek

ag, aq,0ay, ... V€ by, by, ... Katsayilarina f’nin Fourier katsayilar: denir [8].

2.1.12 Tammm: Kompleks diizlemde birim ¢emberin bir homeomorfik doniisiim altindaki

goriintiisiine Jordan egrisi denir. [9]

2.1.13 Tammm: Kompleks diizlemde bir egri y:z(t) (a<t<b)vea=ty<t; <<

t, = b, [a, b] araligimn bir boliintiisii olsun. Eger

sup ) 2(t,) — 2(ty 1)l < o
u=1

Ise y egrisine sonlu uzunluklu egri denir [9].

2.1.14 Tammm: Bir C egrisi, p > 1 i¢in bir Jordan egrisi olsun. Eger C egrisi, bir
E <lz| < p] ‘da analitik ve bire-bir olacak sekilde bir @(§); & € T parametrizasyonuna

sahipse C egrisine analitik egri denir [9].

2.1.15 Tamm: y: z(t) (a <t < b) i¢in

zZ(t)=x'(t) +iy'(v)

tiirevi var ve siirekli ise y egrisi siirekli diferansiyellenebilirdir ve
zZ(t)# 0

oluyorsa y egrisine diizgiin egri denir [9].

2.1.16 Tammm: Kompleks diizlemde agik ve baglantili olan bir kiimeye balge denir [9].

2.1.17 Tanim: Kompleks diizlemde kapali ve baglantili olan bir kiimeye

kontinyum denir [9].



2.1.18 Tanim: Kompleks diizlemdeki bir B bolgesi icin bolgedeki her y egrisi yine bolgenin

icindeki z, sabit noktasina homotop ise B bolgesine basit baglantili bélge denir [10].

2.1.19 Tamm: B, kompleks diizlemde bir bdlge olsun. f: B — C siirekli doniisiimiinii alalim.
Eger B‘nin bir z, noktasindan gecen ve aralarinda a agis1 olusturan herhangi iki diizgiin ¥4
ve Y, egrilerinin resim egrileri olan f(y1) ve f(y¥2)’ler de wgy = f(z,) noktasinda
aralarinda yon ve biiyiikliik olarak a agis1 olusturuyorlarsa f fonksiyonuna zy’da bir

konform doniisiimdiir denir [10].

2.1.20 Tanim: G c C basit baglantil1 ve I ile sinirlandirilmis bir bolge olsun. G~ bdlgesi ise
z = oo noktasini igeren basit baglantili bir bdlge, D bir birim disk ve D™ := CD olsun. G~
bolgesini D~ bolgesine resmeden @(z), konform dontisiimii i¢in

IR ={z€eG:|p(z)|=R > 1}

seklinde tanimlanan I egrilerine G~ bolgesinin diizey egrileri denir. [3, 5.27]

2.1.21 Tammm: G sonlu uzunluklu L Jordan egrisiyle sinirli bir bolge olsun. 1 < p < oo igin
L’de Lebesgue oOlgiilebilir ve |f|P’nin yay uzunluguna gore Lebesgue integrallenebilir olan
kompleks degerli f fonksiyonlarmin kiimesine Lebesgue uzay: denir ve L, (L) ile gosterilir

[11].

2.1.22 Tammm: G sonlu uzunluklu L Jordan egrisi ile sinirlt bir bolge ve f, G’de analitik bir

fonksiyon olsun. Eger G bolgesinde

]If(Z)I”Idzl <M, 1<p<w
LTl

bi¢giminde G’nin kompakt alt kiimelerini sinirlandiran ve L‘ye yaklagsan sonlu uzunluklu
{L,}o=1 Jordan egrileri dizisi varsa f fonksiyonu Smirnov uzayindandwr denir ve Smirnov

uzay1 E, (G) ile gosterilir [4].



2.1.23 Tamm: G kompleks diizlemde smirli bir bolge ve f € E,(G6) ve 1 < p < oo olsun. f
fonksiyonuna, derecesi m‘yi asmayan P, polinomlar smifi i¢in, E,(G) uzaynda

polinomlarla en iyi yaklasim sayist

En(f)p = piré]; ”f - pTl”Lp(G)

seklinde tanimlanir. [4]

2.1.24 Tamim: G, analitik bir I" Jordan egrisi ile simirlandirilmus bir bolge, ¢(z), G~ yi D,~
ye ¢(0) =0 ve ¢'(0) >0 kosullarn altinda doniistiiren konform doniisim ve z =
Y(w) bunun tersi olsun. Dy, |w|>gq ‘nun z =y(w) ile eslendigi bolgedir. g(z)

fonksiyonu analitik ve D, de sifirdan farkl1 olsun.

2

¢'(2)
9(z)

h(z) = ‘

, ZEDq—G

fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir [5].
2.2 Temel Teoremler

2.2.1 Teorem (Riemann Konform Doéniisiim Teoremi):
G bolgesi kompleks diizlemde siirt iki veya daha fazla noktadan olusan bir basit baglantili

bolge, z, ise G’de bir nokta olsun. G bdlgesini D birim diskine,
f(z9) =0 ve f'(z) >0

sartlar1 saglanacak sekilde resmeden bir tek f konform doniistimii vardir [10].

2.2.2 Teorem (Holder esitsizligi):

1<p, g< o ve %+$=1olsun.Egerf€vaegELqise fg € Ly dir ve

Lj Ifglldz] < ( j IflpleI>

q
( j |g|q|dz|> = I, gl

=



olur [8, s.256].

2.2.3 Lemma (Riemann Lebesgue Lemmasi):
Eger f fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir ise

r{l_‘((r)lof f(x) cos(nx) dA(x) = 7{%[ f(x) sin(nx) dA(x) = 0

dir. [8, 5.202]

Riemann-Lebesgue lemmasinin 6nemli bir sonucu, integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier

katsayilarinin sifira yakinsamasidir.

2.2.4 Teorem: Eger f € L,[0,2m] ise, Fourier katsayilar1 asagidaki esitligi saglar:

limc, = limc_, =0

n—>oo n—-oo

[8, 5.309].

2.2.5 Teorem: G, basit baglantili ve siirli bir bolge, {f,,} integrallenebilen fonksiyonlarin

hemen her yerde azalmayan ve lim ffG fn dm < oo kosulunu saglayan bir dizisi olsun. Bu
n—oo

durumda dm Lebesgue 6l¢timii olmak iizere,
lim fffndm = fffdm
n—->oo

G G

olacak sekilde hemen her yerde f,, T f kosulunu saglayan, integrallenebilen bir f fonksiyonu
vardir [8, s.170].
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3. BERGMAN UZAYLARI

Kompleks diizlemde bir bolge G ve G’de analitik bir fonksiyon f olsun.
11f1= [[ 1@ am@) 3.1
G

ifadesini tanimlayalim. (3.1) ile verilen integral Riemann integralinin bir limiti olarak da

diistiniilebilen ve G bdlgesi lizerinde verilen bir Lebesgue integralidir. Gergekten;

{G,} dizisi, G bolgesine yaklasan ve asagidaki 6zellikleri saglayan alt kiimelerin bir dizisi

olsun.

. VniginG, C G,4, € G dir.

ii. V a € G noktasi igin n > ny oldugunda a € G, olacak bigimde bir n, = ny(a)

vardir.
Simdi
_[If@P?  zeG,
olsun. G iginde ¢,1 |f|?> oldugu gosterilebilir. Lebesgue monoton yakinsaklik teoremine
gore
| #wem~ [ 1512 am (n - )
G G

olur. Buradan

[[ir1zam = 1171 = [[ 1712 dm (n - o)
G

Gn

yazilabilir. (3.1) integralinin bu son ifade ile Riemann integrallerinin bir limiti olarak

yazilabilecegi goriiliir.

Ozel halde

G={z: r<|z|<R} (0<r<R<w)
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ve

[oe]

f@= ) au'ze6)

n=-—oo

ise
R 21 oo . o0 .
I[f]1= J. fo (an_m anpnemrb)(Zmz_wﬁpme—lmfb)p de dp

R
2 oo
=f [ 2 Jlanl?p®™* d¢ dp
r
R o0
= 2m fr an_w|an|2p2n+1 dp

@ R
— an |an|2fr p2n+1 dp
n=-oo

dir.

Yukaridaki ikinci esitlik pe(r,R) igin serilerin ¢ ye gore mutlak ve diizgiin yakinsak
olusundan, sonuncu esitlik ise negatif terimli olmayan serilerde toplam ve integral

islemlerinin yer degistirilebilir olmasindan elde edilir.

f fonksiyonu r = 0 igin, 0 < |z| < R ¢ikarilmis komsulugunda analitik ve I[f] < oo ise

n < 0 i¢in a,, = 0 dir. Gergekten, bilindigi gibi

1 f(2)
_ﬁ Zn+1 z,

14

n=0,=+1+2,..

an

‘dir. Buraday = {z:|z| = p, p € (, R)} ve f, y iizerinde sinirli oldugundan

|1 f(Z)d
lan| = |o— | w192

14
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|f (2l

= E |z 1

,Tmflzl

1 M M
= Qp i P =

|dz|

olur. Sonuncu esitlikte n < 0 durumunda p — 0 iken p™ — oo olur ve dolayisiyla a,, - 0
‘dir.  Boylece f(z) = Yp—panz" yazilabildiginden z = 0 noktast kaldirilabilir ayrik

singiiler bir nokta olur. Bu durumda

I[f]—ZnZ la,|? [F p?™+ dp

(0]
— 2 R?2n+2 2n+2
=om ) lagl? o (R — 2t

[ee]
1
— T[Z |an|2 (R2n+2 r2n+2)
n=0

n+1

olur ve r = 0 igin

11f] = nzw OMRZ’1+2 (3.2)

—qo N1

elde edilir.

f, G’de analitik ve p > 1 oldugunda

1/p
Ifll, = { f If(Z)I”dmI
G

normu tanimlansin. Burada ||f|[, < oo oldugunda f € L, (G) olur.
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3.1 Tamim: G kompleks diizlemde bir keyfi bolge, f fonksiyonu G bdlgesinde analitik ve

11f1= [[ 1@ am@
G

olsun. Burada dm(z) iki boyutlu Lebesgue 6l¢iisiidiir.

Buna gore Bergman uzay
L,(G) :=={f:f,G'de analitik ve I[f] < oo}
bigiminde tanimlanir [3].

Her f, g € L,(G) fonksiyonlar1 i¢in,
i laf(2) + bg(@)|* < 2(lal?If (2| + |b|*|g(2)]?)

1+i

i fg=cIf +glP+-If +igl? === f12 == gl?

olur.

3.2 Tanmm: f, g € L,(G) igin
(f,9) = [I, f(2)9(2) dm(z) (3.3)

olsun. (3.3) ifadesi i) ve ii)’ye gore f ve g’nin i¢ ¢arpimi olarak adlandirilan bir karmagik
sayidir.
L,(G), i) geregince toplama ve skalerle carpmaya gore kapali oldugundan, bir vektor

uzayidir [3].

3.3Lemma: [3] f € L,(G) alalim. z € G ve d, = dist(z, dG) oldugunda
I[f]

d?

If(@)]? <

(3.4)

olur.

Ispat: D, D c G olacak sekilde z merkezli d, yarigaph bir disk olsun. (3.2)‘den

JIIf@)? dm = an lanl® pan+2

n=0 n+1
> 1|ay|*R?

= 1|f(2)|*d;
olur. Buradan

14



Il f @12 dm = [f,1f (2)]? dm(z)
> n|f(2)|?d}
sonu¢ olarak

[If @12 dm(z)

md?

If@I? <

elde edilir.

3.4 Teorem: (3.3) i¢ carpimina gore, L, (G) bir Hilbert uzayidir [3, s.5].

Ispat: L,(G) uzaymin bir tam i¢ ¢arpim uzay1 oldugunu gosterecegiz.

(@) 1) ile uzay toplama ve skaler ¢carpma altinda kapalidur.

(b) (3.3) ile tanimlanan i¢ ¢arpim asagidaki 6zellikleri sagladigindan bir i¢ garpim uzayidir.
(f +g.m) = (f,)+ (g, (f,9) = (g, B

a € Cigin (af,g) = a(f,9)

(f,f) =0; ve

(f,f)=0 = f=0.

Ayrica bu uzaydaki norm

Ifl:= (5 02 = [[[1F @12 dm(z)
]

ile tammlanirsa L, (G) normlu bir uzay haline gelir.

(a) Geriye L, (G)’nin bu norm ile tam oldugunun gosterilmesi kaliyor. {f;,}

L, (G) “de bir Cauchy dizisi olsun. Yani

n,m>N ise ”fn _fmllz =1[ n _fm] < g'dir.

G’nin her kompakt B alt kiimesi i¢in (3.4) esitsizliginden d = dist(B,dG) olmak iizere
() = fn @D < —

Bu G’nin her kompakt B alt kiimesi {izerinde, {f,,} dizisinin F analitik fonksiyonuna diizgiin

(z € B)'dir.

yakinsadig1 anlamina gelir:

fa(z) > F(z), (- o;z€BCG).

I[fo — fin] < eesitsizligi ayrica [[ |f, — ful?dm <e (n,m > N)

15



oldugu anlamina da gelir.
Simdi m — oo dersek, her kompakt B < G igin [[ |f, — F|*dm < & (n > N) elde ederiz,

Dolayisiyla I[f, —F] <& (n>N) olur. Son esitsizlik F € L,(G) ve ||f, —FI|l =
0 n — oo anlamina gelir. Baska bir deyisle L, (G)‘de her Cauchy dizisi yakinsaktir. m
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4. BERGMAN UZAYLARINDA ORTONORMAL SiSTEMLERE GORE
ACILIMLAR

4.1 Bergman Ortogonal Polinomlari

4.1.1 Tamim: Kompleks diizlemde basit baglantili ve sinirli bir bolge G olsun.

{0} = 00(2), p1(2),... (4.1)
L,(G)’den olan fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger

ff Pr(2)pn(z) dm(z) =0, k+n
G

ise bu fonksiyonlarin dizisine G bdlgesine gore bir ortogonal dizi denir [12].

(4.1) dizisinin sonsuz oldugunu ve bu fonksiyonlar arasinda 6zdes olarak sifir olan higbir
fonksiyon olmadigimi varsayiyoruz. Eger (4.1)’deki fonksiyonlarin her birini belli bir
kompleks sayiyla carparsak yine G’ye gore ortogonal bir dizi elde ederiz. Bu carpanlar
ornegin, (4.1)’deki fonksiyonlarin her birinin modiillerinin karelerinin integrali 1’e esit

olacak sekilde segilebilir: [[ |@n(2)|?dm(z) =1 (n=12,..)

Bu durumda

0, n+k (42)

[| @ dme) == {7 W7
G

olur. Bu tipteki fonksiyonlar sistemine ortonormal(lestirilmis) sistem denir [12].

4.1.2 Tamm: G € C, I' = 0G Jordan egrisi tarafindan siirlandirilmis basit baglantili sonlu

bir bolge; B, (2): = apz™ + -+ a,, a, >0, n=20,1,2,--- olsun.

(P, Pr) = || Pu(2)Pc(2) dm (2) = by
f

kosulu saglantyorsa P, polinomlarina Bergman ortogonal polinomlar: denir. Burada dm(z)

iki boyutlu Lebesgue 6lgiisiinii belirtir [6].
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4.2 H Hilbert Uzayinda Ortonormal Sistemlere Gore Ac¢ilimlar

H bir Hilbert uzay1 ve {v;} H’de bir ON sistem olsun. Her x € H i¢gin y; = (x, vj) Fourier

katsayilarini olusturalim.

4.2.1 Teorem : [3, s.24]

a) Fourier katsayilarinin minimum 6zelligi:

n
X—Z' CjUj
Jj=1

(G = 1,2,---n) olmasidir.

2
ifadesinin minimum degerini almasi i¢in gerekli ve yeterli kosul ¢; = ;

b) a) sikkindaki minimumun degeri
N I

lxl|2 - Z Iy |7 dir.
j=1

) Her x € H igin Bessel esitsizligi:

co
Dl <l
j=1

bi¢imindedir.
ispat:
Her ii¢ iddia da agagidaki hesaplamalarin sonucudur:
Ix = 2ev|l* = (x = Svy,x — o)
= IxII? - $o7, - X57; + 2o’
= lIl12 = 2yl + 20 — ) (7 — 5)

=z + 3y = o) -2y

Daha sonrasinda ise {v;} nin bir tam ortonormal sistem (CON sistem) olmasi; yani v;’nin

lineer bilesimlerinin H’de yogun olmasi istenir.

18



{v;} bir CON (tam ortonormal) sistemdir:

{vj}’nin lineer bilesimleri H Hilbert uzayinda yogundur.

4.2.2 Teorem : Asagidaki ifadeler denktir.

a) {v;} bir CON (tam ortonormal) sistemdir.

n
j=1

c) Her x € H igin Parseval esitligi 2 |yj|2 = ||x||? bigimindedir.
j=1

b) Her x € H i¢in -0, (n- o) dir.

Ispat: a) ve b) ifadelerinin denkligi 4.2.1 Teorem, a)’dan ¢ikar. 4.2.1 Teorem’in b) sikkindan
2

n n 2
=yl ==y

olur, dolayisiyla b) ve ¢) ifadeleri denktir. [3, 5.25]

4.3 Bergman Uzayinda Ortonormal Sistemlere Gore Acilimlar

Simdi H = L,(G) alalim, G keyfi bir bdlge ve {¢;}, L2(G) ‘deki ON fonksiyonlar sistemi

olsun. Her f € L,(G) i¢in Fourier katsayilar1
vi=(f¢;) = Ufajdm G=12..)
G

seklindedir ve f’nin Fourier serisi

f~ i Yid;
=1

olur.
Eger ¢; bir CON sistem olusturuyorsa, 4.2.2 Teorem’den
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10, (n—> x) (4.3)

5o

olur, yani f’nin Fourier serisi ikinci dereceden f’ye ortalamada yakinsar.

4.3.1 Teorem: {qu} bir CON sistem ve X;2,y;¢; bir f € L,(G) fonksiyonuna karsilik gelen
Fourier serisi ise (4.3) iliskisi gegerlidir ve X2, y;¢; Fourier serisi, G’nin her kompakt B alt

kiimesinde f’ye diizgiin yakinsar. [3, 5.26]
Ispat: Eger d > 0, B’den 9G smirina kadar olan mesafeyi gosteriyorsa (3.4) den

Jr=2.n4]

Vrd

f(z) - Z Yi¢i(2)| < (z€eB)
=1

J
anlamina gelir.
Bunun tersine bir {cj} € [, say1 dizisiyle baslayabiliriz ve }c;¢; serisini olusturabiliriz. Bu

f € L,(G) fonksiyonunu verir, burada

(o]

Y oh@=f@ zeo

j=1
‘dir ve G’nin kompakt alt kiimelerinde yakinsaklik diizgiindiir.

4.3.1 Teorem, bir f € L,(G) fonksiyonu i¢in G’de bir seri agilim elde etmek igin gerekli

stireci belirtir:
i) {uj}’nin L, (G)’de lineer bagimsiz fonksiyonlardan olusan bir sistem oldugunu varsayalim.
ii) ON siireglerden biri, tamamlanmasi gereken bir {vj} ON sistemini olusturur

i) y; = ( f vj) Fourier katsayilarin1 hesapladiktan sonra, G’de f igin bir agilim elde ederiz,

bu agilim da G’de kesinlikle yakinsaktir [3].
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5. BERGMAN ORTOGONAL POLINOMLARINA GORE FOURIER
SERILERININ YAKINSAKLIGI

Bu bolim [5] ve [2]’deki ¢alismalardan derlenmis olup, bolgenin ilgili ¢alismada ele alinan
sinir ozelliklerine gore, f fonksiyonunun bolgenin ON polinomlartyla ifade edilen Fourier
serisinin, kismi toplami ile fonksiyona yaklasimin &zellikleri incelenmistir. Burada f
fonksiyonunun G de analitik G de siirekli oldugu ve de L, (G)’den oldugu durumlar ele alinir.
Yaklasim hatalar1 5.2.2 Teorem’de G ‘de ve 5.2.9 Teorem’de G nin B kompakt alt

kiimelerinde degerlendirilmistir.

5.1 Kompleks Diizlemdeki Temel Yaklasim Teoremleri

Bir P,(z) cebirsel polinomunun K kontinyumunda analitik olan f(z) fonksiyonuna

yaklagimi,
If = Pa(DI| = max|f(2) — F.(2)]
zZ€K
ile tanimlansin. Bu norma diizgiin norm denir.

Ea(fK) = inf IIf = P

olacak sekilde E,(f,K)’y1 tanimlayalim. Burada B, € §,,‘ler iizerinden infimum alinir.
E,(f, K) sayisi, f fonksiyonunun diizgiin normda en iyi yaklagim sayist olarak adlandirilir.

£, smifinda
If = Qull = max|f (2) = Qu(@)| = En(f, K)

sartin1 saglayan bir tek Q,,(z) cebirsel polinomuna, K kontinyumunda f(z)‘ye diizgiin

normda en iyi yaklasan polinom denir.

Asagida bir bolgenin kapanisinda polinomlarla fonksiyona yaklasim icin kosullarin oldugu

yaklasim teorisindeki bazi teoremler verilmistir.
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5.1.1 Teorem (M.A. Lavrentiev): f(z) kapali ve sinirh bir B kiimesi tizerindeki herhangi
stirekli bir kompleks fonksiyon olsun. f(z) fonksiyonunun B iizerinde diizgiin yakinsayan
f(z) = Py(z) + [P1(2) — Py(z)] + --- polinom serilerine agilabilmesi igin gerek ve yeter

sart B‘nin i¢ noktalar1 kiimesinin bos kiime olmasi ve diizlemi bolmemesidir [4, $.29].

5.1.2 Teorem (C.O.T. Runge): Eger bir f(z) fonksiyonu, tiimleyeni basit baglantili bir
bolge olan sinirli kapal bir G bolgesinde analitik ise, herhangi bir € > 0 icin,

If(z) —P,(2)|<e, VzEG

esitsizligi gecerli olacak sekilde bir B, (z) polinomu vardir.

5.1.3 Teorem (J. Walsh): Basit baglantili bir G bolgesi, diizlemin sonlu bir kisminda yer
aliyorsa ve bir I' Jordan egrisi ile smirlaniyorsa, G'de analitik ve G de siirekli olan herhangi

bir £(z) fonksiyonuna, G bolgesinde cebirsel polinomlarla yaklasilabilir.

5.1.4 Teorem (M.V. Keldysh): Herhangi bir f(z) fonksiyonu G de siirekli ve G’de analitik
olsun. Keyfi diizgiin polinomlarla f (z) fonksiyonuna yaklasilabilmesi igin gerekli ve yeterli

kosul G~ nin, basit baglantili ve sonsuzlugu igeren bir bolge olmasidir. [4, 5.31]

5.1.5 Teorem (S.N. Mergelyan): f(z), kapali ve sinirl1 bir B kiimesi tizerinde stirekli ve B
kiimesinin i¢ noktalarinda analitik olan herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi
diizgiin polinomlarla f(z) fonksiyonuna yaklasilabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul B nin

diizlemi bolmemesidir. [4, 5.31]

Boylece, yaklasim teorisinde Mergelyan teoreminin yardimiyla {E, (f)} dizisinin n sayisina

gbre monoton azalan ve
limE,(f,K) =0
n—oo

oldugu elde edilir.
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5.2 Ortonormal Polinomlara Gore Fourier Serilerinin Yakinsaklik Ozellikleri

G c C bolgesi, I' = 0G Jordan egrisi ile siirlandirilmis sonlu basit baglantili bir bolge;
h(z), G tizerinde pozitif ve Olgiilebilir bir agirlik fonksiyonu olsun. B,(z): = B,(h,z) =
a,z"+--+ay a,#0, n=0,12,-,

(B, P} = || h(2)B(2)P(z) dm (z)
f

i¢ carpimina gore G’deki ortonormal polinomlarin dizisi olsun. Burada dm(z) iki boyutlu

Lebesgue Olciisiinii belirtir.

5.2.1 Tammm: G, I' Jordan egrisi ile sinirl bir bolge, ¢p(z), G~ yi D~ ye ¢ (o) = oo ve
¢'(0) > 0 kosullar1 altinda doniistiiren konform déniistim ve ¥ (w) bunun tersi olsun. Eger
¢(z) ve P(w) fonksiyonlari sirastyla G~ ve D~ bolgelerinde p. kez siirekli tiirevlenebilir

ve ¢P)(2) € Lip a , P (w) € Lip aise I egrisi C(p, &) sinifindandr denir.

[5]’de ispat1 verilen asagidaki teorem I'’nin C (1, @)’dan olma durumunda f fonksiyonunun,
bolgenin ON polinomlarina goére Fourier serisiyle bolgenin kapanisindaki yaklagimini

karakterize eder.

5.2.2 Teorem: h(z) agirlik fonksiyonu h(z) = ¢ > 0 kosulunu saglasin ve I' € C(1, )
olsun. G de analitik ve G de siirekli her f(z) fonksiyonu igin

N
flz) - Z a,P(2)| < cEy(f,ON, z€C (5.1)

=0

kosulu saglanacak sekilde bir ¢ sabiti vardir [5].

Ispat: T,,(z), bir G bolgesinde f(z) fonksiyonuna en iyi diizgiin yaklasan polinom olsun.

M) = JI; M TN (§)P() d{ dn olmak iizere
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N

W@ =) al P (5:2)

n=0

alalim. Bu durumda derecesi en fazla N olan R,,(z) polinomu igin

N
OEDRNAG

n=0

< |f(2) = Tv(2)| + Ry(2) (5.3)

yazabiliriz. (5.2)’den

N
Tv@) = ) anPa(2)

n=0

IRy (2)| =

Z P(OP,(2)| d¢ dn (5.4)

n=0

j | koI - £l

1/2

< cEn (£, ) [2|Pn(z)|2]
n=0

elde edilir. Burada z € y, olsun. Burada yy, G’nin birim diski iizerindeki bir w = ¢(z)
doniisiimii altinda |w| = 1 — 1/n gemberinin ters gériintiisiidiir. [5, (2.51)] ve [5, Lemma
2.2] den

|IRy(2)| < cEx(f,G)N, z€yy

degerlendirmesi elde edilir. Ry (z) en fazla N dereceli bir polinom oldugundan, [5, Lemma
2.1] yardimiyla bu degerlendirmenin G kapal1 bolgesindeki her z i¢in farkli bir sabitle gecerli
oldugu ortaya ¢ikar. Bu son degerlendirmeyi (5.3)'de yerine yazarak (5.1)’i elde ederiz ve

teorem ispatlanmis olur. m

5.2.2 Teorem, G kapali bolgesinde siirekli tiirevlenebilir olan her f fonksiyonunun, verilen
hipotezler altinda, G'de diizgiin yakinsak olan ortogonal polinomlarin Fourier serisine

acilabilecegini gosterir.

5.2.2 Teorem'de kullanilan yontem aslinda,

)= ) anba()| <

n=0

[1+ LY (D)]EN(f, G), Z€EG (5.5)

24



esitsizligindeki

B = ||
G

N
> BB dg dy (5.6)
n=0

niceligini degerlendirmeye dayanmaktadir.

Simdi f fonksiyonunun L,(h,G)’den olmasi durumunda Fourier ortogonal polinomlari
serisinin, bolgenin kompakt alt kiimelerindeki yakinsakligi ile ilgili [2]’deki sonuglari

inceleyelim. Burada bdlgenin sinirinin sivri agilara sahip oldugu varsayilmistir.

L, == Ly (h, G) uzaymn, ||. ||, normuyla integrallenebilir analitik fonksiyonlarin uzay1 olarak

tanimlayalim:
2
Ifll,, = f h@If @12 dm (2) 5.7)
G

f € L, fonksiyonunun Fourier katsayilar1 a,(f):= (f,B,) n = 0,1,2, ... ile tanimlanir ve
asagidaki seriye karsilik gelir:

(e}

Z an(f)P(2) (5.8)

n=0

(5.8)’deki serinin yakinsamasi ortonormal polinomlar sisteminin (5.7)’deki norma gore tam
olmasma baghdir. Eger agirlik fonksiyonu yukaridan ve asagidan pozitif sabitlerle
siirlaniyorsa ortonormal polinomlar sisteminin ||.|[,, normuna gore tam oldugu

bilinmektedir. Bu kisimda agirlik fonksiyonu
h(z) = |D(2)I?, (5.9)

seklinde alinacaktir. Burada D, G igerisinde analitik ve G de siirekli bir fonksiyondur ve
Vz € G i¢in D(z) # 0 dir. (5.9) esitliginden, h(z) nin yukarida agiklanan tamlik kosulunu
sagladigi agiktir. (5.8)’in n. kismi toplamini

n

S, (f,2): = Z a(FP(z2) n=012,..

k=0
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seklinde gosterelim ve w, (B, f; z)’yi
wn(B,f;2z) = |f(2) —Sy(f,z)] z€B €G (5.10)

ile tanimlayalim.

Bu boliim boyunca c, ¢y, -+ degerleri pozitiftir ve €, ;, -+ genel olarak G’ye baglh yeterince

kiiciik pozitif sabitlerdir.

i) GeClk,a), k=12,.., 0<a <1, eger I'=0G dogal bir parametrelendirmeye
sahipse z = z(s)‘dir. Burada s yay uzunlugudur ve z = z(s) fonksiyonu z¥ (s) € Lip, ile

k-kat tiirevlenebilirdir.

ii) I'’nin her z(s) noktasinda siirekli 8(s) := H(Z(S)) tegeti varsa G € Cp’dir.

Suetin [5]°de;

Eger '€ C(k+1,a), k=0,12,.., 0 <a <1ve h(z), (5.9) esitligini D® € Lip, icin

sagliyorsa
§(BY**3w, (B, f;2) < cE,(f,L)n"* ) vzeB e G (5.11)
oldugunu ispatlamistir. Burada 6 (B) := dist(B,I") ve

2

En(f,Ly) = inf j f h@If () = P22 dm (2)
Pn \

ifadesi derecesi n’den fazla olmayan cebirsel polinomlarla L,’deki en iyi yaklagimi belirtir.

(5.11) esitsizliginden, n — oo igin w,(B, f; z) nin diizgiin bir sekilde sifira yaklastig1 ve
yaklagim hizinin sadece h ve G’nin Ozelliklerine degil ayni zamanda B’nin sinira olan

uzakligina da bagli oldugu agiktir.

5.2.3 Tammm: I" bir Jordan egrisi olsun. Eger f(I") bir daire olacak sekilde bir H D I’
bolgesinin K-kvazikonform K > 1 bir f doniisiimii varsa I' egrisi K- kvazikonform olarak
adlandirilir. [14, 5.97]
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H = C ise bu tamima K- kvazikonform egrinin global (genel) tanimi denir. Ayn1 zamanda
H egrinin komsulugu olarak da segilebilir. Bu durumda buna K- kvazikonform egrinin lokal

(verel) tanimi denir [15].

Bazi kompleks bolgeler i¢in egrinin kvazikonformluk katsayisi kolaylikla belirlenebildigi
i¢in bu ¢alismada lokal tanim kullanilacaktir. Oregin, ' € Cp ise K =1+ ¢, Ve > 0veTl
bir analitik egri ise K = 1’°dir. [16]

5.2.4 Tamm: Iki kvazikonform yay I, I;;; € T olsun. Eger I' = dG egrisi, K =

max () ve (z)

m
2<jsm j=

_,Cr noktalarmi birlestiren sonlu sayida K;- kvazikonform I;

yaylarindan olusuyorsa ve I' egrisi, z; € I'’de lokal olarak K- kvazikonform ise G €
PQ(K,p), K =1, p = 1 denir. [; ve [}, yaylar, z;’de bulusarak z;, j = 2, ..., m’nin bir
komsulugunun bulundugu xP — tipi i¢ sifir agilar1 olusturur; boylece her z = (x,y) €
I; (1}-+1) ve bazi ¢4, ¢, sabitleri igin,

1xP <y < xP(—cxP <y < —1xP), (00 < ¢; < ¢y < +0)

kosulu saglanir.

G’nin m — 1 sayida xP — tipi i¢ sifir acilarina sahip olabilecegi 5.2.4 Tanim’dan agikg¢a
goriilmektedir. Eger p = 1 ise G bir K- kvazikonform egri ile sinirlanir ve G € Q(K, 1) ile

gosterilir.
Ayrica, here > 0 igin [; € Cy, j = 1,2,...,mise G € Q(1 + &, p)’dir.
5.2.4 Tanim’daki K ve p parametreleri sirasiyla bolgenin analitik ve geometrik 6zellikleridir.

Asagidaki teorem, yaklasim hizinin bu parametrelere ne kadar bagli oldugunu gosterir.

Ayrica (5.5)'te verilen Suetin’in sonucunun daha genel bir bolgeye genisletilmesini saglar.

5.2.5 Teorem: (5.9) bagintisinda D € Lipa, 0 <a <1 ve B€G,bazip, 1<p <2ile
tanimlanan h(z) fonksiyonu i¢in G € PQ(K,p), K = 1 olsun. O zaman tim f € L, ve z €

B € G i¢in,
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-y > 1 1<p<1+ K-
; T Ch =P KZ+1
8(B)2wy, (B, f;z) < cE,(f,Ly) 2-p K? -1
veyaa>2pK4, p21+K2+1
n~", diger durumlar

(5.12)
1 . (2-p 1 .
Buraday < ﬁmm{T’F}’ ve 0 <n < akK?dir.

Asagidaki iki sonug 5.2.5 Teorem’in sonuglaridir.

5.2.6 Sonug: G € Q(K,1), K = 1 olsun. h(z)’nin (5.9) bagintisindaki gibi D € Lipa, 0 <

a < 1 ile tamimlandigini ve B € G oldugunu varsayalim. Tiim f € L, ve z € B € G igin,

1
5 n7v, a>o—
8(B)2wy(B, f;2) < cEy(f, L) 2K
n", diger durumlar
(5.13)
dir. Buraday < —, ve 0 <7 < aK? dir.

2K4’

5.2.7 Sonug: [} € Cy (veya analitik egri) oldugunda (5.12) esitsizligi y < 22—_pp vel<n<

a kosulu ile saglanir.

(5.12)’dan her z € B € G igin,

oo

f&) =) ankn(@
n=0

oldugu aciktir ve bu yakinsaklik B’nin I" sinirina olan uzakligina g kuvveti olarak baghdir.

5.2.5 Teorem'deki yaklagim hizini elde etmek i¢in bolgenin kvazikonformluk katsayisinin

bilinmesi gerekir ancak belirli bir bolge i¢in bu parametrenin hesaplanmasi kolay degildir.
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Bolgenin diger 6zelliklerini kullanarak w, (B, f; z)'ye yaklagsma hizin1 hesaplamak miimkiin

miidiir? Once asagidaki tanimi verelim:

5.2.8 Tanim : Eger asagidakiler saglanirsa 0 < v < 1i¢in G € Q(v) denir.

1) ' = dG kvazikonform bir egridir.

i) Her z € I igin bir tek r > 0 ve 0 < v < 1 vardir, oyle ki kapali dairesel bir
S(zrv)={&&=z+71e",0< 6, <0 <6, + v}

daire diliminin yaricap1 r ve acikhig1 vrr £2°de, kdsesi z’de yer alir [17].

Her kvazikonform egrinin ii) kosulunu sagladig: bilinmektedir. Yine de I' ya uygulanan bu

kosul egrinin yeni bir geometrik karakterizasyonunu verir. Ornegin, G* bdlgesi

i T
G* ={z:z=re‘9,0<r< 1,§<9 <2n}

ile tammmlanmigsa, G* nin kvazikonformluk katsayisini elde etmek kolay degildir, oysa G* €
1\, ;.

Q () dir

Asagidaki teorem, yalmizca v hakkinda bilgiye sahip olsak bile, yaklasim hizini

degerlendirebilecegimizi gostermektedir.

529 Teorem: G € Q(v), 0 < v < 1 olsun ve h(z) (5.9) bagintisindaki gibi D € Lipa ve

B € G ile tanimlansin. Tiim f € L, ve z € B € G igin,

1
5 nv a>———
5(B)an(B: f’ Z) S CETl(f) LZ) 4(2 - v)
n™ 1, diger durumlar
(5.14)
v 19
Burada y < ey vern < va ‘dir.
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NOT: Eger

., T
G* ={Z:z=re‘9,0<r< 1,§<9 <2n}

ise her y < —ven < icin (5.14) saglanir.
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6. BERGMAN ORTOGONOL POLINOMLARINA GORE FOURIER
SERILERININ MAKSIiMAL YAKINSAKLIGI

4.3.7 Teorem’de ortonormal polinomlar CON sistem olusturdugunda ve f, G’de analitik
oldugunda, f fonksiyonunun Fourier serisinin G bolgesinin her kompakt B alt kiimesinde
f’ye diizgiin yakinsadigin1 gordiik. Burada R > 1, G € Gy olacak sekilde f’in Gp iginde
analitik oldugu en biiylik say1 olarak kabul edilir ve f’in ortonormal polinomlara gore

Fourier serisinin G ‘da f’e diizgiin yakinsaklig1 arastirilir [3, s.27].

G~ tlmleyenine sahip, basit baglantili ve siirli bir K kontinyumunu alalim. Bu K
kontinyumunda analitik olan bir f fonksiyonu R > 1 sayisi i¢in analitik olarak Gg
kanonik bolgesine genisletilebilir. Simdi cebirsel polinomlarla f’in K kontinyumundaki

diizgiin yaklagimini arastiralim.

6.1 Bernstein & Walsh Lemmasi

Asagidaki lemmada cebirsel bir B,(z) polinomunun, K kontinyumunda aldigi maksimal
degerine gore bu polinomun daha genis bir bolgedeki artis hizi R ve n sayisina gore

degerlendirilir.

6.1.1 Lemma (S.N. Bernstein, J.Walsh): B,(z) polinomu, en fazla n dereceli cebirsel bir

polinom olsun. Eger bu polinom bir K kontinyumunda

max|BP,(z)| <M (6.1)
ZEK

kosulunu sagliyorsa her R > 1 sayisi i¢in,
|P,(2)| < MR™, z€Gp, R>1 (6.2)

esitsizligini saglar [4].
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Ispat:

Pn(Z)
o™(2)’

F(z) = ZEG™

(6.3)

fonksiyonunu alalim. G~ de, F(z) fonksiyonu analitiktir ve P,(z) polinomunun

baskatsayisi a, ve y = lim g > 0 icin
Z—00

i) = tim ()" (22 = 2

dir. 1 < p < R olmak lizere [}, egrisi lizerinde,

max|F(O)] = Zmax| PO = [R5,

esitligi yazilabilir. G, bolgesinde F (z) fonksiyonu analitiktir. (6.3) bagintisindan

Pn(Z)
o™ (2)

|F(2)| =

< maxlF @) = 52 [P(3)]

esitsizligi elde edilir. z € I ve {, € I, noktalar1 i¢in

R
|Pn(Z)| < ,O_n |Pn((p)|

(6.4)

(6.5)

esitsizligi yazilabilir. (6.5) esitsizliginin sol tarafi p’ya baglh degildir. (p,) dizisi monoton

azalan ve 1’e yaklasan bir dizi olsun. Bu (p) dizisinin (( pk) noktalar dizisini alalim. (( pk)

sinirl bir dizi oldugundan onun yakinsak bir (,,) alt dizisi vardir. Bu alt dizinin limitini ¢,

olarak alalim. Bu ¢, noktasi K = I" sinir1 tizerindedir. |P,({)| fonksiyonu stirekli oldugu

i¢in,

Lm PG = 1RGOl G el ek

(6.6)

dir. Diger yandan (6.1) bagintisindan |P,({,)| < M dir. ({,,) dizisi igin (6.5) bagintisindan

RTL
|P(2)] < p—nlpn(fm)l : (G| = pm

esitsizligi elde edilir. Burada m — oo i¢in limit alinirsa (6.5)‘den,

|P,(z)| < MR", Vz €Ty

esitsizligi elde edilir. m
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6.2 Walsh'un ve Suetin’in Maksimal Yakinsaklik Teoremleri

6.2.1 Teorem [3, s.27]: C bir Jordan egrisi ve p > 1 say1s1, f’in C, egrisi iginde analitik

olabilecegi en biiyiik say1 olsun. Ayrica

f~ Z VP
j=1

G’nin P; ON polinomlarina gore f’nin Fourier serisi ve

n
Pn = Z Y, P
j=1

olsun. Buna gore her R < p i¢in
max{|f(z) — pn(2)|:z € G} = O(R™™) (6.7)
saglanir. Bu bagint1 R > p i¢in gecerli degildir.

Diger bir deyisle

LmYmax|f(z) — pa(2)| = 1/p
dir.
Ispat:

a) Ilk olarak, baz1 R > p ve her z € G igin n dereceli p,, polinomlarinn var olmadigini

gostermeliyiz,
|f (z) —pn(2)| < M;/R™, baziR >p ve VZEG (6.8)
Eger boyle polinomlar olsayd1 R, € (p, R) secerdik ve

Pn11(2) = Pr(@D| < If (2) = Pur1 (D + 1 (2) — pp(2)] < 2M;/R™ (z € G)

oldugunu bulurduk. Bernstein Lemmasi'na gore, z € Cg, igin
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2M
[P (2) = (D] < 7+ R = 2My Ry (Ry /R)"

dir. Dolayisiyla

Po + Z(pn+1 - pn)
n=0

polinom serisi Cg, lizerinde ve icinde diizglin yakinsar ve F limit fonksiyonu int Cr ‘de

analitiktir. Ancak (6.8) bagintis1 G'de F = f oldugunu gosterir. Dolayisiyla R; > p i¢in f
fonksiyonu G'den int Cg, 'e kadar analitik bir siireklilige sahiptir. Ancak bu, p 'nun tanimiyla

celisir.

b) Simdi R < p igin (6.7) ifadesinin ispatin1 verelim. o ve R, sayilarm1 1 < o0 < R; <p

olacak sekilde secelim:

max|f(z) —pn(2)| < N(o/R)" (n=1012,-) (6.9)

olur. Burada p,,, f 'nin Fourier serisinin kismi toplamlari ve N bir pozitif sabittir. R < p igin
(6.7) ifadesi buradan ¢ikar.

Burada n. dereceden m,, polinomlarinin varligi kullanilir:

mngIf(z) —nm,(2)| <M, -RiT" (n=012,..).

Bu polinomlar L,-normunda ||f — m,|| < M, - R{™ i saglar ve dolayisiyla ayni esitsizlik

minimum p,, polinomlari igin de gecerlidir (4.1.1 Teorem, a)):
If —pull < My - RT™.

Artik 3.3 Lemma’ya gore her B c G kompakt alt kiimesi igin

max|f(z) = pn(2)| < M3(B) - R{™

olur, boylece

[Pn+1(2) —pn(2)| < 2M3(B) - R{™,  zeB
dir.

Simdi B = I" alahm burada I, C'ye ¢ok yakin bir Jordan egrisidir ve C, [;'nin i¢ kisminda

yer alir. Bernstein Lemmas1 sonucu
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IPn+1(2) — P(2)] < 2M3(B)R{ "™, z €T,
olur.
Dolayisiylapy + Yoo o(Pn+1 — Pn) Polinomlar serisi, I;'nin tizerinde ve iginde analitik olan

bir F fonksiyonuna diizgiin bir sekilde yakimsar ve G, I;'nin i¢inde yer aldigindan z € G i¢in

> e () — ()

k=n

|F(2) —p, 0| =

< D 1P ()~ pi)

k=n

< 2My(B)o- ) (o / R

k=n

ifadesi gegerlidir. Bu, f yerine F alindiginda (6.9) bagintisin1 olusturur. Fakat z € G igin
pn(2) = f(2), (n = ) oldugundan, F fonksiyonu G ‘deki f ile aynidir ve boylece (6.9)'un

ispat1 tamamlanir.

(6.7) ifadesi genellestirilebilir. Eger

If(2) —pn(2)| <M /R"(z € G)
ise

|Pr+1(2) —pn(2)| < 2M/R™(z € C)
’dir. Dolayisiyla

[Pn+1(2) — pa(2)] < 2M/R™)0™* (2 € C;)

olur.Buda1l < o < R < p olmak iizere her ¢ ve R i¢in

max{|f(z) —pn(D)]:z€ C;} =0((c /R)")  (n— )

anlamina gelir. Boylece p,,(2), int C,’da bile f(z), (n — o) fonksiyonuna yakinsar. m
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6.2.2 Teorem: G kapali bolgesinde h(z), a < 1 diizeyindeki Lipschitz kosulunu saglayan
pozitif bir fonksiyon ve I" analitik bir egri olsun.

Bu durumda Gz'de R > 1 i¢in analitik olan ve kapali G bolgesinde siirekli olan her f(z)
fonksiyonu igin

N
F) =) anPu(@)| < CREN,GOVN, 7€ Gy (6.10)

n=0

olur [5].
Ispat: Sy(z,f), g(z) =1 kosulu ile G 'deki f(z) fonksiyonunun Faber serisinin kismi

toplamlar: olsun. Burada bir Taylor serisinin kalan teriminin degerlendirilmesine benzer bir

yontemle

|f(2) — Sy (z, )| < cEx(f,Gr) InN ,z € Gy (6.11)

F() = Sw(@ Pl < c(R)Y LR 7 e G

R

elde edilir.

z € Iy i¢in (5.3) ve (5.4) esitsizliklerindeki {Sy (z, f)} polinomlar1 kullanilir.

Y IB@F < c®Y (n+ DR
n=0 n=0

2N

SC(R)m , z €Iy

elde ederiz ve sonug olarak (5.4) esizsizliginin yerini simdi

/2
c(R) _ [ NR?M\'
|RN(Z)|SR_NEN(f’GR)<R2_1 ,ZEFR
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esitsizligi alir, bu da (6.11) ile (5.3) bagintilarindan (6.10)’u elde etmemizi saglar. Boylece

6.2.2 Teorem ispatlanmis olur. m
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