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OZET

MEIR-KEELER TiPINDE BAZI SABIT NOKTA SONUCLARI UZERINE
YUKSEK LiSANS TEZI
KUBRA KARAAGAC
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. NiIHAL TAS)
BALIKESIR, MAYIS - 2024
Yedi boliimden olusan bu tezde, Rhoades’in sabit noktada siireksizlik agik probleminin
¢ozlimiinde kullanilan iki farkli sayr yardimiyla, sabit noktada yeni siireksizlik
sonuglar1 elde edilmistir. Ayrica bu ¢alismada, Meir-Keeler ve Caristi tipi daralma
kosullarindan esinlenerek, yeni sabit gember ve sabit disk sonuclari elde edilmistir.

Bu tezde birinci boliim girig bolimiidiir.

Ikinci boliimde, ¢alisma boyunca kullanilacak olan temel kavramlar ve bazi drnekleri
verilmistir.

Ucgiincii béliimde, Rhoades’in siireksizlik agik probleminin ¢dziimiinde kullanilan iki
farkli say1 tanimlanmis olup, bu sayilar yardimiyla elde edilen sabit noktada stireksizlik

sonuglar1 verilmistir.

Dordiincii boliimde, k -siireklilik tanim1 ve ornekleri ele alinarak, k -siireklilik yardimi
ile elde edilen sonug¢lar verilmistir.

Besinci boliimde, Meir-Keeler ve Caristi tipi daralma kosullar1 kullanilarak elde edilen
sabit noktada siireksizlik sonuglart verilmistir.

Altinct boliimde, Rhoades’in siireksizlik acik probleminin ¢éziimiinde kullanilan say1
yardimi ile elde edilen sabit ¢ember sonuglar1 incelenmistir. Ayrica, Meir-Keeler ve

Caristi yontemi ile elde edilen yeni sabit gember ve sabit disk sonuglar1 verilmistir.

Yedinci boliimde, ¢esitli aktivasyon fonksiyonlarina uygulamalar verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Sabit nokta, metrik uzay, k -siireklilik, daralma kosulu, sabit
¢ember, sabit disk.
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ABSTRACT

ON SOME MEIR-KEELER TYPE FIXED POINT RESULTS
MSC THESIS
KUBRA KARAAGAC
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. NIHAL TAS )
BALIKESIR, MAY - 2024

In this thesis, which consisting of seven chapters, new discontinuity results at the fixed
point were obtained with the help of two different numbers used in the solution of
Rhoades' open problem of discontinuity at the fixed point. In addition, in this study,
new fixed circle and fixed disc results were obtained, inspired by Meir-Keeler and
Caristi type contraction conditions.

The first chapter of this thesis is the introduction.

In the second chapter, the basic concepts and some examples that will be used
throughout the study are given.

In the third chapter, two different numbers used in the solution of Rhoades' open
discontinuity problem are defined, and discontinuity results at the fixed point obtained
with the help of these numbers are given.

In the fourth chapter, the definition and examples of k -continuity are discussed and the
results obtained with the help of k -continuity are given.

In the fifth section, discontinuity results at the fixed point obtained using Meir-Keeler
and Caristi type contraction conditions are given.

In the sixth chapter, the fixed circle results obtained with the help of numbers used in
the solution of Rhoades' open discontinuity problem are examined. Additionally, new
fixed circle and fixed disc results obtained by the Meir-Keeler and Caristi method are
given.

In the seventh section, applications to various activation functions are given.

KEYWORDS: Fixed point, metric space, k -continuity, contractive condition, fixed
circle, fixed disc.
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SEMBOL LIiSTESI

(¢.d) : Metrik uzay

R : Reel sayilar kiimesi
(g“||||) : Normlu uzay

{wn} : Dizi

N : Dogal sayilar kiimesi

C : Karmasik sayilar kiimesi
Coor : Metrik uzaylarda gember
D, : Metrik uzaylarda disk

R* : Pozitif reel sayilar kiimesi
F : Fonksiyon ailesi
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1. GIRIS

Sabit noktalarmm varligi ve oOzellikleri ile ilgili teoremler sabit nokta teoremi olarak
bilinmektedir. Sabit nokta teorisi, matematigin bir¢ok anabilim dalinda ¢alisilmasinin yani
sira son zamanlarda miihendislik, fizik, kimya, ekonomi gibi uygulanabillir bilim
dallarinda da ¢alisilmaktadir. Bu ¢aligmalarin matematiksel ve gilinliik hayat uygulamalari

da elde edilen teorik sonuglarin uygulanabilirligi agisindan olduk¢a 6nemlidir.

Stefan Banach zamanindan bu yana metrik sabit nokta teorisi, farkli alanlarda yaygin
olarak c¢alisilmaktadir. Literatiirde ilk kez 1922’de c¢alisilan “Banach Sabit Nokta
Teoremi”, tam metrik uzaylar lizerinde daralma fonksiyonu kosulunu saglayan bir
fonksiyonun sabit noktasinin varligimi ve tekligini veren bir yontem sunar [1]. Ancak
literatiirdeki bazi 6rneklerde fonksiyonun sabit noktasi oldugu halde, Banach sabit nokta
teoreminin kosullarini saglamadigi goriilmektedir. Boyle fonksiyonlar i¢in yeni sabit nokta
teoremlerinin arastirilmasi agik bir problem olarak karsimiza gelmektedir. Bu problemin
¢Oziimii i¢in de Banach sabit nokta teoremi farkl teknikler kullanilarak, daha genel bir hale

getirilmeye ¢alisilmaktadir (ayrintili bilgi i¢in [2] numarali caligmaya bakilabilir).

Bu genellestirme tiirleri;

¢ Kullanilan daralma kosulunun genellestirilmesi
e Kullanilan metrik uzayin genellestirilmesi

e Geometrik yaklasim

seklindedir.

Banach sabit nokta teoreminde kullanilan daralma kosulu; Caristi tipi [3], Khan tipi [4],
Meir-Keeler tipi [5] ve Ciric tipi [6] gibi ¢esitli daralma kosullarina genellestirilmistir.
Ayrica {lizerinde ¢alisilan metrik uzaym genellestirilmesi ile S -metrik uzay [7], b -metrik

uzay [8] ve G -metrik uzay [9] gibi kavramlar tanimlanmustir.

Metrik sabit nokta teorisinde yapilan bir diger calisma alani da sabit noktada siirekizlik
sonuglarinin arastirilmasidir. Ciinki literatiirde sabit noktasi olan fakat bu noktada siirekli
olmayan fonksiyon drnekleri mevcuttur. Ornegin, reel sayilar kiimesi iizerinde

{w , @<l
Sw =

2 , w>1



seklinde tanimli & fonksiyonunun sabit noktasi vardir ve @ =1 dir. Fakat bu fonksiyon

@ =1 noktasinda sureksizdir.

Bu durum, 1988 yilinda Rhoades tarafindan [10] numarali kaynakta agik problem olarak
birakilmistir. Bu problem gergevesinde farkli teknikler ile yeni sonuglar elde edilmistir [11-

18].

Metrik sabit nokta teoresinde kullanilan daralma kosulu ve metrik wuzaylarin
genellestirilmesinin yani sira, sabit nokta sayisinin birden ¢ok oldugu durumlarda sabit
nokta kavrami, geometrik bir yaklasim olarak sabit elips, sabit gember, sabit hiperbol, sabit
disk gibi kavramlara genellestirilmistir. Ornegin, herhangi bir metrik uzay iizerinde sabit
cember kavrami Ozgiir ve Tas tarafindan ilk kez [19] numarali ¢alismada tanimlanmustir.

Sabit cember ile ilgili ¢aligmalara [19-23] numarali kaynaklardan ulasilabilir.

Sabit noktada siireksizlik ve sabit ¢cember kavramlari ele alinarak ¢esitli uygulamalar da
elde edilmistir. Ornegin, reel degerli aktivasyon fonksiyonlar1 igin bir uygulama [17]

numarali kaynakta verilmistir.

Bu tezde; metrik uzaylar tizerinde Rhoades’in siireksizlik agik probleminin ¢éziimiinde
kullanilan sayilardan yararlanilarak, ilk olarak literatiirde var olan siireksizlik sonuglari
incelenmis olup daha sonra da Meir-Keeler ve Caristi tipi daralma kosullarindan
esinlenerek sabit noktada yeni siireksizlik sonuglar1 elde edilmistir. Ayrica, bu daralma
kosullarindan yararlanilarak yeni sabit disk ve sabit ¢ember sonuglar1 elde edilmistir.
Yapilan caligmalarin énemini artirmak icin de aktivasyon fonkisyonlarina uygulama da

elde edilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar, teoremler ve Ornekler

verilecektir.

Tanim 2.1. ¢ bostan farkli bir kiime olsun. d: ¢ x¢ —>[0,oo) fonksiyonu her @, we ¢
icin

M) d(wz,0)=0ca=0,

(M2) d (@, )

d(w,@) (simetri),
(M3) d(@,w)<d(w,z)+d(z,0) (ii¢gen esitsizligi)
sartlarin1 sagliyorsa, d fonksiyonuna ¢ kiimesi tizerinde bir metrik ve (C : d) ikilisine de

bir metrik uzay denir [24-25].
Ornek 2.2. £ =R olsun. Her @, € R igin,

d(@,0)=|o-o|
seklinde tanimlanan d fonksiyonu gergel eksen {izerinde bir metrik tanimlar. Bu metrige,

(mutlak) salt deger metrigi ya da R {izerinde alisilmis metrik denir [26].

Tamim 2.3. { bir vektdr uzayi olsun. |[{|:{ — R reel degerli fonksiyonu

(N1) Her @ € ¢ igin @] >0 dir,

(N2) Her w € ¢ igin |@|=0< @ =0 dir,

(N3) Her 2eR ve @ €¢ icin |[Aa|=|/|a],

(N4) Her o< igin o +0] <[] + o]

sartlari saglantyorsa | fonksiyonuna ¢ iizerinde bir norm ve (&,||) ikilisine de bir

normlu uzay denir [27].

Tamm 2.4. (é’, d) bir metrik uzay, @ € ¢ ve {wn} bu uzayda bir dizi olsun. Eger verilen
her & >0 sayisina karsilik n>n; seklindeki her bir n dogal sayis1 i¢in

d(w, @)<e

olacak sekilde bir n,eN sayis1 varsa {w,} dizisine yakinsaktir denir. Ayrica @

noktasina da bu dizinin limiti denir [25].

Tamm 2.5. (¢,d) bir metrik uzay ve {@,} bu uzayda bir dizi olsun. Verilen her &>0

sayisina karsilik her n,m > n; i¢in



d(w,.@,)<¢

olacak sekilde bir n, e N sayis1 varsa {wn} dizisine bir Cauchy dizisi denir [25].

Tanim 2.6. (é’, d) bir metrik uzay olsun. { uzayindaki her bir Cauchy dizisi yakinsak ise
(¢,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir [25].

Tamm 2.7. (¢,d), (Y, m) iki metrik uzay ve &:¢ — Y fonksiyonu ve bir a e ¢ noktast

verilsin. Eger verilen her &£>0 sayisi i¢in d (w,a)< 0 oldugunda m(f(w),f(a))< g
olacak bicimde bir ¢ >0 sayisi bulunabilirse & fonksiyonuna a noktasinda siireklidir
denir. Eger & fonksiyonu £ in her bir noktasinda siirekli ise & fonksiyonuna ¢ {izerinde
stirekli ya da kisaca siireklidir denir [28].

Tamm 2.8. £:(£,d)—(Y,m) fonksiyonu verilsin. (¢£,d) de (@,)—> @, oldugunda
(Y,m) de (£(@,)) > £(@,) oluyor ise & fonksiyonuna @, noktasmnda dizisel siirekli
fonksiyon denir [28].

Teorem 2.9. (£,d), (Y, m) metrik uzaylar ve &:¢ — Y olmak tizere

“& fonksiyonu @, € ¢ noktasinda siireklidir < ¢, uzayinda (@,) - @, ozelligindeki her
bir (@,) dizisi igin (£(@,)) > &(@,) dir” [28].

Tamm 2.10. ¢ bos olmayan bir kiime ve &£ :¢ — £ bir fonksiyon olsun.

(o=

esitligini saglayan @ € ¢ noktasina ¢ fonksiyonunun bir sabit noktast denir [25, 29].

Ornek 2.11. C karmasik sayilar kiimesi iizerindeki &:C — C fonksiyonu
(o=w"+3w+4
seklinde tanimlansin. {—1+ \/§i, -1- \/§I} noktalar1 & fonksiyonunun sabit noktalaridir.

Tamm 2.12. (£, d) bir metrik uzay ve
C,..={me:d(my,@)=r}

bir gember olsun. &: ¢ — ¢ bir fonksiyon olmak tizere her @ € C_  igin

@,,r
lo=0w

saglaniyorsa, C, = cemberine & nin bir sabit cemberi denir [19].



Ornek 2.13. £ =R kiimesi iizerinde alisiimis metrigi ele alalim ve £:R — R fonksiyonu
1

— ;. we [—l,oo)—{O}

o=@
3 ; @e(—0,-1)u{0}

seklinde tanimlansm. Bu durumda ¢ fonksiyonu C,, ={-11} birim gemberini sabit

birakir. Fakat, dikkat edilirse cemberin merkezini sabit birakmaz.

Tamm 2.14. (£, d) bir metrik uzay ve
D, r ={we§:d (@, @)< r}

bir disk olsun. &:¢ — & bir fonksiyon olmak tizere her @ € D, , i¢in
lo=0w
saglaniyorsa, D, . diskine & nin bir sabit diski denir [30].

Ornek 2.15. £ =R kiimesi iizerinde alisilmis metrigi ele alalim ve &:R — R fonksiyonu

@ | @e [—1,00]
So=91
— @ € (—o,-1)

seklinde tanimlansin. Bu durumda & fonksiyonu D,, =[-11] birim diskini sabit birakir.

Dikkat edilirse, ¢ fonksiyonu diski sabit biraktigi i¢in diskin merkezini de sabit birakar.



3. SABIT NOKTADA SUREKSIZLIK SONUCLARI

Metrik uzaylar tizerinde Rhoades’in sabit noktada siireksizlik agik problemine [10]
numarali kaynakta verilen ¢6ziimde kullanilan iki farkli say1y1 tanimlayalim:

(¢,d) bir metrik uzay, £:¢ — ¢ bir fonksiyon ve 0<a,b<1 olmak iizere K(@,®) [15]
ve K’ (w,a)) [17] sayilari;

d(@,0),ad (z,é0)+(1-a)d (0. é0),

K (@, ®)=max (1-2)d (. &) + ad (), b[d (w,é‘a)); d (a),éw)]

ve

d(@,0),ad (@, &)+ (1-a)d (0,é0),

K™ (@, ) =max (1—a)d(w,§w)+ad(a),§a)),d(w’gw);d(w’gw)

seklindedir.

3.1 K(@,w) Sayis1 Yardimiyla Sabit Noktada Siireksizlik Sonuglar

Bu béliimde, K(m,a)) sayis1 yardimiyla literatiirde var olan sabit noktada siireksizlik

sonuglar1 ve drnekleri ayrintili sekilde incelenmistir.

Teorem 3.1.1. (£,d) bir metrik uzay olsun. Her @, we ¢ igin &:{ — ¢ asagidaki

kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

(i) Verilen bir £ >0 sayisi i¢in

e<K(m,o)<e+5=>d(éw,éw)<e

olacak sekilde bir §(¢&)> 0 vardir.

(ii) K(@,®)>0 oldugunda

d(éo,éo) <K (@,0)

dir.

Bu durumda, her @ € ¢ i¢in £"@ iterasyon dizisi bir Cauchy dizisidir [15].
Ispat. @, € ¢ olsun. ¢ *de {@,} dizisini

@,,=¢"@, =S,

olacak sekilde tanimlayalim ve her ne Nu {0} igin,



C, = d (wn’wml)

olsun. (i) kosulundan,

¢, =d(@,,@,,)=d({@,, ¢w,)<K(z,,,)
d(w,,.@,).ad(o,,a,)+(1-a)d(w,,,,),

(0,0, 2 (), 2L O o) )]

= d (wn—l’ ZD-n ) = Cn—l

elde edilir. Boylece {Cn} dizisi pozitif reel sayilarin kesinlikle azalan bir dizisidir ve ¢ >0
limitine yakinsar. ¢ >0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, n >k oldugunda
c<c,<c+45(n) (3.1)
olacak sekilde bir k € N vardir. (i) kosulundan,

C,<C,,venxkiginc <C

dir. Bu ise (3.1) esitsizligi ile ¢eligir. O halde ¢ =0 dur.

{@,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu ispatlayalim:

£>0 alalim. §(&)<¢ oldugunu kabul edelim. ¢, — 0 oldugundan, n >k icin

o
C, <—
2

olacak sekilde k € N vardir. Herhangi ne N igin,
o
d(wk,wk+n)<5+5 (3.2)

oldugunu gostermek igin Jachymski [31] teknigini kullanalim.

n =1 igin (3.2) esitsizligi saglanir. Gergekten,
o o
d(o,,@,,)=C <—<&+—
( k k+l) k 2 2

elde edilir. n igin (3.2) esitsizliginin saglandigimi kabul edelim ve n+1 i¢in dogru
oldugunu gosterelim. Uggen esitsizliginden,

d (wk ’ ZD'k-¢—n+—l) < d (wk ’ wk+1) + d (wk+1’ wk+n+l)
olur. Amacimiz i¢in,
d (wk+l' ZD-k+n+1) < &

oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin,



K (@@, )<e+0

oldugunu ispatlayalim. Burada,

d(@.@.,) ad (7, {@y ) +(1-a)d (@, $@y )
K(@,, @, )=max:(1-a)d (@, o, )+ad(@,,,. @, ),

b |:d (wk ' é:wk+n ) +d (wk+” ! é:wk ):I
2

dir. Timevarim hipotezinden,

d(wk,wk+1)<g+g

ad (@, @) +(1-a)d (@ B ) < a§+(1—a)

+a

NS NS
NS NS

(1-a)d (@, @, )+ad (@, B, ) <(1-a)

NS,

ve

b[d (wk ' §Wk+n)+d (wk+n"§wk ):I bl:d (wk’wk+n+l)+d (wk+n’wk+l)]

2 2

b[(d (@ Do) +0 (@, ZUk+n+1)) +(d (@ @) +d (@0, wkﬂ))]
2

[(d (@ @) +d (@, ZUk+n+1))+ (d (@ens @) +d (@, wk”))]

<

<

N

elde edilir ve boylece
K(@y.@,.,)<e+8
olur. (i) kosulundan,

d ((:ka ' gwkm ) = d (wk+l’ zUk+n+l) <€

dir. O halde, timevarim ile ispat tamamlanir ve {@,} bir Cauchy dizisidir. { tam

oldugundan, n — oo iken @, — z olacak sekilde z € £ vardir. Ayrica

Sw, > 1



elde edilir. 0

Uyan 3.1.2. K (w, a)) taniminda a=0, b=1 alinirsa Teorem 3.1.1 yine dogru olur [15].
Bu durumda,

K™ (@,0)= max{d (@.0),d(@,0).d(o o), d (w,éw);d (w,gw)}

sayisi elde edilir. K™ (ZD', a)) sayisini da kullanarak asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonu¢ 3.1.3. (£,d) bir tam metrik uzay olsun. Herhangi @,we( i¢in &:5—¢

asagidaki kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

(i) Verilen bir £ >0 sayisi i¢in

e<K ' (m,0)<e+5=>d(ém éw)<e

olacak sekilde bir & (&) > 0 vardur.

(ii) K™ (@, @) >0 oldugunda

d(ém,éo) <K (7, 0)

dir.

Bu durumda, her @ € ¢ i¢in @ iterasyon dizisi bir Cauchy dizisidir [15].

Ornek 3.1.4. g":[O,Z] ve d, ¢ izerinde alisgilmis metrik olsun. &:4 — ¢ fonksiyonu

1 ; we[O,l]
§w={0 ; we(l,Z]

olacak sekilde tanimlayalim. & fonksiyonu Teorem 3.1.1 in sartlarini saglar. & nin bir tek
@ =1 sabit noktasi vardir [15]. Gergekten,

7.0e[01]=d(Em,Ew)=0 ve 0<K(m,0)<1
7.0e(L2]= d(éa,éo0)=0 ve 1<K (7,0) <2
@ e[0,1],0e(12] veya @ (1 2], 0<[0,1] ise,
d(ém,éw)=1ve 1<K (m,0)<2

elde edilir. Boylece (ii) kosulu saglanir.

1 ; e21
S(e)=
() {1—5 L e<l



olsun. Bu durumda, & fonksiyonu (i) kosulunu saglar.

Ornek 3.1.4 de Teorem 3.1.1 in sartlarin1 saglayip sabit noktasi olan bir fonksiyon drnegi
gormemize ragmen, Teorem 3.1.1. in sartlar1 sabit noktanin varligi i¢in yeterli degildir.
Asagida Teorem 3.1.1 in sartlarim1 saglayip, sabit noktasi olmayan bir fonksiyon Grnegi
gormekteyiz.

Ornek 3.1.5. C:[O,Z] ve d, ¢ tzerinde alisilmis metrik olsun. &:¢ — ¢ fonksiyonu

l+a .
o — w <1
0 ;o w=>1

olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda (§ d ) bir tam metrik uzaydir. a=0 ve
e ;€21
5(e)=
1-¢ ; &<l
ile £ fonksiyonu Teorem 3.1.1 in sartlarin1 saglar. Fakat & fonksiyonunun bir sabit

noktas1 yoktur. Her @ € ¢ i¢in {é”w} bir Cauchy dizisidir ve &"@ — 1 dir [16].

Bu ornekte goriiyoruz ki, Teorem 3.1.1 in kosullart sabit bir noktanin varligin1 saglamak
i¢in yeterli degildir. Bu nedenle, Teorem 3.1.1 in kosullarini saglayan bir £ fonksiyonunun

sabit bir noktasinin varligini saglamak i¢in bazi ek varsayimlar gereklidir. Bunun igin iki
farkli yaklasim ele alacagiz. Ya (ii) kosulu daha gii¢lii bir kosulla degistirilir ya da £ nin

daha zayif bir siireklilik bi¢imini sagladigini varsayariz. Ek kosulun sabit noktada
stirekliligi saglamaya yetmedigini gorecegiz. Simdi Teorem 3.1.1 deki (ii) kosulunu su
kosulla degistirelim:

¢:R* —R" fonksiyon, her t >0 igin ¢(t) <t olacak sekilde
d(éw,éw) < ¢( K(@, a)))
dir [16].

Teorem 3.1.6. (g,d) bir tam metrik uzay olsun. Her @,w ¢ icin £:{ — ¢ asagidaki

kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun.
(iii) Verilen bir & >0 sayist igin

e<K(mw)<e+d=d(ém,éw)<e
olacak sekilde bir ¢ ( 6) >0 vardir.
(iv) ¢:R* — R" fonksiyon, her t >0 i¢in ¢(t) <t olacak sekilde

d(ém,éw)<¢(K (7))
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dir.

Bu durumda, & nin bir tek z sabit noktasi vardir ve her @ € { i¢in £"w — z dir. Eger
O<a<l1ise &, z noktasinda siireklidir. a=0 i¢in & nin z noktasinda siirekli olmasi i¢in
yeterli ve gerekli kosul

limK(@,2)=0

w7

olmasidir [16].

Ispat. @, € { olsun. ¢ de {@,} dizisini

@,=¢w, = ngwo

olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda {wn} in bir Cauchy dizisi oldugu Teorem 3.1.1

in ispatinda kolayca goriiliir. £ tam oldugundan,

limo, =lim&"w, =z ve liméw, =z
n—oo n—

olacak sekilde bir z € £ vardir.

Z nin, ¢ nin bir sabit noktast oldugunu, yani £z =z oldugunu gosterelim. Bunun igin
&z # 7 oldugunu kabul edelim. Burada a =0 veya 0<a <1 olacak sekilde iki ayr1 durum
ortaya ¢ikar:

Eger a =0 ise yeterince biiyiikk n sayis1 i¢in
d(@,,2),d(z,¢2).d (@, ¢@,),

d(¢@,,52)<¢| Maxp[d(w,, £2)+d (2,¢a,)] , 0<b<1
2

olur. n — o0 igin

d (z,fz)<¢£max{d (2,2),d(z.£2),d(z.2), b[d (z,£2)+d (zz)]H

2
_ ¢(max{0,d (z,cfz),O,gd (Lfﬂ}j

=¢(d(z.2)
elde edilir.
d(z,¢2)<¢(d(z,£2))<d(z,¢2)

olmasi bir geliskidir. Dolayisiyla a=0 oldugunda £z=1z dir ve z, & nin bir sabit

noktasidir.

Eger 0 <a <1 ise (iv) kosulu kullanilarak yeterince biiyiik n sayisi igin,

11



d(wn,z),
(1-a)d(z,éz)+ad (@, ¢a@,),
d (@, &z)<4| max ad(z,é2)+(1-a)d (@,,¢@, ), |» 0sb<l

b[d(,.62)+d(z,¢m,)]
2

olur. n — oo igin,

d(z,z),ad(z,z)+(1-a)d(z,¢2),
d(z,6z)<¢| max b[d(z,éz)+d(z,z)}

(1-a)d(z,z)+ad(z,¢2), 5
=¢(max{o,(1—a)d (z,¢2),ad (z,fz),gd (2,52)8
=¢(k), O<k<d(z,¢z)
elde edilir.

d(z,¢z)<¢(k)<k<d(z,¢z2)

olmasi bir ¢eligkidir. Dolayisiyla £z =z dir ve z, & nin bir sabit noktasidir.

Simdi 0 < a <1 oldugunda, & nin sabit bir z noktasinda siirekli oldugunu gosterelim:

¢ de {z,} dizisini n—oo iken z, >z olacak sekilde tanimlayalim. &£z, —>z=¢z7
oldugunu iddia ediyoruz. Eger degilse, m > N oldugunda

d(éaw,,z)>r

olacak sekilde {z,} dizisinin bir {@,} alt dizisi, bir r>0 reel sayist ve bir pozitif N

tamsayist vardir. Yeterince biiyiik bir m sayist i¢in (iv) kosulunu kullanarak,
k= max{gl, a[d(z,¢m,)*¢s, |, (1-a)[d (Z,fa)m)irgg]} <d(z,ém,),

lime, =0, =123

nN—oo

olmak tizere,

d (¢w,,£2)=d (o, 2)
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d(aw,.2),
(1-a)d(z,éz)+ad(w,.ém, ),
< ¢| max b[d (a)m,(fz)er(Z,fa)m):I
2
ad(z,¢éz)+(1-a)d(a,,éw,)

_4 max{gl,ad (wm’éwm)’b[c?ﬁdgz,fwm)] !(1_a)d(a}m’§wm)}J

=o(max{s, ald (.60, )2, ] (1-a)[d (2.0, 2]
=¢(k)

elde edilir.
d (o, 7)< p(K) <k <d(z,&m,)

olmast bir ¢eliskidir. Bu durumda, £z, - z=¢z dir ve & fonksiyonu z sabit noktasinda

sureklidir.

Simdi a =0 oldugunda & nin sabit bir z noktasinda stirekli oldugunu gosterelim:

¢ de {@,} dizisini n — oo iken @, — z olacak sekilde tanimlayalim.

b[d (wn,52)+d(z’§wn)}}=o

Iirfn K(@,,2)= Iir[nmax{d (@,.2),d(z,¢2),d(@,,¢m,), >

olur. Diger taraftan,

lim K(wn,z):O

ise bu durumda @, — z iken d(@,,¢w, ) — 0 dir. Yani,

S, >1=¢1

dir. O halde, & fonksiyonu z noktasinda siireklidir.

Simdi & fonksiyonunun bir tek z sabit noktast oldugunu gosterelim:

2", & fonksiyonunun z noktasindan farkli bir diger sabit noktasi, yani

*

£ =1

olsun. (iv) kosulundan,

d(z,z*):d(gz,fz*)s(p(K(z,z*)) (3.3)
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olacak sekilde bir ¢:R" — R fonksiyonu vardir. Burada,

d(z2"),ad(z,é2)+(1-a)d(z",&7°),

K(z,z")=max 2.6\ +d(2,&2) | 0=ab<l
(=) (1—a)d(z,§z)+ad(2*,52*)’b[d( - )zd( Gl

= max{d (Z,z*),O,O,bd (Z’Z*)}

:d(z,z*)
dir. (3.3) esitsizliginden,
d (z, z*)£¢(d (z, z*))< d (z,z*)

elde edilir. Bu ise bir celiskidir. O halde z=12" olmak zorundadir. Sonug olarak, & nin bir
tek z sabit noktasi vardir. O

32 K’ (07, a)) Sayis1 Yardimiyla Sabit Noktada Siireksizlik Sonuclari

Calismanin bu boliimiinde, K*(w,a)) sayis1 yardimiyla literatiirde var olan sabit noktada

stireksizlik sonuglar1 ayrintili sekilde incelenmistir.

Teorem 3.2.1. (g,d) bir tam metrik uzay olsun. Her @,w € ¢ i¢in &£:{ — ¢ asagidaki

kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

(i) Verilen bir & >0 sayisi igin

e<K'(m,0)<e+5=>d(ém,éw)<e

olacak sekilde bir ¢ ( 8) > 0 vardir.

(ii) K*(@,®)>0 oldugunda

d(ém,éo) <K' (@, 0)

dir.

Bu durumda, her @ € ¢ igin {cf“w} iterasyon dizisi bir Cauchy dizisidir ve z € ¢ igin
&' =2

dir [17].

Ispat. @, e ¢ olsun. ¢ °de {@,} dizisini
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@,=¢w,,=¢"D,

olacak sekilde tanimlayalim. Eger,
@, =0y,

ise bu durumda,

T, =T =Ty =W =

dir, yani {@,} = {f”wo} bir Cauchy dizisidir ve @,, & nin bir sabit noktasidir. Bu nedenle,

her n sayisi i¢in @, # @,,, oldugunu varsayabiliriz.
v, =0d(@,@,,) ve y,, =d(@,,,@,) diyelim. (ii) kosulundan,

v =d(@,,@,,)=d(éo,,.¢w,) <K (@, ,,@,)
d(@,,.@,),

ad (@, ,.¢@,,)+(1-a)d(w,.¢a,),
= max (1_ a)d (wn_l,fwn_l)+ ad (wn,fwn),

d(@,,¢0,)+d(@,¢o,,)
2

d (@4, wml)}

:max{yn—l’ayn—l+(1_a)7/n1(1_a)7n—1+a7n7 2

:7n—l

elde edilir. Boylece, { ;/n} pozitif reel sayilarin azalan bir dizisidir ve dolayisiyla r >0

limitine yakinsar. r >0 oldugunu varsayalim. Bu durumda,
n>N=r<d(a,a,,)<r+d(r) (3.4)
olacak sekilde pozitif bir N tamsayisi vardir. Bir bagka deyisle,

d (wn’wml)’
(1-a)d(@,,,,¢m,.,)+ad(a,,la@,),
r<mexyd(a,,,ém, )+d(a,,Eo,,) <r+6(r)
> ;
ad(@,,,,¢@,,,)+(1-a)d(w, ¢@,)

dir. (i) kosulundan yukaridaki esitsizlik,
d (éwn ' gwm—l) = d (mn+l’ ZD-n+2) <r

esitsizligini verir. Bu ise (3.4) ile gelisir. Dolayisiyla n — oo iken
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d(@, @,,)—>0

dir.

Simdi {@,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gdsterelim. {@,} in bir Cauchy dizisi

olmadigini varsayalim. Bu durumda & > 0 sayis1 i¢in,

d (wni @, ) > 2¢

olacak sekilde {@,} in bir {wni} alt dizisi vardir. (i) kosulunda, 0 <& <& olacak sekilde

bir & sayisi segelim.

limd (@, @,,,)=0
oldugundan,

o
nxN=d (anwn+1)<g

olacak sekilde bir N sayis1 vardir.

n, > N olsun. Bu durumda,
n<m<n, ve d(wn,,wm)25+ o
o 3

olacak sekilde m, tamsayilar1 vardir.

Eger n, > N degilse; bu durumda,

d (wn‘ Py ) =0 (w“i Dy _1)+ d (wnm -1 wniﬂ) <é& +(gj +(gj <2¢
celiskisi elde edilir.

n<m<n,, ved (wni ,wmi)z g+(gj (3.5)

olacak sekilde m, en kiiciik tamsay1 olsun. Bu durumda,

d (wni 1O ) <&t [g)

dir. (3.5) ve (i) kosulundan,

g+(§jsd(wni,wmi)

—d (gwnH L, ) <K” (wm @, )
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d (wnH Ty ),
(1-a)d(w,,.¢m,,)+ad(m, ., ).
= max d (wni_1 , gwmi_l ) +d (w‘mi_l , fwni_l)

2
ad (wmi_l ) é:wmi_l ) + (1_ a) d (wni—l ! éw”i—l )

< max{d (wni,l , wmi,1)1d (wmu @, )+ d (wniil @, ),d (wni,l’w”i )}

<afe oo 5 ()3

yani,

8+(éj3 K™ (wn__ @ )<5+(§]
3 e 2

dir. (i) kosulundan son esitsizlik,

d (fwni_l @, ) <&

yani,

d (wni ,wmi)Sg

dir. Bu ise (3.5) ile gelisir. Dolayistyla {@,} bir Cauchy dizisidir. ¢ tam oldugundan,
ime, = lim "5 =

olacak sekilde bir z noktasi vardir. O

Daha 6nce verdigimiz Ornek 3.1.5 in, Teorem 3.2.1 i¢in de gegerli oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.2.2. (£,d) bir tam metrik uzay olsun. Her @,we¢ igin £:{ — ¢ asagidaki

kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun.
(iii) Verilen bir £ > 0 sayist i¢in

e<K'(m,w)<e+5=>d(éw,éw)<e
olacak sekilde bir §(&) >0 vardur.
(iv) ¢:R* — R* fonksiyon, her t >0 i¢in #(t) <t olacak sekilde

d (¢, éw) < ¢(K* (w,a)))
dir.
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Bu durumda, & nin bir tek z sabit noktasi vardir ve her @ € ¢ igin £"@ — z dir. Eger
O<a<l1ise &, z noktasinda siireklidir. a =0 i¢in & nin z noktasinda siirekli olmasi i¢in
yeterli ve gerekli kosul

limK"(@,2) =0

wT—>L

olmasidir [17].

Ispat. @, € £ olsun. ¢ de {wn} dizisini

w,=Cw, = gnwo

olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda {wn} in bir Cauchy dizisi oldugu Teorem 3.2.1

in ispatinda kolayca goriiliir. ¢ tam oldugundan,

lima, =lim"@, =z ve liméw, =z
n—oo

n—oo n—ow

olacak sekilde bir ze d vardir. z nin, & nin bir sabit noktast oldugunu; yani £z =z
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in &£z # z oldugunu kabul edelim. Burada a=0 veya
0 <a <1 olacak sekilde iki ayr1 durum ortaya ¢ikar:

Eger a =0 ise yeterince bliyiikk n sayis1 i¢in,

d(fwn,fz)s(/ﬁ[max{d(wmz),d(Z,gz)’d(wn’gwn)1 d(wan);d(z,éwn)}J

olur. n — oo igin,

d(2,52)3¢(maX{d(z,z),d (2.¢2).d(22), d(z,52)2+d(z,Z)H
=¢(max{0,d(z,§z),o,@}]

=¢(d(z.62))

elde edilir.

d(z.¢z)<g(d(z,¢2))<d(z,£2)

olmas1 bir ¢eliskidir. Dolayisiyla a=0 oldugunda &z=z dir ve z, & nin bir sabit

noktasidir.

Eger 0 <a<1 ise (iv) kosulu kullanilarak yeterince biiylik n sayisi igin,

18



d(@,, 2),

(1-a)d(z,é2)+ad (@, ém,),
d(¢@,,$2) <4| MaX< d(a,,&2)+d (2, £, )
2
ad(z,¢2)+(1-a)d(w,,ém,)

olur. n — oo igin,

d(z,2),
(1-a)d(z,¢&z)+ad(z,2),
d(Z,§Z)S¢ max d(Z,§Z)+d(Z,Z)

2
ad (z,£2)+(1-a)d(z,2)
:¢[max{0,(1—a)d (z,£2),ad (z,£2), d (z,éz)H

2

=¢(k), O<k<d(z,z)

elde edilir.

d(z,¢z)<g(k)<k<d(z,é2)

olmasi bir ¢eligkidir. Dolayisiyla £z =z dir ve z, & nin bir sabit noktasidir.

Simdi 0 < a <1 oldugunda, & nin sabit bir z noktasinda siirekli oldugunu gosterelim.

¢ de {z,} dizisini n—oo iken z, >z olacak sekilde tammlayalim. &z, —z=¢z

oldugunu iddia ediyoruz. Eger degilse, m > N oldugunda,
d(éw,.z)>r

olacak sekilde {z,} dizisinin bir {a,} alt dizisi, bir r >0 reel sayist ve bir pozitif N

tamsayis1 vardir. Yeterince biiyiik bir m sayisi icin (iv) kosulunu kullanarak,
k=max{s,a[d(z,ém,)ts, |.(1-a)[d(2,¢0,) %5 |} <d(2.¢m,), lims =0,=1,2,3

olmak tizere,

d(éw,.é7)=d(¢m,,2)
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d(a,,2),
(1-a)d(z,é2)+ad(w,, lo,),
S¢| maxy d(z,ém, )+d(w,,£2)
2
ad(z,¢2)+(1-a)d (@, lo,)

)

=¢ max{gl,ad (a)m,fa)m), [81 + (Zz’éga)m )] ’(1_a)d (wm’éa)m )}}

=o(max{s, ald (.60, )2, ] (1-a)[d (2.0, 2]
=¢(k)

elde edilir.
d (S, 2)<¢(k)<k<d(z,m,)

olmast bir ¢eliskidir. Bu durumda, £z, - z=¢z dir ve & fonksiyonu z sabit noktasinda
stireklidir.

Simdi a=0 oldugunda & nin sabit bir z noktasinda siirekli oldugunu gosterelim. ¢ de

{@,} dizisini n— oo iken @, — z olacak sekilde tamimlayalim.

lim K (@,,2)= lim max{d (@,.2),d(2.£2),d(,,¢,), d (wn,iz)zd (z,éwn)}
=0
olur. Diger taraftan,

lim K™ (@,,2)=0

ise bu durumda @, — z iken d(a,,¢w, ) — 0 dir. Yani,
So, > 1=¢1

dir. O halde, & fonksiyonu z noktasinda siireklidir.

Z sabit noktasinin bir tek oldugu Teorem 3.1.6 nin ispatindan kolayca goriiliir. i
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4. k-SUREKLILIK YARDIMIYLA SABIiT NOKTADA
SUREKSIZLIK SONUCLARI

Bu boliimde, ilk olarak k -siireklilik tanimini ve bazi1 6rneklerini verelim.
Tamm 4.1. k =1,2,3,... olmak iizere, {@,} dizisi { de

M >t

seklinde tanimlandiginda,

Ea — &t

oluyorsa, &:4 — ¢ fonksiyonu ¢ uzayinda k -siireklidir denir [32].

Ornek 4.2. {=[0,2] ve ¢ kiimesi iizerindeki metrik, alisilmis metrik olsun. £:¢ — ¢

fonksiyonu

1 ; 0<w<l
$o =

0 ; o>1

seklinde tanimlansin. Bu durumda,
o, >t = Em, >t

dir. Gergekten,

o, >t=t=0yadat=1

dir ve her n i¢in

Em =1

oldugundan,

Em —>1l=¢t

elde edilir. O halde, & fonksiyonu 2 -siireklidir fakat @ =1 noktasinda & fonksiyonu
stireksizdir [16].

Ornek 4.3. ¢ 2[0,4] ve ¢ Tlzerindeki metrik, alisilmis metrik olsun. &:{ — ¢

fonksiyonu
1 ; 0wl
(o=10 ; l<o<
g . 3<w <4
3

seklinde tanimlansin. Bu durumda,
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o, >t=Em, — &

dir. Gergekten,

Em —>t=t=0yadat=1

dir ve her n igin,

Ew, =1=¢t

elde edilir. O halde &, 3-siireklidir. Ancak,

o, >t= Ew, — &

anlamina gelmez. Yani &, 2 -siirekli degildir [16].

Ornek 4.4. (=[0,2] ve ¢ iizerindeki metrik, ahsilmis metrik olsun. &:{ —¢

fonksiyonu,

o hem<
m=q 2

0 ; w>1

seklinde tanimlansin. Burada &, 2 -siireklidir ancak siirekli degildir [16].

Ornek 4.5. ¢ :[0,3]u(4,5) ve ¢ ilizerindeki metrik, alisilmis metrik olsun. &:4 — &

fonksiyonu,
1 ; 0<w<l
(o=40 ; l<@<3
g v d<w<b
4

seklinde tanimlansin. Burada &, 3-siireklidir. Bu durumda «fz, stireklidir fakat &, 2-

stirekli degildir.
@, =4+ 1
n

seklinde tanimlanan {wn} dizisini dikkate alalim. Buradan,

Em, —1fakat @, — 0% £1

dir. Yani &, 2 -siirekli degildir. Buradan,

1
44—

n :4n+1=1+i
4 4n 4n

cw, =
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ve

Ew, =0

elde edilir. O halde

Em, —1fakat E@, - 0= El=1

olur. Sonug olarak &, 2 -siirekli degildir [16].

Yukaridaki orneklerden, k >1 oldugunda &* fonksiyonunun siirekliligi ile & nin k -

stirekliliginin birbirinden bagimsiz oldugunu goriiyoruz. Ayrica 1-siireklilik kavrami,
stireklilik kavramina denktir. Buradan asagidaki iliskiler elde edilir ve genelde tersi dogru
degildir [16].

strekli= 2 -siirekli= 3 -siirekli=...

41 K (w, a)) Sayisi ve k -Siireklilik Yardimiyla Sabit Noktada Siireksizlik Sonug¢lar:

Bu boliimde, K (w, a)) say1s1 kullanilarak Kk -siireklilik yardimu ile literatiirde var olan sabit

noktada siireksizlik sonuglar1 ve drnekleri ayrintili sekilde incelenmistir.

Teorem 4.1.1. (£,d) bir tam metrik uzay ve her @, we¢ i¢in &:{ —¢ asagidaki
kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

(v) Verilen bir & >0 sayisi igin
e<K(m,0)<e+5=>d(¢m,éw)<e
olacak sekilde bir 6 > 0 vardir.

(vi) K(@,®)>0 oldugunda,
d(éw,éw)<K(a,0)

dir. Eger &, k -siirekli ise ya da £ bazi k >1 igin siirekli ise bu durumda, & nin bir tek

sabit noktas1 vardir. Her @ € £ i¢in {5 "w} iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar [16].
Ispat. @, € ¢ olsun. ¢ de {@,} dizisini
ZUn = gwn—l = gnwo

olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda {wn} in bir Cauchy dizisi oldugu Teorem 3.1.1

in ispatinda kolayca goriiliir. ¢ tam oldugundan, @, —t olacak sekilde ted wvardir.

Ayrica, k >1 i¢in,

o, >t ve Ea, >t

23



dir. Simdi & nin k -siirekli oldugunu varsayalim. Bu durumda K -siireklilik tanimindan,
& >t= e, ot
dir. Dolayistyla £, —t oldugundan,

t=¢t

elde edilir. Bu durumda t, & nin sabit noktasidir. £ nin bazi k >1 igin siirekli oldugunu

varsayalim. Bu durumda,

limé&a, =&

n—oo

dir.

@, —t oldugundan, £t =t olur.

Eger t # &t ise,

d(£,£"),ad (£, £4) +(1-a)d (&4, &%),
d(t,&t)=d (&, &) <max4(1-a)d (£t £t) + ad (£, £),
b[d (£%,&) +d (e;kt,gkt)]

2

=d (&7, &) <d (&7, 87 << d (&)

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla t =&t dir ve t, & nin bir sabit noktasidir. Teorem 3.1.6
dan teklik kolayca goriiliir. o

Ornek 4.1.2. ¢ 2[0,2] ve (¢ tzerindeki metrik, alisilmis metrik olsun. &:4 — ¢

fonksiyonu

1 ; 0<@<l
$o =

0 ; l<w<2

seklinde tanimlansin. Bu durumda a=0 i¢in & fonksiyonu Teorem 4.1.1 in tiim
kosullarin1 saglar. @ =1 noktast & nin bir tek sabit noktasidir ve & bu noktada

sureksizdir.

1 ; 21
5(8):{1—5 poexl

olsun. Bu durumda & :& — ¢ Teorem 3.1.6 nin (iii) kosulunu saglar.
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olsun. Bu durumda da & fonksiyonu Teorem 3.1.6 nin (iv) kosulunu saglar. Ayrica, &

fonksiyonunun 2 -siirekli ve &2 nin siirekli oldugu kolayca goriiliir ve Teorem 4.1.1 in (v)
ve (vi) sartlarini da saglar [16].

Ornek 4.1.3. ¢ :[0,2] ve ¢ lzerindeki metrik, alisilmis metrik olsun. &:4 — ¢
fonksiyonu

¢ ro, 0<r<1 ; @ rasyonel
w = .
0 ;@ irrasyonel

1-r
seklinde tanimlansin. & fonksiyonu azg, 5(e)= z(1-r) , ¢(t)=rt ile birlikte Teorem
r

3.1.6 min (iii) ve (iv) kosullarini saglar. £ fonksiyonu bir tek @ =0 sabit noktasina sahiptir
ve ¢ fonksiyonu bu noktada siireklidir. k>2 igin & fonksiyonunun Kk -siirekli oldugu
kolayca goriilir ve Teorem 4.1.1 in (v) ve (vi) sartlarin1 da saglar. Fakat, herhangi bir Kk
icin £* fonksiyonu, @ =0 noktas: disinda siireksizdir [16].

4.2 K'(w,w) Sayisi ve k -Siireklilik Yardimiyla Sabit Noktada Siireksizlik Sonuglart

Bu béliimde, K*(w,a)) sayist kullanilarak Kk -siireklilik yardimi ile literatiirde var olan

sabit noktada siireksizlik sonuglar1 ayrintili sekilde incelenmistir.

Teorem 4.2.1. (£,d) bir tam metrik uzay ve her @w,we¢ i¢in &:{ — ¢ asagidaki

kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

(v) Verilen bir £ >0 sayisi igin
e<K'(m,0)<e+5=>d(éw,éw)<e
olacak sekilde bir 6 > 0 vardir.

(vi) K (@,®)> 0 oldugunda,
d(éw,éw)<K' (@, 0)

dir. Eger &, k -siirekli ise ya da baz1 k >1 igin &* siirekli ise bu durumda, & nin bir tek

sabit noktasi vardir. Her @ € ¢ igin {§ "w} iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar [17].
Ispat. @, e olsun. ¢ de {@,} dizisini

@,=¢w, = égnwo
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olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda {wn} in bir Cauchy dizisi oldugu Teorem 3.2.1

in ispatinda kolayca goriiliir. § tam oldugundan, @, —t olacak sekilde ted vardir.

Ayrica, k>1 i¢in,

o, >t ve &Ko, —t

dir. Simdi & nin k -stirekli oldugunu varsayalim. Bu durumda k -siireklilik tanimindan,
o st=Ew - Gt

dir. Dolayistyla £@, —t oldugundan,

t =&t

elde edilir. Bu durumda t, & nin sabit noktasidir. Simdi & nin bazi k >1 igin siirekli
oldugunu varsayalim. Bu durumda,

lim &, = &t
dir.
@, —t oldugundan, £t =t olur.

Eger t = &t ise,

d(£7%,¢'),ad (£, &) +(1-a)d (1, &%),
d(t,6t)=d (£, &%) <maxq(1-a)d (£, &) +ad (£, &),
d (&4, &%) +d (&4, £')

2

=d (&7, ) <d (&7, £ <. <d (1, 1)

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla, t=¢t dir ve t, & nin bir sabit noktasidir. Teorem 3.1.6
dan bu sabit noktanin tek oldugu kolayca goriiliir. m

Daha énce verdigimiz Ornek 4.1.2 ve Ornek 4.1.3, Teorem 4.2.1 i¢in de gecerlidir.

Teorem 4.2.2. (g,d) bir metrik uzay olsun. Eger Teorem 3.2.2 nin (iii) ve (iv) kosullarini

saglayan her &:4 — ¢ fonksiyonu ya da Teorem 4.2.1 in (v) ve (vi) kosullarin1 saglayan
her £:{ — ¢ k -siirekli fonksiyonu bir sabit noktaya sahip ise bu durumda ¢ tamdir [17].

Ispat. (¢,d) bir metrik uzay olsun. Teorem 3.2.2 nin (iii) ve (iv) kosullarin saglayan her

&:¢ — ¢ fonksiyonu ya da Teorem 4.2.1 in (v) ve (vi) kosullarini saglayan her £:{ — ¢
k -siirekli fonksiyonu bir sabit noktaya sahip olsun. ¢ in tam oldugunu iddia ediyoruz. ¢
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in tam olmadigini varsayalim. Bu durumda ¢ de farkli noktalardan olusan, yakinsak
olmayan bir

S ={u,U,,Us,...

Cauchy dizisi vardir. @ € ¢ olsun. Bu durumda @, S dizisinin bir limit noktas1 degildir
ve

d (ZD',S —{w})>0

dir.

m> N (w) icin,

@ # Uy, Ve d(uN(m),um)«d(w,uN(ﬂ)) (4.1)
olacak sekilde en kiigiik bir N (w) pozitif tamsayisi vardir. Bir £:¢ — ¢ fonksiyonunu
S = Uy,

seklinde tanimlayalim. Bu durumda, @ €¢ igin @ # @ dir ve (4.1) den herhangi bir
@,we( i¢in N(@)<N (o) ise,

d (§w,§a)) =d (uN(m)’uN(w)) <<d (w,uN(m)) =d (w,(fw)
yada N(@)>N (o) ise,
d(éw,éw)=d (uN(w),uN(w)) <<d (a),uN(W)) =d(w,éw)

elde edilir. Bu da su anlama gelir :

d(@,0),ad (@, &)+ (1-a)d (0.é0),

d(ém,
(§@,Sw) << max (1-2)0 (e, ) » ad (a0£0) d (w,ffco);d (o éw)
=K' (@, 0) (4.2)
Baska bir deyisle ¢ >0 verildiginde,
e<K'(m,0)<e+5=>d(éw éw)<e (4.3)

olacak sekilde §(¢&) =& segebiliriz. Benzer sekilde (4.2) den ¢:R* — R yi ¢(t) :% ile

d(¢ém,éo)<p(K (@, 0)) (4.4)

tanimlayabiliriz.
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(4.2), (4.3) ve (4.4) den &:& — ¢ in Teorem 3.2.2 nin kosullarini sagladigt agiktir. Bu
durum, hipotezimiz ile ¢elisir. Boylece { tamdir. i

28



5. MEIR-KEELER VE CARISTI YONTEMI iLE SABIT NOKTADA
SUREKSIZLIK SONUCLARI

Bu bélimde, Meir-Keeler tipi [5] ve Caristi tipi [3] teknikleri ile K'(@,@) sayisi

kullanilarak, Rhoades’in agik problemine [10] yeni ¢Oziimler veriyoruz. Bu amag iginde
[33] kaynakta verilen tekniklerden yararlanacagiz.

Burada (¢, d) tam bir metrik uzay, &:¢ — ¢ bir fonksiyon ve ¢:¢ —[0,%) fonksiyonu

alttan yar siirekli ve alttan sinirli olsun.

@:¢ —[0,00) fonksiyonu her @ € ¢ igin

p(w)=d(o (o) (5.1)
seklinde tanimlansin.

Teorem 5.1. Eger her @, w € { igin

(M) Verilen bir & >0 sayist i¢in d(@,é@) >0 olmak iizere;

&< [(p(w)—(p(éw)] K (m,0)<e+d=d(éw, éw)<e

olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 vardir,

kosulu saglaniyorsa bu durumda, verilen bir @ € £ sayisi igin {f"w} iterasyon dizisi bir
Cauchy dizisidir ve herhangi bir z € ¢ i¢in
lim&'w =2

dir [34].

Ispat. (M) kosulunu kullanarak d (@,é@) >0 ise,

d(¢m,éo)<[p(@)-9(ém) K (@, 0) (5.2)
elde edilir. @, € ¢ olsun. ¢ de {@,} dizisini

@, =¢w,,=¢{"o,

olacak sekilde tanimlayalim. Baz1 n sayisi icin eger;

ZD-n = wn+l

ise bu durumda,

ZUn = ZD-n+l = ZUn+2 =
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dir, yani {@,} ={§”w} dizisi bir Cauchy dizisidir ve @,, & nin bir sabit noktasidir. Bu

nedenle her n sayisi i¢in @, # @,,, oldugunu varsayalim ve

c,=d(a,,@,)

n

olsun. (5.2) esitsizliginden,
Cn+l = d (wn ZD-n+1) (é:wn l’é:w |:¢(wn—1 :' K ZD' _1,@'

d(@,,.@,),
ad (@, ,,é@,,)+(1-a)d (@, i, ),
=[o(@.1)-o(@,)]max|(1-a)d (s, ,,ém, , ) +ad (a,, &, ),

d (wn ) fwn—l) +d (wn—l’ f@'n )
2

:[(p(wn1)—§o(wn)]max{cn,acn+(l—a) Cunr(1-2)cC, +aC"”’M}

:I:go(wﬂ—l)_q)(wn )]Cn (5.3)
elde edilir. (5.3) esitsizliginden
Chi1 = d (wn ) ZD-nﬁ-l) < [(D(wn—l) - (/)(@'n ):I C,

elde edilir ve buradan her ne N igin

C
0 <n_+1 < ¢(wn—1)_¢(wn)

n

dir. Buradan, {(o(wn)} dizisi artmayan ve pozitif bir dizidir ve bazit t>0 sayisina

yakinsar. Her ne N i¢in
m+1<2|:§0 ml m)]:¢(wo)_¢(wn)
o C,

n— o0 igin @ (@, ) -t <o

dir ve

nc . C
Zm—*l<oo:hm”—*l:0

m=1 Cm n—o0 Cn

elde edilir. Dolayisiyla « € (0,1) icin,

Cn+1 <a

C

n
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olacak sekilde her n>n; i¢in bir Ny € N vardir ve her n>n; i¢in,
d(w,,@,,)<ad(@,,a,) (5.4)

elde edilir. Simdi {wn} in bir Cauchy dizisi oldugunu ve {wn} in bir aed noktasina
yakinsadigint gosterelim. (5.4) esitsizliginden {d (wn,wml)} pozitif reel sayilarin azalan,
stnirh bir dizisidir ve dolayisiyla @ >0 limitine yakinsar, a <1 oldugundan @ =0"1
kolayca kanitlariz.

Her n,n, eN (n,>n,) igin,

n-1 a”z
d (wnl,wnz ) < 2 d(@,, @, )< Ed (@, @)

3

dir, yani
Ilijposup{d (wn1’w”2 ) n > n2} =0

elde edilir.

Sonug olarak, {wn} dizisi bir Cauchy dizisidir ve (é’, d) tam bir metrik uzay oldugundan,

{@,} —a olacak sekilde bir a e ¢ vardr. O

Teorem 5.2. ¢ fonksiyonu Teorem 5.1 de verilen (M) kosulunu saglasin. Eger &
fonksiyonu k -siirekli ise bu durumda, & nin bir z sabit noktasi vardir. Ayrica & nin z
noktasinda siirekli olmasi igin yeterli ve gerekli kosul

im[o(@)-¢(50)]K" (.0)=0
olmasidir [34].

Ispat. @, € £ olsun. ¢ de {@,} dizisini
w,=¢w,,=¢{"o,

olacak sekilde tanimlayalim. {wn} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu Teorem 5.1 in

ispatindan kolayca goriiliir. Dolayistyla (£, d) bir tam metrik uzay oldugundan, {@,} —a

olacak sekilde bir a € ¢ vardir. Ayrica her p >1 i¢in,
EPw, —>a

dir. &, k -siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
g —>a

oldugunda,
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o —Ea
dir ve dolaystyla &@, — a oldugundan, £a=a elde edilir. Bu nedenle a noktast & nin
bir sabit noktasidir.

& fonksiyonu a sabit noktasinda siirekli ve @, — a olsun. Bu durumda,
So, > Sa=a
elde edilir. Boylece,
im[ (@) -9 (£0)]K" (a,2)
d(w, a),ad (@, ¢w,)+(1-a)d(aca),

_lim[ p(c)-p(£w)]max| LTnsR) (@ cm,) ~0

nN—oo 2

ad(a,a)+(1-a)d(m, c@,)

olur. Diger taraftan

i [o(@) ()K" (,,2) =0

ise bu durumda, @, — a iken d(@,, @, ) — 0 dir, yani

S, —>a=<¢a

dir. O halde & fonksiyonu a noktasinda siireklidir. O
Sonug 5.3. Eger her @, w € ' icin asagidaki;

(i) Verilen bir £ >0 sayis1 igin d (w, §w) >0 olmak iizere,

e< [(o(w)—(a((fw)]d (w,a)) <g+o=d (fw,fa)) <¢
olacak sekilde bir & > 0 sayis1 vardir,

kosulu gecerli ise bu durumda, @ € verildiginde {5“23} iterasyon dizisi bi Cauchy
dizisidir ve baz1 z € ¢ icin
lim&'w =12

olur. Eger & fonksiyonu k -siirekli ise bu durumda z, & nin bir sabit noktasidir [33].
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6. SABIT CEMBER PROBLEMINE UYGULAMA

Sabit ¢gember problemi uygulamalarinda kullanacagimiz Wardowski tipi F fonksiyon
ailesi tanimin1 hatirlayalim:

Tanmm 6.1. F asagidaki kosullar saglayacak sekildeki tiim F :(O,oo) — R fonksiyonlarin
ailesi olsun.

(F1) F, kesinlikle artandir.

(F2) (O,oo) icindeki her {an} dizisi i¢in lim F(an)=—oo olmasi i¢in gerekli ve yeterli

n—oo

kosul lima, =0 olmasidir.

n—oo

(F3) lim &"F () =0 olacak sekilde k €(0,1) vardir [35].

a—0"
Ornegin,
1

NS

F(@)=Ina, F(o)=In(a)+@, F(o)=——F, F(w)=|n(zvz+w) fonksiyonlar1 F
ailesine aittir [35].

Simdi F fonksiyon ailesi tanimi kullanilarak [17] ¢alismasinda elde edilen daralma
tanimini hatirlayalim:

Tamm 6.2. ({,d) bir metrik uzay, &:4 — ¢ bir fonksiyon ve @, € ¢ herhangi bir nokta
olsun. Her @ € ¢ igin

d(ém@)>0=>t+F(d(ém,0))<F(K (@,3,))

olacak sekilde F eF, t>0 ve ae[0,1) varsa & fonksiyonuna ¢ iizerinde bir F__ . -

daralma denir [17].

6.1 K (@,») Sayis1 Yardimiyla Baz: Sabit Cember Sonuglar

Bu boliimde, K (@,®) sayist kullanilarak elde edilen literatiirde var olan bazi sabit

¢ember sonuclar1 ve 6rnekleri incelenmistir.

Onerme 6.1.1. (£,d) bir metrik uzay ve &:¢ — ¢ fonksiyonu @, € ¢ ile bir Foon”
daralma olsun. Bu durumda,

sw, =m,

dir [17].

Ispat. (o, # @, oldugunu varsayalim. Bu durumda,

d(ém,,@,)>0
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dirve F__ . -daralmatammindan bazi F € F ve t>0 igin,
- 0

t+F(d(éa,,@,)) < F (K (a,3,))

d(@,,@,),ad (@,, @, ) +(1-a)d (@, {my ),
=F| maxy(1-a)d(@,,¢{w,)+ad (@,,{w,),

d(@,,lm,)+d (@, o)
2

ve buradan

t+F(d(Smy, @) <F (max{o,d (Wo’fwo)}) =F(d(@,m,))

elde edilir. Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla,

c@, =@,

elde edilir. O

Teorem 6.1.2. (£,d) bir metrik uzay, £:¢ —¢ fonksiyonu @, ¢ ile bir F__ . -

daralma ve

r=inf{d(¢éw.o) to+m,@eX]| (6.1)
olsun. Eger her @ € Cwo,r icin,

d (fw, wo) =r

ise bu durumda C & nin bir sabit cemberidir [17].

wgy,r !

Ispat. r =0 olsun. Bu durumda,

Copr = {070}

olur. Onerme 6.1.1. den CwO’r ¢cemberinin & nin sabit cemberi oldugu agiktir.
r>0veweC, ., dw#w olacak sekilde herhangi bir nokta olsun. r nin tanimindan,
d (éw, w) >r

oldugu kolayca goriilir. F__ . -daralma kosulu, Onerme 6.1.1 ve F fonksiyonunun

artanlik 6zelligi kullanilarak,
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F(r)<F(d(¢m,@))<F(K'(@,3,))-t
d(@,a@,),
) ad (o, ¢w)+(1-a)d (@, {ay),
<F(K (ZD’,ZD’O))IF max d(w,fwo)+d(wo,§w)
> ,
ad (@, ¢w,)+(1-a)d (@, i)

= F(max{r,ad (@, ¢w),(1-a)d (@, ém)}) (6.2)
elde edilir.

L=max{r,ad (@ éw),(1-a)d (@, &@ )} diyelim.

Simdi C,,, gemberinin & nin bir sabit gemberi oldugunu ispatlryoruz:
o L =r olsun. (6.2) esitsizliginden,

F(r)<F(r)

elde edilir ve bu bir ¢eliskidir.

e L=ad (@ ¢@) olsun. (6.2) esitsizliginden,
F(r)<F(d(ém.@))<F(ad(z.¢m)) < F(d(@,{m))

dir ve bu bir ¢eligki ifade eder.

e L=(1-a)d (@, @) olsun. (6.2) esitsizliginden,

F (1) <F (d(¢.0)) < F((1-a)d (0. 0)) < F (0 (@.0))

elde edilir ve bu bir ¢eliski ifade eder.

& nin bir

sabit cemberidir. O

Elde ettigimiz bu sonuglar dogrultusunda @ =@ olmalidir ve bu nedenle C

@q,r?

p <1 olmak tizere, & fonksiyonu her C, = cemberini sabit birakir. Gergekten, @ €C,

ve {@ # @ olsun. F__ . -daralmakosulu 6zelligi kullanilarak,

F(p)<F(r)<F(d(ém,@))<F (K (@.@,))-t
<F(K (a,,))=F (max{p,ad (@,60),(1-a)d (w,éw),pT—H}j (6.3
elde edilir.

Asagidaki durumlarda C, = ¢emberinin & nin bir sabit gemberi oldugunu ispatliyoruz.
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Durum 1. K™ (@, @, ) = p olsun. (6.3) esitsizliginden,

F(p)<F(p)

bulunur ve bu bir geliski ifade eder.
Durum 2. K’ (@,@,)=ad (@,£@) olsun. (6.3) esitsizliginden,
F(p)<F(r)<F(d(60,0))<F (ad (o.£0)) < F (d (@.0))

elde edilir. Bu ise bir geliskidir.

Durum 3. K™ (@, @, ) =(1-a)d (w,é@) olsun. (6.3) esitsizliginden,
F(p)<F(r)<F(d(¢m,@))<F((1-a)d(w.5w)) < F (d (o, £o))
elde edilir ve bu bir ¢eliskidir.

* r . . . . .
Durum4. K (w, wo) = % olsun. r nin tanimindan ve (6.3) esitsizliginden,

F(p)<F(r)<F(d(émm))< F[PT”j< F(r)

celiskisi elde edilir.

Sonug olarak; tim @ €C,  i¢in o =@ olmalidir. Bu nedenle, p <r ile & fonksiyonu

tim C, , cemberlerini sabit birakir. Buradan,
D,..= {w e¢:d(a,@,)< r}

diskinin & nin bir sabit diski oldugu agiktir [17]. Asagidaki ornekte Teorem 6.1.2 nin

tersinin her zaman dogru olmadigini gorecegiz.

Ornek 6.1.3. (£,[) bir normlu uzay ve @, € ¢ herhangi bir nokta olsun. Her @ ¢ ve

herhangi bir r >0 i¢in &:4 — ¢ fonksiyonu,

fo = (. ||w—w0||ﬁr
@, ; |@—a@,|>r

seklinde tanimlansin. Norm tarafindan indirgenen d (w,a)):”w—a)” metrigini dikkate

alalim. Bu durumda, ¢ fonksiyonu @, noktasi ile bir F__ . -daralma degildir. Gergekten;

herhangi bir 0 <a <1, herhangi bir F e F, her @ € £ ve ||[@ —a@,||> 1 igin,

t+F(d(@.60)) =t+F (Jo -a,]) < F (K (.,))
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d(@,a@,),
ad (@, éw)+(1-a)d (@, Em,),
= F| max d(wo,fw)+d(w,§w0)

5 ,
(1—a)d(w,(§w)+ad(mo,§wo)

W — @
=F max{”w—won,a||w_wo||,(1_a)||w_w0”7 || o||}j

2
=F (|l —a|)

elde edilir.
t>0 oldugundan bu bir celiskidir. Sonug¢ olarak, & fonksiyonu bir F__ . -daralma

degildir fakat p <t olmak iizere, her C, & ¢emberini sabit birakir [17].

Simdi Teorem 6.1.2 yi saglayan 6rnegi verelim.

Ornek 6.1.4. C kompleks sayilar kiimesi ve ¢ =C,
d(@,0)=|o-o|

alisilmis metrigi ile bir metrik uzay olsun. Her @ € ¢ igin £:4 — ¢ fonksiyonu

{ w ; |zv|<4
Sw =

T+2 |w|24

seklinde tanimlansin.

2
& fonksiyonu F=Inw, @, =0, a:% ve ﬂ:min{@:kﬂz% iken t=|n(1+§j

ile bir F__ . -daralmadir. Gergekten; w| >4 olacak sekildeki her @ igin,

d(w,éw)zd(w,w+2)=‘w—(w+2)‘:2>0

K (@,0) = max {d (.0),8d (@.£),(1-a)d (@, éar), (W1O)+2d o, éw)}
 max {|w|,1,l, W}
ol
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elde edilir. Buradan;
K (@,0)=|a]

ise bu durumda,

In(l+§j+ In2<In(|o)

dir ve eger,

K (2,0) - |w|+|;v+2|

ise bu durumda,
In (1+£j+ In2< %MJ
2 2

olur. Ayrica
r=inf{d(o.¢w) o+ tm)=2

elde edilir. Sonug olarak, & fonksiyonu C,, g¢emberini ve D,, diskini sabit birakir.
Dikkat edilirse & nin sabit gember sayist sonsuzdur [17].

Teorem 6.1.5. (;,d) bir metrik uzay, £:4 —¢ fonksiyonu @, ed ile bir F__ . -
daralma ve r sayis1i Teorem 6.1.2 deki gibi tanimlansin.

(i) Her @ eC

1¢in,

@I

r<K'(@,a,)<r+é(r)=>d(ém,m,)<r
olacak sekilde bir §(r)>0 vardur.

(if) Her t>0 igin ¢(t)<t olacak sekilde ¢:R"™ — R" bir fonksiyon olmak iizere, her
@ € ¢ i¢in,

d(ém,@)>0=d(ém,o)<$(K' (@,3,))

dir.

Bu durumda yukaridaki kosullari saglayan bir @, € & varsa, C, . ¢emberi & nin bir sabit
cemberidir ve @, =@, dir [17].

Ispat. @weC olsun. §imdi C, . ¢emberinin & nin bir sabit ¢emberi oldugunu

@y, "

gosterelim. {@ # @ oldugunu varsayalim. Bu durumda (ii) kosulunu kullanarak,
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d(éw,@)< ¢(K*(w,wo)) <K' (@,@,)

d(@,@,),ad (w,éw)+(1-a)d (@, {ay ),

d(@,é@,)+d (@, ¢o)
2

ad (w0,§w0)+(1—a)d (w,fw)

=max

: (6.4)

elde edilir. Ilk olarak (6.4) esitsizligini kullanarak ¢@, =@, oldugunu ispatlayalim.

Sw, # @, oldugunu varsayalim. Bu durumda,
d (fwo,wo) < ¢(K*(wo,wo)) < K*(wo,wo) =d (wo,ﬁwo)

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla {w, =@, dir. (@, =@, ve (6.4) esitsizliginden,

d(ém,@)< max{r, ad(@,éw),(1-a)d (@, gw),%}

elde edilir. (i) kosuluna gore,

r<K'(ma,)<r+é(r)=d(éw,m,)<r

ve buradan,

d(¢w,@)<max{r,ad (o, fw),(1-a)d (@, ém )| (6.5)
elde edilir.

Simdi asagidaki durumlarda C_ . ¢emberinin ¢ nin bir sabit g¢emberi oldugunu

ispatliyoruz:

Durum 1. max{r,ad (@, éw),(1-a)d (@,&m)} = olsun. (6.5) esitsizliginden,
d(ém,@)<r

elde edilir ve bu bir ¢eligkidir.

Durum 2. max{r,ad (@,¢éw),(1-a)d (@, ¢@)} =ad (@, £@) olsun. (6.5) esitsizliginden,
d(¢o,0) <ad (a,£0)

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir.

Durum 3. max{r,ad (@,éw),(1-a)d (@, éw)} =(1-a)d (@, @) olsun,

(6.5) esitsizliginden,

d(¢o.0)<(1-2)d (@, ¢a)

39



celiskisi elde edilir. Sonug olarak, @ =@ olmalidir ve bu nedenle C, . ¢emberi & nin
bir sabit cemberidir. o
Teorem 6.1.5 in tersi her zaman dogru degildir. Ornek 6.1.3 de tammladigimiz &
fonksiyonunu alalim. & fonksiyonu Teorem 6.1.5 in (ii) kosulunu saglamaz. Gergekten;
herhangi bir 0<a <1, her @ € ¢ Ve |@—a,||>r icin,

d(fw,w)ﬁ¢<K*(w,wo))< K” (w,wo)
d(w,@,),ad (w,éw)+(1-a)d (@, Eay ),
) (1—a)d(w,§w)+ad(wo,e;mo),d(w'éwo)zd(wo’gw)

w—w
-maxo-a, oo (1-a)f o 7l

2
= ~a

dir ve bu bir celiski ifade eder. Fakat & fonksiyonu C, . ¢emberi ve D, . diskini sabit
birakir [17].

Ornek 6.1.6. £ =C bir metrik uzay ve bu uzay iizerinde tanimli olan metrik alisilmis
metrik olsun. £:4 — ¢ fonksiyonu her @ € ¢ igin,

o+2 |w| >3
w' =
) ; |w| <3
seklinde tanimlansin. Bu durumda, & fonksiyonu ¢(t) =% , 5(!’) =r, @,=0, r=2 ve

O<a<1ile Teorem 6.1.5 i saglar [17]. Gergekten; her @ €C, | icin,
(i) r<K'(@,@,)<r+s(r)=d(éw,@,)<r

dir. @, =0 ve r =2 i¢in,

r=inf{d(¢w,@): o ¢ Fix(&)}

=inf{d(z+2,@):|@|>3}

=2

elde edilir. C,, olur.

@ = -2 i¢in,
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d(-2,0),ad (-2,&(-2))+(1-a)d (0,£(0)),
K™ (=2,0) = max _ + _
T aga( et 2) 0oy SO 052
=max{2,0,0,2} =2

elde edilir. Buradan,

2<2<2+5(r)=2<2<4=d(&(-2),0)=2<r

dir.
@ =2 i¢in,
d(2,0),ad(2,&(2))+(1-a)d (0,£(0)),
K™ (2,0) = max n
HOT aayaac(e) o0y LSOO
=max{2,0,0,2} =2

elde edilir. Buradan,
2<2<2+5(r)=>2<2<4=d(£(2),0)=2<r
dir.

(ii) Her @ € ¢ igin,
d($@.@)>0=d(¢o,0)<¢(K (a3, ))

dir.

|@|>3 alalim. d (¢, @) =2 oldugu (i) kosulundan kolayca gériilir.
d(@,0),ad (z,ém)+(1-a)d (0,£(0)),

d(@,£(0))+d(0,ém)
5 ,
ad (0,£(0))+(1-a)d (@, ém)

= max {|w| ,2a,(1-a)2, W}

{ |w|+|w+2|}
— max ||, 217+

2

K" (@,0) = max

elde edilir.

Durum 1. K™ (@,0) =|@| alalim.
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3
25 4(Jol) =Jo

elde edilir.

. lo|+lo+2|  |o]+|e+2|
Durum 2. K™ (@,0) = 5 = 5 > |w| >3
olmalidir.

Simdi elde edilen sabit gember sonuglarinin geometrik yorumlarini verelim [17]:

(1) Teorem 6.1.2 de & fonksiyonu yalnizca C,  ¢emberini sabit birakmaz. Ayni zamanda
D, . diskini de sabit birakir. Ozellikle, ¢ fonksiyonu C,, cemberinin merkezini de sabit

birakir.
(2) Teorem 6.1.2 den, sabit gemberlerin sayisi1 sonsuz sayida olabilir. (bknz. Ornek 6.1.4)

(3) Teorem 6.1.5 in (i) kosulu, her @ eC,

olmadigini garanti eder.

. icin @ nin C,,r Semberinin diginda
(4) Teorem 6.1.5 den & fonksiyonunun, D, . diskini sabit biraktig1 kolayca goriiliir ve bu

nedenle sabit cemberlerin sayisi birden fazla olabilir. £ fonksiyonunun herhangi bir sabit

cemberin @, merkezini sabit biraktig1 kolayca goriiliir. (bknz. Ornek 6.1.6)

6.2 Meir-Keeler ve Caristi Yontemi ile Baz1 Sabit Cember Sonuglar:

Bu boliimde, (5.1) de tanimlanan ¢ yardimci fonksiyonu ve (6.1) de tanimlanan r sayisi

ile birlikte Meir-Keeler [5] tipi ve Caristi [3] tipi tekniklerinden faydalanarak, yeni sabit
disk ve sabit cember sonuglar1 elde edecegiz. Ayrica, bu sonuglari saglayan bazi 6rnekler
verecegiz.

Teorem 6.2.1. { uzayi tizerinde d alisilmig metrigini alahm ve &:4 — ¢ bir fonksiyon
olsun. Eger,

(1) Her @ €C, , icin,

d(@, ¢@)<r ve 0<p(@)<1,

(2) Her @ € ¢ igin,
#(@)>0= (@) <[p(@) (@) ]K (@),

kosullarini saglayan bir @, € ' varsa bu durumda @, =@, dir ve C, = ¢emberi & nin
bir sabit ¢emberidir [34].

Ispat. r=0 olsun. Bu durumda C, . ={a@,} olur. ¢(@,)>0 oldugunu varsayahm. (2)

kosulunu kullanarak,
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¢(@,)=d (@, éw,) < [go(wo)—(p(wo)] K (w,@,)=0
dir ve bu bir geliski ifade eder. O halde ¢(@,)=0 olmalidir ve buradan
$m, = m, (6.6)

elde edilir.

@eC_, olsun ve r>0 alalm. & fonksiyonunun C_

o cemberini sabit biraktiZini

gosterelim. Bunun igin go(a'f)>0 oldugunu varsayalim. (1), (2) kosullarmi ve (6.6)

esitligini kullanarak,
(w,éw)< o(@,) |K' (@.@,)

d(w,@,),ad (@, éw)+(1-a)d (@, {a,),

S (@,é0)+ad (@, o, ), (w'é%)gd(%gw)

r+d(z2Uo,§w)}

mfw max{r ad wfw l a) (w,§w),

(@, ém)max{r,ad (@, éw),(1-a)d (o, ¢o )| (6.7)
elde edilir.
max{r.ad (@, £@),(1-a)d (o, @)} =
diyelim.

e | =r olsun. (6.7) esitsizligi ve (1) kosulundan,
d (w, fw) <d (w,éw) r<d (w,é‘w)d (w,gw) = [d (w,§w)]2
dir ve bu bir ¢eligki ifade eder.

o | =d (@, &@)a olsun. (1) kosulu ve (6.7) esitsizliginden,

d(w,éw)<d(w,éw)d (o, éo)a= a[d (@, fzv)]z
elde edilir ve bu bir geliskidir.

ol=d (w, §w)(1—a) olsun. (6.7) esitsizligi ve (1) kosulundan,

d(o.éo)<d(a,éo)(1-a)d(o,ém) =(1-a)[d(o.ém) |

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir.
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Yukarida elde ettigimiz sonuglardan @ =@ olmalidir ve dolayisiyla & fonksiyonu C, .

¢emberini sabit birakir. m]

Sonu¢ 6.2.2. (£, d) bir metrik uzay ve &:¢ — ¢ bir fonksiyon olsun. Eger,

(1) Her @ €D, , igin

d(@,,éw)<r ve 0<p(@)<1,

(2) Her @ € ¢ igin

o(@)>0=p(@)<[o(@)-0(@) |K' (2,2,),

kosullarim saglayan bir @, € { varsa bu durumda {@, =@, dir ve D,  diski & nin bir
sabit diskidir [34].

Ornek 6.2.3. (=R kiimesi iizerinde alisilmis metrigi ele alalim. Her @ €R icin
&R — R fonksiyonu

£ {1 X w=2
o =

@ ; diger durumlar
seklinde tanimlansin. Bu durumda,
r :inf{d (w,fw):ZU:Z}:l
elde edilir.

@, =0 alalim. O halde & fonksiyonu Teorem 6.2.1 ve Sonug 6.2.2 nin kosullarini saglar.
Sonug olarak, ¢ fonksiyonu C,, ={-11} ¢emberini ve D,, =[-1,1] diskini sabit birakur.

Ayrica, & fonksiyonunun sabit nokta sayisi sonsuzdur [34].
Teorem 6.2.4. ((,d) bir metrik uzay ve &:4 — ¢ bir fonksiyon olsun. Eger,
(1) Her @ €C, , icin

d(wo,fzv)gr ve OSgo(w)Sl,

(2) Her @ € ¢ igin

(o(w) >0=>t+F ((a(w)) <F ([qp(w)—(o(wo)] K*(w,wo)),

kosullarim saglayan bir @, e ¢, t>0 ve F e[ varsa bu durumda {w, =@, dirve C, |
cemberi & nin bir sabit cemberidir [34].

Ispat. r =0 olsun. Bu durumda Copr = {@,} olur. Sonug olarak (2) kosulundan, @, = ¢,
elde edilir.
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Simdi r>0 ve @weC

@y, "

kosullarii ve F nin kesinlikle artan 6zelligini kullanarak,
F ((p(w))th =F(d(@.ém))+t<F ([(p(w)—(p(wo )] K (@, @, ))

d(@,a@,),

ad (o, éw)+(1-a)d (@, @),

=F|d (zv,.fw)max d (wo,érw)ﬂj (ZU1§ZU0)
2

ad (w0,§w0)+(1—a)d (w, ()

_F d(w,éw)max{“ad(w’fw)’(l‘a)d(w’fz"’)'wﬁ

<F (d (w,gw)max{r, ad(@,éw),(1-a)d (w, 5@)})
elde edilir.

max{r.ad (@, ém),(1-a)d (@, éo)} = f

olsun.

o f =r olsun. (6.8) esitsizligi kullanilarak,

t+F (d (w,fw)) <F (rd (w,fw)) <F ([d (w, 5@)]2)
elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir.

o f =d(@ &w)a olsun. (6.8) esitsizliginden,

t+F (d (@, §w)) <F (d (w,éw)d (zv,fw)a) <F ([d (w,fw)]z)
dir ve bu bir ¢eliski ifade eder.

o f =d(@ ¢w)(1-a) olsun. (6.8) esitsizligi kullanilarak,

- (0(.20)) <F (0(0.20)3 (@.60)(1-2) < F([4(o.)]

elde edilir ve bu bir geliski ifade eder.

icin @ #&w oldugunu varsayalim. Bu durumda (1), (2)

(6.8)

Yukarida elde ettigimiz sonuglardan {@ =@ olmahdir ve C, = ¢emberi & nin bir sabit

¢emberidir.

O

Sonu¢ 6.2.5. ¢ uzayi lizerinde d alisilmig metrigini alalim ve £:4 — ¢ bir fonksiyon

olsun. Eger,
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(1) Her @ € D, , icin

d(@y, ém)<r ve 0<p(a)<1,

(2) Her @ € ¢ igin

p(@)>0=>t+F (go(w)) <F ([go(w)—go(wo)] K*(w,wo)),

kosullarin1 saglayan bir @, ¢, t>0 ve F € F varsa bu durumda @, =@, dir ve D
diski & nin bir sabit diskidir [34].

@y, "

Ornek 6.2.6. Ornek 6.2.3 i ele alalm. @w,=0 ve F=In@ olsun. Bu durumda ¢
fonksiyonu Teorem 6.2.4 ve Sonug 6.2.5 in kosullarini saglar. Sonug olarak, £ fonksiyonu
Co, ={-11} ¢emberini ve Dy, =[-1,1] diskini sabit birakir [34].

Teorem 6.2.7. { uzayi lizerinde d alisilmig metrigini alalm ve &:4 — ¢ bir fonksiyon
olsun. Eger,

(1) Her @ €C,_ icin,
d(wo,fzv)gr ve OSgo(w)Sl,

(2) Her @ € ¢ igin,

go(w)>0:(o(w)<[¢)(w)—gp(a,—o)](K(w’wo)Jr K*(w,wo))

2

kosullarini saglayan bir @, € ¢ varsa bu durumda @, =@, dir ve C, = ¢emberi & nin
bir sabit cemberidir [2].

Ispat. r =0 olsun. Bu durumda, C, , ={a@,} olur. ¢(@,)>0 oldugunu varsayalim. (2)
kosulunu kullanarak,

olo0) = ) <o) ()| <22 0] g

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, (p(wo) =0 olmalidir ve buradan
$m, =@, (6.9)

elde edilir.

@ eC, . alalm ve r>0 olsun. & fonksiyonunun C, = cemberini sabit biraktigini

@y T

gosterelim:

@(@)>0 oldugunu varsayalim. (1), (2) kosullar1 ve (6.9) esitligi kullanilarak,
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K(@,@,)+ K*(w.wo)] (6.10)

o(e) -0 o 5) <o) ()] <227

esitsizligi elde edilir. K (w, ZUO) ve K” (w, wo) sayilarini diizenlersek,

d (w,wo),ad (w,fw)+(l—a)d (wo,fwo),
K(w,wo): max (l—a)d (w,§w)+ad (wo,éwo),
b[d (w,ém,)+d (wo,fw)]

2
b[r+d (wo,fw)}}

2
<max{r,ad(w,éw),(1-a)d (@, ém)} =k (6.11)

= max{r, ad(w,¢w),(1-a)d (@, éw),

ve

d (w,wo),ad (w,.fw)+(1—a)d (wo,fwo),
K*(w,wo) = max (1—a)d (m,fw)Jrad (wo,fwo),
d(@,ém,)+d (@, o)

2

= max{r, ad(w,¢w),(1-a)d (@, é@),

r+d(zzo,§w)}

<max{r,(1-a)d (=, ¢@),ad (@, @)} =k

dir. (6.10) ve (6.11) esitsizligi kullanilarak,

o(@)=d (@, ca)<d (w,gw)(%j (6.12)

elde edilir.

e (6.11) den k =r olsun. (6.12) esitsizligiden,

d (ZD', fw) <d (w,éw)% =d (ZD’, fw) r<d (w,fzv)d (w,gw) = [d (w,fw)]z
dir ve bu bir ¢eliski ifade eder.

e (6.11) den k =d (@, @ )a olsun. (6.12) esitsizligi kullanilarak,

d (w, éjw) <d (w, éjw)(ad (w,fw);ad (w, §w)] =d (w, djw)ad (w, §w)

< [d (w,ﬁw):lz
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elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir.
e (6.11) den k =d(@,é@)(1-a) olsun. (6.12) esitsizligi kullanilarak,

(1—a)d (w,éw)+(1—a)d (w, fw))

d(w,fw)<d (w,é‘w)( >
=d(o,éw)(l-a)d (o, to) [d o, ]
elde edilir ve bu bir ¢eliskidir.

Bu ii¢ durumun sonucundan {@ =@ olmalidir. Dolayisiyla & fonksiyonu C_ = ¢emberini

sabit birakir. O

Sonug 6.2.8. (£, d) bir metrik uzay, &:¢ — ¢ bir fonksiyon olsun. Eger,

(1) Her @ € D_ . igin,

@y, I

d(wo,fw)sr ve OSgo(w)Sl,

(2) Her @ € ¢ igin,

p(@)>0=p(a 5

)<[o(@ ](K(W’WOH K*(w,wo)J

kosullarini saglayan bir @, € ¢ varsa bu durumda $@, =@, dir ve D, . diski & nin bir
sabit diskidir [2].

Teorem 6.2.9. { uzayi lizerinde d alisilmig metrigini alahm ve &:4 — ¢ bir fonksiyon
olsun. Eger,

(1) Her @ € C_ |, igin,

@y, I

d(zvo,fw)ér ve OSgD(w)Sl,

(2) Her @ € ¢ igin,

p()5 051+ F (p(@)) < F([(p(w)_(o(wo)](K(w,wo)+ K*(w_,wo)]J’

2

kosullarin1 saglayan bir @, ¢, t>0 ve F € F varsa bu durumda, @, =@, dir ve C

@gy,l

¢emberi & nin bir sabit ¢cemberidir [2].

Ispat. r =0 olsun. Bu durumda C, , ={a@,} olur. Dolayisiyla (2) kosulundan, @, = ¢,
elde edilir.

Simdi r>0 ve weC icin @ # @ oldugunu varsayalim. Bu durumda (6.11) de

@y, I

tamimladigimiz k sayisini, F nin (F1) 6zelligini ve (1) , (2) kosullarin1 kullanarak,
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F(op(@))+t=F(d(@,é@))+t< F([gp(w)_go(wo)](K(w,wo);K*(w,wo)D

< F(d (w,(fw)k—;kj (6.13)

esitsizligi elde edilir.

e (6.11) den k =r olsun. (6.13) esitsizliginden,
t+F (d (@, §w)) <F (d (@, fw)izr) <F ([d (@, §w)]2)

dir ve bu bir ¢eligki ifade eder.
e (6.11) den k =ad (@, &w) olsun. (6.13) esitsizliginden,

F (d (w,ﬁw))+t <F (a[d (w,fw)]z) <F ([d (w,cfw)]z)
celisgkisi ortaya ¢ikar.

e (6.11) den k=(1-a)d (@, @) olsun. (6.13) esitsizligi kullanilarak,

F(d(o.éo))+t<F((1-a)[d(w.éo)] )< F([d(e.52)] )
celiskisi elde edilir.

Elde edilen bu ¢eligkilerden dolay1 {@ =@ olmalidir. Ayrica sonug olarak, Cwo’r ¢emberi

& nin bir sabit ¢emberidir. o

Sonug¢ 6.2.10. { uzayi tizerinde d alisilmis metrigini alalm ve £:4 — ¢ bir fonksiyon
olsun. Eger,

(1) Tim @ € D_ . i¢in,

ag,l

d(@,,ém)<r ve 0<p(@)<1,

(2) Her @ € ¢ igin,

p(@)>0=>t+ F((p(m))ﬁ F([go(w)—(p(wo)](K(w'wo)Jr K*(W’WO)J}

2

kosullarini saglayan bir @, € ¢, t>0 ve F eF varsa bu durumda @, =@, dirve D, ,
diski & nin bir sabit diskidir [2].
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7. AKTIiVASYON FONKSIYONLARINA UYGULAMA

Bu boliimde, ¢esitli aktivasyon fonksiyonlarina uygulamalar verilmistir.
7.1 Reel Degerli Aktivasyon Fonksiyonlarma Bir Uygulama

Bu boliimde, uygun bir sabit ¢cember ve K*(w,w) sayisin1 kullanarak siireksizlik ve k -

stireklilik kavramlarinin, siireksiz aktivasyon fonksiyonlarina bazi uygulamalarini ele
alacagiz. Siireksiz aktivasyon fonksiyonlar1 son yillarda ger¢ek degerli sinir aglarinda
kapsamli bir sekilde calisildigi i¢in, bu tiir uygulamalar bir ¢ok uygulama alaninda 6nemli
olacaktir.

Onerme 7.1.1. (¢, d) bir metrik uzay, &:¢ — ¢ bir fonksiyon ve C £ nin bir sabit

g¢emberi olsun. Bu durumda, & nin herhangi bir @ eC,.

@q,r?

. uzerinde siireksiz olmasi igin

yeterli ve gerekli kosul,

lim K*(Z,w) #0

dir [17].

Ispat. &£, @ e C,,. de stirekli bir fonksiyon ve @, — @ olsun. Bu durumda,
(o, >¢éo=w ve d(@,,éw,)=0

elde edilir. Boylece,

limK*(@,,@)=0

olur.

Diger taraftan, lim K”(@,,@)=0 ise bu durumda,

@, > o iken d(@,,éw,)—>0

olmalidir. Bu da,

$o, >o=¢(m

olmasini saglar yani &, @ de stireklidir. o

K (@,®) sayisinda a=0 alirsak,

K (@,0)= max{d(w,a)),d (0,60),d(w, o), d(@,éo)+d (a),éw)}

2

elde edilir ve Onerme 7.1.1, [19] da verilen Onerme 4.1 ile ¢akisir [17].

Asagidaki 6nermede, sabit bir ¢cember tlizerinde K -siirekliliginin bir karakterizasyonu elde
edilir.
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& nin bir sabit

noktasinda & nin k -siirekli

Onerme 7.1.2. (£,d) bir metrik uzay, £:£ — ¢ bir fonksiyon ve C

@q,r !

r

¢emberi olsun. Bu durumda, k > 2 i¢in herhangi bir @ €C,
olmasi icin yeterli ve gerekli kosul

limK™(z,@)=0

I—>w

olmasidir [17].

Ispat. C
dizisi

& nin bir sabit gemberi ve @ €C, . herhangi bir nokta olsun. ¢ de {wn}

@q,r?

o oo

seklinde tanimlansin. Eger &, @ €C,, . de k -siirekli ise bu durumda,
£, - Ea,

ve

d(&,,&'m,) >0

dir. Dolayisiyla,

d(&'w, @),ad(w,, &, ), (1-a)d (£ 'm,, &, ),

Iirfn( kflwn,ZU):lirf;nmaX d(egk—lw_n,é;w)_{_d(w_’é;kwn)

2
=0
elde edilir. Diger taraftan eger,
lim K (£,,@)=0
ise bu durumda,
d(&w,,&@,) >0
dir. Buradan,
o >o=¢tw
diryani &, @ de k -siireklidir. i

Simdi siireksiz aktivasyon fonksiyonlarina bir uygulama verelim. [36] nolu ¢alismada
asagidaki stireksiz aktivasyon fonksiyonu tanimlanmastir:
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—o0 <@, <b <¢ <+o,
f,>0,f,<0,
d=fa+0g,="f,0+0,,
fiab + 90 = fi b + 05,

e >¢&b,i=12,..,n.

olacak sekilde a,b;,c;,d;,e, f,, f,,0;; ve g;, sabitler olmak iizere,

d, ; —o<@<a
for = f@o+09, ; a<wo<h 7.1)
' f,o+0, ; b<w@<c '
e, ;G <@ <+

seklinde tanimlansin.

Bu siireksiz aktivasyon fonksiyonu, sinir aglarindaki kararlilik problemlerinin ¢éziimiinde
kullanilmigtir. Dikkat edilirse, bu & fonksiyonu @ =c, noktast disinda tim R de

stireklidir [17].
Ispatladigimiz teorik sonuglara bir uygulama elde etmek i¢in a,b;,c,,d;,e, f,,, f,,,0;, ve

g;, katsayilarim asagidaki gibi alalim:
8,=0,b=1,¢=2,d=2,¢=5, f,=1,9,=2, f,=-1,0,,=4.

Bu durumda asagidaki aktivasyon fonksiyonu elde edilir:

2 i —o<w<0
o+2  0<w<l
(o = (7.2)
-o+4 ; l<w<?2
5 T 2<w <+

& fonksiyonunun @, =2 ve @, =5 seklinde iki farkli sabit noktas1 vardir.

limK” (,5)=0

@—5

oldugundan, ¢ fonksiyonu 5 noktasinda siireklidir. Fakat @ — 2 iken K (@,z) limiti

mevcut olmadigindan, ¢ fonksiyonu 2 noktasinda siirekli degildir. Boylece, K (@, )
sayisin1 kullanarak aktivasyon fonksiyonunun hangi noktalarda siireksiz oldugunu
belirleyebiliriz [17]. Simdi asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 7.1.3. (7.2) de tanimlanan & fonksiyonunu alalim. Gériildiigii iizere, £ nin sabit

noktalar1 ayni zamanda C, , ={2,5} ¢emberinin elemanlaridir ve dolayisiyla &, C,,
22 22
cemberini sabit birakir. Yukaridaki onermelerden, & fonksiyonunun @, =5 noktasinda
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stirekli oldugu kolayca goriiliir. Ayrica @, =2 noktasinda siireksizdir ancak @, =5 ve
@, = 2 noktalarinda 2-siireklidir [17].

7.2 Diizlestirilmis Dogrusal Birim (Rectified Linear Unit: ReLU) Aktivasyon
Fonksiyonuna Bir Uygulama
Diizlestirilmis dogrusal birim (Rectified Linear Unit: ReLU) aktivasyon fonksiyonu

ReLU (w):{

0 : @w<0

o ; @>0
=max{0,@}
seklinde tanimlidir [37].

¢ =[0,00)U{-1} kiimesi iizerinde alistlmis metrigi ele alalim. Bu durumda, r sayisi (6.1)

deki gibi taniml1 olmak {izere,
r=inf{le—ReLU (a):@=-1} =1
ve

K'(-11)= max{z, a,(l—a),g} =2

olarak elde edilir.

@,=1 ve F =Inw fonksiyonunu alalim. O halde, ReLU fonksiyonu Teorem 6.2.1 ve
Teorem 6.2.4 {in kosullarin1 saglar. Sonu¢ olarak C, :{O, 2} cemberi RelLU
fonksiyonunun bir sabit cemberidir [34].
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8. SONUC

Bu tez calismasinda Rhoades’in sabit noktada siireksizlik acik problemine literatiirde elde
edilen bazi sonuglara ayrintili bir sekilde yer verilmis olup, Meir-Keeler ve Caristi daralma
kosulu teknikleri bir arada kullanilarak bu agik probleme metrik uzaylar iizerinde yeni
sonuclar kazandirilmistir. Sabit noktada siireksizlik sonucu elde etmek icin kullanilan
yaklasim yardimiyla ayrica, sabit noktalarin geometrisi anlaminda sabit ¢ember ve sabit
disk sonuglar1 elde edilmistir. Yapilan teorik sonuclarin 6nemini vurgulamak igin reel
degerli baz1 aktivasyon fonksiyonlarina uygulama verilmistir. Bu tez caligmasi metrik
uzaylar tizerinde olup, cesitli genellestirilmis metrik uzaylar iizerinde ayni problemin
calisilmast acik problem olarak karsimiza gelmektedir. Literatirde c¢ok sayida
genellestirilmis metrik uzay orneginin mevcut olmasi aslinda bu tezin ¢ok sayida agik

probleme 151k tuttugunu da gostermektedir.
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