T.C.
BALIKESIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

MODULER VE GENISLETIiLMiS MODULER GRUPTA iZ
SINIFLARI

ELIiF TUNCER

YUKSEK LiSANS TEZIi

Jiiri Uyeleri :  Prof. Dr. Ozden KORUOGLU(Tez Danismani)
Doc. Dr. Bilal DEMIR
Dr. Ogr. Uyesi Ahmet EMIN

BALIKESIR, HAZIRAN- 2024



KABUL VE ONAY SAYFASI

Elif TUNCER tarafindan hazirlanan “MODULER VE GENISLETILMIS
MODULER GRUPTA iZ SINIFLARI” adli tez calismasmin savunma smavi 14
Haziran 2024 tarihinde yapilmis olup asagida verilen jiiri tarafindan oy birligi / oy ¢oklugu
ile Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali YUKSEK
LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Imza

Danisman
Prof. Dr. Ozden KORUOGLU
Balikesir Universitesi

Uye

Dog. Dr. Bilal DEMIR
Balikesir Universitesi

Uye

Dr. Ogr. Uyesi Ahmet EMIN
Karabiik Universitesi

Jiiri diyeleri tarafindan kabul edilmis olan bu tez Balikesir Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii Yonetim Kurulunca onanmastir.

Fen Bilimleri Enstitiisi Mudura

Prof. Dr. Dilek TURKER oo e eee e en e



ETiK BEYAN

Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak tarafimca

hazirlanan “Modiiler ve Genisletilmis Modiiler Grupta iz Siiflar1 ” baslikl tezde;

Tiim bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ercevesinde elde ettigimi,
Kullanilan veriler ve sonuglarda herhangi bir degisiklik yapmadigimu,
Tim bilgi ve sonuglar1 bilimsel aragtirma ve etik ilkelere uygun sekilde sundugumu,

Yararlandigim eserlere atifta bulunarak kaynak gosterdigimi,

beyan eder, aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul ederim.

Elif TUNCER



OZET

MODULER VE GENISLETILMiS MODULER GRUPTA iZ SINIFLARI
YUKSEK LiSANS TEZi
ELiF TUNCER
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. OZDEN KORUOGLU)

BALIKESIR, HAZIRAN-2024

Bu tezde, modiiler ve genisletilmis modiiler gruptaki iz siniflar1 verilmistir. Bu iz siniflari
ile blok uzunluklar1 arasindaki iliski agiklanmustir.

Bu tez, bes bolimden olusmakta olup birinci bolimde konuyla ilgili yapilan
calismalardan kisaca bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, diger béliimler icin ¢alismada gerekli olan tanim, teorem, drnek ve
sonuglara yer verilmistir.

Ugiincii béliimde, modiiler grubun elemanlari izlerine gore nasil siniflandirimistir. Blok
uzunlugu ile iz arasindaki iligski incelenmistir.Herhangi bir iz i¢in, iz siniflarinin temsilci
kiimesini veren bir yontem sunulmustur.

Dordiincii boliimde, genisletilmis modiiler gruplardaki iz siniflar1 incelenerek blok
uzunluklar ve izler arasindaki iliski irdelenmistir.

Besinci boliimde, onceki boliimlerde ele alinan konulardan elde edilen sonuglar kisaca
Ozetlenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Genisletilmis modiiler grup, iz smiflari, blok uzunlugu

Bilim Kod / Kodlar1 : 20401 Sayfa Sayisi : 33



ABSTRACT

TRACE CLASSES IN THE MODULAR AND EXTENDED MODULAR GROUP
MSC THESIS
ELiF TUNCER
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. OZDEN KORUOGLU )

BALIKESIR, JUNE - 2024

In this thesis, the trace classes in the modular group and the extended modular group are
given. The relationship between these trace classes and block lenghts is explained.

This thesis consists of five chapters, and in the first chapter, the studies on the subject are
briefly mentioned.

In the second chapter, the definitions, theorems, examples and results required for this study
are given.

In the third section, the elements of the modular group are classified according to their traces.
The relationship between block length and trace is analyzed. A method that gives a
representative set of trace classes for any trace is presented.

In the fourth chapter, the trace classes in the extended modular groups are examined and the
relationship between block lengths and trace is examined.

In the fifth section, the results obtained from the topics discussed in the previous sections
are briefly summarized.

KEYWORDS: Extended modular group, trace classes, block length
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SEMBOL LiSTESI

P =< X|R* >

AxB

|G|

Ln
A*cB

Z

Z+

C

R

GL(2, Q)
K

PSL (2, R)

Aut(U)
tr(V)
Hp.q
H(4)
BL(W)
Dn

r

r

> Grup sunusu
: Direkt carpim grubu
: G grubunun mertebesi
: n mertebeli devirli grup
: Karigimli serbest carpim grubu
: Tam sayilar kiimesi
: Pozitif Tam Sayilar Kiimesi
: Karmasik sayilar kiimesi
: Reel sayilar kiimesi
: Genel Lineer Grup
: 2-Kompleks
{
: Ust yan1 diizlemdeki tiim otomorfizmalarin kiimesi
. V doniistimiiniin iz1
: Genel Hecke Grubu
: Hecke Grubu
: Blok indirgenmis formdaki W kelimesinin uzunlugu
: Dihedral Grup

: Modiiler Grup
: Genisletilmis modiiler grup

az+b
cz+d

|a,b,c,deR,ad—bc=1}
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1. GiRiS
[1] Eric Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen durch ihre

Funktionalgleichungen * isimli makalesinde ;

T(z) =—- Ve U(z) = z + 1 (AERY)

kesirli lineer doniisiimleri tarafindan iretilen ve H(A) ile gosterilen gruplart ilk kez
tanimlamistir.

Bu iiretegler i¢in S = T. U denilirse

S(z) = —— elde edilir.

[2] Cangiil ; g = 3 tek tamsay1 ve q=4, 6 6zel degerleri, A=A q ZZCOSS i¢in H(44) Hecke

gruplar1 ve bunlarin normal alt gruplarina ¢alismalarinda yer vermistir.

[3,4] gq=3 icin calisilan H(A3;) Hecke grubu Modiiler grup olarak isimlendirilir ve
I'=PSL(2,Z) semboliiyle gosterilir. Lehner ve Newman, 1965 yilinda Modiiler grubun
sunuslarmi ¢alismiglardir. Ayn1 zamanda M. Newman, kuvvet alt gruplart yardimiyla
Modiiler grubun serbest alt gruplariyla ilgili sonuglar elde etmistir. [6-10] Ek olarak Sahin,
Bizim, Sheingorn, Kulkarni, Schmidt, Singerman, Fine, Cangiil, Lang, Yilmaz Hecke

gruplar1 ve bunlarin normal alt gruplarini ¢alisan isimlerden bazilaridir.

[5] nolu makalede Bizim ve Sahin R(z) =% doniisiimiiniin, H(4,) Hecke grubuna

eklenmesiyle tanimlanan genisletilmis Hecke gruplarini literature kazandirmislardir. Demir

[11] nolu ¢alismasinda genel Hecke gruplarini agiklamistir.

[12-16] 1980’li yillardan bu yana, modiiler gruptan faydalanilarak tanimlanan genisletilmis
modiiler grup I' = PGL(2,Z) ile bunun alt gruplar1 Bizim, Koruoglu, Singerman, Thornton

gibi isimler tarafindan ¢alisilmstir.

[14] Benjamin Fine, “Trace Classes and Quadratic Forms in the Moduler Group” adh
makalesinde modiiler gruplar izlerine gére smiflandirmis; Koruoglu, Ikikardes ve Sahin
“Trace Classes and Fixed Points for Extended Modular Group” adli makalede bu ¢alismay1

genisletilmis modiiler gruba tagimiglardir. [7] Bu tez ile yapilan bu ¢aligmalar incelenerek



bir takim sonuglar elde edilmistir. Bu ¢alismada her bir d tamsayisi i¢in, d izindeki iz
smiflarinin tam bir temsilci kiimesini belirlemek i¢in etkili bir algoritma verilmektedir. Bu
calismada I"’un grup teorik yapisina dayanan, herhangi bir d izi i¢in iz siniflarinin tam bir
temsilci kiimesini belirlemekte kullanilan etkili bir algoritma sunulmaktadir. Bu algoritma
Q(Vd? — 4 ) alamnin ideal simif sayist olan h(d)’yi saymak igin yeni ve basit bir teknik

sunmaktadir.

Ikinci béliim olan 6n bilgiler boliimiinde, sonraki béliimlerde karsilasilacak bazi tanim,
kavram ve teoremlere yer verilmektedir. Bu boliimde grup sunuslari, konjuge eleman, devirli
grup, devirsel indirgenmis eleman, Mdobius doniisiimleri, Hecke gruplari, Modiiler ve

Genisletilmis Modiiler grup ile ilgili baz1 tanim, teorem, 6rnek ve yontemler verilmistir.

Ugiincii béliimde, Modiiler grup tanimi, W (T, S) blok kelimeleri ile Benjamin Fine’m [7]
nolu ¢alismasinda yer verdigi modiiler gruplarda iz siniflar1 ele alinmistir. Bu ¢alismada I
nin grup teorik yapisina dayanan, herhangi bir d izi i¢in, iz siniflarinin tam bir temsilci
kiimesini belirlemekte kullanilan etkili bir algoritma sunulmaktadir. Bu algoritmanin genel

olarak Hecke gruplarina genisletilebilecegi M.Sheingorn [8] tarafindan bize gosterilmistir.

Dordiincii boliimde, genisletilmis modiiler grup tanimi, blok kelimeleri ve iz siniflar iliskisi
ile Koruoglu, Sahin ve Ikikardes’in [14] nolu ¢alismalarinda, Fine’m [7] nolu ¢alismasini,

genisletilmis modiiler gruba tagimasi sonucunda elde edilen durumlar ele alinmstir.



2. ON BILGILER

Bu boéliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan teoremler, yontemler ve kavramlara

yer verilmistir.

2.1 Gruplarla Ilgili Temel Kavramlar ve Grup Sunuslar
Bu boliimde grup sunuslari, konjuge eleman, devirli grup, devirsel indirgenmis eleman

kavramlarini kisaca tanitacagiz.

2.1.1 Tammm : [17] X, elemanlar iireteglerden olusan bir kiime ve R*, X kiimesindeki

devirsel indirgenmis kelimelerden olusan, bos olmayan bir kiime olmak iizere ;

P=<X|R >

gbsterimine grup sunusu denir. P sunusu, X ve R~ kiimelerinin ikisi birden sonlu oldugunda

sonludur.

2.1.2 Teorem : [17] Ureteci bir t eleman1 olan sonsuz mertebeli ve devirli bir grubun sunusu;

P=<t| >

olur.

2.1.3 Tanim :

A grubunun grup sunusu,

P, =<X|R,">

B grubunun grup sunusu,

Py =<Y|R,”>ve R* ={xyx "y l:x € X,y € Y}

olmak {izere bu A ve B ’nin direkt carpim grubu olan G’nin grup sunusu;

PG =<< X,Y | Rl*’RZ*IRl* >



olarak tanimlanir.

[17,18] A ve B iki grup olmak iizere direkt carpimlar1 G = A X B ile gosterilir. Kartezyen

¢arpimin bir sonucu olarak |G| = |A||B]| elde edilir.

2.1.4 Ornek: Z, = {0,1} Z,| =2 , Z3; = {0,1,2} |Z3 | =3

ZZ X Z3 = { (61 6)) (61 i)r (6, 2)! (17 6)' (i, 1)) (i, 2)}, | ZZ X ZSl =6

Simdi bagka bir grup sunusu olan serbest ¢garpim grubunu tanitalim.

2.1.5 Tanim:

P, =< X|R;" > A’nin grup sunusu,

Pp =<Y|R," > B’nin grup sunusu olmak iizere;

[17] G = A * B serbest carpim grubunun sunusu;

PG =< X,Y|R1*,R2* >

seklindedir.

2.1.6 Ornek:
Z,ningrupsunusu ; Z, =< x|x2=e >,
Zzingrupsunusu; Z ; =< y|y3 =e >

Z, * Tyiin grup sunusu; Z, * Zz =< x,y | x? =e,y3 = e > seklindedir.

2.1.7 Tamim : [17,18] A ve B birer grup ve C, A’nin bir alt grubu olarak verilsin. ¢:C - B
birebir homomorfizma olmak {izere A ve B ’nin C ile tanimladiklari karisimli serbest garpim

grubu G = A * B seklinde gosterilir ve grup sunusu asagida verildigi gibidir.



A ve B gruplarmin grup sunuslar sirasiyla,;

Py=< X|Ry*> ve Pg =< Y|R,” >

seklinde verilsin. [17] Z kiimesi, A’nin alt grubu olan C’nin irete¢ kiimesi olsun. Bu

durumda G = A *; B grubunun sunusu

PG =<< X,Y | Rl*,Rz*,{(l)(Z)Z_l:Z EZ} >

olarak tanimlanir.

Simdi gruplarda konjuge eleman ve devirsel konjuge eleman kavramlarini inceleyelim.

2.1.8 Tanim : G herhangi bir grup olmak iizere a, b, ce G igin a = ¢ - b - ¢~ 1olacak sekilde

bir ce G varsa a ve b elemanlarina konjuge eleman denir.

2.1.9 Sonugc : Degismeli gruplarda her eleman sadece kendisiyle konjugedir.

Ispat : G degismeli bir grup ve a, b, ¢ € G olsun. a ve b konjuge elemanlar ise

a=c-b-c dir.

G degismeli oldugundan cb = bc olarak yazilabilir. Buradan;

a=b-c-ct
a=>b
elde edilir.

2.1.8 Ornek: G grubunda herhangi a - b - ¢ eleman1 igin sirasiylab - ¢ -ave ¢ - a - b devirsel

konjuge elemanlardir.



Buradac-a-b-c-c™! =c-a-b oldugundan a-b - c ve c-a- b elemanlar1 konjugedir.
Bu elemanlara devirsel konjuge elemanlar denir. Kisaca bir kelimeyi dondiirerek

devirsel konjuge elemanlar1 elde ederiz.

Bir G grubunun herhangi bir elemanimi grup sunusundan faydalanarak kelimeler seklinde

ifade edebiliriz. indirgenmis eleman ile ilgili asagidaki 6rnegi verelim.

21.100rnek : G =< a,b,c:a?= b*= c?>=1 >grupsunusui¢cin W = a-b-b?>-c

indirgenmis kelime degildir. Bunun indirgenmis hali a - ¢ dir.

2.1.11 Tanmm : G herhangi bir grup olmak {izere bu gruptaki w kelimesinin birinci ve son

harfi birbirinin tersi degilse bu w kelimesine devirsel indirgenmis kelime denir.

(2.1.10) 6rnegindeki G grubu i¢in a - b - ¢ - a devirsel indirgenmis kelime degildir ancak

a- b - c- b devirsel indirgenmis bir kelimedir.

2.2 Mobius Doniisiimleri
[19,20] Tezde ¢alisacagimiz gruplar 6zel birer mobius doniisiimiidiir. Bu boliimde kisaca
tanimlanacak olan mobius dontigimleri ile ilgili ayrintili bilgilere nolu kaynaktan

ulasilabilir.

2.2.1 Tanmm: [19] a,b,c,deC ve ad — bc= 0 olmak ilizere V(z) = % bi¢cimindeki

dontigiimler mébius doniisiimleri (kesirli dogrusal doniisiim) olarak adlandirilir

2.2.2 Teorem : [20] Mdbius doniisiimleri, fonksiyonlardaki bileske islemine gore bir

gruptur.

Matrislerde carpma islemi yapmak icin fonksiyonlardaki bileske isleminden faydalanilir.

Mobius doniisiimleri ve matrisler arasinda birebir iliskiyi g6z 6niinde bulundurdugumuzda;



__ az+b - a b s <
V(z) = g Yerine (C d) matrisini ele alacagiz.

2.23 Tanmm : a, b, c,d e C ve ad — bc= 0 kosullarini saglayan 2x2 matrislerinin kiimesine

C’de genel lineer grup denir ve GL( 2, C) ile gosterilir.

2.2.4 Tamm : GL(2,C)/K reel katsayili dogrusal dontisiimlerin kiimesi olan,

PSL(2,R) = {V(z): V(z) = 2

@ b,c,de R,ad —bc =1 } kiimesini ele alacagiz.

U = {z € C: Im(z) = 0} st yar1 diizlemi gostermek tizere, PSL(2, R) ile ilgili su teoremi

verelim.

2.2.5 Teorem : [19] Aut(U)=PSL(2,R).

az

226  Tamm:G' = {U(z): U(z) == ;a,b,c,d €R, ad — bc = —1} kiimesinin

cz+

elemanlarina tist yar1 diizlemin anti — otomorfizmleri denir.

2.2.7 Teorem : [19] G = PSL(2,R) U G' kiimesi bileske islemine gore bir gruptur. Ileride
calisacagimiz Hecke gruplart PSL(2, R) nin bir alt grubudur. Genisletilmis Hecke gruplar

ise G nin bir alt grubudur.

2.3 Iz Siiflan
[19,20] Bu bolimde G = PSL(2,R)U G’ grubunun elemanlarmni, iz siniflarindan

faydalanarak siniflandiracak ve sabit noktalardan s6z edecegiz.

az+b
cz+d

az+b
cz+d

2.3.1 Tanmm : V(z) = eEGvel(z) = € G doniisimlerinin, V(z) = z ve

U(z) = z kosullarini saglayan noktalarina, bu doniisiimlerin sabit noktalar: denir.



Once PSL(2,R) = {V(z): V(z) =%

@ b,c,de R,ad — bc = 1} kiimesinin sabit

noktalarini ele alalim.

2.3.2 Tanmm : tr(V) = a + d degerine V déniisiimiiniin izi denir. Izlerden yararlanarak sabit
noktalar1 belirleyebiliriz. Belirledigimiz bu sabit noktalardan faydalanarak doniisiimleri

asagidaki gibi siniflandirabiliriz:

1. Durum : Eger |tr(V)| > 2 ise R U {o} lizerinde iki sabit nokta elde edilir. Bu kosulu

saglayan V(z) dontstimiine hiperbolik dontsiim denir.

2. Durum : |tr(V)| = 2ise R iizerinde iki ¢akisik sabit nokta vardir. Bu kosulu saglayan

dontisiimlere, parabolik dontisiim denir.

3. Durum : |tr(V)| < 2 ise C U {oo} lizerinde birbirinin eslenigi olan iki sabit nokta elde
edilir. Sabit noktalardan biri U st yari diizlemindedir. Bu kosullar1 saglayan V(z)

dontisiimiine eliptik doniigiim denir.

Simdi 6" = {U(2):U(2) = Z22; a,b,c,de R.ad —bc = —1}  kiimesinin ~sabit

cz+d’

noktalarini inceleyelim.

1. Durum: tr(U) =a+dvea+ d=0 ise U doniisiimiiniin R U {oo} lizerinde iki sabit

noktasi vardir. Bu doniisiimlere kayan-yansima doniisiimii adi verilir.

2. Durum:tr(U)=a+dvea+d =0 ise U doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi,
. ,ad . ..

merkezi (—,0) noktasi ve de yarigap1 ﬁ olan bir ¢gember belirtir. Bu doniisiimler de yansima
C C

doniisiimii olarak adlandirilir.



2.3.3 Ornek (Hiperbolik Déniisiim):

(2 1 _ c .
a=({ 7)) w@=131>2ise;
2Zz+1
f(Z)_Z-I-l
Z:% = 72247 =2z2+4+1 >z4+z =2z+1

=2 2z2-7-1=0
2A=14+4=5>0

~7, =25eR

diizlemde iki sabit nokta belirtir ve f(z) hiperbolik bir doniigiimdiir.
2.3.4 Ornek(Parabolik Déniisiim) :

A=(_i (1)) Ctr(A) = 2

2z+1 _2z+1

f(Z):—_Z :>Z—_—Z :>Z2+ZZ+1:0$A:4—4:O

-2
:ZI,Z= _2 - _16 R,

iki ¢akigik sabit nokta belirtir ve f(z) parabolik bir doniistimdiir.
2.3.5 Ornek (Eliptik Doniisiim) :

A=(1 _01) L tr(A)=1< 2

z—1

5722 =7z-1=22°-2z4+1=0=2A=1-4=-3<0

f@)=— =2z=

z—1
Z Z

1-iV3 1+iV3
_ l\/—E(C,ZZ= +iV3

€ C olacak sekilde birbirinin eslenigi olan iki sabit nokta

elde edilir. Bu doniisiim eliptiktir.



2.3.5 Ornek (Kayan Yansima) :

f(z)= Zii ,a+d=4%#0,z=x+ iy alnirsa,

2= 5 37+42=27z+z2=23.(x—iy)+2 = 2.(2+y) +x+iy
= 3x — 3iy +2 = 2x%2 4+ 2y%? + y + iy, (y=0)
=>3x+2=2x%+x
=0=2x%—-2x—2
=>4 =44+16 = 20 > 0 € R, ikireel kok

oldugundan f(z) doniistimii kayan yansimadir.

2.3.6 Ornek (yansima):

2 -3

1 _2) , tr(A)=0, z=x+iy alinirsa,

.S
I
~—~

2Z -3 2Z -3
— = X = —
z -2 z -2

N|

= z.z —2z=27 —3

f(z) =
>@+iy)x—iy)—2.(x+iy)=2.(x—iy)—3
= x% —ixy +ixy+y?—2x —2iy =2x — 2iy — 3
>x2+y2—-2x=2x-3
= x2+y?—4x=-3
> x24+y?—4x=-4+1
=> x2—4x+4+y* =1
=>x—-2)2+y?=1

oldugundan f(z) déniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi merkezi (2,0) ve yari ¢apr 1

olan bir ¢cember belirtir. Bu doniisiim bir yansima doniistimiidiir.

2.4 Hecke Gruplar:
[1] Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichleter Reichen durch ihre

Funktionalgleichungen” adl1 calismasinda Hecke gruplarini asagidaki gibi tanimlamastir.
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2.4.1 Tanim : 1 € R* olmak iizere;

T = —é ve U(z)=z+21
dogrusal kesirli doniigiimleri tarafindan tiretilen gruplara Hecke gruplart denir ve bu grup

H(A) ile gosterilir.

T(z) ve U(z)donilisimlerinden faydalanarak S = T. U alindiginda;

olarak bulunur.

Burada 4, 4, =2 cosg (q = 3) seklinde tanimlandiginda S iireteci H(A,) grubunda q

mertebeli bir elemanken, T iireteci 2 mertebelidir. Bu durumda T ve S elemanlarinin tirettigi

devirli gruplar;
<T>={T}=Z,ve<S$ >={55%..,57} =17,

seklindedir. [2] H(Xq) grubunda T ve S elemanlarinin birbirleri arasinda bir iliski

olmadigindan H (Aq), 2 mertebeli devirli grubun serbest ¢arpimina izomorftur.

2.4.2 Teorem : [2] H (Aq) sembolii ile gosterilen Hecke grubunun sunusu,
H(2,) =<T,S| T*=S1=1>= 7,1,

2 mertebeli devirli grup ile g mertebeli devirli grubun serbest carpimudir.

2.5 Genisletilmis Hecke Gruplar

Bu boélimde, Hecke gruplarina, R;(z) = Tzl yansima doniisiimiiniin eklenmesiyle elde
edilen genisletilmis Hecke gruplarimi tanitacagiz. Genisletilmis modiiler grup 6zel bir
genisletilmis Hecke grubu olup bu gruplarla ilgili ayrintili bilgilere [5,6,11,14]

kaynaklarindan ulasilabilir.

N'lp—\

Faydalanacagimiz R,(z) = — doniisiimii birim ¢embere gore bir yansima doniistimiidiir.
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A= 2veya g =3 bir tamsayr olmak lizere A = A, = 2 cosg ,1 <A< 2 degerleri icin

H(A) ile gosterilen Hecke gruplarindan faydalanarak su tanimi verelim.:

2.5.1 Tanmm : [6] Hecke gruplarina, R,(z) = Tzlanti-otomorfizminin eklenmesiyle elde
edilen gruplar genisletilmis Hecke gruplari olarak adlandirilir. Genisletilmis Hecke gruplari
H (lq) ile gosterilir ve otomorfizmler ile anti-otomorfizmleri igerir. Genisletilmis Hecke

grubunun grup gosterimi;

H(Ay) =< T,S,R|T*=53=R2=(TR)> = (RS)* =1 >

seklindedir.

2.6 Modiiler Grup Ve Genisletilmis Modiiler Grup

H (Aq) Hecke gruplarinda, ¢ = 3 igin elde edilen H(4,) modiiler grup olarak adlandirilir ve
PSL(2,7) seklinde gosterilir. Modiiler grubun katsayilarinin tamsayi olmasi bu grubun
sayilar teorisindeki onemini arttirmistir. Grubun onemli bazi alt gruplar1 da ¢ok sayida
caligmada kullanilmigtir. 1962 ve 1964 yillarinda M. Newman [3,4] yaptigi ¢calismalarda bu

alt gruplar1 ve aralarindaki iliskileri incelemistir.

2.6.1 Tamim : PSL(2, R) grubunun

az+b
I'=PSL(2,Z) ={V(2)|V(2) = p—— ;a,b,c,d €Z,ad —bc =1}

alt grubuna modiiler grup ismi verilir.

Bu grup, 2 x 2 lik tam say1 katsayili matrislerle de temsil edilebilir. Buna gore;

a=(¢ Z),detAzl

I’ modiiler grubun bir gdsterimidir.
A ve - A ayn1 doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matris negatifi ile es alinir. Boylece

matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica;
a b —a —b
( I d) ve ( —c - d)

12



matrisleri yine ayni doniisiimii temsil ettiginden, matris hesaplamalarinda uygun oldugu

yerde bu matrisler birbirinin yerine yazilabilir.

2.6.2 Tamim : Modiiler gruba R(z) =§ anti-otomorfizmasinin eklenmesi sonucu ortaya

cikan gruba genisletilmis modiiler grup ad1 verilir ve bu grup I' sembolii ile gdsterilir.

Modiiler grup ile genisletilmis modiiler grubun elemanlar1 bloklar kullanilarak yazilabilir.
Bu gosterim bigimi, Modiiler ve Genisletilmis modiler grubun elemanlarini
smiflandirmamizi saglayarak gosterimde kolaylik sunar. Blok gdsterim Stern-Brocot say1
dizisi siirekli kesirlerle de iliski kurmamizi saglar. Simdi modiiler ve Genisletilmis modiiler

grupta blok tanimini verelim.

2.6.3 Tamim : [7] Modiiler ve genisletilmis modiiler grupta,

TS(z) =z+ 1 ve TS%(2) = ZZ:

doniistimlerine bloklar denir.

Modiiler grup ve genisletilmis modiiler gruptaki herhangi bir indirgenmis kelimenin bu

bloklar ile ifadesine o kelimenin indirgenmis blok formu denir ve BRF ile gosterilir.

2.6.4 Teorem : [7] m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere;

z
nz+1

(TS)™(z) = z+mve (TS?)"(2) =
dir .

Modiiler gruptaki bir indirgenmis W(T,S) kelimesi blok formda yazilabilir. Modiiler
gruptaki herhangi bir kelime bloklar1 kullanarak

W(T,S) = SYTS)™o(TS?)™ ... (TS)™(TS?)™TJ (i=0,1,2; j=0,1)

seklinde ifade edilebilir. Bloklarin kuvvetleri pozitif tamsayilardir, m, ve n; sifir olabilir.

Bu gdosterim, modiiler grup i¢in genel bir gosterimdir.
2.6.5 Ornek : Modiiler grupta ;

W(T,S) = STSTSTS*TS*TS*TS?TS

13



kelimesi igin bu kelimenin blok formu ;
W(T,S) = S(TS)*>(TS*)* (TS)*TS

bicimindedir.Genisletilmis modiiler gruptaki blok yapis1 4. boliimde ayrica verildiginden o
boliime bakilabilir.

14



3. MODULER GRUPTA IZ SINIFLARI
Klasik modiiler grup PSL(2,Z)’nin pozitif girigli ve determinant1 1 olan, 2 x 2 projektif

b

matrisler grubu oldugundan I' ’min elemanlar i(ccl d

) projektif matrisler olarak

diisiiniilebilir.( a, b, c,d € Z ve ad — bc = 1 olmak iizere )

Esdeger olarak elamanlar lineer kesirli doniisiimler olarak diisiiniilebilir.

az+b
cz+d

f(2) = a,b,c,deZ ve ad—bc=1

Bu tiir doniisiimlerin ¢arpim1 matris ¢arpimi ile yapilmaktadir.

T=-- S=-— TS=z+1 TS?="

z+1 z+1

I, grup teorisine gore T ve S tarafindan tretilir ve asagidaki gibi bir grup sunusuna sahiptir;
r =<T,S|T? =83=1>.

Bu, T tarafindan olusturulan 2. mertebeden devirsel grup ile 3. mertebeden devirsel grubun
serbest ¢arpimi yapisindadir. Buradan herhangi bir g € I' elemaninin T ve S’de W(T,S)
kelimesi olarak bir gosterime sahiptir. Yani;

g =ThS" TS (t; =0veyal), t; =1,i=2,..,n ve u; =0,1veya?2,
i=12,..,n.

I' ’min bir elemanindan kelime olarak bahsedildiginde, kelimenin temsil ettigi eleman

kastedilmektedir.

Eslenik (Konjuge) matrisler ayni ize sahip oldugundan I *daki eslenik elemanlar ayni iz

smifinda bulunurlar.
I’deki bir W(T, S)kelimesi W,ve W,kelimeleri igin eger W = W, *W,W, ise W(T,S)

devirsel indirgenmistir. Bu I'da W (T, S) T ile baslayip T ile bitmiyor veya S ile baslayip

§2 = S~1ile bitmiyor veya S~ 1lile baslayip S ile bitmiyor anlamina gelir.
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I’deki bir W(T, S) kelimesi eger W (T, S)T ile baslayip S veya S ile bitiyorsa BRF olarak
kisaltilan blok indirgenmis formdadir. TS veya TS? bigimindeki her bir parcaya blok denir.
Eger W, BRF’de ise BL(W) olarak gosterilen blok uzunlugu, W’deki TS ve TS? ’lerin
toplam blok sayisidir. Sonlu mertebeli elemanlar igin I *daki bir W eleman1 2 mertebelidir
ancak ve ancak T ’ye konjugedir ve izi 0’dir. Benzer sekilde bir eleman 3. mertebeye sahipse

izi +1°dir ve S veya S? ’ye konjugedir.

3.1 Lemma : [7] I"’nin her eleman: T, S, S? veya BRFdeki bir kelimeye konjugedir.

Ispat: I’nin her eleman: devirsel olarak indirgenmis bir kelimeye eslenik oldugundan
devirsel indirgenmis sozciikler iizerinde yogunlasiriz. g = W(T,S) devirsel olarak
indirgenmis olsun ve T, S veya S2’ye esit olmasin. Eger g, T ile basliyorsa devirsel olarak
indirgenmis oldugundan S veya S? ile bitmelidir ve bu nedenle g blok indirgenmis
formdadir. Eger g, S veya S? ile basliyorsa bunu T takip etmelidir. Bu T ile baslayan W nin
dongiisel permiitasyonu olan W Kkelimesi g’ye konjugedir. Bu da dongiisel olarak
indirgenmis olmalidir ve bu nedenle yukaridaki gibi S veya S2 ile bitmelidir ve boylece blok

indirgenmis formda olmalidir.

Blok indirgenmis bir sozciik su formdadir;
(TS)* (TS?)br ... (TS?)Pk .

Blok indirgenmis formdaki kelimelere bir siralama uyguluyoruz. Bir W (T, S) sozciigiiniin
asagidaki formlardan birine sahip olmasi durumunda standart blok indirgenmis formda

kisaltilmis SBRF oldugunu soyleriz.

= (TS)", neZ

= (TS)", neZ

(TSHMTSH®, nk,te

= (TS)% (TS?)br ... (TS)* (TS?)P, a; = max{a;}

S s =SS
Il

Bazi i degerleri igin a;= a; ise b; = b;’dir. B; = b; ise b, = b;+1 seklinde devam eder.
(TS)’nin en biiyiik olusumu 6ndedir ve en biiyiik olusum birden fazla kez meydana gelirse

siralama (TS?)’nin olusumlarina geger.
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Bu tanim SBRF’deki kelimelere bir siralama getirir. SBRF’deki herhangi farkli iki
kelimenin birbirinin dongiisel permiitasyonu olmadig1, BRF’deki herhangi bir kelimenin ise

SBRF’deki bir kelimenin dongilisel permiitasyonu oldugu goriiliir.

3.2 Teorem : [7] Ideki iz siniflar, {T}, {S}, {S?} ile birlikte SBRF’deki kelimelerle birebir
ortiismektedir. SBRF kelimelerine karsilik gelen matrisler T, S, S? matrisleri ile birlikte her

bir iz sinif1 i¢in temsilci verir.

Ispat : 3.1 Lemma ispatinda goriildiigii gibi T, S, S? sonlu mertebeden elemanlar igin
temsilciler verir. Eger g sonsuz mertebeden ise yukaridaki {igiinden herhangi birine eslenik
olmayan bir W (T, S) kelimesi ile temsil edilir. Bu nedenle 3.1 Lemma ve 3.2 Teorem’den

onceki agiklamalardan SBRF’de tam olarak bir kelimeye esleniktir.

Konjuge smiflarmi siralarken SBRF sozciikleri yerine , isler dizisi ile ugrasmak daha
kolaydir. Bunu gz Oniinde bulundurarak sonlu bir tam say1 dizisine standart blok
indirgenmis dizi ya da SBRS denilmektedir. Eger bu dizi asagidaki formlardan birindeyse,

bir SBRF, kelimelerin iisleriyle iliskili olarak asagidaki diziler yardimryla verilir.
. (a0)

ii. (0,b)

iii. (a,b,a,b,...,a,b)

iv. (al, bll vy A,y bk)

3.3 Teorem:[7] d >2 izi i¢in I'’daki iz sinmiflar1 standart blok indirgenmis dizilerle birebir

eslesir.

Ispat: 1z 0 veya 1 ise eleman sonlu mertebeye sahiptir ve T, S, S?’ye konjugedir. AKsi

halde bir SBRF kelimesine konjugedir ve dolayisiyla SBRS ile iliskilidir.

Simdi konjuge smiflarini izler yoluyla siniflandiralim.

3.4 Lemma:[7] Eger W(T,S) , I'’’da BL(W) = 1 olan BRF’de bir sozciik ise W matrisi

sadece pozitif bilesenlere sahiptir.
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1 1

ispat: BL(W) = liseW = TS = (o h

) ile temsil edilir veya W =TS2 = + G (1))

ile temsil edilir.

Lemma tiimevarim yoluyla tamamlanir. Eger W = W, (T,S) ise ve W, sadece pozitif
girislere sahipse, bunu (TS) ile ¢arpmak yine sadece pozitif girisler verecektir. Benzer

sekilde TS? ile carpmak da sadece pozitif girisler verecektir.

3.5 Lemma: [7] Eger W # (TS)™ veya (TS?)*
I’da BRF’de bir sozciik ise ve BL(W) = nise tr(W) = n + 1 olur.

Ispat: Ispat yine blok uzunlugu iizerinde tiimevarim yoluyla yapilir. BL(W) = 1 ise ,

W = TS veya W = TS? dir.Yukarida her iki durumda da tr(W) = 2 oldugunu goriiriiz.
W’nin blok uzunlugunun n + 1 oldugunu varsayalim. O zaman W=W, TS veya W=W, TS?
ve BL(W;)=n olsun. Oncelikle W;=(TS)" oldugunu varsayalim. O halde W # (TS)"*!

oldugundan W = (TS)*(TS2) olur. (TS)™, i(cl) 111) matrisi ile temsil edildiginden W,
n+1 n). T - s 1 .. T e2NTL
i( 1 1) ile temsil edilir ve izi (n+2)’dir. Ay argiiman W;=(TS*)" i¢in de ¢alisir.

Simdi W;’in bu iki formdan herhangi birine sahip olmadigini varsayalim. O zaman

timevarim hipotezinden tr(W)>n + 1’dir. W; = i(i 2

¢ >0 ‘dir ¢iinkii (3.4 Lemma’dan) sadece pozitif girisler var. O zaman tr(W) = a+d +

) ,a+d = n+1olsun. Ayrica

¢ =2 n+1+c olur. Béylece ¢ = 1 oldugundan tr(W) = n+ 2 olur. Aym argiiman

W = W,TS? oldugunda da ¢alisir ve Lemma’y1 kanitlar.
Bu iki Lemma’dan her bir iz sinifi i¢in etkin bir temsilci belirleme yontemi elde ediyoruz.

3.6 Teorem :[7] Pozitif bir d tamsayis1 verildiginde d izindeki her iz sinifi igin bir temsilci

belirlemek i¢in etkili bir yontem vardir. Bu yontem asagidaki gibidir;

1) d =0isetemsilci T
2) d = 1ise temsilciler S ve S2
3) d = 2 ise sonsuz sayida iz smifi vardir. n pozitif tam say1 olmak iizere, (TS)" ve (TS?)™

ile temsil edilir.
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i. Blok uzunlugu (d — 1) veya daha az olan SBRF’deki tiim kelimeler listelenir. Esdeger

olarak toplami (d — 1) veya daha az olan tiim standart blok indirgenmis diziler listelenir.

ii. (i)’deki liste tarafindan belirlenen her bir kelimenin izleri belirlenir. Listedeki d izine

sahip her sozciik bir temsilci belirler ve bu tam bir liste verir.

Ispat1 belirtmeden 6nce, d izi igin temsilcilerin bulunmasinm aym zamanda d’den kiigiik

tiim izler i¢in temsilcileri belirledigine dikkat edilmelidir.

3.6 Ornek : izi 6 olan iz siniflar1 icin eksiksiz bir temsilci kiimesi bulunur. flk olarak toplami
5 veya daha az olan tiim SBRF ’ler olusturulur. Daha sonra (SBRF’de) karsilik gelen

kelimeler ve bunlarin izleri bulunur. Bunlar da asagidaki tabloyu verir:

Tablo 3.1 : Blok uzunluklari ile izler arasindaki iliski

Dizi Kelime Blok Iz
Uzunlugu
(1,1) TSTS? 2 3
(1,2) TS(TS?)? 3 4
(2,1) (TS)?TS? 3 4
(1,3) TS(TS?)3 4 5
(1,1,1,1) TSTS? TSTS? 4 7
(2,2) (TS)?(TS?)? 4 6
(3.1) (TS)3 TS? 4 5
(1,4) TS(TS?)* 5 6
(1,2,1,1) TS(TS?)? TS TS? 5 10
(2,3) (TS)? (TS?)3 5 8
(2,1,1,1) (TS)? TS?2 TS TS? 5 10
(3,2) (TS)3(TS?)? 5 8
4,1) (TS)* TS? 5 6
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Buradan asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tablo 3.2 : izlere gore simf sayilar1 ve temsilciler

iz Siif Sayisi Temsilciler
2 2 1
3 1 rs7s? = + (7 )

COTRDEE G

4 2 asypasy=+( %)
COTRD I
° ? s (15 = £ (7 %)
asypasy? == (5 %)
. . asrrash =z (> 1)

asyrsyt =+ (5 1)

Asagida R.Kulkarni [17] tarafindan Onerilen ayri bir algoritma agiklanmaktadir. (3.4
Lemma)’dan , matrisleri yalnizca pozitif bilesenlere sahip olan tam bir iz sinifi temsilcileri

kiimesinin var oldugu goriilmektedir. 3.3 Teorem’deki verilere alternatif algoritma asagidaki

gibidir.

Iz simflarim bulmak i¢in alternatif algoritma :
[7] Bir d izi verildiginde;
1) izi d olan ve sadece pozitif girisleri olan tiim projektif tek modiiler matrisler belirlenir.

2) Standart algoritmay1 kullanarak bu matrislerin her biri standart T, S iiretegleri cinsinden
ifade edilir.

3) 2.adimda bulunan kelimeler arasindan SBRF’de olanlar segilir. Bunlar tam bir temsilci
kiimesi verecektir.
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Ornek : 1z 6 i¢in temsilcileri tekrar buluyoruz. 1.adimdan asagidaki matrisler elde edilir;

G D =G S A )
G2 =G ) (W =G4
G 1D =G ) (7 3)

Bunlar ilgili SBRF ’lerin belirttigi standart {iretegler cinsinden ifade edildiginde ;

4

(3 D =arasy.e (] ) = aHasd
(1 3) = @SHAS ~ T I5?)

(3 5) = ASHUTS) ~THTSY

(5 5) = @SHES) (IS~ (IS)(T5?)"

£ (3 1) = @sy asHas) ~ 1) (15

(2 ) = @S @s) (1s?) ~ )1’

£ (2 ]) = @) as) @s)*~ @s)* (157

j:(g i): (TS)2(TS?)2

+ (g ;) = (TS2)? (TS)(TS?)2 ~(TS)(TS2)*

= (3 9)=@sp s sy - (18)* (157

SBRF’ leri segerek, dnceki tabloda oldugu gibi (TS)(TS?)*, (TS)* (TS?), (TS)?(TS?)?

tarafindan verilen temsilcileri olan {i¢ iz sinifi oldugu gortiliir.
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Bu ikinci algoritma sadece tek bir iz i¢in, iz siniflarin1 bulma avantajina sahip olsa da, bir
matrisi standart iiretecler cinsinden ifade etmenin zorlugu ( 6zellikle biiyiik girisler i¢in ) ilk

algoritmayla calismay1 biraz daha kolay hale getirir.
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4. GENISLETILMIS MODULER GRUPTA iZ SINIFLARI
Genisletilmis modiiler grup I’ =PGL(2,Z), I = PSL(2,Z) modiiler grubunun iireteclerine

R(z) = Tzl yansimasinin eklenmesiyle elde edilen gruptur.

az+

PSL(2,R) = {z =

Z+Z ta,b,c,d € R, ad — bc = 1} ist yart diizlemin tiim konformal

otomorfizmalariin grubudur. U iist yar1 diizleminin tiim anti-konformal otomorfizmalarini

PSL(2,R)’ye ekleyerek G = PSL(2,R) U G’ grubunu elde ederiz, burada ;

az+b
G’={z

— ta,bc,d eER, ad—bc=—1}
cz+d

I' = PSL(2,Z) modiiler grubu PSL(2,R) ’nin tam say1 katsayili 6zel alt grubu olup iKi

dogrusal kesirli doniisiim tarafindan iiretilir;

T(z) = —12 ve U(z) =z+ 1, S =TU olmak tizere; S(z) = — ﬁ

O halde T modiiler grubu, 2 ve 3. mertebeden iki sonlu devirli grubun serbest ¢arpimina

izomorftur ve grup sunusu;

F=<T,S|T2=53=I>EC2*C3

seklindedir.

N||>—\

Genisletilmis modiiler grup I' = PSL(2,Z) modiiler grubun iireteglerine R(z) =

yansimasinin eklenmesiyle tanimlanir ve G nin alt grubudur. Boylece genisletilmis modiiler

grup asagidaki sunuma sahip olur:

(1.1) T =<T,SR[T?=53=R? = (TR)?>=(SR)?=| > =D, %4, D;

Genisletilmis modiiler grup PGL(2,Z)’nin GL(Z,}Z)

v ya esit oldugu ve modiiler grup

PSL(2,Z)’nin SL(2,Z)/{£1} ya esit oldugu bilinmektedir. (Burada GL(2, Z)’deki her bir A
matrisini — A ile tanimliyoruz. Boylece her biri PSL(2, Z) ’nin ayn1 elemanini temsil ediyor.)

Buradan genisletilmis modiiler grubun iireteclerini su sekilde temsil edebiliriz .
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0 -1 0 -1 0 1
T_(1 o)’ S_(1 1)’ R_(1 o)
Bu nedenle genisletilmis modiiler grup I' =PGL(2, Z) , PSL(2,Z)UM’ olur. Burada;

M’ :{Zﬁ@:a,b,c,dez, ad—bc=—1}
cz+d

dir.

[3,4,9] PSL(2, Z) modiiler grubu ve onun normal alt gruplar1 6zellikle sayilar teorisi,
otomorfik fonksiyon teorisi ve grup teorisi gibi matematigin bir¢ok alaninda biiytik ilgi

gormiistiir. [14-16]Genisletilmis modiiler grup yogun sekilde ¢alisiimstir.

[7] nolu galismada Fine modiiler gruptaki iz siniflar tizerinde ¢alismistir. Her bir tam say1
icin d izindeki iz siniflarinin tam temsilci kiimesini belirlemek i¢in etkili bir algoritma
vermistir. Bu algoritma Schmidt ve Sheingorn tarafindan genel Hecke gruplarina

genigletilmistir [8].

Burada genisletilmis modiiler grup I' ’in iz smiflarini bulacagiz. Bunun igin [1]’de modiiler
grup I' i¢in kullanilan yontemler kullanilmaktadir. Son olarak, bu siniflandirmanin bir

uygulamasi olarak I' ’in elemanlarinin tiirleri verilmektedir.

¢arpim oldugunu biliyoruz. [26] Karisiml1 bir serbest ¢arpimin her elemani bir normal forma
sahiptir. Boylece eger g € F ise g; T, S ve R’de W (T, S, R) indirgenmis kelimesi olarak iki

gosterimden birine sahiptir. Yani,
g =T%SP1 TS yg da g = TWSPr ., TnSPnR,
a=0veyaaq;=1i=2,..,ni¢cinve b; =0,1veya 2, i =1,2,..,nigin.

Bu sonuglarin I *in sunuslariyla elde edilebilecegi goriilmektedir. Iz siniflarin1 bulmak igin

asagidaki doniisiimlere ihtiyacimiz vardir.

TS:z—z+1, TS% 2> = Riz—
Z+1

N~
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Eslenik matrisler ayn1 ize sahiptir. Bunun tersi dogru degildir. Ornegin S ve (TS)R aym ize
sahiptir ancak eslenik degildirler. Bdylece I' ’teki konjuge siiflar izlerine gore bdliimlere

ayrilabilir.

[25] Her bir iz smifi igin, temsilciler belitlenirse indirgenmis bir W (T, S, R) € I sézciigii
eger W = W, *W,W, ise W(T,S,R) déngiisel indirgenmis kelime olarak adlandrilir. I
teki dongiisel olarak indirgenmis bir sdzciik T ile baslayip T ile bitmeyen veya S ile baslayip
S2 ile bitmeyen, veya S? ile baslayip S ile bitmeyen veya R ile baslayip R ile bitmeyen
W (T, S, R)’ye esleniktir. iki W, ve W, kelimeleri devirsel olarak indirgenmistir ancak ve

ancak W;, W, nin devirsel bir permiitasyonuysa konjugedir.

T grubunda W(T,S,R) sozciigii T ile baslayip S, S? veyaR ile bitiyorsa BRF olarak
kisaltilan blok indirgenmis form olarak adlandirilir. Ayrica (TS)ve (TS?) formundaki her
bir par¢a blok olarak adlandirthir. Eger W, BRF’de ise BL(W) olarak gosterilen blok
uzunlugu W’deki blok sayisidir.

4.1 Ornek: W = (TS)3(TS2)(TS)? ise BL(W) = 6 ve eger W = (TS2)(TS2)3(TS)*R ise
BL(W) = 9°dur.

4.2 Lemma:[7] " *te sonlu mertebeli elemanlarin dort eslenik sinifi vardir; mertebesi 2
olanlar i¢in li¢ ve mertebesi 3 olanlar i¢in bir eslenik sinifi vardir. Dolayli olarak bunlar,
determinantt 1 olan 3. mertebeden {S}; determinanti 1 olan 2. mertebeden {T} ve

determinanti -1 olan 2. mertebeden {R} ile {TR} dir.

4.3 Lemma : (TS) ve (TS?), I' *da eslenik degildir ancak I ’te R ile esleniktirler.

4.4 Lemma : I ’in her eleman1 ya T’ye , ya R’ye ya TR’ye ya da BRF’deki bir kelimeye

esleniktir.

Ispat : I ’in her elemanmin devirsel olarak indirgenmis bir sozciige eslenik oldugunu
biliyoruz. Bu nedenle devirsel olarak indirgenmis sozciiklerden faydanilacaktir. g =
W (T, S, R)dongiisel olarak indirgenmis olsun ve T’ye, R’ye, TR’ye ve S’ye ya da bunlarin
eslenigine esit olmasin. Eger g = W(T,S,R)T ile bashyorsa, g = W(T,S,R) dongiisel
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olarak indirgenmis bir kelime oldugundan S, S? veya R ile bitmelidir. Dolayisiyla g =
W (T,S,R) blok indirgenmis kelime olmalidir.

Eger g = W(T, S, R)R ile baghyorsa bu durumda g’nin ardindan T, S veya S2 gelmelidir. Bu
nedenle W’nin T, S veya S? ile baslayan dongiisel permiitasyonu olan bir W; kelimesi
vardir. Ayrica W;, g = W(T,S,R) ile esleniktir. Dolayisiyla W; dongiisel olarak
indirgenmis bir kelime olmalidir. Son durumda g = W (T, S,R), S veya S? ile basliyorsa
bunu T veya R takip etmelidir. Benzer sekilde W, T ile baslayan ve S, R veya S? ile bitmesi
gereken dongiisel olarak indirgenmis bir kelimeye esdegerdir. Bu nedenle Iin her g =
W(T,S,R) eleman1 S, T, TR, R veya BRF’deki bir kelimeye esleniktir.

Eger bir W(T, S, R)kelimesi asagidaki formlardan birine sahipse bu kelimeye standart blok

indirgenmis formdadir ;

i.  Bazin tamsayilari i¢gin W = (TS)™
ii. Bazin tamsayilari icin W = (TS?)"
iii.  ((TS)™(TS?)*)t baz1 n, k, t tamsayilari igin
iv. W = (TS)% (TS?)br ... (TS)* (TS?)P*  a; = max{a; }. Eger a; = a; ise b; >
b;. Eger by = b; ise b, = b; 4
v. W = (TS)™ R (Bazi n tamsayilari i¢in )
vi. W= (TS?)" R (Baz1 n tamsayilar1 igin )
vii. W =TS (TS>))'R n,k,t € Z
viii. W = (TS)* (TS?)P1 ... (TS)% (TS?)PkR ; a; = max{a;}, Eger baz1 i degerleri

icin a; = a; oluyorsa b; = b;’dir. Eger b; = b; ise b, = b;, olur.

45 Lemma :[14] I’ deki iz simflart {T}, {R} , {TR} , {S}’nin yam sira SBRF’deki

sozclklerle de birebir ortiismektedir.

4.6 Lemma : [14] Eger BRF’deki W (T,S,R), I"te BL(W) > 1 olan bir kelime ise, bu

durumda W’ya yonelik doniisiimiin yalnizca pozitif girisleri vardir.

Ispat: W(T,S,R)’deki R’nin iislerinin toplaminin ¢ift olma durumu (W(T, S,R) =

W(T, S)) [7]’de ispatlanmigtir. R’nin islerinin tek oldugunu varsayalim. O halde
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W(T,S,R)’nin formu W = W;R’dir. Burada W, yukandaki (i), (ii), (iii) ve (iv)
formlarindan biridir. [1]’de W;’in sadece pozitif girdilere sahip oldugu, yani bir matris

temsiline sahip oldugu gosterilmistir.

(? Z), ab,c,d >0 W = WR = (CCL Z) ((1) (1)) = (Z Z) , W yalnizca pozitif

girdilere sahiptir.

4.7 Teorem:[14] W (T, S, R)R’nin iislerinin toplamu ¢ift ve (TS)®, (TS?)™ den farkli olacak
sekilde BRF’de bir kelime olsun. Eger BL(W) = nise tr(W) = n+ 1 olur.

4.8 Teorem: W(T,S,R), T’te R’nin iislerinin toplam1 BRF’de tek olacak sekilde bir kelime
olsun. Eger BL(W) = n ise tr(W) = n olur.

Ispat : Ispat, blok uzunlugu iizerinde tiimevarimla yapilir. W = W (T, S, R) formunun W,R

oldugu agiktir, burada W; yukaridaki (i), (ii), (iii) ve (iv) formlarindan biridir. Eger

BL(W) = 1isebudurumdaW = (TS)R veyaW = (TS?)R’dir. Béylece (TS)R = G (1))

0 1

ve (TS?R = (1 "

) olur. Bu nedenle tr(W) = 1 elde edilir.

b

BRF’de W = W,R = (d

Ccl) ‘nin blok uzunlugunun n oldugunu varsayalim; burada

A :(Ccl Z) ve a, b, ¢, d pozitif girdilerdir. (2.5 Lemma’dan)

W' blok uzunlugu n + 1 olan bir kelime olsun. W’ elemani, W R’ye (TS) veya (TS?)
eklenerek elde edilir. W, kelimesinin bicimi W; R(TS) veya (TS?) eklenerek elde edilir.
W' kelimesinin bicimi W;R(TS) veya W R(TS?) seklindedir. Bu kelimeler sirasiyla
W, (TS?)R ve W, (TS)R 'dir. Boylece [7]’deki iliskilerden ve tiimevarim hipotezinden
asagidaki sonug elde edilir.

w=wras=(2 4 (1 D= (4 ath

>trW)=b+c+d 2 n+d =2n+1.
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Buradan genigletilmis modiiler grup I 'nin her elemaninin yalnizca bir iz sinifina ait oldugu
sonucuna varilir. Asagidaki teoremlerde, R’nin islerinin toplami ¢ift olan W (T,S,R)
kelimeleri i¢in ( yani W (T, S,R) = W(T,S) ) ve R’nin islerinin toplami1 tek olan W (T, S, R)
kelimeleri i¢in iz smiflar1 verilecektir.

Belirli bir pozitif iz i¢in yontem asagidaki teorem ile verilecektir:

4.9 Teorem : [14]

1) tr(W) = 0 ise temsilci {T} dir.

2) tr(W) = 1 ise temsilci {S} dir.

3) tr(W) = 2 ise sonsuz iz simifi vardir. n pozitif tam sayilarin tizerinden gegerken farkli
(TS)™ kelimeleri temsilcileri verir.

4) Eger tr(W) > 2 ise; SBRF’deki blok uzunlugu (tr(W) — 1) veya daha kisa olan tiim
kelimeleri listelenir. Ayni sekilde toplami (tr(W) — 1) *den kiigiik olan tiim standart

blok indirgenmis dizileri listelenir.

4.10 Teorem : [14]

1) tr(W) = 0 ise temsilciler {R} ve {TR}

2) tr(W) = 1 isetemsilci {(TS)R}

3) tr(W) > 1 ise temsilciler SBRF’de blok uzunlugu tr(W) veya daha az olan

kelimelerdir.

Asagidaki sonug R’nin {islerinin toplami ¢ift oldugu durumlarda elde edilir.

4.11 Sonug :

i.  Genisletilmis iz siniflarindaki modiiler grup I'’nin bir eleman1 {T} veya S ise bu eleman
eliptik elemandir.

ii. Iz siifindaki genisletilmis modiiler grubun bir elamam {(TS)"} ise bu eleman
paraboliktir.

iii.  Genisletilmis modiiler grubun bir eleman1 yukaridaki (i) ve (ii)’den farkli bir iz

siifina aitse bu eleman hiperbolik elemandir.

Eger R’nin slerinin toplami tek ise o zaman asagidaki sonug elde edilir.
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4.12 Sonug: Eger bir elemani {R} veya {TR} iz smiflarindaysa bu bir yansimadir, diger

durumlarda ise kayan yansimadir.

Ornek 4.13 :[15] T’ nin ikinci komiitator alt grubu '’ sunusu asagidaki gibidir.

=< |[S,TST], [S, TS?T], [S?, TST], [S%, TS?,T] > .

Burada [a, b]= aba™1b~!. Dolayisiyla I'"’’in tiim iireteclerinin uzunlugunun 4 oldugu ve
ayrica T Ve S elemanlar1 arasinda herhangi bir iliskinin olmadig gériilmektedir. T''’nin her
eleman1 I"'"in iireteclerinden elde edildigi i¢in blok bulunur T’"’in her elemaninin uzunlugu
4 veya 4’ten biiyiiktiir. Bu nedenle I""’ eliptik veya parabolik bir eleman icermez. Yani I'"

sadece hiperbolik elemanlari igerir.
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5. SONUC VE ONERILER

[7] nolu ¢alismada her bir d tamsayisi i¢in, d izindeki iz siniflariin tam bir temsilci

kiimesini belirlemek i¢in etkili bir algoritma verilmistir.

Bahsedilen algoritma h(d)’yi belirlemek i¢in bir hesaplama yontemi saglamistir. I' *nin grup

teorik yapisina dayanan, herhangi bir d izi igin iz siniflarinin tam bir temsilci kiimesini
belirlemekte kullanilan etkili bir algoritma sunulmustur. Bu algoritma Q(Vd? — 4 )alaninin

ideal sinif sayisi olan h(d)’yi saymak i¢in yeni ve basit bir teknik sunmustur. Boylece sayilar

teorisi kuadratik formlar ile grup teorisi arasinda kuvvetli bir iliski elde edilmistir.

3. boliimde I nin herhangi bir elemaninin T ve S ‘de W (T, S) kelimesi olarak benzersiz
bir gésterime sahip oldugu ve I' nin her bir elemaninin T,S,5? veya BRF'deki bir
kelimeye konjuge oldugu gosterilmistir. Yine bu boliimde konjuge siniflari siralanirken
SBRF sozclikleri yerine Usler dizisi ile calismanin daha kolay oldugu goriilmistiir. Bir
d € Z verildiginde d izine sahip her iz smifi i¢in temsilciler belirlenmistir. Buna ek olarak

bir d izi verildiginde iz siniflarin1 bulmak i¢in alternatif bir algoritma sunulmustur.

Tezin 4. béliimiinde I ’in her g = W (T, S, R)elemanmin S, T, TR, R veya BRF’deki bir
kelimeye eslenik oldugu goriilmiis olup bir W (T, S, R) kelimesinin SBRF olma durumlari
listelenmistir. BRF’de bir kelimede R ’lerin isler toplamina gore blok uzunlugu ve izleri

arasindaki iligki ortaya konulmustur.

R 'nin tsleri toplaminin ¢ift oldugu durumlarda elde genisletilmis iz siniflarindaki modiiler
grup ’nin bir eleman1 {T} veya {S} ise bu elemanin eliptik eleman oldugu, iz smifindaki
genisletilmis modiiler grubun bir elamam {(TS)"} ise bu elemanin parabolik oldugu,
genisletilmis modiiler grubun bir eleman1 bunlardan farkl: bir iz sinifina aitse bu elemanin
hiperbolik eleman oldugu sonucuna varilmistir. R nin iislerinin toplami tek iken; bir elemani
{R} veya {TR} iz smiflarindaysa bunun bir yansima oldugu, diger durumlarda ise kayan

yansima oldugu sonucu elde edilmistir.
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