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TURLER ARASI BiR BRUSELLOZ YAYILIM MODELININ

GELISTIRILMESI VE KESIRLI OPTIMAL KONTROLU
DOKTORA TEZi
DILARA YAPISKAN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. BEYZA BiLLUR iSKENDER EROGLU)

BALIKESIR, AGUSTOS - 2024

Bruselloz, Brusella cinsine iliye bakterilerden kaynaklanan sigir, keci, kedi, kopek, domuz
gibi hayvanlardan hayvanlara ve hayvanlardan insanlara dogrudan veya dolayli olarak
bulasan zoonoz bir hastaliktir. Diinya Saglik Orgiitii, her yil diinya ¢apinda binlerce
bruselloz vakasinin goriildiiglinii belirterek bu hastalig1 kiiresel ¢apta biiyliik yikimlara
neden olan zoonotik bir enfeksiyon olarak degerlendirmektedir. Ayrica bu hastalik;
hayvanlarda diisiik yapmaya ve siit iiretimindeki verimin azalmasina neden olmakla
birlikte, insanlarda ise ciddi organ yetmezliklerine yol agarak saglik ve ekonomik agidan
yiik olusturmaktadir.

Bu tezde, Cin’in i¢ Mogolistan bolgesinde koyun-insan arasinda yayilan brusellozu kontrol
altina almak i¢in optimal kontrol stratejileri 6nerilmektedir. Bu amagla, mevcut bruselloz
modelinin eksiklikleri giderilip, birim uygunlugu da dikkate alinarak model Atangana—
Baleanu tiireviyle ele alinmaktadir. Oncelikle, gelistirilen kesirli bruselloz modelinin
¢cozlimlerinin varlik tekligi ispatlanmaktadir. Modelin biyolojik olarak anlamli oldugunu
ortaya koymak adina ¢oziimlerin pozitif ve sinirliligi gosterilmektedir. Ardindan, modelin
temel lireme sayist hesaplanip duyarlilik analizi gerceklestirilmektedir. Modelin denge
noktalarindaki yerel kararhiligi incelenmektedir. Cin’in I¢ Mogolistan bdlgesinde tiirler
arast bruselloz yayilimini 6nlemek amaciyla 6nerilen optimal kontrol stratejilerinden daha
realistik  sonuglarin  alinmast  adma  gelistirilen  kesirli  bruselloz  modeli
normallestirilmektedir. Daha sonra, itlaf, ¢evresel hijyen ve sanitasyon, egitim kampanyasi
ve tedavi Onlemleri zamana bagli optimal kontrol fonksiyonlar1 olarak normallestirilmis
kesirli bruselloz modeline adapte edilmektedir. Optimal kontrollerin varligi gosterilerek
Pontryagin’in Maksimum Prensibi yardimiyla kesirli-mertebeden optimallik sistemi agiga
¢ikarilmaktadir. Gelistirilen ve normallestirilen modellerin parametreleri en kiigiik kareler
yontemiyle tahmin edilmektedir. Bu parametreler kullanilarak optimallik sistemi ileri-geri
siiplirme  yontemiyle  birlestirilmis ~ Adams-tipi  tahmin-diizeltme algoritmasiyla
¢ozlilmektedir. Sayisal simiilasyonlar MATLAB yardimiyla elde edilip, 6nerilen Stratejiler
karsilastirilarak en etkili sonucu veren strateji belirlenmektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Atangana—Baleanu kesirli tiirevi, Brusella, duyarhilik analizi,
matematiksel modelleme, kararlilik analizi, optimal kontrol, parametre tahmini
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ABSTRACT

IMPROVEMENT OF AN INTERSPECIES BRUCELLOSIS TRANSMISSION
MODEL AND ITS FRACTIONAL OPTIMAL CONTROL
PH.D THESIS
DILARA YAPISKAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS _ )
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. BEYZA BILLUR ISKENDER EROGLU )

BALIKESIR, AUGUST - 2024

Brucellosis is a zoonotic disease caused by bacteria of the genus Brucella that is
transmitted directly or indirectly from animals such as cattle, goats, cats, dogs, and pigs to
animals and from animals to humans. The World Health Organization states that there are
thousands of cases of brucellosis worldwide each year and considers it a zoonotic infection
that causes great devastation on a global scale. In addition, this disease causes abortion and
decreased milk production in animals, and causes serious organ failures in humans,
creating a health and economic burden.

In this thesis, optimal control strategies are proposed to control the brucellosis
transmission between sheep and humans in Inner Mongolia, China. For this purpose, the
shortcomings of the existing brucellosis model are eliminated and the model is discussed
with the Atangana—Baleanu derivative, considering unit consistency. The existence and
uniqueness of the solutions of the developed fractional brucellosis model are proven. The
positivity and boundedness of the solutions are shown to verify that the model is
biologically meaningful. Then, the basic reproduction number of the model is calculated
and sensitivity analysis is performed. The local stability of the model at the equilibrium
points is examined. The developed fractional brucellosis model is normalized in order to
obtain more realistic results from the optimal control strategies proposed to prevent the
brucellosis transmission between interspecies in the Inner Mongolia region of China. Then,
culling, environmental hygiene and sanitation, educational campaigns, and treatment
measures are adapted to the normalized fractional brucellosis model as time—dependent
optimal control functions. The fractional-order optimality system is revealed by
demonstrating the existence of optimal controls, with the help of Pontryagin's Maximum
Principle. The parameters of the developed and normalized models are estimated by the
least squares method. The optimality system is solved by the Adams-type predictor—
corrector algorithm combined with the forward—backward sweep method, using these
parameters. Numerical simulations are obtained with the help of MATLAB and the
proposed strategies are compared to determine the most effective strategy.

KEYWORDS:
Atangana—Baleanu fractional derivative, Brucella, sensitivity analysis, mathematical
modelling, stability analysis, optimal control, parameter estimation

Science Code / Codes : 20406 Page Number : 139



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ... i
ABST R A CT ettt b e ettt e e e bt e e bt e nae et e e nae e nee e e I
ICINDEKILER .........ooooioioeeeeee ettt ettt eeeeees iii
SEKIL LISTEST ..ottt na sttt iv
TABLO LISTESI ..ot v
SEMBOL LISTESI ........ccootiiiiiiiiiiiies e Vi
KISALTMA LISTESI.......coooiiiiiiiiiiiieeesss s vii
(00, ] 0 77/2 8OO viii
O €] 1 23 1O 1
2. BAZI MATEMATIKSEL KAVRAMLARLA ILGILI ON BILGILER................ 8
2.1 Kesirli Analize iliskin Baz1 Temel Tanimlar ve Teoremler ............ccovvvevvvevrerreuerernennn, 8
2.2 Kesirli Mertebeden Diferasiyel Denklem Sistemi i¢in Baz1 Kavramlar....................... 10
2.3 Epidemiyolojik Modeller Hakkinda Bazi Kavramlar...........c.ccocvviiiiiiiniiniccieen, 17
2.4 Optimal Kontrol Teorisinde Baz1 Temel Tanimlar ve Teoremler ............cccoovvveneennene. 21
3. KOYUN-INSAN ARASINDAKI BRUSELLOZ YAYILIM MODELI .............. 26
3.1 Kesirli Tiirevli Bruselloz Yayitlim Modeli.........ccoooiiiiiiiiiiiiiicee e 27
4. KESIRLI BRUSELLOZ MODELININ SISTEM ANALIZI .........ccccoovvnniinninnee, 30
4.1 Kesirli Bruselloz Modelinin Cozlimlerinin Pozitifligi ve Sinirliligt......cooooveviviiennnns 30
4.2 Kesirli Bruselloz Modelinin Coztimlerinin Varligi ve Tekligi.......cccoooovriiniiiiinnennnn, 33
4.3 Kesirli Bruselloz Modelinin Bakterisiz ve Bakteriyel Denge Noktalart ...................... 50
4.4 Kesirli Bruselloz Modelinin Temel Ureme Sayist ve Duyarlilik Analizi..................... 55
4.4.1 Temel UIEME SAYISI.....c.viviiriveriiriresiseiissesesissessseses s s se bbb 56
4.4.2 Duyarlilik ANAlIZI......ccoooviiiiiiiiiii e 60
4.5 Kesirli Bruselloz Modelinin Kararlilik Analizi ..........ccoooveiiiiiiiiiiiiccceeie 64
5. NORMALLESTIRILMi$ KESIiRLi BRUSELLOZ MODELININ OPTIMAL
KONTROLU ....cooooiiiitiiiiiecie s 68
5.1 Optimal Konrol Stratejilerinin Modele Adapte EAiIIMESi .........cccccvvevviiiiiieiicicciee, 70
5.2 Optimal Kontrollin Varli@i.........cccocviiiiiiiiiiiii e 73
5.3 OptiMAlliK SISTEMI ....veiiieiie e 80
6. PARAMETRE TAHMINI ......cooooiiiiiiiiiiiie e 85
6.1 Gelistirilen Kesirli Bruselloz Modeli i¢in Parametre Tahmini............cccooceiiieiiennnne 85
6.2 Normallestirilen Kesirli Bruselloz Modeli i¢in Parametre Tahmini.............ccccccveenenne. 92
7. NUMERIK COZUM VE TARTISMA ......ccccoooiiiiiieeeeeeeeeeeeeee e, 97
8 N [T 4111 - SRR P O SP 97
7.2 Kontrol Stratejilerinin Sayisal SONUGIATT ........ccvvviiiiiiiiiiie e 99
7.2.1 TEK KONIIOL ... 99
7.2.2 Ikili Kontrol KombinaSyOnlart...........c.ccceueviiieireuerererieesereesssisceesesesesesseseseseseseen, 103
7.2.3 Uclii Kontrol Kombinasyonlart............c..cceviveeiecuerererieeeereesssieceesesesssesesesesesesenn, 106
7.2.4 DOTLIT KONTIOL....eiiiiieiiiiiie ettt 108
8. SONUC VE ONERILER.............c.ccceosiitiiiiseee ettt 115
9. KAYNAKLAR L.t 117
L0/ )Y I 15T 128



SEKIL LISTESI

Sayfa

Sekil 2.1: (2.25) sisteminin kararlilik bOIgesi [64]. .....ccovereiiriiiiiiieiienese e 16
Sekil 2.2: Kermack ve McKendrick tarafindan tanitilan SIR modelinin akis diyagrama. .. 18
Sekil 3.1: (3.2) modelindeki tiirler arast dogrudan ve dolayli bruselloz yayilimini gosteren

AKIS dIYAZTAMNL. 1..tvieiiiie ettt be e nnee e 29
Sekil 4.1: Temel lireme sayisina gore hastaligin yayilimini gosterir. .........coovvvervrivernennnne 56
Sekil 6.1: Gelistirilen (3.2) modeli i¢in elde edilen en iyi uydurma egrisi. .........c.ceeveenee. 89
Sekil 6.2: Klasik ve kesirli tiirevli bruselloz modellerinde koyunlar i¢in elde edilen

cOziimlerin Karsilagtirilmast. . .....c.eeeriiiiiii e 90
Sekil 6.3: Klasik ve kesirli tiirevli bruselloz modellerinde brusella bakterileri i¢in elde

edilen ¢oziimlerin karsilagtirtlmast. .......ooceeiieiiiniiieiie e 90
Sekil 6.4: Klasik ve kesirli tiirevli bruselloz modellerinde insanlar i¢in elde edilen

cOziimlerin Karsilagtirilmast. .......c.eoiiriiiiiie e 91
Sekil 6.5: Normallestirilmis (5.2) modeli i¢in elde edilen en iyi uydurma egrisi................ 94
Sekil 6.6: Normallestirilmis kesirli bruselloz modelinde koyunlar i¢in elde edilen ¢6ziim.95
Sekil 6.7: Normallestirilmis kesirli bruselloz modelinde bakteriler i¢in elde edilen

o0 7721111 s VST ERS SR 95
Sekil 6.8: Normallestirilmis kesirli bruselloz modelinde insanlar i¢in elde edilen ¢oziim. 96
Sekil 7.1: Koyunlar i¢in tek kontrol stratejisinin karsilagtirmast. .........cccceveveieniiennnnnne. 100
Sekil 7.2: Brusella bakterileri i¢in tek kontrol stratejisinin karsilastirmasi. ..................... 100
Sekil 7.3: Insanlar icin tek kontrol stratejisinin karsilagtirmast. ..........cocovevevvrcrccecennes. 101
Sekil 7.4: Tek kontrol stratejisindeki kontrollerin davranisi..........cccocceeveeiiieiiiniicninene. 101
Sekil 7.5: Koyunlar i¢in ikili kontrol kombinasyonlarinin karsilastirilmasi...................... 103
Sekil 7.6: Brusella bakterileri i¢in ikili kontrol kombinasyonlarinin karsilastirilmasi. .... 103
Sekil 7.7: Insanlar icin ikili kontrol kombinasyonlarinin karsilastirilmast. ...................... 104
Sekil 7.8: Ikili kontrol stratejilerindeki kontrollerin davranisi. ..........cccccceevevcerveuerrnnnnnne, 104
Sekil 7.9: Koyunlar i¢in ti¢lii kontrol kombinasyonlarinin karsilastirilmasit. ................... 106
Sekil 7.10: Brusella bakterileri i¢in ii¢lii kontrol kombinasyonlarinin karsilastirilmasi... 106
Sekil 7.11: Insanlar icin {i¢lii kontrol kombinasyonlarmin karsilastirilmast. ................... 107
Sekil 7.12: Uclii kontrol stratejilerindeki kontrollerin davranisi. .........c.cccooververerrenennne, 107
Sekil 7.13: Koyunlar i¢in dortlii kontrol stratejisi ile kontrolsiiz modelin

Kars1agtirtlmas. .....eeiveee i 109
Sekil 7.14: Bakteriler i¢in dortlii kontrol stratejisi ile kontrolsiiz modelin

Kars1lagtirlmast.......civeeeiiie i 109
Sekil 7.15: Insanlar icin dortlii kontrol stratejisi ile kontrolsiiz modelin karsilastiriimas1.110
Sekil 7.16: Dortlii kontrol stratejilerindeki kontrollerin davranist..........ccoceeieiiiennnnne. 110
Sekil 7.17: Koyunlar i¢in dortlii ve baz1 liglii kontrol stratejilerinin karsilagtirilmasi. ..... 112
Sekil 7.18: Bakteriler i¢in dortlii ve bazi iiclii kontrol stratejilerinin karsilastirilmas. .... 112
Sekil 7.19: Insanlar icin dortlii ve baz1 iiglii kontrol stratejilerinin karsilastirilmasit. ....... 113
Sekil 7.20: Kontrol stratejilerindeki kontrollerin davraniglarinin karsilastirilmasi. ......... 113



TABLO LiSTESI

Sayfa
Tablo 2.1: Literatiirdeki baz1 insidans orani fonksiyonellerinin tanimlari verilmistir........ 21
Tablo 6.1: (3.2) modelindeki parametrelerin tanim ve degerlerini gosterir. ..........cccvvnne.. 87
Tablo 6.2: (3.2) modelinin baslangic kosullarini gOStErir..........ccevvvrvuerieerieresiieseeneeee e 88
Tablo 6.3: (5.2) modelinin baslangi¢ kosullarini @OSterir..........ccevveveiveeriveresiiesieesesiennes 93
Tablo 6.4: (5.2) modelindeki parametrelerin tanim ve degerlerini gosterir. ............cco..... 93



SEMBOL LISTESI

N
R

CD(Z

a t

arg

eig

: Dogal sayilar kiimesi
: Reel sayilar kiimesi
: Sol Caputo kesirli tiirevi

: Sag Caputo kesirli tiirevi
: Gamma fonksiyonu

:1-boyutlu Sobolev uzay1
: Caputo anlaminda sol Atangana—Baleanu kesirli tiirevi

: Caputo anlaminda sag Atangana—Baleanu kesirli tiirevi
: Caputo anlaminda Atangana—Baleanu kesirli integrali

: Mittag—Leffler fonksiyonu

: Normallestirme fonksiyonu

. Genellestirilmis Mittag—Leffler fonksiyonu
- Laplace doniistimii

: Ters Laplace dontistimii

: Temel lireme sayisi

. Argliman

: Ozdeger

Vi



KISALTMA LISTESI

ABC
AIDS
COVID-19
DSO
H1N1
HIV

SIR

: Caputo anlaminda Atangana—Baleanu kesirli tiirevi
: Kazanilmis Bagisiklik Yetmezligi Sendromu

: Koronaviriis Hastalig1 2019

: Diinya Saglik Orgiitii

. Influenza A viriisiiniin bir alt tiirii

: Insan Bagisiklik Yetmezligi Viriisii

: Duyarli-Enfekte—lyilesen

vii



ONSOZ

Doktora siirecinde ilhami ve bakis acisiyla ufkumu agan, Ozveriyle yardimlarini
esirgemeyen, derin bilgi ve tecriibesiyle beni yonlendirerek tezimin ortaya konmasina ve
desteklenmesine katki saglayan danismanim Sayin Dog. Dr. Beyza Billur iISKENDER
EROGLU’na tiim destek ve emekleri icin saygi ve siikranlarimi sunarim. Engin bilgi
birikimi ve degerli onerileriyle yolumu aydmlatan Saym Prof. Dr. Ziya ILHAN’a
katkilarindan dolay1 saygi ve minnettarligimi ifade etmek isterim. Ayrica, kiymetli bilgi ve
deneyimleriyle verdikleri geri bildirimler sayesinde tezimin her asamasinda gelismesine
yardime1 olduklari igin tez izleme komite liyeleri degerli hocalarim Sayin Prof. Dr. Fatma
AYAZ ve Saym Dog. Dr. Derya AVCI’ya sonsuz tesekkiir ederim.

ERASMUS+ 06grenim hareketliligi siirecindeki danigsmanim Saym Prof. Dr. Delfim
Fernando Marado TORRES’e optimal kontrol problemi hakkinda verdigi normalizasyon
fikriyle tezimin gelismesine katki saglamasinin yam sira birlikte daha baska akademik
calismalar gerceklestirme firsati sundugu icin en i¢ten minnet ve tesekkiirlerimi sunarim.

Tez calismalarimizin tohumlarint birlikte attigimiz arkadasim Fatma BOZANER’e
tesekkiir ederim. Ayrica, hem tez calismasinda hem de ortak ve diger calismalarimizda
birbirimize bircok konuda destek oldugumuz sevgili Mine YURTOGLU’na samimiyetle
yiirlittiiglimiiz yol arkadasligimizdan dolay1 6zel olarak tesekkiir ederim.

Doktora egitimimde “2211-A Yurt I¢i Doktora Burs Programi” kapsaminda bursiyeri
olarak desteklendigim TUBITAK-BIDEB’e tesekkiir ederim.

Bugiine kadar her anlamda cani goniilden yanimda olan, bana benden daha ¢ok inanan,
maddi ve manevi desteklerini her zaman hissettigim sevgili anneme, babama ve genis
aileme, bu siirecte de beni ylireklendirdikleri i¢in minnettarligimi ve en goniilden
tesekkiirimii bor¢ bilirim. Hayatinizda sizi gercekten seven, Onemseyen ve iyi olmanizi
isteyen insanlar varsa, onlardan aldiginiz gii¢ sayesinde karsilastiginiz tiim zorluklarin
tistesinden gelebileceginiz motivasyonunu saglayan, isimlerini sayamadigim tiim degerli
sevdiklerime sonsuz tesekkiir ederim.

Balikesir, 2024 Dilara YAPISKAN

viii


https://www.ua.pt/pt/p/10312819
https://www.ua.pt/pt/p/10312819

1. GIRIS

Brusella hastalig1r olarak da adlandirilan bruselloz, Brusella cinsine {iye bakterilerden
kaynaklanan; sigir, ke¢i, kedi, kopek, domuz gibi hayvanlardan hayvanlara ve
hayvanlardan insanlara dogrudan veya dolayli olarak bulagsan zoonotik bir hastaliktir [1,2].
Dogrudan yayilim enfekte hayvanlarla temas sonucunda gergeklesirken, dolayli yayilim
enfeksiyon kaynaklariyla (yemi, suyu, diskisi vb.) temas edilmesi veya enfekte hayvanlarin
az pismis etinin ya da pastorize edilmemis siit iriinlerinin (siit, peynir, krema vb.)

tilkketilmesi sonucu gerceklesmektedir.

Bruselloz hayvanlarda plasenta ve fetiisiin bakteriler tarafindan istila edilmesi nedeniyle
diisiik ve siit tretiminde azalma gibi semptomlarla kendini gdsterirken, insanlarda
halsizlik, ates ve kilo kaybi gibi spesifik olmayan semptomlar gostermektedir [3]. Bu
hastalik her zaman semptomatik olmadig1 icin tedavi gecikebilir ve sonug olarak hastalik
kronikleserek ciddi organ yetmezligine yol acabilir. Insanlarm iyilesmesi icin
kombinasyonlu antibiyotik tedavisi uygulanirken, hayvanlarda tedavi gibi bir durum soz
konusu olmadigindan toplum saghigi i¢in hayvanlarin mutlaka asilanmasi gerekmektedir
[4,5].

Cogu gelismis tilkede gerekli onlemlerin alinmasi sayesinde hastalik yok olsa da, Akdeniz,
Orta Dogu, Orta Asya ve Latin Amerika’nin bazi bolgelerinde bruselloz vakalari hala
yaygin olarak goriilmektedir ve bu da hastaligi kiiresel bir tehdit unsuru haline
getirmektedir [6-8]. Diinya genelinde her yil yaklasik yarim milyon insanin bruselloza
yakanlandig bildirilirken, bu vakalarda enfekte hayvanlar ve hayvansal iiriinler genellikle
enfeksiyon kaynagi olarak ortaya ¢ikmaktadir. Insanlarda yol agtig1 saglik problemleri ve
hayvan endiistrisine verdigi zarar yiiziinden halk sagligi endiselerine, ekonomik kayiplara
ve uluslararasi ticarette zorluklara neden olmaktadir [9]. Bunun iizerine Diinya Saglik
Orgiitii (DSO) tarafindan kiiresel capta zoonotik enfeksiyon olarak kabul edilmistir
[10,11].

Insanlik tarihi boyunca viriis ve bakteri gibi patojenler salgima neden olarak insan saghigin
tehdit etmektedir. Bernoulli’nin ¢alismalariyla (bkz: [12,13].) baslayan daha sonra
Kermack ve McKendrick’in (bkz: [14-16].) adi diferansiyel denklemler yardimiyla
gelistirdigi epidemiyolojik modeller giintimiizde, Zika, Ebola, COVID-19 gibi bir¢ok



bulasic1 hastaliktan korunmak ve hastaligin gidisati hakkinda fikir sahibi olabilmek
amaciyla arastirmacilar tarafindan daha detayli bicimde ele alinmustir [17-21].
Epidemiyolojik modeller baslangigta klasik tiirev yardimiyla pek ¢ok dis etken gbz ardi
edilerek ideal sartlar altinda kurulmustur. Yani ger¢ekte var olan ve toplulugu
homojenlikten uzaklastiran etmenlerin 6nemli bir kism1 goz ardi edilmistir. Ancak zamanla
pek cok dis faktoriin davranisin homojenligini bozdugu gozlenmistir [22]. Clinkii yayilim
bireysel 6zelliklerin ¢esitliligine (yas, cinsiyet, fiziksel 6zellikler, genetik vb.) ve cevresel
faktorlere (yasam alani, niifus yogunlugu, finansal imkanlar, teknolojik gelismeler vb.)
baghdir. Klasik tiirev fiziksel bir siirecte veya biyolojik bir olayda meydana gelen
heterojen yayilim davranisint modellemede lokal tanimlanmasi nedeniyle yetersiz
kalmaktadir. Bu tiir durumlar i¢cin lokal olmayan, kuvvet yasali ya da iistel yasali
cekirdekleri sayesinde gegislilik Ozelligi (crossover property) veya soniimleme bellegi
(fading memory) gibi 6zelliklere sahip kesirli tiirevler daha uygundur [23]. Ayrica klasik
tiirev hafiza 6zelligine sahip olmadigindan, klasik tiirevli modellerde yayilimin gelecekteki
davranis1 ge¢misteki davranist g6z oniinde bulundurulmadan yalnizca baslangic kosullari
kullanilarak tahmin edilir. Ancak epidemiyolojik modellerde modelin gelecekteki davranisi
geemis davranislar1 yardimiyla aciklanmaktadir. Ustelik birgok fiziksel ve gergek diinya
sirecinin dogasinda bulunan baz1 belirsizlikler nedeniyle senaryo yeterince 1iyi
tanimlanamadiginda veya tahmin edilemez oldugunda, klasik tiirev ve integralin her ikisi
de siireci iyi bir sekilde modellemede yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle epidemiyolojik
modeller klasik tiirevle incelendiginde bircok belirsizlik ve/veya yaniltict bilgi
barindirabilir [23]. Dolayisiyla epidemiyolojik modellerin gegmisteki davranisini ve
gelecekteki seyrini gergege yakin bir sekilde tahmin edebilmek igin bu modeller kesirli

tirevlerle incelenmektedir [23-26].

Hastaligin karakteristigine gore olusturulan epidemiyolojik modellerde hastaliktan nasil
korunulacagi ve hastaligin seyri hakkinda fikir sahibi olduktan sonraki adim, genellikle
hastaligin nasil kontrol altina alinacaginin belirlenmesi siirecidir. Bu amagla,
epidemiyolojik modellere gesitli kontrol yontemleri uygulanmakta olup, bu yontemlerdeki
kilit noktalardan biri de kontrol 6nlemlerinin uygulanabilir diizeyde maliyete sahip
olmasidir. Ancak alinacak tedbirler i¢in ¢ok biiyiik bir biitge gerekiyorsa, dogal olarak
bunlar niifusun tamamina uygulanamaz. Bu nedenle, hem 6nlemlerin hem de 6nlemler i¢in
gerekli olan maliyetlerin makul olmasi ve hesaba katilmas1 gerekmektedir. Optimal kontrol

teorisi, hastaligin yayilimin1 kontrol ederken gereken optimal maliyeti de dikkate alabilme



ozelligi sayesinde epidemiyolojik modellerde giiglii bir arag¢ olarak kullanilmaktadir.
Ustelik dinamik sistem davramsina uygun olarak Caputo, Caputo—Fabrizio, Caputo
anlaminda Atangana—Baleanu (ABC) vb. gibi operatorle incelenirken, hastaligin
yayiliminin kontrol altina alinmasi i¢in 6nerilen yontemlerin de buna uygun olarak siirece
dahil edilmesi gerekir. Ciinkii epidemiyolojik modeller i¢in 6nerilen kesirli optimal kontrol
problemleri incelendiginde, tiirev mertebesinin modelin davranigina etki ettigi kadar
optimal kontrol stratejilerine de etki ettigi gozlenmistir [27,28]. Bu durumun nedeni, kesirli
tirev sayesinde model dinamiginin hafiza etkisi (memory effect) ve kalitim ozelligi
(hereditary property) kazanmasidir. Dolayisiyla, kontrol fonksiyonlarinin davranig
bicimleri ve aktivasyon siireleri de farklilagmaktadir. Baska bir deyisle, kesirli tiirevin
ve/veya kesirli tlirevin mertebesinin degismesi, popiilasyonun davranigina yansimakta ve
hastaligin eliminasyonu icin kontrol stratejisinin daha az ya da daha fazla cabayla
uygulanmasina neden olmaktadir. Sonug¢ olarak, Onerilen kontrol stratejileri, modelin
dinamigine uygun bir kesirli tiirevle ele alinarak karmasik davranislar daha gergekei bir
sekilde analiz edilebilmektedir. Bu nedenle, HIV/AIDS, kanser, hepatit, COVID-19 ve
kolera gibi gibi yayilim gosteren dinamik sistemlere c¢esitli kesirli optimal kontrol

problemleri uygulamaktadir [28-32].

Saglik ve ekonomi iizerinde ciddi bir yiik olusturan brusellozun yayilim dinamiklerini
anlamak adina, son yillarda gesitli matematiksel modeller onerilmistir [33-43]. Ancak ne
yazik ki, brusellozun matematiksel modellemesi, arastirmacilar tarafindan son yillarda
diinyayr etkisi altina alan kiiresel COVID-19 salginm1 kadar dikkate alinmamistir. Bu
duruma sebep olan en Onemli faktorlerden biri, devletlerin politikalar1 nedeniyle
aragtirmacilarin  bruselloz verilerine, COVID-19 verilerine oldugu kadar kolay
ulasamamasidir. Dolayisiyla bruselloz i¢in literatiire sunulan modellerin bilyilik bir kismi
varsayimsal verilere dayandirilarak olusturulmaktadir. Bununla birlikte, brusellozun
endemik olarak goriildiigi tilkeler arasinda Cin yayilim verilerini iyi bir sekilde toplayarak,
sistematik bi¢gimde paylastigindan Cin’in ¢esitli bolgelerindeki bruselloz yayilim modelleri
aragtirmacilar tarafindan gergek verilere dayandirilabilmektedir [33-38,41,43]. Ele alinan
modellerde koyun-brusella bakterisi, inek—brusella bakterisi—kedi ve koyun—brusella
bakterisi-insan gibi tiirler arasindaki yayilim incelenmektedir. Ote yandan, Capasso ve
Serio [44], kolera yayilim dinamiklerini incelerken tanimladiklar1 doymus insidans orant,
daha sonralar1 brusellozun bakteriyel kaynaklardan dolayli olarak yayilimimi modellemek

icin siklikla kullanilmaktadir [37,38,43]. Ayrica, tiirler arasindaki bruselloz yayilimi



homojen bir dagilim gostermemektedir [45]. Guan ve dig. [46] enfeksiyonun yayilma
hizina bagl olarak brusellozun istel bir artis gosterdigini ortaya koymustur. Bu ise
“tamsayl mertebeden bir model hastaligin temsilinde yeterli midir?” sorusunu akla
getirmektedir. Bu anlamda, literatiirdeki caligmalarin ¢ok azinmin kesirli tiirevler ile
brusellozun yayilim modelini inceledigi goriilmektedir ki bu ¢aligsmalar brusellozun farkli
tiirdeki popiilasyonlar arasindaki yayilimimi ele almamaktadir [47,48]. Peter [47], sadece
inekler arasindaki bruselloz yayilimini ele alarak varsayimsal verilere dayali bir kesirli
model incelemistir. Loika ve Helikumi [48], Misir’daki gergek verileri kullanarak sadece
koyunlar arasindaki bruselloz yayilimini ortaya koyan kesirli bir model tanimlamistir.
Loika ve Helikumi kesirli modelde as1 ve itlaf gibi kontrol stratejileri ele alsa da bunlar
varsayimsal olarak sabit birer parametre degeri olarak ele almistir. Ancak, yayilimin siire¢
icerisinde etkili bicimde Onlenmesi icin kontrol stratejilerinin zamana ve yayilim
davranigina bagli olarak uygulanma oranmin belirlenmesi olduk¢a onemlidir. Optimal
kontrol stratejileri, baslangigta kontrol fonksiyonlarinin kabul edilebilir kiimesinin iist
sinirindan uygulanmis olsa da, yayilim neredeyse elimine edildiginde kontrol stratejilerinin
uygulanma oranlar1 da genellikle azalis gostermektedir. Yani, yayilim: minimize eden
kontrol stratejilerinin optimal degeri belirlenmelidir. Bununla birlikte, bruselloz yayilimin

engellemeye yonelik kesirli optimal kontrol problemi heniiz tartigilmamistir.

Bu tezde, literatiirdeki arastirmalara dayanarak bruselloz yayilim davranisinin dogasinin
daha uygun bir sekilde incelenmesi ve kontrol stratejilerinin onerilmesiyle daha gergekei
sonuclar elde edilmesi amaglanmaktadir. Bu motivasyonla, gercek veri seti kullanilarak
ABC Kesirli tiireviyle modellenen tiirler arasi bruselloz yayilimmin sistem analizi ve
optimal kontrolii ele alinmaktadir. ABC kesirli tiirevinin operatdr olarak tercih edilmesinin
sebebi, yayillma hizina gore iistel olarak artis gdsteren brusellozun bu davranigina daha
uygun bir sekilde incelenmesidir. Ciinkii ABC kesirli tiirevi, genellestirilmis {istel
fonksiyon olan Mittag—Leffler ¢ekirdegi ile iistel siiregleri iyi temsil etmektedir. Ustelik,
Mittag—Leffler ¢ekirdegi sayesinde ABC kesirli tiirevinin tanimlanmasinda herhangi bir
singulerite mevcut degildir. Bu avantajlar sayesinde ABC kesirli tiirevi, bulasici
hastaliklarin yayilimimin baslangicinda ve sonunda singiilerite sorunu olusturmadigindan,
bulasict hastaliklarin evrimi hakkinda daha iyi 6ngérii saglamaktadir [49]. Dolayisiyla, bu
tezde Hou ve dig. [33] tarafindan Cin’in i¢ Mogolistan bdlgesindeki verilerle olusturulan
tiirler arasindaki bruselloz yayilim modelindeki eksiklikler giderilerek ABC operatdriiyle

incelenmektedir. Oncelikle, tiirler aras1 bruselloz yayilim modeline, insan popiilasyonu i¢in



iyilesen bolmesinin yani sira dogum, duyarli insanlar i¢in dogum orani1 ve tiim insanlar i¢in
de 6liim oran1 adapte edilmektedir. Modelin gergekliginin korunmasi agisindan, Cin’in I¢
Mogolistan bolgesindeki insanlarin dogum ve 6liim orani, yillik olarak yayinlanan istatistik
verilerinden alinmaktadir [50]. Ayrica, modelin insanlarla ilgili kompartimanlarina iyilesen
bolmesi eklenmesi durumunda, akut ve kronik enfekte olan insanlarin belirli bir iyilesme
oraniyla iyilesen bolmesine gegmesi gerekmektedir. Bu sebeple, modele akut ve kronik
enfekte insanlarin tedavi silireleri géz Oniinde bulundurularak iyilesme oranlari
eklenmektedir [5]. Ayrica, Hou ve dig. [33] tarafindan tanimlanan modelde dolayli
bruselloz yayilimi i¢in bilineer insidans orani kullanilmistir. Ancak, bakteriler belirli bir
noktaya kadar artarak doygunluk seviyesine ulastiklari igin literatiirdeki g¢aligmalar,
brusella bakterilerinin enfeksiyon kaynaklarindan (enfekte hayvanlarin siitli, yemi, suyu
veya diskilarindan) doymus insidans oraniyla bulastigini belirtmektedir [37,38,43]. Bu
nedenle, gercegine daha yakin sonuglar almak i¢in modeldeki dolayli bruselloz yayilimi
bilineer insidans orani yerine doymus insidans oraniyla ele alinmakta ve birim uygunlugu

da g6z oniinde bulundurularak bu tezde kesirli bruselloz modeli gelistirilmektedir.

llave olarak gelistirilen ABC tiirevli bruselloz modelinin  sistem analizi
gerceklestirilmektedir. Ilk olarak, modelin hem epidemiyolojik hem de matematiksel
olarak iyi tanimliligini ortaya koymak adina, modelin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi,
pozitifligi ve sinirlihigr gosterilmektedir. Daha sonra, bakterisiz ve bakteriyel denge
noktalar1 belirlenmektedir. Bakterisiz denge noktasi yardimiyla, brusellozlu birey
tarafindan ortaya ¢ikmasi beklenen yeni enfekte bireylerin sayisim1 gosteren temel lireme
sayis1 hesaplanmaktadir. Bununla birlikte, temel {ireme sayisinin duyarliligi analiz edilerek
yayilimi arttiran parametreler tespit edilmektedir. Son olarak, modelin denge noktalardaki

kararlilig1 analiz edilmektedir.

Ote yandan, literatiirdeki klasik tiirevli bruselloz modellerinde yayilimi engellemeye
yonelik klasik optimal kontrol problemi tartisilmisken, kesirli tiirevli modeller igin ele
alimmamistir. Oysa ki, homojen olmayan dagilima sahip siirecler kesirli tiirevler yardimiyla
gercekei bir sekilde temsil edilirken, hastalifin yayiliminin kontrol altina alinmasi i¢in
Onerilen yontemlerin de buna uygun olarak modele dahil edilmesi gerekir. Ciinkii 6nerilen
kontrol stratejileri, modelin dinamigine ve gosterdigi davramisa uygun olan kesirli
operatorle ele alindiginda, karmagsik siire¢ler daha gergekei bir sekilde analiz

edilebilmektedir. Bu nedenle, bu tezde gelistirilen ve ABC tiireviyle incelenen bruselloz



modeline duyarlilik analizinden elde edilen sonuglara ve literatiirde insanlar i¢in 6nerilen
kontrol dnlemlerine gore ¢esitli kontrol stratejileri uygulanmaktadir. Ancak, modelde farkli
birimlerin bulunmasi ve popiilasyonun biiylik olmasi nedeniyle gelistirilen kesirli bruselloz
modeli 6nce normallestirilmekte ve ardindan normallestirilmis modele optimal kontrol
stratejileri adapte edilmektedir. Onerilen optimal kontrollerin varligi gosterildikten sonra,
Pontryagin’in Maksimum Prensibi yardimiyla Kesirli mertebeden optimallik sistemi agiga
cikarilmaktadir. Bu sistemi ¢ozmek icin normallestirilen modelin parametrelerine ihtiyag
duyulmaktadir. Bunun i¢in hem gelistirilen hem de normallestirilen modelin parametreleri
en kiiciik kareler yontemi kullanilarak tahmin edilmektedir. Yayilimi daha gergekei
incelemek i¢in kesirli bruselloz modelindeki parametrelerin yani1 sira kesirli tiirevin
mertebesi de tahmin edilmektedir. Son olarak, bu parametreler kullanilarak, kesirli
mertebeden optimallik sistemi ileri—geri siipiirme yontemiyle birlestirilmis Adams—tipi
tahmin—diizeltme algoritmasiyla sayisal olarak ¢o6ziilmektedir. Sayisal simiilasyonlar
MATLAB yardimiyla verilmektedir. Kontrol stratejileri karsilagtirilarak, toplumlara saglik
ve ekonomik agidan yiik olusturan brusellozun yayilimini en etkili sekilde 6nleyen strateji

ortaya konmaktadir. Tez asagidaki sekilde diizenlenmektedir:

Tezin 2. bolimiinde, tezde yararlanilan kesirli tiirevlere, Kkesirli mertebeden dinamik
sistemlere ve optimal kontrol teorisine ait bazi temel tanimlara ve teoremlere deginilerek,

epidemiyolojik modeller hakkinda bilgilere yer verilmektedir.

Tezin 3. bolimiinde, bruselloz yayilim dinamigini ifade eden model sunulmaktadir.
Ardindan, tiirler arasindaki bruselloz yayilimmi gosteren model gelistirilerek sergiledigi

davranisa uygun bicimde modellenmesi adina ABC kesirli tiireviyle incelenmektedir.

4. bolimde, gelistirilen kesirli tiirevli bruselloz modelinin sistem analizi
gerceklestirilmistir.  Bunun igin Oncelikle modelin  hem epidemiyolojik hem de
matematiksel olarak iyi tanimli oldugu gosterilmektedir. Modelinin ¢éziimlerinin varlik ve
tekligi tartisilmaktadir. Ardindan bakterisiz ve bakteriyel denge noktalar1 aciga
cikarilmaktadir. Brusellozlu bir koyun tarafindan ortaya ¢ikmasi beklenen yeni enfekte
koyunlarin sayisin1 gdsteren temel iireme sayist hesaplanmaktadir. Yayilimin hangi
faktorlere bagli oldugunu anlamak adina duyarlilik analizi yapilmaktadir. Daha sonra,

bakterisiz ve bakteriyel denge noktalarinin yerel asimptotik kararliligi analiz edilmektedir.



Gelistirilen kesirli tiirevli bruselloz modelinin ¢dziimlerinin varligi ve tekligi hakkinda elde

edilen sonuglar [51]’de yaymlanmuistir.

5. boliimde, saglik ve ekonomik agidan yilik olusturan bruselloz yayilimini 6nlemeye
yonelik kesirli optimal kontrol problemi &nerilmektedir. Oncelikle, optimal kontrol
fonksiyonlarinin davranisinin daha realistik gdzlenebilmesi adina gelistirilen ABC kesirli
tirevli bruselloz modeli normallestirilmektedir. Ardindan, normallestirilmis kesirli
bruselloz modeline adapte edilen optimal kontrollerin varligi gosterilerek kesirli optimal

kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in kesirli mertebeden optimallik sistemi elde edilir.

6. boliimde, gelistirilen ABC kesirli tlirevli bruselloz modelinin parametreleri ve Kesirli
tirevin mertebesi tahmin edilmektedir. Ayrica, normallestirilmis kesirli bruselloz
modelinin parametreleri de tahmin edilmektedir. Gergek veriye goére optimal davranis

sergileyen egriyi olusturan parametre degerleri ve baslangi¢ kosullar1 verilmektedir.

7. bolimde, kesirli mertebeden optimallik sistemini sayisal olarak ¢6zmek i¢in kullanilan
ileri—geri siiplirme yontemiyle birlestirilmis Adams—tipi tahmin—diizeltme algoritmasi
verilmistir. Bruselloz yayilimmi en etkili bigimde 6nleyen stratejiyi belirlemek amaciyla

kontrol stratejileri sayisal simiilasyonlarla ayrintili olarak karsilastiriimaktadir.

Son olarak 8. boliimde, siire¢ boyunca elde edilen sonuglar verilmekte olup daha sonraki

stirecte yapilabilecek caligsmalar i¢in dnerilerde bulunulmaktadir.



2. BAZI MATEMATIKSEL KAVRAMLARLA iLGIiLi ON BILGILER

Bu boliim, tezin diger boliimlerinde yararlanilacak olan bazi temel kavramlara ayrilmastir.

2.1 Kesirli Analize fliskin Bazi1 Temel Tanimlar ve Teoremler

Klasik kalkiiliis kavramlarinin tamsayir olmayan mertebeden tiirev ve integrallere
genisletilmesi fikri Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) tarafindan 17. yiizyilda ortaya
atilmigtir. Sonraki yillarda, Bernhard Riemann (1826-1866), Joseph Liouville (1809-—
1882), Michele Caputo, (1927-halen) Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), Anton
Karl Griinwald (1838-1920), Aleksey Vasilyevich Letnikov (1837-1888), Frigyes Riesz
(1880-1956) gibi birgok arastirmaci, literatiire farkli kesirli tiirev tanimlamalari
kazandirmigtir [52,53]. Cesitli kesirli tiirev tanimlamalarinin varlhigi, birbirleri arasindaki
iligkiler ve farkliliklar, problemin dogasina en uygun olanini segme firsat1 sunmaktadir. Bu
nedenle, en iyi kesirli tiirevler kategorize edilmesinden ziyade, problemin yapisina ve
gereksinimlerine en uygun olaninin belirlenmesi 6nemlidir. Geleneksel kesirli tiirevler
olarak bilinen ve modellemede siklikla tercih edilen Riemann—Liouville ve Caputo kesirli
tirevlerinden Caputo kesirli tiirevi fiziksel olarak yorumlanabilen baslangi¢ kosullarina
sahiptir. Her iki tlirev operatorii de singiiler ve kuvvet yasali ¢ekirdege sahip konvoliisyon
integralleri ile tanimlanirlar. Bu sebeple kalitsal 6zellige ve hafiza etkisine sahip stiregleri
oldukg¢a basarili bir sekilde modellemektedirler. Ancak bu operatorlerin singiiler yapilari
hesapsal anlamda c¢esitli zorluklar1 beraberinde getirir. Bununla birlikte, dogada {istel
davranig gosteren olaylar1 (6rnegin, COVID—-19 vakalari, bakterilerin ¢ogalmasi, niifus
artis1 vb.) modellemede kuvvet fonksiyonuna sahip cekirdek fonksiyonlar1 yetersiz
kalmaktadir. Bahsedilen bu zorluklarin tstesinden gelmek igin, Caputo ve Fabrizio [54],
¢ekirdeginde tstel fonksiyon bulunan Caputo—Fabrizio Kkesirli tiirevini tanimlamistir.
Caputo—Fabrizio tiirevinin singiileritesi olmasa da ¢ekirdegi lokal olarak tanimlanir. Daha
sonra Atangana ve Baleanu [55], ¢ekirdegi genellestirilmis Mittag—Leffler fonksiyonu ile
tanimlanan, singiiler olmayan ve lokal olmayan ABC Kesirli tiirevini dnermistir. ABC
tiirevi, genellestirilmis Mittag—Leffler fonksiyonu sayesinde kuvvet ve iistel yasalarin her
ikisini de temsil etmektedir ki bu ABC operatoriiniin gegislilik 6zelligi  olarak
bilinmektedir. Bu 6zellik daha kompleks lineer olmayan olaylarin agiklanmasina olanak
tanir ve biyolojik siireglerin baslangicinda ve sonunda bir singiilerite sorunu olusturmaz.
Bu ise modellerin baslangi¢ ve son noktalari hakkinda daha iyi fikir vermesine olanak

saglar. Tim bu avantajlar1 sayesinde ABC tiirevi, son yillarda epidemiyoloji, fizik ve


https://pt.wikipedia.org/wiki/1865
https://pt.wikipedia.org/wiki/1963

finans alanlarindaki bir¢ok diinya probleminin ger¢eklige uygun modellenmesinde oldukca

basarili olmustur [56-58].

Simdi, geleneksel ve yeni nesil kesirli tiirevlerin temel tanimlar1 ve bazi 6zelliklerinin yani

sira tezde kullanilan tanim ve teoremler verilecektir.

2.1.1 Tammm (Caputo tirevi [53]): f, [a,b] reel aralig1 iizerinde siirekli tiirevlenebilen

fonksiyon ve n—1<a<n (n eN ) olmak iizere «. mertebeden sol ve sag Caputo tirevieri

sirastyla

CH«a 0 n-a-1 d !

ath(t):ﬁj(t—S) (Ej f(9)d9, 2.1)
ngf(t):ﬁ!(g_ )(_%j f(9)d9 2.2)

bigiminde tanimlanir.

2.1.2 Tamm (ABC tiirevi [55]): f e H'(a,b), b>ave 0<a <1 olsun. «. mertebeden sol

ve sag yonlii ABC tiirevleri sirasiyla

1) -1 e[ (t-9) |9 @3
01 (1) - [, [ (90 [r (9)a, =

olarak tammlanir. Burada E, Mittag-Leffler fonksiyonudur ve M (), M (0) =M (1) =1

kosulunu saglayan normallestirme fonksiyonudur.



2.1.3 Tamim (Genellestirilmis Mittag—Leffler fonksiyonu [53]): X € R i¢in genellestirilmis
Mittag—Leffler fonksiyonu

e} Xm
Eaﬁ(x)=mzom,a>0,ﬂ>0, (2.5)

bi¢iminde tanimlanir.

2.1.4 Tamm (ABC integrali [55]): f e H'(a,b), b>a ve 0<a <1 olsun. a. mertebeden

sol Caputo anlaminda Atangana—Baleanu integrali

0 (-0 r(9)ao e

olarak tanimlanair.

2.1.5 Tammm (ABC tiirevinin Laplace doniisiimii [55]): Caputo anlaminda Atangana—

Baleanu tiirevinin Laplace doniigtimii

M () s“L{f (t)}(s)—s“f(0)
l-«o 1%
l-a (2.7)

L{DI(1)}(s)=

olarak verilir.

2.2 Kesirli Mertebeden Diferasiyel Denklem Sistemi i¢in Baz1 Kavramlar
2.2.1 Tamim (Denge noktasi [59,60]): 0 <« <1 olmak iizere,

CDEx(t)=f(tx(t)), x(ty) =% (2.8)

bigiminde tanimlanan baglangic deger problemi olsun. (2.8) kesirli mertebeden diferansiyel
denklem sisteminin f(t,x")=0 esitligini saglayan ¢oziimiine (2.8) sisteminin denge

noktas1 denir.
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Denge noktalar1 agiga ¢ikarildiktan sonra sistemin bu noktalardaki yerel olarak kararlilig:
analiz edilebilir. Lineer olmayan sistemlerin kararliligin1 belirlemede kesirli Lyapunov
dogrudan yontemi, lineerlestirme teknigi, pertiirbasyon metodu ve sabit nokta teoremi gibi
yaklasimlar kullanilmaktadir. Bu tezde ele alinan sistemin kararliligin1 belirlemek icin
lineerlestirme tekniginden yararlanilmaktadir. Bu teknikte, lineer olmayan Kkesirli
mertebeden diferansiyel denklem sisteminin denge noktalarindaki kararliliginin

incelenmesi i¢in dncelikle sistemin lineerlestirilmesi gerekmektedir.

O<a<1ve neN olmak iizere,

GDOX ()= F (% X0 X, ),

. Dt‘"x.2 (t)= fz(xl,xz.,...,xn), 2.9
o DIX, (t)= £, (X, %000 X,),

kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemi

X, (0) =% 1% (0) = X0, X, (0) = X, (2.10)

baslangi¢ kosullartyla birlikte tanimlansin. Simdi bu sistemin denge noktalarindaki

kararlilig1 incelenecektir. (2.9) sisteminin denge noktalari

* *

DX (1) = 1, (xi,xz,..., x:) =0, i=12,..,n (2.11)

kosulunu saglayan (XIXZX;) noktalaridir. Burada sistemi lineerlestirmek i¢in denge

noktasinin zay1f degisimi

X (t)=x (t)+&(t) (2.12)

seklinde ifade edilebilir. X, (t) fonksiyonu (2.9) ve (2.10) denklemleriyle verilen baslangig

deger probleminin ¢oziimii

WD (X +& ()=, Dfg (t)=f (X +6.G+6,,... % +5,), 1=12,.,n (2.13)
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bicimindedir. (xl* Xy X ) denge noktasi civarindaki (&,,¢,,...s,) degiskenlerine gore

Taylor seri agilimi yapilirsa

fi(xf+gl,x;+gz,...,x:+gn):fi(xf,xz,...,x:)+2i ‘
her (2.14)
of. : )
+— &+ +— gn+O(g )
X2 x=x" aX” X=X
elde edilir. f,(x;,X;,...,X;)=0 oldugundan,
“ of. of. of.
t Dt & (t):a){{ 1 a—xzxzxx &y +...+a—xnxzx 8n+0(82) (215)
yazilabilir. Ardindan,
§(0)=x(0)-x, i=12..n (2.16)

seklinde baslangi¢c kosullarina sahip kesirli mertebeden sistem lineerlestirilmis formda

asagidaki gibi elde edilir:

t Dfe = As, (2.17)
burada
of, o o]
oX,  OX, oX,
&
e=| 1|, A=s|dx X ox, |, (2.18)
R A A
| 0%, OX, oX, |

C matrisi, A matrisinin diagonal matrisi olmak tizere
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4 0 - 0

0 e 0
B'AB=C=| 12 Nt

0 0 )

(2.19)

olarak tanimlanir. A,4,,..,4, A Jakobiyen matrisinin 6zdegerlerini temsil ederken B bu

Ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorii gosterir. Boylece

AB=BC
A=BCB™

esitliginden

,De=(BCB™)e
D (Be)=C(B)

yazilabilir. O halde,

t DX =4X
t Dta X, =4X%
t Dta X, = ﬂ“n X,

vardir ve (2.22) sisteminin ¢oziimii Mittag—Leffler fonksiyonu yardimiyla

elde edilir [53,61]. Eger

‘arg(/?,,)‘>a—27[,i:1,2,...,n

13

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)



kosulu saglanirsa X; (t) azalandir [62]. Bu nedenle ¢, (t) de azalandir. Sonug olarak, tiim

/li(izl,Z,...,n) Ozdegerleri i¢in (2.24) kosulu saglanirsa, sistem(xl*,x;. X*) denge

s Ap

noktasinda yerel asimptotik kararlidir [63].

2.2.2 Teorem (Yerel asimptotik kararlilik): 0<a <1 ve neN olmak iizere,
LDOX() = F(tx(1)), X(t)=% (2.25)

kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemi olsun. Eger X*:(XI VX5, X*) denge

noktasindaki J (X*) Jacobian matrisinin tim 2, (i =12,..., n) 6zdegerleri (2.24) kosulunu

saglarsa sistem denge noktasinda yerel asimptotik kararlidir denir. Aksi halde, sistem

denge noktasinda kararsizdir denir [63].

Ele alinan kesirli mertebeden diferansiyel sistemi iki boyutlu oldugunda 6zdegerler ¢ogu
zaman agik sekilde elde edilebilmektedir. Ancak biyolojik olarak tanimlanan sistemlerin
cogu iki veya daha fazla boyutlu oldugundan (2.24) ile verilen kosulun, drnegin i =3 veya
i=4 gibi durumlarda incelenmesi kolay olmamaktadir. Bunun iistesinden gelmek igin
Ahmed ve dig. [64] Routh—-Hurwitz kararlilik kriterini kesirli mertebeye genellestirerek
Jacobian matrisinin karakteristik polinomuna ait kokleri bulmadan lineer veya lineer

olmayan dinamik sistemlerin kararlilik durumu degerlendirilebilmektedir.

2.2.3 Tammm (Routh—Hurwitz kriteri [64]): (2.9) ile verilen sistemin denge noktasindaki

Jakobiyen matrisinin karakteristik polinomu

P(2)=A"+aA"" +8,4"" +..+a, =0 (2.26)

formundadir. P(4) polinomunun n-Hurtwitz matrisi, polinoma ait olan a katsayilari

kullanilarak
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a 1 a 1 0
le[al]’ sz{as a}’ H3: a a g
i a8 8 &
% 0 0 0 2.27)
3, a a 1 0
H,=la, a, a a 0
10 0 0 O a, |

olarak tanimlansin. Burada j=1,2,..,n i¢in j>n ise a; =0 olmaktadir. P(/l)

polinomunun tiim koklerinin negatif reel kisma sahip olmasi igin gerek ve yeter sart tim n—

Hurwitz matrislerinin determinantlarinin pozitif olmasidir. Yani,

det(H,)>0 (2.28)

olmasidir. Ozel olarak P(/l) polinomunun saglamasi gereken Routh—Hurwitz kriteri

asagidaki gibidir:

I. n=1 i¢in a >0 ise (2.24) esitsizligi saglanir.

ii. n=2 i¢in
a>0 ve a, >0 (2.29)
ya da

a <0, 4a,< (611)2 : >an/2 (2.30)

tan‘l(1/4a2—(a1)2 )/a1

kosullar1 yerine getiriliyorsa (2.24) esitsizligi saglanir.

ii. n=3 i¢in p(A) polinomunun diskriminant1

D(P)=18aa,a, +(a3a,)" —4a,a’ —4a; —27a2 >0 ise, Routh-Hurwitz kosullari (2.24)
esitsizligi igin gerekli ve yeterli kosullardir, diger bir deyisle D(f)>0 ise

a >0, a,>0 aa,>a, seklindedir.
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iv. D(P)<0, 8 >0, 8,20, a,>0, a< 2/3 ise (2.24) esitsizligi saglanir. Ayrica
eger D(P)<0, &, <0, a,<0, a>2/3 ise o halde p(1)=0 esitliginin tiim kokleri

(2.24) esitsizligini saglar.
V. D(P)<0, & >0, a,>0, aa, =a;ise 0<a <1 igin (2.24) esitsizligi saglanir.

Vi. Genel haldeki n i¢in a, > 0, (2.24) esitsizligi i¢in gerekli kosuldur.
vii. O0<a <1 olmak lizere, eger her 4 igin p(1)= p(-A) ise x cinsinden elde edilen
x=1° polinomu i¢in Routh—Hurwitz kosullar1 (2.24) esitsizligi igin gerekli kosullardir.
viii.  n>1 ve Cegrisi z=x(1-itanaz/2) ve C, efrisi z=x(1+itanax/2) olmak

tizere (2.24) esitsizligi igin gerekli ve yeterli kosul

2 dz | ¢ dz | 0
- (2.31)
5, Je,

c,
seklindedir.

(2.26) karakteristik polinomu i¢in yukarida ifade edilen 6zel durumlar bolgesel anlamda

Sekil 2.1°de verilmektedir.

Im

kararl kararh K
a
r
a Re
r
S
Z

kararl kararh

Sekil 2.1: (2.25) sisteminin kararlilik bolgesi [64].
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2.3 Epidemiyolojik Modeller Hakkinda Bazi Kavramlar

Epidemiyoloji, toplumu etkileyen hastaliklarin semalarini, sartlarini, sebeplerini ve
sonuglarini analiz eden ve bu calismalardan ortaya ¢ikan bulgular1 saglik sorunlarini
kontrol altina almak i¢in yogun bi¢imde Kkullanan bir disiplindir [65]. Epidemiyolojik
matematiksel modelleme, tarihgilerin ve bilim adamlarmin M.O. 430-428 yillar1 arasinda
gerceklesen Atina Vebasi hakkinda tuttugu kayitlara kadar uzanmaktadir. Hastaligin
belirtilerini, ilerlemesini ve &liim sayisini iceren en kesin agiklama, Thukydides (M.O.
460-400) tarafindan yapilmistir. Hipokrat’m (M.O. 459-337) “Salginlar Uzerine” adli
eseri, o donemde hastaligin yayilmasina etki eden faktorler ve yayilma yollariyla ilgili
detayli bilgiler i¢ermektedir. 2. yiizyilda goriilen Antonina Vebasi, Yakin Dogu’daki
seferlerden dénen askerler tarafindan Roma Imparatorlugu’na getirilen sucicegi hastaligi
veya kizamik hastalig1 oldugundan siiphelenilen ancak hala belirsizligini koruyan bir salgin
hastaliktir [66]. Bu salgm, Roma Imparatorlugu’nu istila ederek iki Roma imparatorunun
hayatina mal olmus ve barbarlarin istilasini kolaylagtiran diizensizlik nedeniyle
imparatorlugun pargalanmasina yol a¢mis; ayrica ciddi niifus azalmasina ve ekonomik
zorluklara neden olmustur. 14. yiizyillda Avrupa’da yasanan ikinci veba salginina Kara
Veba olarak da bilinen Hwarciklt Vebasi adi verilmistir ve 25 milyon kisinin dliimiine
sebep olarak insanlik tarihinin en 6liimciil salgini olarak kayitlara gegmistir. Kara Vebanin
ortaya ¢ikisi tartigmali olsa da, muhtemel bulas kaynaginin Kirim’a dogru seyahat eden
Ceneviz gemilerinde bulunan siyah farelerde yasayan pirelerin oldugu diigiiniilmektedir.
Sonrasinda, Akdeniz Havzasi’nda bulunan Konstantinopolis (bugiinkii istanbul), Sicilya ve
Italyan Yarimadas: iizerinden Afrika, Bati Asya ve Avrupa’nin geri kalanma yayilarak
milyonlarca insanin Slimiine yol agmistir. Boylece, Avrupa tarihinin seyrini derinden
etkileyen dini, sosyal ve ekonomik dalgalanmalar yaratmistir. 16. yiizyila gelindiginde, bir
baska yikici salgina neden olan sugigegi, Ispanyol ordular tarafindan Karayipler Adasi’na
getirildikten sonra Meksika, Peru ve Brezilya gibi iilkelere de sigrayarak, Kizilderili
halkinin biiyiik bir ¢ogunlugunun yok olma nedeni haline gelmistir [67,68]. 17. yiizyilda,
Ingiltere Kralligi'nda Biiyilk Londra Vebasi yasanmistir ve bu salgin yiiziinden Londra
niifusunun yaklagik dortte biri hayatim kaybetmistir. ingiltere nin son biiyiik vebas olarak
bilinen bu salgin déneminde, Londra’da sokaklardan kediler ve kdpeklerin temizlenmeye
calisildig, dilencilere izin verilmedigi ve genis ¢apli karantina 6nlemlerinin uygulandigi
bilinmektedir. 18. ylizyilin ortalarinda, Sugigegi hastaligi neredeyse tiim diinyada yaygin
bir endemik hastalik haline gelmis ve Avrupa’da yillik yaklasik yarim milyon insanin

Oliimiiniin baglica sebebi olmustur. Dogal bir sonug olarak, asilamanin sugicegi hastaligina
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kars1 6miir boyu bagisiklik saglayacak sekilde tanitilmasiyla birlikte, as1 konusunda yogun
bir tartisma ortaya ¢ikmistir [69]. Bunun {izerine, Daniel Bernoulli (1700-1782) asilamanin
etkili olup olmayacagi arastirmak {iizere sugigegi salgmini basit bir matematiksel dil
kullanarak analiz etmistir [12,13]. Haliyle gelistirmeye agik olan bu yaklasim bugiinkii
epidemiyolojik modellerin temellerini atmistir. 19. yiizyilda, John Snow (1813-1858)
kolera salgmi sirasinda bolgelerdeki vaka yogunlugunu haritalandirarak, hastaligin
kaynagiin tek bir su pompasi oldugunu belirlemistir. Kolera hastaliginin, sanildiginin
aksine hava yolundan ziyade sindirim yoluyla bulastigini fark eden Snow,
epidemiyolojinin bilimsel gelisimine onemli katkida bulunmustur. 20. yiizyilda, William
Heaton Hamer (1862—1936), kizamigin yayilmasi i¢in ayrik zamanli bir model dnermistir
[70]. Ayn1 yiizy1l igerisinde, Ronald Ross (1857—-1932), sitmanin insanlar ve sivrisinekler
arasindaki gecisini ortaya koymak adina bir diferansiyel denklem modeli tasarlamig ve
sitma yayilimmin kontrol edilebilecegi bir esigin (threshold) bulundugunu ortaya
koymustur [71]. Ross’un bu ¢aligmasi, matematiksel epidemiyolojide kritik bir rol oynayan
temel {ireme sayisi kavraminin ilk tanittmi  olmustur. Ayrica, sitmanin bulagma
dinamiklerini arastirarak hastalikla miicadele yonteminin temelini olusturmasi nedeniyle
Ross, ikinci Nobel Tip Odiilii’ne layik goriilmiistiir. Ardindan, William Ogilvy Kermack
(1898-1970) ve Anderson Gray McKendrick (1876-1943) c¢alismalarinda, 17. yiizyilda
Londra’da ve 20. yiizyllda Mumbai’de yasanan veba salgmlarini incelemek iizere adi
diferansiyel denklem sistemi yardimiyla SIR (Susceptible—Infected—Recovery) ve SIS
(Susceptible—Infected—Susceptible) olarak kabul géren kompartman modellerini formiile
etmistir [14-16]. Kermack—McKendrick modeli olarak da adlandirilan SIR modelinin akis
diyagrami Sekil 2.2 ile gosterilmektedir

BSI

\ 4

S R

Sekil 2.2: Kermack ve McKendrick tarafindan tanitilan SIR modelinin akis diyagrami.
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Sekil 2.2°de agikga goriildiigii lizere, SIR modelinde niifus, hastalikla olan iliskilerine gore
i gruba ayrilir. “Susceptible” hastaliga yakalanma potansiyeli olan saglikli ve hastaliga
kars1 duyarli bireylerin bulundugu kompartmani temsil ederken, “Infected” hastaliga
yakalanmis ve bulastirici olan enfekte bireylerin bulundugu kompartmani temsil
etmektedir. “Recovery” kompartmani ise, iyileserek bagisiklik kazananlar veya hayatini

kaybeden bireyleri gosterir. Kermack ve McKendrick tarafindan tanitilan modelde yeni
enfeksiyon olusmasi (ﬂ) ve iyilesme (}/) oranlarini ifade eden yalmizca iki parametre

mevcuttur. Bu nedenle dogum, 6lim ve go¢ gibi demografik degisiklikler goz ardi
edilmektedir. Ancak varsayimlarinin olduk¢a sinirli olmasi sebebiyle SIR modeli gergek
durumu yeterince yansitmamaktadir. Bunun iizerine Herbert Hethcote ¢alismasinda SIR
modeline dogum ve Oliim oranmmi adapte ederck bulasici hastaliklar igin ele alinan

kompartman modellerinin gelismesine katki saglamigtir [72]. A dogum orani, B enfekte
olma orani, ¢ dogal 6liim orani ve y iyilesme orani olmak iizere, SIR modeli asagidaki

gibi tanimlanmaktadir:
JH(E) =71 (t)—ul (1), (2.32)
)

Kermack ve McKendrick’in ¢alismalarindaki bir baska énemli husus, onerilen model i¢in
belirli bir popiilasyondaki bulasici hastaligin yayilma potansiyeline sahip olup olmadig:
hakkinda bilgi saglayan esik kavraminin ortaya koyulmasidir. Dikkat edilirse, hem Ross
hem de Kermack ve McKendrick’in ¢aligmalarinda, giiniimiizde temel iireme sayis1 olarak
bilinen bir esik miktarindan s6z etmektedir. Ancak, ne Ross ne de Kermack ve
McKendrick, bu esik miktarin1 giiniimiizde bilinen sekliyle adlandirmistir. Temel iireme
sayisi, ilk olarak George MacDonald’in (1903-1967) sitma iizerine yaptigi ¢alismada
enfekte bir bireyin neden oldugu beklenen vaka sayist olarak tanimlanmistir [73]. Pauline
van den Driessche ve James Watmough 21. yiizyilin basinda epidemiyolojik modellerin
temel iireme sayisinin hesaplanmasi i¢in ¢1gir agici yeni bir yaklagim onermistir [74]. Her
hastaligin yayilim bicimi, patojenin yapisina bagl olarak degismektedir. Bu nedenle,
ornegin Ebola ve COVID-19 gibi son zamanlarda yasanan salginlarda, hastaligin bulagsma
dinamigini dogru bir sekilde anlayabilmek ve uygun Onlemleri alabilmek amaciyla

popiilasyona ait demografik veriler kullanilarak temel iireme sayisinin hesaplanmasina
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sik¢a bagvurulmaktadir. Bu baglamda, ¢ok temel olarak kabul edilen SIR modelinde bile,
lic kompartmanin zaman i¢indeki degisiminden yola ¢ikarak hastaligin ortalama bulagma
siiresi, bir kisinin ortalama kag¢ kisiye bulastirdigi, hastaligin bulastigi kisilerin ortalama
tyilesme siiresi gibi bilgiler elde edilir. Ayrica, temel iireme sayisinin duyarliligi analiz
edilerek yayilima neden olarak faktorler kolaylikla tespit edilebilir. Bu sayede, ortaya
cikan yeni hastaliklar veya hastaliklarin gecirdigi ¢esitli mutasyonlar hakkinda spesifik
bilgilerin yan1 sira, hastaligin seyri, yayilim egrisi ve niifus iizerindeki etkileri gibi kritik
bilgiler de elde edilebilir. Sonug olarak, tarih boyunca biiyiik yikimlara neden olan salgin
hastaliklarin 6nii duyarlilik analiziyle daha hizli bir sekilde alinabilmektedir. Temel iireme
sayisinin hesaplanmasi ve duyarliliginin analiz edilmesiyle ilgili matematiksel kavramlar

tezin 4. boliimiinde ayrintili bigimde verilmektedir.

Unlii ingiliz istatistik¢i George Box’in da belirttigi gibi, “Tiim modeller yanlistir, ancak
bazilar1 yararhidir.” Cilinkii ¢ogu matematiksel model baglangicta bircok etken ihmal
edilerek en temel anlamda tanimlanir ve sonrasinda hastalik ile ilgili edinilen yeni bilgiler
yayillim dinamiginde birer parametre olarak ele alindik¢ca model hastaligin karakteristigine
gore daha gergek¢i bir sekilde gelistirilmis olur. Go6z Oniinde bulundurulan bu
parametrelerden biri de duyarli ve enfekte bireyler arasindaki etkilesim bi¢imini temsil
eden insidans orani olarak adlandirilan fonksiyonellerdir. Bu fonksiyonel popiilasyondaki
duyarli ve enfekte olan bireylerin etkilesimi hastaligin seyrini belirleyen hayati etkenler
arasindadir. Bundan dolay1, arastirmacilar tarafindan epidemiyolojik modeller igin farkli

formlarda 6nerilen insidans oran1 fonksiyonelleri mevcuttur. Ornegin (2.32) ile verilen SIR
modelinde fS (t) | (t) terimi popiilasyonda birim zamanda olusan yeni vakalar olarak

tanimlanan bilineer insidans oranin1 gosterir. Siklikla kullanilan insidans orani

fonksiyonellerinden bazilar1 Tablo 2.1°de verilmektedir.
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Tablo 2.1: Literatiirdeki baz1 insidans oran1 fonksiyonellerinin tanimlar1 verilmistir.

Insidans oran tiirleri Tanimi Referans
Bilineer BSI [14-16]
SI
Standart ﬂT [75,76]
Sl
Doymus p [44]
1+l
Genellestirilmis Doymus 3 [77]
1+aN
. i SSI
Beddington—-DeAngelis — [78]
1+aS+a,l
: Sl
Crowley—Martin B
1+ aS) (Lol [79]
I
A[s)
[80]

Orana bagh AR
1+« (j
S

Bir diger 6nemli husus ise salginin yayilim hizinin kontrol altina alinmasidir. Bu nedenle
optimal kontrol epidemiyolojik modeller igin gii¢lii bir ara¢ olarak kullanilmaktadir
[28,81,82]. Siradaki alt bolimde optimal kontrol teoriyle ilgili bazi bilgilere yer

verilecektir.

2.4 Optimal Kontrol Teorisinde Bazi Temel Tanimlar ve Teoremler

Insanoglu yiizyillar boyunca giinliik hayat problemlerinin en uygun sonucunu bulmay:
istemigtir. Optimal cevabi veren ¢dziim matematiksel olarak kontrol teori yardimiyla
alinabilmektedir. Optimal kontrol teorinin temeli, 17. yiizyilda Johann Bernoulli’nin ortaya
koydugu “en kisa zaman (brachistochrone) problemi” iizerine baslayan degisim analizi
(calculus of variations) calismalariyla atilmistir. Degisim analizinin bir uzantisi olarak da
kabul edilen bu teori, 20. yiizyilin ortalarinda Pontryagin ve ¢alisma arkadaslar tarafindan
formiile edilen ve kanitlanan Pontryagin’in Maksimum Prensibiyle ortaya ¢ikmistir [83].
Ardindan, Soguk Savas doneminde Amerika Birlesik Devletleri ve Sovyet Sosyalist
Cumhuriyetler Birligi, savunma teknikleri gelistirmek icin optimal kontrol teoriden
yararlanarak, Ornegin savas ucaklarini miimkiin olan en kisa siirede durdurma gibi

hedeflere odaklanmiglardir. Daha sonralarda toplumu etkileyen olaylara bagli olarak
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sekillenen problemleri ele almak amaciyla, ekonomi, isletme, biyoloji, fizik ve
mihendislik gibi alanlarda stratejik kararlar almak icin kullanilmistir. Giiniimiizde,
optimal kontrol bulasici hastaliklarin ¢esitli miidahalelerle 6nlenmesinden, diyabet ve
kanser gibi hastaliklarin tedavi edilmesine, bilgisayar viriislerinin internet aglar tizerindeki
yayilmasinin engellenmesine kadar toplum agisindan hayati 6neme sahip konularda etkili

bi¢imde kullanilmaktadir.

Optimal kontrol problemi objektif fonksiyoneli ekstremize eden (minimize veya
maksimize) ilgili durum degiskeniyle birlikte optimal kontrol fonksiyonunu bulmay1
amaglamaktadir [84]. Problemin dinamik sistemi durum degiskeni ve sisteme etki etmesi
istenen optimal kontrol degiskeniyle birlikte tanimlanmaktadir. Kontrol degiskeni sistemin
dinamiklerine etki ederken aymi zamanda tanimlanan performans indeksin ekstremize
edilmesi i¢in gerekli olan maliyeti g6z Oniinde bulundurarak optimal davranisi
sergilemektedir. Bu karakteristigi sayesinde karmasik durumlar iceren biyolojik siiregler
hakkinda dogru kararlar1 verebilmek adina giicli bir ara¢ olarak kullanilmaktadir.
Epidemiyolojik modellerde hem objektif fonksiyonelin belirlenmesi hem de optimal
kontrol degiskenlerinin sisteme adaptasyonu hastaligin seyrine gore biiyiik Olglide
degisebilmektedir. Optimal kontrol, hastaligin yayilimini kontrol altina alirken bunun i¢in
gerekli olan maliyeti de g6z Oniinde bulundurur. Yani sadece toplumdaki enfekte olan
birey sayist minimize edilmemekte, ayn1 zamanda as1, egitim, tedavi, karantina vb. kontrol
stratejilerinin  maliyeti de minimize edilmektedir [82,85,86]. Problemdeki objektif
fonksiyonel ya da dinamik sistemden en az birinin kesirli mertebeden tiirev igermesi
durumunda, problem Kkesirli optimal kontrol problemi olarak adlandirilir [87]. Yillar
icerisinde farkli tiirev operatorlerinin tanimlanmasiyla gerekli optimallik ve karsitlik
(transversality) kosullar1 da yeniden hesaplanmistir [88-93]. Bunun sonucunda pek ¢ok
arastirmaci tarafindan hem biyolojik hem de bilgisayar aglarinda yayilan patojenler i¢in
onerilen optimal kontrol stratejileri dogasina uygun olan kesirli tiirevle incelenerek gerekli

kontrol miidaheleleri daha ger¢ekgi bigimde belirlenebilmektedir [32,94-96].
Bu tezde tiirler arasi bruselloz yayilim dinamigi ABC kesirli tlireviyle incelenip yayilimi

onlemek icin kontrol stratejileri ele alinmaktadir. Gerekli olan kesirli optimal kontrol

problemi asagidaki formda tanimlanmaktadir.
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2.4.1 Tamim (Kesirli Optimal Kontrol Problemi [90]): U optimal kontrol fonksiyonlarin

kabul edilebilir kiimesi olmak {iizere u=(u1,u2,...,u )TeU cR"™ kontrol vektori,

X=X, %1 %) €R" durum vektorii, te[t,t, | zaman degiskeni olacak sekilde

Lagrange formundaki kesirli optimal kontrol problemi,

t

J (x,u):jf(t,x(t),u(t))dt (2.33)

min to

performans indeksi minimize eden (X(-),u(:)) fonksiyon iftinin belirlenmesi siirecidir.

Burada J, X(t) durum fonksiyonu ve U(t) kontrol fonksiyonuna bagli performans

indekstir. Ayrica ABC kesirli tiirevli dinamik sistem

DX (t) =g (t,x(t),u(t)) (2.34)
performans indeksinin dinamik kisitidir ve

X(ty) =X, (2.35)

ongoriilen baslangi¢ kosuludur. t, son zamani temsil eden sabit veya degisken sir

kosuludur. Uygulama problemlerinde genellikle baslangi¢ kosulu sabit, bitis noktasi sabit
olmayan durumda ele alinmaktadir. Béylece problemin ¢6ziimii ig¢in bir sinir kosuluna
daha ihtiya¢ duyulmaktadir. Eksik olan bu kosul Pontryagin ve dig. [83] tarafindan
onerilen Pontryagin’in Maksimum Prensibi sayesinde giderilerek birgok gergek hayat

problemi ¢6zlime kavusturulmustur.

2.4.2 Teorem (Pontryagin’in Maksimum Prensibi [83]): u™(t) ve X (t) optimal kontrol

probleminin optimal ¢ézlimii ise her t zamanindaki u kontrol fonksiyonlari i¢in

H(txu,2)<H(t,x",u",4) (2.36)
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esitsizligini saglayan parcali siirekli /1('[) yardimci durum fonksiyonu vardir. Burada H

Hamilton fonksiyonu, f t,X t ,u t objektif fonksiyonelive g t,x t ,u t dinamik

sistem yardimuiyla,

Htxudl=ftxt,ut +4tgtxt,ut (2.37)

formunda tanimlanir. Yardimci durum denklemi, karsitlik kosulu ve optimal kontrol

fonksiyonu sirastyla

CcH

At =—"— txua,
OX
At =0, (2.38)
ﬁ t,x,u A =0
cu
seklindedir.

Bu tezde ele alinan dinamik sistem ABC tiireviyle incelendiginden kesirli optimal kontrol
probleminin ¢6ziimii i¢in gerekli olan optimallik kosullari da ABC tiirevi bakimindan

verilmektedir [90,91]. Hamilton fonksiyonu yardimiyla Kkesirli mertebeden gerekli

optimallik kosullar
DX t _oH t,x,u,A  durum denklemi ,
oA
ABC o aH :
DAt :8_ t,x,u, 4 yardimci durum denklemi (2.39)
' X
aa—H t,x,u, A =0 kontrol denklemi
u

bicimde tanimlanir ve

it =0 (2.40)
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karsitlik kosuludur. Yani, X ,u” bir kesirli optimal kontrol probleminin optimal

¢oziimilyse (2.39) ve (2.40) esitliklerini saglayan A yardimci durum degiskeni vardir.

Pontryagin’in Maksimum Prensibi, kesirli optimal kontrol problemi i¢in gerekli optimallik
kosullarini verir. Boylece kesirli optimal kontrol problemini minimize eden U() optimal

kontrol degiskenleri vardir. Ayrica a =1 durumunda kesirli optimal kontrol problemi

klasik optimal kontrol problemine doniismektedir.

Bu kisimda, tiirler arast bruselloz yayilimimi 6nlemek igin Onerilen optimal kontrol

fonksiyonlarmin varligini gostermek iizere kullanilan bazi tanimlar verilmektedir.

2.4.3 Tammm (Konveks kiime [97]): K < R" olmak {izere, her u,u, e K ve (e [0,1] i¢in

qu, +(1-q)u, e Koluyorsa, K kiimesi R" kiimesinde konveks bir kiime olarak

adlandirilir.

244 Tamm (Konveks fonksiyon [97]): K, R"kiimesinde konveks kiime ve

f:KcR"—> R taniml bir fonksiyon olsun. ( € [0,1] ve u,u, € K igin

f(qu, +(1-q)u,)<of (u,)+(1-q) f (u,) (2.41)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu K kiimesinde konveks fonksiyon olarak adlandirilir.
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3. KOYUN-INSAN ARASINDAKI BRUSELLOZ YAYILIM MODELI

Bu béliimde, Hou ve dig. [33] tarafindan Cin’in I¢ Mogolistan bolgesindeki koyun—insan
arasindaki bruselloz yayilimi i¢in tanimlanan model verilecek ve modelin parametreleri
aciklanacaktir. Daha sonra, 1. bolimde bahsedilen eksiklikler g6z 6niinde bulundurularak

[51]’de ABC tiireviyle incelenen model tanitilacaktir.

Hou ve dig. [33] tarafindan tiirler arasi bruselloz yayilimi i¢in adi diferansiyel denklem

sistemiyle 6nerilen model asagidaki gibidir:

((jj_f:A—/}S(E+I)—¢SB—(,u+v)S 1oV,
?j_\:zvs_(ﬂ+5)v—gﬂV(E+l)—g¢VB,
(il_ltzzﬁ(3+8V)(E+I)+¢(S+8V)B—(O'+ﬂ)E’
z—?=k(E+I)—(d+nr)B,

ds

e, (E41)- 45,810,

dl

it =S (E+1)+4.5,B-ayl,,

dl

d;h =thlah’

burada S(t) duyarli koyunlari, V (t) asilanan koyunlari, E (t) maruz kalan koyunlar1 ve
I(t) enfekte koyunlar1 temsil eder. Toplam koyun popiilasyonu N (t) olmak tizere
N (t) =S (t)+V (t)+ E(t)+ | (t) olarak kabul edilir. B(t) toplam bakteri popiilasyonunu
ifade etmektedir. Ayrica S, (t) duyarli insanlar, |, (t) akut enfekte olan insanlar1 ve
I (t) kronik enfekte insanlari temsil eder. Akut enfekte insanlar iyilesmezse kronik

enfekte bolmesine geger. Toplam insan popiilasyonu N, (t) =3, (t)+ I (t) +1, (t) olarak
kabul edilir. A ve u sirasiyla koyunlarin dogum ve &liim oranidir. Bruselloz duyarli

koyunlara maruz kalan ve enfekte koyunlardan dogrudan £ oraniyla bulasirken, brusella
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bakterilerinden dolayli olarak ¢ oraninda bulasir. Ayrica koyunlar v oraninda asilanirken,

& gecersiz asillama oranidir. As1 bagisikligi da o oraniyla kaybedilir. Maruz kalan
koyunlar o oraniyla enfekte olur ve enfekte koyunlar ¢ oraniyla itlaf edilir. Maruz kalan
ve enfekte koyunlardan brusella bakterileri k oraniyla sagilir. Bakteriler ortamda d oraniyla
glirlirken Nz oraniyla da arindirilir. Brusellanin insandan insana bulasmasi oldukg¢a nadir
goriildiigiinden insanlar aras1 etkilesim dikkate alinmamaktadir. Bununla birlikte, bruselloz

insanlara koyunlardan dogrudan f, oraniyla, brusella bakterisinden de dolayli olarak ¢,

orantyla bulasir. Dahasi, akut enfekte insanlar o, p oraniyla kronik enfekte olur. Kronik

enfekte insanlar da o, (l— p) orantyla duyarli hale gelir. Ancak epidemiyolojik

modellerde yayilm dinamigi iyi ifade edilebilmesi bakimdan enfekte bireyler
iyilestiklerinde iyilesen bolmesine gegirilir. Ustelik dogum ve 6liim oranlart da yayilim
dinamigindeki 6nemli faktorlerdendir. Ne yazik ki Hou ve dig. [30] tarafindan Onerilen
(3.1) modelinde bahsedilen durumlar dikkate alinmamistir. Buradan hareketle, bir sonraki
alt boliimde (3.1) bruselloz modelindeki eksiklerin giderilmesi suretiyle iyilestirilerek

gercege uygun incelenmek tlizere ABC tiireviyle ele alinmaktadir.

3.1 Kesirli Tiirevli Bruselloz Yayilim Modeli

Bruselloz yayiliminin sergiledigi dagilima uygun bir sekilde modellenmesi ve (3.1)
modelinin yukarida bahsedilen eksiklerinin giderilmesi adina birim uygunlugu da asagida
aciklandig1 gibi g6z 6niinde bulundurularak kesirli bruselloz yayilim modeli Yapiskan ve

Eroglu tarafindan [51]’de gelistirilmistir.

Tiirler arasi bruselloz modeli yayilimin sergiledigi dagilima uygun olarak incelenmek

tizere zaman tiirevini ABC tiireviyle degistirilir. Adi tlirev S saniyeyi temsil etmek {izere

s zaman boyutuna sahipken “® D7 kesirli tiirevinin s boyutu vardir. Boyut

uyumsuzlugunu ¢ézmek i¢in, zaman boyutu s olan ve kozmik zaman olarak adlandirilan 6

yardimci (auxiliary) parametresi kullanilir [98]. @ parametresi araciligiyla, fiziksel agidan
d .
[9“’1 Ase Dt“] = [a} =s" elde edilir. 0<a <1 ve t>0 icin kesirli bruselloz yayilim

modeli asagidaki gibi gelistirilir:
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a- a SB
0 lABthS:AS—ﬂS(E+I)—¢m—(lH+V)S+é\/,
O EIDIV =vS —(u+ SV -V (E+1)—¢¢ v
o »+B
o120 DeE - (S +av )(E+ 1)+ S B (o e,
p+B
0 D =oE —(pu+c)l,
(3.2)
O DB=k(E+1)—(d+nr)B,
O0°"DSS, = A, ~-B.S, (E+1)-¢ 5B S,
0“5 D¢ N, = B,S (E+|)+¢Sh—B—(a + 14, ) Vs
t ah h hp+B h h ah
6“1 "D, = O_hplah_(7ch+ﬂh)|ch'
ealABthaRh:Uh(l_p)lah"‘?’chlch_,uth-
(3.2) modelinin baslangi¢ kosullari
{s(o):so, V(O):VO, I(O)zlo, E(O)zEO, B(O)zBO, (3.3)
Sh(o):ShO’ Iah(o)zlahO’ Ich(o)zlchO’ Rh(o):RhO1 .

seklindedir. (3.2) modeline eklenen R, (t) bdlmesi iyilesen insanlari temsil etmektedir.
Akut enfekte insanlar o, (1- p) oraniyla, kronik enfekte insanlar da y,, oraniyla iyilesir.

A, ve p, sirastyla insanlardaki dogum ve 6liim oraninidir. Modelin gergekligini koruyarak

gelistirilmesi i¢in gerekli olan dogum ve o6liim orani Cin’in yillik olarak yayinladig

istatistik verilerinden alinmistir [50].

Ote yandan bakteriler bir dereceye kadar artarak doygunluk seviyesine ulastiklari igin

literatiirdeki caligmalar Brusella bakterilerinin enfeksiyon kaynaklarindan (enfekte

koyunlarin siitii, yemi, suyu veya digkilarindan) dolayli olarak LB doymus (saturated)
o+

insidans oranityla bulastigim1 belirtmektedir [37,38,41,44]. Doymus insidans orani
bakterilerin ¢ogalmasint o yari—doymus sabiti sayesinde engellediginden bilineer insidans
oranindan daha gergek¢idir. Ayrica, uygun parametreler secildiginde doymus insidans

orani, ¢ok biiyiilk temas orani olusmasimi Onler [37]. Bdylece, bakteriyel hastaliklarin

yayilim modellerinde siklikla kullanilir [37,38,41,85,99,100]. Dolayistyla, (3.1) modelinde
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bilineer insidans oraniyla temsil edilen dolayli bruselloz yayilimi, (3.2) modelinde doymus

insidans orani olarak ele alinmaktadir.

(3.2) modelindeki koyun, bakteri ve insan popiilasyonu arasindaki etkilesimler Sekil
2.1’deki akis diyagramiyla gosterilmektedir. Ayrica, (3.2) modelinin parametreleri Tablo

6.1°de tanimlanmaktadir.

Sekil 3.1: (3.2) modelindeki tiirler aras1 dogrudan ve dolayl bruselloz yayilimini gosteren
akis diyagramu.
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4. KESIRLI BRUSELLOZ MODELININ SiSTEM ANALIZi

Bu boliimde gelistirilen (3.2) modelinin hem epidemiyolojik hem de matematiksel olarak
iyi taniml oldugu gosterilecektir. Modelinin ¢oziimlerinin varligi ve tekligi tartigilacak ve
bakterisiz ve bakteriyel denge noktalart agiga ¢ikarilacaktir. Temel iireme sayisi
hesaplanarak duyarlilik analizi gergeklestirilecek ve daha sonra bakterisiz ve bakteriyel

denge noktalarinin yerel asimptotik kararlilig1 incelenecektir.
4.1 Kesirli Bruselloz Modelinin Coziimlerinin Pozitifligi ve Sinirhihg:

(3.2) kesirli bruselloz modelinin biyolojik gergeklige uygunlugunu saglamak amaciyla,

oncelikle agsagidaki lemma ile ¢oziimlerin negatif olmadig1 gosterilmektedir.

4.1.1 Lemma: (3.2) modelinin (S,V,E,1,B,S;,1,.14.R,) ¢oziimi, (3.3) denklemindeki

negatif olmayan baslangi¢ kosullariyla R® kiimesinde tiim t >0 i¢cin negatif degildir.
Ispat: (3.2) modeli

00(—1 ABg Dta S

=A,+6V >0

S$=0

oDV =vS>0
V=0

0" "SDE|_ = B(S+eV)! +¢(S+8V),0+B 70

Ha—lABgD;X' I:0:(7E>0

ea—lABthaBB:O :k(E+I)>O 4.2)
ge-t e DtaSh‘3h=0 =A,>0

6 %D | = BS (E+1)+4S, pEB >0

-1 ABC
0 DI

0=t “ch

Ozahplah>0

len=

9ot ABthaRh‘Rh=O =0, (1— P) lap +7enlen >0

kosullarim1 sagladigi igin (S,V,E,l,B,Sh,l ah,|Ch,Rh) ¢oziimleri negatif degildir. Sonug

olarak tiim t >0 igin (S,V,E,1,B,S,,1,,14,R,) € R oldugu gériiliir. o
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(3.2) modelinin ¢oziimiiniin biyolojik olarak uygun bir € boélgesindeki sinirliligi asagidaki

lemma ile gosterilir.

4.1.2 Lemma: Q ., Q ve Q, sirastyla

Q, ={(5,V,|,E)eRj\oss(t)+v (t)+E(t)+1 (t)s%}, (4.2)
AK
QBz{Be]RJOS B(t)sm}, (4.3)

Q, :{(sh, 1 1o R ) € RY 0<S, (1) 41, () + 1, () + R, (t)sﬁ}, (4.4)
Hh

olsun. Biyolojik olarak uygun Q=0Q xQ_x€, bolgesi R® kiimesinde negatif olmayan

baslangic kosullarina sahip olan (3.2) modeli i¢in pozitif invaryanttir.

Ispat: Toplam popiilasyon koyunlar, brusella bakterileri ve insanlar olmak iizere ii¢ ayri
gruptan olusur. Koyunlarin bélmelerini temsil eden (3.2) modelindeki ilk dort denklem

toplandiginda

00:—1 ABg Dta N (t) — 00:—1 AB% DtaS (t)+ 90{—1 AB(; Dtav (t) + ea—l ABg DtaE (t)+ 9(1—1 ABg Dtal (t)
=0 (A, —u(S(t)+V (t)+E(t)+1(t))—cl) (4.5)
S/’is —ﬂN (t)

elde edilir. (4.5) denklemine 2.1.5 Tanmim ile verilen Laplace donisiimii uygulanirsa

asagidaki esitsizlik elde edilir:

M(a)s“N(s)-s“'N(0) A, _o
- @ <= AN (s). (4.6)
l1-o

Burada N (S) = [{ N (t)}(s) olarak tanimlanir ve N (0) toplam koyun popiilasyonunun

baslangi¢ kosulunu gostermektedir. Gerekli islemler yapilirsa

31



M (ex)s” . n N( )<A ge(a) | M (a)s*'N (0(:) ’ 4.7
(1—a)(s“+l_aj (1—a)(s“+1_aj
M(a)s“+[1(1—a)sa+aﬂ Ri(s <]\S((l—a)s”‘+a)S”’*(a+l)+M(a)sa—1N (0) “s)

(1-a)s" +a (s)= (1-a)s" +a ’ '
- A s (o)
N(S)S(l—a),&+M(a) . o
(1—a)ﬂ+M(a) 19
.\ A (1-a)+M(x)N(0) g@t (49)
(l-a)i+M(a) )eu ajl
(I-a)a+M(a)
bulunur. (4.9) esitsizligine ters Laplace doniisiimii uygulanirsa
( ) A ot” E 3 a a
(1-a)a+M(a@) ““* (1-a)ia+M(a) @.10)
Al-a)sM@NO), [ ap . |
(1-a)a+M(a) o (l1-a)ia+M(a) |
N Sf\T uat’” e |- ot .
i (l-a)a+M(@) ““7| (1-a)ia+M(a) 11
A A=)+ M@NO) . ( an -
i (l-a)ip+M(a) N (Q-a)a+M(a) |
)< { pat” E (_ ap ta]
1-a)i+M(a) ot (1-a)i+M(a)
(4.12)

/—\ ‘tz|>’

(1-a)+M ()N (0)) = [ aji «
(1-a)ia+M(a) “N (l-a)g+M(a) '

esitsizligine ulasilir. (4.12) esitsizligindeki Mittag-Leffler fonksiyonu tim t>0 igin
smirhdir ve asimptotik bir davranisa sahiptir [55]. Boylece T —> o0 igin (4.12) esitsizligi
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N(t)<Ds =B (4.13)
oo

seklinde elde edilir. Sonug olarak,

IA

0<N(t) % (4.14)

oldugu goriliir. Bu nedenle koyun popiilasyonunu temsil eden (4.2) kiimesi biyolojik
olarak uygun bolgeyi tanimlar. Benzer sekilde ayni adimlar brusella bakterileri ve insan

popiilasyonu igin olusturulan denklemlere uygulanirsa (4.3) ve (4.4) kiimelerindeki
biyolojik bélgelerin uygunlugu elde edilir. Buradan N(t), B(t) ve Nh(t)

popiilasyonlarinin tim t>0 igin sinirh oldugu gozlemlenir. Boylece (3.2) modelinin

bolgesindeki her ¢oziimii, tiim t >0 i¢in €2 bolgesinde kalir o

4.2 Kesirli Bruselloz Modelinin Coziimlerinin Varhgi ve Tekligi
Bu kisimda (3.3) baslangi¢ kosullariyla verilen (3.2) modelinin ¢oziimlerinin varligi ve
tekligi tartisilmaktadir. Buradan 4.2.1 Teorem, 4.2.2 Teorem ve 4.2.3 Teoremi ile elde

edilen sonuglar [51]’de yaymlanmistir.

(3.2) modelinin ¢6ziimiiniin varhi@in1 gostermek igin, Banach sabit nokta teoremi

kullanilacaktir.

Q(J) J =[0,T] aralig1 tizerinde reel degere sahip olan siirekli fonksiyonlarin Banach

uzayt olmak iizere B=Q(J)xQ(J)xQ(J)xQ(JI)xQ(JI)xQ(JI)xQ(JI)xQ(JI)xQ(J),

normu

SV, E1.8,S, b RO = STV 4 B I8+ 4 IR, oyte
]| =sup|s(t ||IV||—SUP|V )|+ [E[[=sup[E ()], [1]|= sup |1 (t)], [B] =sup[B(t).

ted ted teld 415)
4]l =sup[S, (t) 1| = Sup [T ()], el = 5P ()] R = sUP[R, (1)

olacak big¢imde iist sinirlar1 var olan bir kiime olsun. Oncelikle, kolaylik olmasi

bakimindan (3.2) modelinin sag tarafi asagidaki ¢ekirdek fonksiyonlariyla
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F(t,S)=A,-BS(t)(E(t)+1 (t))—¢i(_t|_)—:((tt))—(u+v)8(t)+é\/(t),

F (L) =vS (t)— (e + )V (t)— &V (t)(E(t)+1 (t))_va(i):((tt)),

F(6,S,)=A, = B,S, (t)(E(t)+] (t))—¢hs;)(:)—§£t))—ﬂhsh (),

_ S, (t)B(t)
F(t 1) =4S, (t)(E(t)+1 (t))+¢hp+—8(t)—(o—h + ) L (1),

(t’ Rh)z_ah (1_ P) L. (t)+7ch|ch (t)_ﬂth (t)’ (4.16)

formunda verilsin. ilk olarak, (2.6)’da tanimlanan ABC Kesirli integrali (3.2) modeline

uygulanirsa

S(t)-5(0)= 6" "1 {AS—ﬂS(E+I)—¢%—(y+v)8+év},
VB
B

el

—(0+/J)E},

V (t)-V (0)= 6" A1 {vS—(,u+5)V — eV (E+1)-gp

(- £(0) =050 (s s v )(E41) g 22

I(t)-1(0)=6"“ 017 {cE—(u+c)l},
B(t)-B(0)=6"""*¢17 {k(E+1)—(d +nr)B},

w u S B
Sh(t)_sh(o):Hl ABglt {Ah_ﬂhsh(E+l)_¢hp:_B_/uhSh}’

S, B
p:_B_(Gh—I_/uh)lah}'

=l (0)2 e i {Gh Pl _(7ch +/Uh) Ich}’
Rh (t)_ Rh (O) = 91—0! ABglta {O-h (1_ p) Iah +7ch|ch _:uth}' (417)

L (t)— Iah(0)=6?1‘“ e {ﬂhsh(E+ 1)+ ¢,

elde edelir. 2.1.4 Tanim ile verilen ABC integralinin tanimi Kullanilarak bu ifade
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S(t)—S(O):%Fl(t,S)+#1:(a)I(t—3)a'l F.(9,5)d9,

V(v (0)- T () -0y (o)
=(0-£0)- SR e el“a)j 5,E)ds,
.(t)_.(o):%a(t,m#i@ 5 F,(8.1)d0.

B(0)-B(0)~ R (18) (-9 () »
5,05, (0) - L 5, o B (-9 R (95,)d

(010 0)= R () 8 -0 (1,00
Ich(t)—'ch(0)=%&(t,um#it 8, (8,1,)49

R (0-R,(0)- ST (R« [0-0) R (R )

seklinde yazilir.

Bu asamada, Lipschitz kosulu ve daralmanin (4.16) denklemiyle verilen F, F,, F;, F,,

F, K, F, K ve F, cekirdek fonksiyonlari tarafindan saglandifi gosterilerek

¢oziimlerin varlig ortaya konacaktir.

4.2.1 Teorem (Lipschitz kosulu ve daralma): (4.15) denklemindeki iist sinirlar

ISl < 2 V1< 72, [ < 70 [V < 20 [B] < 0[S0l < s [ e} < 77 [ e[ < 20 IR < 700~ 4:29)

olacak bicimde wl=ﬂ(773+774)+¢ ‘u+v,m,= ,u+5+5ﬁ(773+774)+5¢i,
p+775 P+

wszﬂ(nl+gn2)+a+y, w,=u+C, o, =d+nr, w6:'3“(773+774)+¢p?77577+ﬂh’
5

@, =0, + U, Tyg=7)q + M, V& T, = 4, katsayilari,
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0<a,@,,...,0,<1 (4.20)

kosulunu yerine getiren Lipschitz katsayilaniysa F,, F,, F,, F,, K, F, F,, F; ve F,

cekirdek fonksiyonlar1 Lipschitz kosulunu saglar.

Ispat: F, cekirdeginin iki fonksiyonu S ve S, olsun. Aym sekilde, F, ¢ekirdeginin iki
fonksiyonu V ve V,, F, c¢ekirdeginin iki fonksiyonu E ve E;, F, ¢ekirdeginin iki
fonksiyonu | ve I, F, ¢ekirdeginin iki fonksiyonu B ve B,, F, c¢ekirdeginin iki
fonksiyonuS, ve S,,, F, ¢ekirdeginin iki fonksiyonu I, ve 1,,, F, cekirdeginin iki
fonksiyonu 1, ve 1, son olarak F, cekirdeginin iki fonksiyonu R, ve R, olsun.

Boylece,

[F.(t.9)-Fi(t.8,)]=

AS—(ﬂ(E+I)+¢ BB+y+ij+éV

(A (E+1)+¢ BB+y+ij +6V H (4.21)

5

<{ﬂm+m+¢’5+w+@% -sl-aifs.-s]

|F.(tV)-F vS—(u+SW -V (E+1)- g¢ VB

(4.22)

—|vS—(u+S)V,—epV,(E+1)- 5¢VB H

IN

ﬂ+5+eﬂ(773+774)+8¢

jwwmmvn

|F:(tE)-F(tL.E)|=|B(S+&V )(E+] )+¢(S;+VB)B

S+¢&V)B
%—(aﬂu) ElJ

S('B(”1+‘9772)+°'+'“)”E1_E”:wsnEl_E”’

—(o+u)E

—| B(S+eV)(E +1)+¢ (4.23)

IF. (1) -F,(t, |1)||=HGE—(/J+C)| ~(oE~(u+c) |1)H

(4.24)
S(IL“LC)Hll_|||:w4“|1_|”’
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|F. (t.B)—Fy (t,B,)]=[k(E+1)~(d +nz)B—(k(E +1)~(d +nz)B,)|

(4.25)
<(d+nr)|B,-B|=@|B,—B].
|F: (t.S,) = Fs (t.Sy)| = An — 8.S, (E+1)— 4 5B — 1S
5 \Lion 6 \Liong h — Pron hp+B hoh
S.B
- Ah—,ﬁ’hShl(E+|)—¢h hi —,uhShl] (4.26)
p+B
< ,Bh(773+774)+¢ s +:uhj||sh1_sh”:wfi”Shl_Sh”’
pP+1s
S,B
HF7(t1Iah)_F7(t1|ahl)H= ﬂhsh(E‘*‘l)"'(éhm_(o'h"'ﬂh)lah
S B
—[ﬂhsh(E-i-I)+¢hﬁ—(6h+ﬂh)lahlj (427)
S(Gh+/uh)|||ah1_Iah||:w7|||ahl_|ah||’
HFs(t’Ich)_Fs(tvIchl)H:HUhplah_(7ch+,uh)Ich_(O'hplah_(%h"',uh)lchl)u (4.28)

S(7/ch +:uh)|||chl_ Ich”:ws ”Ichl_ Ich”’

HFQ (t’ Rh)_ R (t’ Rhl)” = Hah (1_ p) Lan + 7enlen — 24 R,
_(Gh (1= P) Loy + Ven e _ﬂhRm)H (4.29)
<ty |Ruy =Ry = @5 R = R

elde edilir. @, @,,...,@, katsayllan 0<w@,,@,,...,@, <1 kosulunu saglayan Lipschitz
katsayilart ise F, F,, F,, F,, F, F, F,, F; ve F; ¢ekirdek fonksiyonlart daralmaya

sahiptir. Boylece Lipschitz kosullarimin bu ¢ekirdek fonksiyonlari igin saglandigi

gosterilmis olur.

(4.18) denklemiyle verilen F, F,, F,, F,, K, K, F,, F; ve F, ¢ekirdekleri asagidaki

sekilde yeniden ifade edilebilir:

(l - a) g af"*

S(t)=5(0)+ V() F.(t, )+Wi(t—9)a_lFl(8,S)d3,
V(t):V(0)+%Fz(t,v)+#;1a)l(t—9)ﬁF2(3,V)d9,
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=)= £ R () - )

1010+ A8 ) 00y o0

B(0)-B(0)+ o (18 0-9) R (2.8)00 430)
5.(0)-5,(0)+ S (1) 1) i (9.8,)89
101 O+ (1 o (-9 F 1,0
(01 O+ L 1) 1) (91

R,(0)-R 0+ SR 1R+ fa-) R (9 )09

$(0)=S, V(0)=Vo, 1(0)=1,, E(0)=E, B(0)=B, S,(0)=Sy, 14(0)=1lsp,

1, (0)=14, ve R,(0)=R,, baslangi¢ kosullari ile birlikte yinelemeli olarak devam

edilirse

S (t)=(1;/|“({f)la (1S, (te)lr(a)I(t—s)“ R (9,5,.)d9,
0= v, ) a0 R (o, )00
E, ( )_(m’)’(f)l Fo (B + o é‘ilr(a)i(t—s) TR, (4E,,)dd
|n(t):(1;/|“()j;a F (L) l)+M(‘j‘j:(a)i(t_9) 'E,(9,1,,)dd

(4.31)

38



al0)=5,(0-5,,0- AT R (05, R (s,
oy (O;i;(a)l(t—g)“{ﬁ(s, S,.)-F(45,,)d8,
O e e LA AR SLACVA)
oy (Zi;(a)l(t_‘g)aI{FZ(‘Q’V”‘l)_ F(9V,,)}ds,

M (a)
M (0;0);(05)5(“‘9)&1{5(‘9' E,.)-Fi(9.E,,)}d,
Van (1) =1, ()1 1(t)=(l;/|a()0:9)1a{F4(t l,.)-F, (t,|n72)}
o R e -F (o,
vs, (t)=B, (t)-B 1(t):(1;/|(;g()069)1 (Fy(t,B,,)-F(t,B,,)}
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burada S, ( Z RAGRAL :Z.” wa (1), E ()= wa(t), 1, ()= wa(t)
t =Z' l//S' Sh (t) Z 0‘//6 Z ‘//7 ch,n(t)zz-n,ol//m (t)
ve R, Z 1//9 ) olarak ifade edilir. (4.32) ile verilen denklemlerin her birinde iki

tarafin da normu alinirsa

o O1=15,0)-5,. 0= TR (05 R ()

0 t
F(a)—([ t—9 HF lg’sn—l)_Fl ,Sn_z)HdS,

o OV 0 = S R 1) R 00, )

M ()
+M(0;9)1:(a)i(t_9 R, (8V,0)~F (9V, )4,
uwsnmu:ua(t)—En-lmus“;;‘391'“ R (e )R, )
“‘QH j E..)-F(9.E,,)|d4,
ORI t>||s‘ 3 ot )R

t
el RSURACTS L
0
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H 1 05 491_

v wiay IFs(tBo)-F (1B,
M(O;f;l' jt 3“l||F 9.8,.)-F, (9.8, ,)|do
)o 1-a)o (4.33)
‘l/len H ‘ h,n Sh n—1(t)H— M(C() HFG(t shn—l) FB(t Sh n—Z)H
1-a t
M(‘f; ).(l;(t 9 |Fo(8.Su0s) ~Fs (9.5, )09
1-a)6"
||l//7n ” ahn ahn l(t)H—( Ma()a) HF7 (t Iah n—l) I:7 (t Iah n—Z)H
6’10’ h a-1
J‘t ‘9 ( ahnl) I:7(‘9’Iahn Z)Hdlg
0
1-a)6"
||W8n ” chn ch nl(t)H—( MOZ()OC) HFS (t Ich,n—l) FS (t Ich n—Z)H
1-a t
+M<‘f>r<a O e e
1-a)6"
= s (- (05 LR (R ) (R0

elde edilir. /R, F,, F,, F,, R, F, F,, F ve F, cekirdek fonksiyonlar: Lipschitz

kosulunu sagladigindan

Soa ()]

l//ln

gt o F a1
e <)> 8=l -9 S
‘VIZn nl )H
1 91_ 91705 t a (4 . 34)
o <)> @2 lMos Vol Gy @ () MoVl
‘Wsn ) —1 H
( ) ael—a

t
( ) ZU3 ”Eml -E. ” + WwJ(t - ‘9)0[71 ”En—l -E._, ” dg,
0
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|l//4n (t) =
t
< (1-a)o" o
‘l/ls ( ) 4|||n1—|n2||+'vlai t
n w ae
( )) L) (a)T () 4£(t—3) i1, de
M ZUS ||Bn_ —B —a
B ooy
(1) s (1) () 7] () BBl
< _ - ’
b (1) ( ) @ [Shns — Shaa| Mai t
| r w, t— a-
<(1_a)01 aahn_l( )l ()T() e!( 8) Syt~ Snn2] 09
[wen (1) ( ) s = ool * (wl_ J
< (1 )6?1‘ ot )H ° Lanns ~ lann-2 ]| 09
M(Ol) g | Tepna— 1-
[vr ()] = T T ‘
- (D] =|IR
H H h’n(t)_Rh,n_l(t)H M(“)F(a)wg_[(t—g)a—l |
I L 0 enns = lenn-2]| 4
M (a) @y ||Rons = Rona| + _ab ;
M ()T (e @ ('[—19)”’_1
R
bulunur. Ardindan, b 1 iz
o (0)] < L2207
‘W 1 M (05) Dy W) (t)‘ + v (0{(910‘ _ t
1-a @
2n H (l 9 ‘V/ ( ) a)F(a) 1'([(1:—19) ! l//l(n 1)(19)”({19
2(n-1) Il + a@l—a .
Jwan (¢ (1 91 « M @ “
A e fior s oo
nfl) + t ,
v (8 (1-a)6"* M (@)D 7 9
O B e Ghs -9 (9]0
n- t '
o (] 2207 ‘91_ e 0] v (e (@) "] o (D)8 )
5(n-1) t) +Ll_a t " '
e (t (1-a) 0" M @, | (t-9)"
| 6 ( )”S Ma()e o (a)F(a) Sl(t 19) 1 l//s(n—l)(wg) dg
0{) 6 V/G(nfl) (t)‘+ - (a@l—a . )
o)\l w, t— a-
) (0!) 6‘([( lg) ! ‘(//e(nfl)(lg)‘dlgi
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‘W7(n—1) (9)

Yan-1) (‘9)‘

¥a(n-1) (‘9)‘

dg,

dg,

d9,

esitsizliklerine ulasilir. Bu sonuglar dikkate alinarak (3.2) modelin ¢6ziimiiniin varlig:

asagidaki teorem yardimiyla verilir.

4.2.2 Teorem (Coziimiin varligi): (3.2) denklemiyle verilen kesirli bruselloz modelinin bir

¢Oziimi, 1=1,2,...,9 icin

(1-a)6"
M (a)

to 91706

M) <t

kosulunu saglayan bir t, noktasinin mevcut olmasi durumunda vardir.

(4.36)

Ispat: S(t), V(t), E(t), I(t), B(t), Sh(t), (I (t), Ich(t) ve Rh(t) fonksiyonlart

smirh olduguve F, F,, F;, F,, F,, F, F,, F ve F; cekirdek fonksiyonlar1 Lipschitz

kosulunu sagladigi igin (4.35) denklemi yinelemeli olarak devam edilirse

N I
e
o[ w7
HV/Z“ (t)H_”V (O)H_ M (CZ) @, + M (a)F(a)wz_ '
<Je(oy] E=x) we
Hl//g'n (t)H _HE(O)H_ M (O!) s+ M (a)r(a)w3

(1-a)o™

t 0170(

a0l 0]

M ()

T <a>r<a)‘”“]’

n

e )<l )] £

M (@)

o~
> M(a)T(a) |’
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1 a ela tel—a "
o ][5, O)]| "M (a)F(a)wa} |

) (1—a>e“’ o T
u%na)u-ulah(f’)\\_ Ma) M (a)rw)w?} |

_ (4.37)

3 (1-a)6" o™

e =t O =~ * W @y ()
_(1—0()91_a tel—a

e O1<IR Ol =™ * W ™ |

wg | ,

seklinde yazilabilir. (3.2) modeli i¢in ¢6ziimlerin var ve siirekli oldugu gosterilir. Daha
acik sekilde ifade etmek adina, S(t), V(t), E(t), I(t), B(t), Sh (t), I (t), I (t) ve

R, (t) fonksiyonlarinin (3.2) modelinin ¢éziimleri oldugu kabul edilsin. Bunu ispatlamak

1¢cin

S(t)-S(0)=S,(t)— D, (1)

V(t)-V(0)=V,(t)-D, (t

E(t)-E(0)=E,(t)- D, (1)

()= 1(0)=1,(t) =y (1), (4.38)
B(t)-B(0)=B,(t)—®g,(t)

S, (t)—=S,(0)=S,,(t)- D, (t)

o (t)_ Iah(o): L (1) = @, (1)

Lon (8) = 1en (0) = e (8) = P (1)

R (1) =Ry (0) = Ry 1 (t) = @g, (1)

seklinde yazilir. Buradan,

1056’1

”q) ” { 1(LS)-R(t, Snfl)}—i_ M (a)r(a)‘([(t—g)al{ﬁ(lg’s)_ Fl(S,Snl)}dSH
<& M"( R (19)- RS s -9 R (5.9)-R (95,189
- (1-a)6" ~ to- B
Y (a) ZUl”S Sn71||+ M (a)r(a)wlns S 1”
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[0 (2)

[ (¢

1a91

<(1 a
< M(

< (1—05)01

- M(a)

(
L (-a)o”

M (a)
< (1—a)91

- M(a)

——{F(tE)-F,(LE,.)
”F t E -F (t En—1)||+

@ "E - En—1||+ M

||F t,1) F(t,ln71)||+M

ZU4||I - In—1||+ M

t
jt—,9
0

_a)elaw ) +Lw )
(@ 2N Vel e @V Vel

il

45

a—l{Fz (9V)-F, (19,VH)} d9

9 R (8V)-

- 9) " {F.(8,B)-F,(,8,,)}dy

_S)ail”FS(‘g’ B)-Fs(

F2 ('-gvvn_l )” d 19

~F,(9.E,,)}d¢g
)R (8.E)~Fy(8E,)d9
{F(81)-F.(91,,)}d9
||F4(9,| F ||d9

9,B,,)[d3



)0 (e (1) F (1)

M ()

|7 (1)] =

ael—a t et
+Wj(t—3) {F7 (9.1,)-F. (8, |ah‘n_l)}dlg

0

e (S ICTR IO T
<t Ma({f) R Y (f;lj(a) Gl RN
[0 (O R 1) )
e [ R (2 (91,09
e I ELT
T 8 R )R (90, )09
<t g e s
[0 (0] R (R )R (4R
+#}”‘(Q)I<t—sr‘1{&(9,a)—a(s,Rh,n_l)}ds
AlM“()"l R R Rt R,
e -9 R 9 R )R (R, )89
S(lma()f)l_ 7[R, ~Rons |+ M(f;;(a)%”R”Rh*“

elde edilir. Benzer sekilde, yinelemeli olarak devam edildiginde t =t, noktasinda,
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. Ol<) S Wer@ | &
N
s, (1) < _(1;,|a(f)l_a v (t(f)r (a):m N,
R e
fou < e b0 e,
s, (1)] < _(ma()(ja v (tof;r (a):m LN,
NG B L i A
s, (1)] < _(1;,7()5)1_“ v (t‘(’j;(a )_M @y N, (4.39)
on k| S ] o

bigimde bulunur. (4.39) denkleminin her birinde iki tarafin da n — oo iken limiti alinirsa,

|@, (1) =0, |[®,(t)] >0, |[@5(t) >0, @, (1) >0, [[@s,(t)] >0, [Ps,(t)] 0.

[, ()] >0, g, ()] >0 Ve [@,,(t)] >0 elde edilr.

Sonug olarak, Banach sabit nokta teoreminden yararlanilarak (3.2) modelinin ¢éziimlerinin
varligi gosterilmistir.  Simdi, modelin ¢6ziimiiniin  tekligi asagidaki teorem ile

verilmektedir.

4.2.3 Teorem (Coziimiin tekligi): i =1,2,...,9 olmak iizere, (3.2) modelinin

(1-a)6"* t,0"
M (@) @, + M (@)1 () @, <1 (4.40)

kosulunun saglanmasi durumunda tek bir ¢6ziimii vardir.
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ispat:  Si(t), Vi(t), E(t), 1,(t), By(t), Sy(t), lu(t), lu(t) ve Ry(t)

fonksiyonlarmin da (3.2) modelinin ¢6ziimleri oldugu kabul edilsin. O halde,

s(0)-5.0)- S R 05)-R (1)
o R (98- R(9.5))0s
V%0 - SR () 0w
e Ry R (93 09
=050 - R )R (R
e R )R (96 )0
1010 - R )R )
e R e R0
B(0)-8,()- R () (1)
o R )R (9.8
5,050 - T (0 -R(1.50)
e R )R s 0s
(01 )= S R (1) F 1)
i 8 R () (2189
(01 ()-SR ()R )
Tl N IS ELCIMILE
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_ (1-a)o"
M ()
abd

M (a)l(a)

{F(t.R,)-F(t.Ry)}

[(t-8)" {F.(8,R,)~F, (. Ry)}d,

seklinde yazilabilir. F, F,, K, F,, K, K, F, K ve K c¢ekirdek fonksiyonlarinin

Lipschitz kosulunu sagladig1 goz 6niine bulundurularak (4.41) ile verilen denklemlerin her

birinde iki tarafin da normu alinirsa,

Is0)-5.0]= S a0 SO0

V)02 SV (0w g sV -]

e -E0]= a0 E O S EO B0l @

10~ 0l a0 Lo g S - 1,0)

o) 8.01= 4L e - 0] 4y D ele)-B.0)

5.0 -8u0l= S, ()-8 0 4 Sl (050
(1) 0

||Iah (t)_ Iahl(t)” < M (a) ZU7||Iah (t)_ Iahl(t)||+Ww7 ”Iah (t)_ Iahl(t)”’

telfa

||Ich (t)_ Ichl(t)” = ;/l (a)la Ty ”Ich (t)_ Ichl(t)||+Ww8”|ch (t)_ Ichl(t)”’

tgt

e R O-R Ol @ lf 0 - Rl

esitsizlikleri bulunur. (4.42) denklemi asagidaki sekilde diizenebilir:

1-a)0™ to=

( <
HS(t)—Sl(t)H(l— v () wl_M(a)F(a)wl}_Q
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- £ 011 S e e =0 )
”'(t)"l“)”(l‘(liﬂag)l_ ) |
e00- 80l 5 <

. 0-su(0]f2- “;j‘({j‘“ oo <o

- - g <o

2Ottt -8 e o

- R0l 1 o <0

Bger, i=12..9 icin {1_(1;;‘();’;'“ - (f)r (a)wijzo esitsizligi meveutsa

(443)  esitsizliginden  ||S(t)-S,(t)|=0, [V(t)-V,(t)|]=0, |E(t)-E,(t)|=0,

hoO-LOl=0.  [BO-BOI=0.  [5,0)-5u0]=0. (- 1Lu0]=0,

g (1) = 1y (1) =0, |R,(t) =Ry, (t)] =0 esitlikleri elde edilir. Boylece (3.2) modelinin tek

¢Oziime sahip oldugu sonucuna ulasilir.

4.3 Kesirli Bruselloz Modelinin Bakterisiz ve Bakteriyel Denge Noktalar:

(3.2) modelinin temel ireme sayisinin hesaplanabilmesi ve kararlilik analizinin
yapabilmesi i¢in 6ncelikle denge noktalarinin agiga ¢ikarilmasi gerekir. (3.2) modelinin
denge noktalar1 bakterisiz ve bakteriyel olmak iizere iki farkli sekilde bulunur. Elde edilen
bakterisiz denge noktasi epidemiyolojik modellerde 6nemli bir esik degeri olarak kabul
edilen temel iireme sayisinin hesaplanmasinda kullanilmaktadir. Bu esik parametresine
gore modelin denge noktalarinda yerel asimptotik kararli olup olmadigi analiz
edilmektedir. Dolayisiyla tezin bu kisminda denge noktalari ortaya koyulacaktir. (3.2)

modeli kolaylik olmas1 bakimindan asagidaki bigimde verilir:
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ea_lABCDaV G (S V,I,E,Bvshvlah’ICh’Rh !
Qa_lABcDaE G (S V,l,E,BaShflah'ICh'R
Ha lABCDDC _ (S V I E B S Iah’lch’Rh ’

ea lABthaB:GS(S,V,I,E1BlShl ah’lch’Rh
ea-lABCDaS =G (S V,|,E,B,Sh1|ah’ ch’Rh !

ea—lABCDta = (S V,I,E,B,Shllah’ICh'Rh)'
getreCpe) = (S V,I,E,B;Shilah’lch'Rh)'
9° lABCDaR -G (S V,l,E,B,ShaIah’Ich’Rh)’

burada

Gl:AS_ﬁS(E+|)—¢pS+BB_('u+V)S +0V,

G, =vS—(u+ 5N oV (E+1)-ep—

p+B

S+&V)B
Gszﬁ(s +gV)(E+|)+¢(;+B)

—(O'+,u)E,
G,=0E—(u+c)l,
G;=k(E+1)-(d+nr)B,

Gs=Ah_IBhSh(E+I)_ 2

S, B
G7 :ﬁhSh(E+|)+¢hﬁ_(o—h +/’lh)|aha

G, =th|ah_(7/Ch+‘uh)ICh’
G, =0, (1_ p)lah + Veonlon = Ry

olarak tanimlanir. (3.2) modelinin denge noktalari

H
I
o

© 0 0 0
Il I
o o

=
I
o
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(4.44)

(4.45)

(4.46)
(4.47)
(4.48)
(4.49)



G, =0, (4.50)
G, =0, (4.51)
G, =0, (4.52)
G, =0, (4.53)
G, =0, (4.54)

denklemlerinin ¢oziilmesiyle bulunur. (4.49), (4.50) ve (4.47) denklemlerinden sirasiyla

e_(u¥0), (4.55)
oK __(g+1)-Kluxcro) (4.56)
(d+n7) o(d+n7) '
SZ(M+%(E+|)+%LJV, (4.57)

1% v v p+B

bulunur. Ayrica (4.52), (4.53), (4.51) ve (4.54) denklemlerinden sirasiyla

,Bh(EJrI)+¢hi

Iah = p+ B Sh! (458)
Oy, + Uy,
I, =—00 P Lans (4.59)
Ven T My
A
Sh = h , (4.60)

R, = (4.61)

elde edilir. Simdi (3.2) modelin bakterisiz ve bakteriyel denge noktalar1 agiga

cikarilacaktir.
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Bakterisiz denge noktasi popiilasyonlar igin enfeksiyonun olmadigi durumu temsil
etmektedir. O yiizden popiilasyonlarda enfekte koyunlarin, brusella bakterilerinin ve

enfekte insanlarin olmadig1 varsayilmaktadir. Yani | =0, B=0 ve I, =1, =0 olarak

kabul edilir. (4.46) ve (4.47) denklemlerinde yerine yazilirsa

A
S0 :M, (4.62)
u(p+v+95)
Ay
V0ia— s | 4.63
,u(,u+v+5) (4.63)
R? =0, (4.64)
S, = Ay (4.65)
Hy
olarak bulunur. Sonug olarak (3.2) modelinin bakterisiz denge noktasi
A(u+o
EO{ (#+8) Ay ,o,o,o,ﬁ,o,o,oj (4.66)
u(p+v+38) u(pu+v+5) A
seklindedir.

Eger bakteriler bireyler arasinda yayiliyorsa popiilasyonda maruz kalan ve enfekte

koyunlar ile akut ve kronik enfekte insanlar mevcuttur. Yani 10, B=0, I, #0 ve

|, # 0 olarak kabul edilir. E+1 =6, ve S +¢&V = 60,0lmak iizere, (4.50) denkleminden

ko,
B. = L 4.67
(d+nz) (4.67)

elde edilir ve (4.48) denkleminde yerine yazilirsa,

_ B66,(p(d+nz)+ké,)+ ko6,

(u+o)(p(d+nc)+ke,) (4.68)

bulunur. (4.55) denkleminden de anlasilacag: tizere (4.68) denklemine bagli olarak
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o(6,6,(p(d+nz)+k6,)+pk6,6,)
(,u+0')(p(d +nz')+kl91)(,u+c)

I*—

(4.69)

elde edilir. (4.67) denklemi (4.46) ve (4.47) denklemlerinde yazilirsa (4.57) denkleminden

de goriildiigii gibi S. noktast V. noktasina bagli olarak bulunur. Yani, V. ve S. bakteriyel

denge noktasinin bilesenleri sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

. _ A, ((u+5+5B6,)D, +£pk6),)
T (S5 +8B6,) D, +egkO, ) (1 +V+ B6,) D, + ko), ) — DIy

(4.70)

_ A Dy

* = ((,u+5+8,391)®1 +8¢k¢91)((,u+v+,891)®1 +¢k91)—5®12v (4.71)

burada @, = ( p(d + nr)+ k@l) seklindedir. Benzer adimlarla yukarida verilen

denklemlerden yararlanarak bakteriyel denge noktasinin diger bilesenleri asagidaki gibi

bulunur:
Sy = APy (4.72)
(,Bh‘91+ﬂh)q)1+¢hk01
I — Ah (ﬂhelq)l +¢hk01) (473)
: ((ﬂh‘91+ﬂh)q)1+¢hk91)(o'h +:Uh)
= o, PA, (ﬂh91®1 + ¢hk¢91) 4.74)

(7ch +/uh)((ﬂh91 +/uh)q>1 +¢hk‘91)(o'h +/uh)

R = Ot P)i) A, (AOP: +hkE) (4.75)

((ﬁh‘gl +/’lh)q)l+¢hk01)(o-h +luh)(7ch "‘/‘h)ﬂh

olarak ifade edilir. Sonug olarak (3.2) modelinin bakteriyel denge noktasi

E.=(S Vo, B LBy S L s Ris) (4.76)

seklinde bulunur.
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4.4 Kesirli Bruselloz Modelinin Temel Ureme Sayisi ve Duyarhlik Analizi

Son yillarda diinya niifusunun artmasi ve insanlarin ulagim araglarina daha kolay erigebilir
hale gelmesi, domuz gribi (HIN1) ve COVID-19 gibi salginlarin hizli bir bigimde
pandemiye doniismesine neden olmustur. Bu yiizden bulasici hastaliklarin  yayilma
yollarinin bir an 6nce anlasilmasi saglik ve ekonomi bakimindan biiyiik 6nem tagimaktadir.
Uzun yillar 6nce, bu yayillim yollar1 deneme—yanilma yontemiyle belirlendiginde,

yayilimin hiz1 katlanarak artabiliyordu.

Driessche ve Watmough, 21. ylizyilin basinda, epidemiyolojik modeller i¢in temel iireme
sayisinin yeni nesil matris yontemiyle hesaplanmasini dnermistir [74]. Temel iireme sayisi,
enfekte bir bireyin neden oldugu ikincil enfeksiyon sayisini ifade eder ve hesaplanmasi
matris cebrine dayanir. Bu matrislerde, hastaligin hangi bireylerden hangi bireylere
bulastigi goéz oOnlinde bulundurulur. Bunun ig¢in, enfekte bireylerin yeni enfeksiyon
olusturma orani ile enfekte olmayan bireylerin, hastaliksiz denge noktasi civarinda,
yeniden enfeksiyonu engelledikleri varsayilarak, bolmelerde gecirdikleri ortalama stireler
carpilir. Elde edilen kare matrisin spektral yarigapi, yani 6zdegerlerinin maksimum degeri,
beklenen yeni enfeksiyonlarin sayisini verir [62]. Temel lireme sayisinin hesaplanmasi
sayesinde yayillimin hangi parametrelere bagli oldugu daha erken donemde belirlenerek
salginin baglangigta kontrol altina alinmas1 miimkiin hale gelmistir. Bu saymnin genellikle
enfekte kisilerle temas orani, hastaligin kulucka ve enfekte donemi ile hastaliga bagl ya da
dogal 6liim orani gibi parametrelere bagl oldugu gézlemlenmektedir. Ayrica, temel iireme
sayisi, hastalifin yapisina 6zgii olusturulan epidemiyolojik modelin dinamiklerine bagl
hesaplandigindan her hastaligin karakterine gore belirlenmektedir. Bu nedenle,
hastaliklarin R, degerleri de degisiklik gostermektedir. Ornegin, sugigegi hastali igin R,
degeri 3.5 ile 6 arasinda degisirken, domuz gribi i¢in 1.2 ile 1.4 arasinda degismektedir
[101,102]. Ciinkii sugigegi hastaligmin kulugka siiresi 10-14 giin iken, domuz gribinin
kulugka siiresi 1-7 giin arasindadir ve bu hastaliklarin iyilesme siireleri ve hastaliga bagh
Olim orani gibi parametreler de birbirinden farklidir. Bununla birlikte, bu parametrelerin
degeri zaman i¢inde varyantlara, toplumun yapisina ve popiilasyonun yogunluguna bagh

olarak degistiginde R, degeri de degismektedir. Bdylelikle salgmin gidisatina dair

tahminlerde bulunmak miimkiin hale gelmektedir. Bu esik degerine gore ii¢ farkli durum

s6z konusudur:
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e R, <1 ise enfekte kisi ortalama olarak birden daha az kisiye hastalig1i bulastirir.

Boylece popiilasyondaki hastalik zamanla soniimlenerek yok olur.

e R, =1 ise hasta olan kisi ortalama olarak bir kisiye hastalig1 bulastirir. Boylece
hastalik salgin haline gelmeden ya da soniimlenmeden popiilasyonda siirekli olarak
mevcuttur. Bu durum endemi olarak adlandirilir.

e R, >1 ise hasta olan kisi ortalama olarak birden daha fazla kisiye hastalig1 bulastirir.

Boylece hastalik kontrolden c¢ikarak yerel salgin (epidemi) ve daha sonrasinda da

farkli bolgelere yayilarak kiiresel salgin (pandemi) haline gelebilir.

Sekil 4.1°de goriildiigii gibi hastaligin epidemi ya da pandemi haline gelmesi i¢cin R, >1
olmalidir. Salginin dinamigi baska faktorlere de bagl oldugundan bu kosul yeterli olmasa

da salgin haline gelebilecegini gosteren hayati bir esik parametresidir.

R,=0 R, =1 R, =2
o)‘..

« AP

° .'\l .]'N*{!}i
7 ¥ : . .
,i,/ﬂ!“v. '\i"??"

v
c]e

Sekil 4.1: Temel iireme sayisina gore hastaligin yayilimini gosterir.

4.4.1 Temel Ureme Sayisi

Brusella bakterisinin var oldugu bir popiilasyonda, brusella bakterisinin yok edilmesi ve
enfeksiyonun kontrol altina alinabilmesi i¢in yayiliminin hangi parametrelere bagh
oldugunun tespit edilebilmesi gerekmektedir. Bu nedenle, bruselloz yayilim modelinin
temel tGreme sayisi hesaplanmalidir. Bu kisimda, gelistirilen (3.2) modelinin temel tireme

sayist yeni nesil matris yontemi kullanilarak asagidaki lemma ile verilir.

56



4.4.1.1 Lemma: (3.2) modelinin temel iireme sayisi asagidaki sekildedir:

A (u+d+ev)p . A (u+d+ev)op
p(u+v+8)(u+o) p(u+v+s)(u+c)(u+o)

Roe Ro

A (u+S+ev)ke .\ A, (u+8+ev)kgo
p(u+v+8)(u+o)(d+nr)p  p(u+v+8)(u+c)(u+o)(d+nr)p

Roes Ro,i8

:As(y+5+gv)(,u+c+a)(ﬂ(d+nr)p+k¢)
,u(,u+v+5)(,u+c)(,u+0')(d+nf)p

R, =

4.77)

seklindedir.

Ispat: Yeni nesil matris yonteminde oncelikle bolmelerde olusan yeni enfeksiyon orani
J matrisiyle, bolmeler arasindaki giris ve ¢ikis durumlarina gore gegis oranlart da )}/

matrisiyle gosterilir. Daha sonra, . ve »’~' matrislerinin ¢arpilmasiyla bir kare matris

elde edilir. Bu matris yeni nesil matrisi olarak adlandirilir ve matrisin spektral yaricapi

modelin temel tireme sayisin1 vermektedir [74].

(3.2) modeli i¢in F (t), bolmelerde yeni enfeksiyon olusum oramdir. V (t) bolmeler
arasmdaki giris ve ¢ikis durumlarina gore » (t) =) (t)—)/+ (t) olarak ifade edilir. (3.2)

modelinin 7 (t) ve »(t) matrisleri
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0
0

B
p+B

B(S+eV)(E+1)+g(S+eV)

0

F(t)=6"" 0 (4.78)
0

.S, (E +1 )+¢hsh

0
0

B
p+B

yt) =y (t)-r(t)

+(u+v)S—-6V

B
-A S(E+I S
+BS(E+1)+9¢ o+ B

VS +(u+S8)V +efV (E+1)+eN ——

B
p+B
(c+u)E
-oE +(,u+C)I (4.79)

:01—0:
—k(E+1)+(d+n7)B

B
—-A,, +,Bhsh(E+ I )+¢hsh + 44,5,
p+B

(O-h + +5h) L,
-0, Pl +(7/ch + 4, +5h) e
—Oy, (1_ p) Lan = Venlen + 14 R,

seklindedir. Daha sonra, F(t) ve »(t) matrislerinin Jakobiyen matrisleri bulunup (4.66)

denklemindeki E, bakterisiz denge noktas1 Jakobiyen matrislerde yazilirsa sirasiyla

asagidaki gibi elde edilir:
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0 0 0 0 0 000
0 0 0 0 0 000
S04+ Vo0
0 0 B(s°+e&v®) B(S°+ev?) al ) 0000
Yo
0 0 0 0 0 0000
F, =010 0 0 0 0 0000 (4.80)
0 0 0 0 0 0000
0
0 0 B.S0 B.S0 $Sn 0000
o
0 0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0 000 0
u+v =5 BS, BS, % 9 0 0 o0
Yol
0
ouxs BV gVt P 0 0 0 o
Y2
0 0 o+u O 0 0 0 O0
V.= g 0 0 -—o wu+c 0O 0 0 0 O 481
o 0 0 -k -k d+nz 0O O O O (481)

0 4 & O
0 & ~Va Hy |

P
0 0 0 0 0 0 & 0 0
0
0

burada & =0, +u,, &=-0,p, &=y, +u, Ve & =—0, (1— p) olarak ifade edilir.
Ardindan F; ve V;* matrislerinin ¢carpiminin spektral yarigapt hesaplanir. Boylece (3.2)

modelinin temel lireme say1s1

Ro=p (Fovoil)
:(s"+gv°)ﬂ+(s"+gv°)aﬁ+ (S°+ev°)kg . (S°+eV°)kgo (4.82)
(n+o) (u+c)(u+o) (u+o)(d+nt)p (u+c)(u+o)(d+nr)p

RO,E RO,I RO,EB RO,IB
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A (pu+S+ev)p s A (pu+S+ev)op
u(p+v+8)(u+o) (Lz(u+v+5)(y+c)(y+0')

Roe Ro,
A (pu+S+ev)kg . A (p+6+ev)kgo
,u(,u+v+5)(,u+a)(d +nz')p ,u(,u+v+5)(,u+0)(,u+a)(d +nz')p
Roes RoiB
=As(u+5+gv)(u+c+0)(ﬂ(d +nr)p+k¢)
u(p+v+8)(u+c)(u+o)(d+nr)p

R, =

(4.83)

olarak hesaplanir. Hastaliga duyarli bir popiilasyonda maruz kalan ve enfekte koyun

tarafindan ortalama olarak ortaya ¢ikan enfekte koyun sayisi sirasiyla R, o Ve R, ile

ifade edilir. Ayrica, maruz kalan ve enfekte koyunun c¢evreye sagtigi brusella

bakterilerinden ortalama olarak enfekte olan koyun sayisi da sirasiyla R ve R

0,EB 0,1B

gosterilir. Yani, R, - ve R

0.E dogrudan bruselloz yayillimini, R ve R

0.EB ise dolayl

0,1 0,1B
bruselloz  yayilimini temsil etmektedir. Bdylece toplam enfeksiyon sayisi

Ry =Ry g + Ry + Ry gg + Ry g 0larak bulunur. o

Bruselloz yayilimini kontrol altina alma miicadelesinde koyunlar arasindaki yayilimin goz
ontinde bulundurulmas: o6nemlidir. Ciinkii R, dikkatle incelendiginde, bruselloz
yayilliminin sadece koyun bolmelerindeki terimlere bagli oldugu goriilmektedir. Bu
nedenle, insanlar i¢in yapilacak ila¢ tedavisi, onlem, farkindalik, davranis degisikligi,
egitim kampanyalari, hijyen gibi miidahaleler insanlar1 hastaliga kars1 korusa da,
brusellozun tiim popiilasyonlardan yok olmasi i¢in yeterli degildir. Bunun i¢in koyunlarin
asilanmas1 ve bakterilerin kontamine ortamdan arindirilmasi daha etkili olabilir. Hangi

faktorlerin bulasi azaltmada etkili oldugunu net bir sekilde inceleyebilmek adina, R, icin

duyarlilik analizi yapilacaktir.

4.4.2 Duyarhlik Analizi

Duyarlilik analizi epidemiyolojik modeldeki her bir parametrenin hastalifin yayilimi igin
ne kadar onemli oldugu hakkinda bilgi vermektedir. Epidemiyolojik modellerde, veri
toplanirken veya parametre degerleri tahmin edilirken siklikla hatalar ortaya ¢ikmaktadir.

Duyarlilik analizi bu degerlerin saglamliginin belirlenmesinde biiylik 6neme sahiptir. Eger
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parametre oldukca duyarli bir parametre ise dikkatli bir sekilde tahmin edilmelidir, ¢iinkii
bu parametredeki zayif bir degisim salginin seyrinde biiyiik degisimlere yol agabilir. Ancak
duyarsiz bir parametre ise, tahmin etmek igin ¢ok fazla ¢aba gerektirmez, ¢iinkii bu
parametredeki zayif bir degisim salginin seyrinde dikkat c¢ekici degisimler meydana
getirmeyecektir [103].

Duyarlilik analizi, temel {ireme sayisi1 iizerinde giiglii etkiye sahip olup miidahale
stratejileri i¢in hedeflenmesi gereken parametrelerin kesfedilmesinde yaygin olarak
kullanilir. Duyarlilik indeksleri, bir parametre degistiginde bir degiskendeki bagil
degisimin Ol¢iilmesini saglar. Bir degiskenin bir parametreye gore normallestirilmis ileri
duyarlilik indeksi, degiskendeki bagil degisimin parametredeki bagil degisime oranidir.

Degisken, parametrenin tiirevlenebilir bir fonksiyonu oldugunda, duyarlilik indeksi

alternatif olarak kismi tiirevler kullanilarak tanimlanabilir.

4.4.2.1 Tammm (Duyarlilik indeksi [104]): p parametresine gore tiirevlenebilen temel

tireme sayisinin normallestirilmis ileri duyarlilik indeksi,

R
rh=Tok (4.84)
a R

ile tanimlanir.

Gelistirilen (3.2) kesirli bruselloz modelinin sadece koyunlar arasindaki bulasa bagli olarak

elde edilen temel iireme sayisinin duyarlilik analizi incelenecektir. A, ve x parametreleri

belirli bir popiilasyonun sabit olan dogum ve 6liim oranlar1 oldugundan yayilimi 6nlemeye
yonelik parametrelerin belirlenmesinde dikkate alinmaz. Temel {ireme sayisindaki geriye
kalan parametrelerin brusellozun yayilimmi nasil etkiledigini anlamak adina duyarlilik

asagidaki sekilde analiz edilir:

1 :%Xiz(l—g)Asv(y:C+a)(ﬂ(d +n7) p+ k)
o Ry p(u+v+6) (u+c)(u+o)(d+nr)p
o N o

U+V+S8 pu+S+ev

)
“R,
0 (4.85)
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2%

o Ry & _ Ay(u+c+o)(p(d+nr)p+kg)

&
T R, u(urv+o)(utc)uto)(dinr)p R,

R, ¢  A(u+S+ev)o(B(d+nr)p+ke)

Yo =2 ><i
° o Ry ,u(,u-i—v-i—é')(,u+c)2(,u+0')(d+m')p R,

(u+c)(c+u+o)’

%xg—— CAS(,u+5+8v)(ﬁ(d+nr)p+k¢) Lo

oo R, ,u(,u-i—v-i—é')(,u+c)(,u+0')2(d+m')p R,
Co

(u+o)(c+u+o)’

%x— A (pu+S+ev)(u+c+o) Xﬁz B(d+nz)p

B _
B R, u(pu+v+d)(u+c)(u+o) R, p(d+nr)p+keg’

—
=P
I

R :%xi:— AS(,u+5+gv)(,u+C+0')k¢ Xi
oo R u(urves)(urc)(uto)(dine) p R
_ dk¢
(d+nz)(B(d+nz)p+k¢)
R :%xiz_ A (pu+S+ev)(pu+c+o)kgr L
" on R, pu(u+v+8)(u+c)(u+o)(d +nr)2p Ro
- ncke
~ (d+nr)(B(d+n7)p+ke)’
TR :%XL:— A, (p+S+ev)(p+c+o)kgn L
Cooad Ry p(u+v+d)(utc)(uto)(d +nr)2p Ry
- ncke¢
(d+nz)(B(d+nz)p+k¢)’
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(4.87)
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(4.89)

(4.90)

(4.91)
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R P A (u+S+ev)(p+c+o)keg D

> op RO=_,u(,u+v+5)(,u+c)(,u+a)(d+nr)p2XR_O (4.93)
ke |
- p(d+nr)p+kg’
YRO—%XL— A (pu+S+ev)(pu+c+o)g XL_ ke (4.94)
Kok RO_y(u+v+5)(y+c)(/,t+d)(d+nz')p Ro_ﬂ(d+nr)p+k¢’ '
- :aﬁxiz A (pu+S+ev)(p+c+o)k xi: kg (4.95)
Y R, ,u(,u+v+5)(,u+c)(,u+0')(d+nr)p R, ﬂ(d+m')p+k¢’
- :%XL:_(1—5)AS(5+/¢)(/¢+c+a)(ﬁ(d +nr)p+k¢)xL
v R u(p+v+8) (urc)(u+o)(d+nr)p R (4.96)
- (1-&)(5+u)v
N (u+v+38)(u+S+ev)

Burada temel tireme sayisinin yukarida kismi tiirevleri alinan parametrelere duyarli oldugu
acikca goriilmektedir. Salgini kontrol altina almak amaciyla kismi tiirevleri pozitif degerli
olan parametreler minimize edilirken, negatif degerli olan parametreler maksimize
edilmektedir. Yani 6, &, B, k ve ¢ parametreleri artarsa salgin hizlanarak yayilmaya
devam eder. Yayilimi kontrol altina almak i¢in etkili asilama, hijyen, enfekte ve maruz
kalan koyunlarin ayrilmasi gibi ¢esitli onlemler alinmalidir. Diger yandan, ¢, o, d, n,
T, p ve v parametre degerleri yiikseldik¢e bruselloz yayilimi azalmaktadir. Bu da
enfekte koyunlarin itlaf edilmesi ve duyarli koyunlarin asilanmasiyla enfeksiyonun
yayilminin  biiylik Ol¢lide yavaslayacagi anlamima gelmektedir. Ayrica brusella
bakterilerinin ¢evrede ¢iiriime, arinma siiresi, etkili arinma oran ve yari—doymus sabiti ne
kadar artarsa bulagin yayilmasi o kadar azalmaktadir. Dikkat edilirse dolayli bruselloz
yayilimi igin Onerilen doymus insidans oran igerisindeki o yari—doymus sabiti bruselloz
yayilimin1 azaltmaktadir. Buradan agikg¢a goriiliir ki temas oraninin olusmasini azaltmak
icin (3.2) modelinde bilineer insidans orani yerine ele alman doymus insidans orani

gercekten de bruselloz yayilimini 6nlemektedir [37].

Sonug olarak, enfekte koyunlarin itlaf edilmesi, duyarli koyunlarin asilanmasi ve ayrica

brusella bakterilerinin ¢evreden temizlenmesi gerekmektedir. Burada elde edilen sonuglar
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5. bolimde salginin kontrol altina alinmasina yonelik ¢esitli optimal stratejiler olarak
Onerilecektir. Ayrica, farkli kombinasyonlardaki kontrol stratejilerinin yayilim tizerindeki

etkilerini gézlemlemek i¢in 7. boliimde sayisal simiilasyonlar verilecektir.

4.5 Kesirli Bruselloz Modelinin Kararlilik Analizi
Bu kisimda, (3.2) modelinin bakterisiz E° ve bakteriyel E. denge noktalarindaki yerel

asimptotik kararlilig1 analiz edilecektir.

4.5.1 Teorem: R, <1 ise (3.2) modeli E° bakterisiz denge noktasinda yerel asimptotik

kararlidir.

Ispat: (3.2) modelinin E° bakterisiz denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

[ 0 0 $S° |

(u+v) 5 —BS®  —ps® - 0 0 0 o0
P
0

v+ —pN° —pve - 0 0 0 o
P

0 0 & BS, P, o 0 0 0

0 0 o —(c+x) 0 0 0 0 o0

Ju=6"| 0 0 K k —d+ns) 0 0 0 0| (497

0 0 ¢hS|?

0 0 —BSy =BiSy 7 —t, 0 0 0
0

0 o A4S A BE 0 5 0 o0
P

0 0 0 0 0 & -& 0

0 o o0 o 0 0 & u -u

seklinde bulunur. Burada &=p(S°+&V°)-(u+0), §2=(S°+5V°), & =0+ 4,
E=0,p, &=y, Ve & =0, (1— p) olarak ifade edilir. Routh—-Hurwitz kriterine

gore [63], J., matrisinin tim &, (i=1.2,...,9) 6zdegerleri

‘arg(eig(JE0 ))‘ =larg(x;)| > a—zﬁ, i=12,...,9 (4.98)

64



kosulunu sagliyorsa, (3.2) modeli E° bakterisiz denge noktasinda yerel asimptotik

kararlidir. | birim matris olmak lizere, J; matrisinin 6zdegerleri

gl—a

Je, —xl|=0 (4.99)

karakteristik  polinomu ¢oziilerek hesaplanir. (4.97) lineerlestirilmis  sisteminin

karakteristik polinomu

P(x) :(/(+,u+v)(1<+5+,u)(1<+(,u+0')(1— Ro g ))(K+C+y)(lc+ d+nr) (4.100)

x(/c+yh)2(1c+ah +,uh)(/(+;/ch +/Jh)

formundadir. (4.98) kosulunun saglanabilmesi igin (4.100) denkleminin tim o6zdegerleri

negatif olmas1 gerekir. R, - <R, <1 ise tiim 6zdeZerler negatiftir ve boylece (3.2) modeli

0,E —

E° bakterisiz denge noktasinda yerel asimptotik kararlidir o.

4.5.2 Teorem: (3.2) modelinin E° bakterisiz denge noktas1 var ve R, >1 ise tek bir E,

bakteriyel denge noktasi vardir.

4.5.3 Teorem: R, >1 ise, (3.2) modeli E. bakteriyel denge noktasinda yerel asimptotik

kararhidir.

Ispat: (3.2) modelinin E. bakteriyel denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

¢, 6 -pBS. -pBS. —,S. 0 0 0 0
v =G, —PeV. =PV, -G \V. 0 0 0 0
So &5 S BS $267 o 0 0 0
0 0 o —(c+ u) 0 0 0 0 0

Je. =0 0 0 K K —(d+nz) O 0 0 0 | (4.101)

0 0 -ASw —BSk —CeSne G O 0 ®
0 0 ﬁhsh* ﬂhsh* é/BSh* € —Su 0 0
0 0 0 0 0 0 ¢, —¢53 O

| 0 0 0 0 0 0 Cu Vo ]
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olarak  bulunur. Burada s=B(E.+1L)+ ¢B’;3 +(u+v), g, = _
Yo

+B. (p+|3*)2'

_ ¢B. . _ ¢B. _ ¢B.
Co=(0+u)+eB(E.+1L)+e +B*,§4 ﬂ(E*+I*)+p+B*,§5 gﬂ(E*+I*)+gp+B*
Q’G:ﬁ(S*+€V*)—(u+a), ¢, =S.+e&V,, gsz(l'ft—';*)z, ggz,Bh(E*+I*)+ZlBI;*+yh,

#,B. :
é’lozﬁh(E*+|*)+p:_—B, Cuu=0n+ Ly, G =0,P ,C13="Ven+ 1, V€ {14=0h(1—p) ile
ifade edilir. 2.2.3 Tamm ile verilen Routh-Hurwitz kriterine gore [63], J. matrisinin

karakteristik polinomunun tim 6zdegerleri negatif reel degere sahipse kisma sahipse (3.2)

modeli E. bakteriyel denge noktasinda yerel asimptotik kararlidir Uarg( X )‘>%j

Buradan hareketle, (4.101) matrisinin bazi 6zdegerleri

7 :—(ﬂ(E* +1.)+ p¢+B*B* +(y+v)],

Zo=—| (6+u)+eB(E + I*)+a£],

p+B.
=—(d +n7),
2 =~(d+0n7) (4.102)
#,B.
Zo=—| B(E-+ 1)+ + 4,
p+B.
15:_(‘7h+ﬂh)
Ze:_(7ch+ﬂh)
X1 ="Hy

olarak hesaplanir. Dikkatle incelenirse x,,z,,...,x, Ozdegerleri negatiftir. Geriye kalan

ozdegerler kuadratik formdaki polinomla asagidaki sekilde verilir:

2 +Ar+B=0, (4.103)

burada
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A=c+2u—pB(S.+eV.)+o,

4.104
B=—(c+u)B(S.+e&Vi)+(c+u)(u+o), ( )
katsayilardir. A ve B katsayilar
AB>0 (4.105)
veya
’ 2
A<0, 4B> A%, |arg(y ) = tan‘{%} >%, (i=8,9 icin) (4.106)

kosullarindan herhangi birini sagliyorsa, 0 halde karakteristik polinomunun negatif iki
Ozdeger vardir [63]. Boylece (3.2) modeli E. bakteriyel denge noktasi yerel asimptotik

kararhidir o.

Bu baglamda gelistirilen kesirli bruselloz modelinin sistem analizi tamamlanmistir. Bir
sonraki boliimde yayilmayr Onlemeyi amaglayan kesirli optimal kontrol problemi

tartisilacaktir.
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5. NORMALLESTIRILMIS KESIRLI BRUSELLOZ MODELININ
OPTIMAL KONTROLU

Bu boliimde, Cin’in I¢ Mogolistan bolgesinde tiirler arasinda yayilan brusellozu
onleyemeye yonelik cesitli optimal kontrol stratejileri onerilmistir. Oncelikle 6nerilen
optimal kontrol probleminin sayisal olarak ¢6ziimiinde daha gergek¢i sonuglarin elde
edilebilmesi adina, (3.2) kesirli Dbruselloz modeli normallestirilmistir. Ardindan,
normallestirilmis kesirli bruselloz modeline adapte edilen optimal kontrollerin varlig:
gosterilerek, kesirli optimal kontrol probleminin ¢oziimii igin kesirli mertebeden optimallik

sistemi elde edilmistir.

Bulasict hastaliklar i¢in onerilen optimal kontrol problemlerinin objektif fonksiyonelinde
genellikle enfekte (ve/veya maruz kalan) bireyler ve bu bireyleri azaltmak i¢in gerekli olan
optimal kontrol fonksiyonlari tanimlanmaktadir. Amac, hem enfekte bireylerin azaltilmasi
hem de bunun i¢in gerekli olan maliyetin minimize edilmesidir. Ancak, fazla niifusa sahip
olan bulasic1 hastalik modelleri i¢in dnerilen optimal kontrol problemlerinde ¢ogu zaman
dogru veya istenilen ciktilar alinamamaktadir. Bunun sebebi, optimal kontrol
fonksiyonunun son zamana kadar objektif fonksiyoneli minimize etmeye ¢alismasidir.
Yani, niifus yogunlugu fazla olan bir toplum i¢in ele alinan optimal kontrol probleminin
objektif fonksiyonelinde minimize edilmek istenen enfekte birey sayisi sayisal olarak ne
kadar fazlaysa, bu degeri minimize etmek isteyen optimal kontrol fonksiyonu o kadar fazla
caba harcayacaktir. Bu durum, dogal olarak elde edilen sonug¢ gibi goriinse de, aslinda
sayisal olarak dogru ¢iktilar alinamamaktadir. Ciinkii optimal kontrol fonksiyonunun ya
baslangictan itibaren etki ederek zaman igerisinde soniimlenmesi ya da baslangigta etki
etmese bile zaman icerisinde etkisini gostermesi beklenmektedir. Fakat niifus yogunlugu
fazla olan bir durumda kontrol fonksiyonlari tiim siire¢ boyunca iist sinir degerinde
uygulanmaktadir. Bu ise maliyet bakimindan istenilmeyen bir duruma karsilik gelmektedir.
Objektif fonksiyonelin tanimindan da anlasilacagi lizere, enfekte bireylerin yani sira
maliyetin de minimize edilmesi amaclandigindan, az ¢abayla (maliyetle) etkili sonuglarin

alinmas1 hedeflenmektedir.
Son yillarda yiliksek popiilasyonlara sahip epidemiyolojik modeller i¢in Gnerilen optimal

kontrol problemlerinin sayisal olarak ¢dziilmesinde karsilasilan hesaplama zorluklarin

istesinden gelmek ig¢in  normalizasyon teknigi  kullanilmaktadir  [105,106].
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Normallestirilmis ve normallestirilmemis modellere uygulanan optimal kontrol
fonksiyonunun sayisal sonuglar1 karsilastirildiginda kontrol fonksiyonunun farkli davranig
sergiledigi ortaya konulmustur [105]. Fazla niifusa sahip oldugu i¢in normallestirilmesi
tercih edilen epidemiyolojik modellere uygulanan optimal kontrol fonksiyonlarinin daha
gercekei grafiksel sonuclar ortaya koydugu goézlemlenmistir. Ciinkii epidemiyolojik
modeller i¢in 6nerilen optimal kontrol fonksiyonlari genellikle normallestirilmis formda
tanmimlanmaktadir; yani, her t aninda 0 ile 1 arasinda simirlandirilmaktadir. Bu, optimal
kontrol fonksiyonunun O olmasi durumunda kontrol stratejisinin popiilasyondaki hig
kimseye uygulanmayacagini, 1 olmasi durumunda ise tiim popiilasyona uygulanacagini
ifade etmektedir. Epidemiyolojik modellerde normallestirme prosediirii, her bir b6lmenin
(duyarli, enfekte vb.) toplam popiilasyona boliinmesiyle gerceklestirilir ve her t aninda
toplam popiilasyonun 1’e¢ esit olmasi gerekmektedir. Dikkat edilirse, modelin
normallestirilmesi sonucunda popiilasyon, birimsel anlamda optimal kontrol fonksiyonuyla
ayni tanim araliina sahip olmaktadir. Boylece normallestirme sayesinde, fazla niifusa
sahip olan modeller i¢in Onerilen optimal kontrol problemlerinde daha gergek¢i sonuglar

elde edilebilmektedir.

Cin’in I¢ Mogolistan bolgesindeki koyun, bakteri ve insan popiilasyonu dikkate
alindiginda fazla nufiisa sahip oldugu goriilmektedir [33]. Bununla birlikte, kesirli
bruselloz modelindeki parametreler ve popiilasyonlar (koyun, brusella bakterisi ve insan)
farkli birimlere sahiptir. Hem onerilen kesirli optimal kontrol problemindeki optimal
kontrol fonksiyonlarinin sayisal olarak daha iyi hesaplanarak gergekgi bigimde
gozlenebilmesi hem de birimsel farkliligin ortadan kaldirilmast adina kesirli bruselloz
modeli normallestirilmektedir. Her t aninda toplam popiilasyonun 1 olmasi dikkate

alinarak normallestirilme prosediirii asagidaki sekilde gergeklestirilir [107,108]:

S \ | E
S=—, V,=—, I,=—, & =—,
N N N N
d+nr)B
b:(—, 5.1
N (5.1)
s ., .y R,
S =—, L) =—, |, =—, [ =—.
h Nh ah Nh ch Nh h Nh

0<a <1 ve t >0 igin kesirli bruselloz yayilim modeli asagidaki gibi normallestirilir:
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et MeCpes —A, - fs, (6, +1)— ¢ Sfb_(,u+v)ss+5vs,
P

ea—l ABg Dtavs — VSs —(,U + 5)Vs —SﬂVs (es + iS)_8¢

v,b
p+b’
(s,+e&v,)b

O " Dfe, = B(s, +ev,) (e, +iy )+ ¢ T

—(o+u)e,,

9”’_1 ABg Dtais =o€, —(y+C)iS, (5 2)
o0 ABthabzk(es'i_is)_(d +nf)b' |

o " . s.b
0° "D, = A, — /3,5 (&, +|s)—¢hﬁ—,uhsh,

a- o . s.b i
0 1ABth Ln = BySh (es +'s)+¢h ﬁ_(O—h +/uh)|ah’

o ABg Dfiy, = o, piy, _(7/ch +/uh)ich’
. ABtharh =0y (1_ p)iah + Venlen — 4T

Normallestirilmis (5.2) kesirli bruselloz modelinin negatif olmayan baslangi¢ kosullar
(5.3)

seklindedir.

5.1 Optimal Konrol Stratejilerinin Modele Adapte Edilmesi
Bulagici hastaliklarda tartigilan kontrol stratejileri, enfeksiyonun yayilimmin hizlandig ve
salgma doniistiigli donemde 6nem kazanmaktadir. 4.4 alt boliimiinde de bahsedildigi gibi,

bu durum epidemiyolojik olarak R, >1 durumuna karsilik gelmektedir. Ustelik R, terimi,

bulasin hangi parametrelere bagli oldugunu gostererek, hastalifin pik yapmasini
engellemeye yardimci olmaktadir. Bulasict hastaliklarda vaka sayilart uzun siire boyunca
plato yaparak pik durumunda seyrederse, hastanelerdeki yatak kapasiteleri mevcut durumu
karsilayamayacagindan insanlar yeterli saglik hizmetine erisemeyebilir (Ornegin: Ispanyol
gribi ve COVID-19 salgini). Bundan dolay1 hastaligin hangi parametrelere bagli olarak
artis gosterecegi kritik onem tasir. Bu parametrelere gore de cesitli kontrol yontemleri

uygulanmalidir. 4.4 alt boliimiinde kesirli bruselloz modelinin temel {ireme sayisi
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hesaplanmis ve duyarlilik analizi yardimiyla bulasin hangi parametrelere bagli oldugu
gosterilmistir. (4.77) denklemiyle verilen kesirli bruselloz modelinin temel {ireme sayis1 en
kiiciik kareler yontemi kullanilarak tahmin edilen parametre degerleriyle hesaplandiginda,

R, = 2.8506 olarak bulunur. Salgin baslamis durumda oldugundan, bu kisimda duyarlilik

analiziyle elde edilen sonuglar goz Oniinde bulundurularak g¢esitli Onleyici kontrol
stratejileri 6nerilmektedir. Bu optimal kontrol stratejileri, normallestirilmis (5.2) modeline
adapte edilmekte ve amaca uygun olarak belirlenen objektif fonksiyonel yardimiyla kesirli

optimal kontrol problemi formiile edilmektedir.

Duyarlilik analizinden, enfekte koyunlarin itlafinin ve bakterilerinin etkili bigimde
ortamdan armdirilmasinin temel iireme sayisini azalttigi goriilmiistiir. Kesirli bruselloz
modelinin temel tireme sayist (4.77), insanlar arasindaki bulasa bagli olmayip sadece
koyunlar arasindaki bulasa bagli oldugundan koyunlardan insanlara dogrudan ya da dolayh
olarak yayilimi azaltma hakkinda fikir vermemektedir. Ancak, zoonoz hastaliklarda
enfeksiyonun yayilimini kontrol altina almak igin as1, egitim kampanyalari, tedavi, 6nlem
gibi pek c¢ok etkili ydntem kullanilmaktadir [109-111]. Insanlarin brusellozla
miicadelesindeki etkili yontemlerden biri duyarli insanlara egitim kampanyalariyla
farkindalik kazandirilarak hastaliga karsi korunmasidir. Bu miidahalede, farkindaligi
olusturmak i¢in hastalik hakkindaki bilgiler ve hastaliktan korunma ydntemleri duyarli
insanlarla paylasilir. Bu onleyici ve koruyucu tedbirlerin duyarli insanlarda davranig
degisikliklerine yol agmasi ve insanlarm sorumlu hale gelmesi beklenmektedir. Eger
insanlar enfekte olmus ise en etkili yontemlerden biri antibiyotik tedavisidir. Tiim bunlar
dikkate alinarak, (5.2) modeline koyunlar igin itlaf, brusella bakterileri igin etkili arinma,
duyarl insanlar i¢in egitim kampanyalari, enfekte insanlar icin de tedavi adapte edilmistir
[37,41,112-114]. Dikkat edilirse, bu kontrollerden itlaf, etkili arinma ve tedavi hali hazirda
(5.2) modelinde parametre olarak mevcuttur. Ancak, temel lireme sayisinin degerinden de
anlasilacagi tlizere bu sabit parametreler yayilimin hizin1 diisiirmek icin yeterli
gelmemektedir. Brusellozun eridike edilmesi amaciyla bu parametreler gerekli olan

maliyetleri de dikkate alinarak yayilim dinamigine gore optimal ¢abay: sarf eden zamana

bagli kontrol fonksiyonlar1 olarak disiiniilmektedir. Bu baglamda, U, (t) kontrol

fonksiyonu, enfekte koyunlar i¢in optimal itlaf oranini temsil etmektedir. U, (t) kontrol

fonksiyonu, cevresel hijyen ve sanitasyonla brusella bakterilerinin kontemine ortamdan
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temizlenmesini saglamaktadir. U, (t) kontrol fonksiyonu duyarli insanlarin bruselloz

hakkinda egitim kampanyalariyla farkindalik kazanmasimi gosterirken, U, (t) kontrol

fonksiyonu akut enfekte insanlar igin tedavi giliclinlin arttirilmast anlamina gelmektedir.
Tiirler arast bruselloz yayilimi ig¢in Onerilen dinamik kontrol sistemi su sekilde

verilmektedir:

9“1 DTs = A~ s, (e, +i,) Sfb_(”+v)53+5vs'
P

ga—l AB(03 Dtavs — VSS _(,U+5)Vs —gIBVS (es + is)—8¢ [;/:—bb y
s ABthaes :ﬂ(ss+gvs)(es+is)+¢w—(a+,u)es,

p+b
O Dy = o, —(u+u )i,

6" 1D = k (&, +i, )~ (d +nz+U,)b,

a- P . s.b
0 1ABth Sh :Ah _(l_u3)[ﬂhsh (es +|s)_¢h p:_b]_:uhsh’

a—. ay H S b
9 lABth Iah:(1_u3)(ﬂhsh(es+ls)+¢hp1b
. ABS Dfiy = 03, Piy, _(7ch +:uh)ich’

0“1 DA = (ah (1— p)+u4)iah + Venlen — M-

]_(O-h + +u4)iah’

(5.4)

Ayrica kontrol stratejileri [O,tf] araliginda normallestirilmis formda uygulanir ve U

kabul edilebilir kiimesi tarafindan

U :{(ul,uz,u3,u4)‘03u1(t),u2 (t),u,(t),u, (t) <1, Oststf} (5.5)

seklinde verilir. (5.4) dinamik sistemine bagl olan objektif fonksiyonel

t
S . . 1
J (i, b, i, Uy, Uy, U5, U, ) = j(wlls + o,0 + wji,, +§(a)4uf + U + o,ul +a)7uf))dt (5.6)

min 0

ile verilmektedir. o,, @, ve @, sirasiyla enfekte koyunlar, brusella bakterileri ve akut

enfekte insanlarin pozitif agirlik katsayilarini temsil ederken; o,, ., @, ve @, sirasiyla
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itlaf, ¢evre hijyeni, egitim kampanyasi ve tedavi icin pozitif agirlik katsayilardir ve ilgili
miidahalelerle iligskili maliyetleri tanimlar. Amag, (5.6) tarafindan verilen objektif
fonksiyonelini minimize etmektir. Yani, optimal kontrol fonksiyonlarinin uygulanmasina
bagl olan maliyetin yani sira, enfekte koyunlarin, brusella bakterilerinin ve akut enfekte

insanlarin sayist da minimize edilir.

Kesirli optimal kontrol problemi, objektif fonksiyonelini [O,tf} zaman araliginda
minimize eden u*:(uf ,u;,u;,u:)eU kabul edilebilir kontrol degiskenleriyle iliskili

X" :(s* LA I I Y Y ) durum degiskeninin belirlenmesinden olusmaktadir.

Diger bir deyisle,

J(X*,u*)z( min J(X,u) (5.7)

ifadesini saglayan optimal kontrol ve durum degiskenlerini bulmak amaglanir.
Pontryagin’in Maksimum Prensibi, (5.4)—(5.6) ile verilen Kkesirli optimal kontrol
probleminin ¢oziilmesi ve gerekli optimallik kosullarinin elde edilmesi i¢in kullanilacaktir.

Onerilen kesirli optimal kontrol probleminin ¢dziimii igin (5.6) objektif fonksiyonelini

minimize eden (ul* ,u;,u;,u:) optimal kontrol fonksiyonlarinin varliginin garanti altina

alinmasi gerekir. Bunun igin 6ncelikle (5.4) dinamik sistemindeki optimal kontrollerin
varligi ispatlanacaktir. Daha sonra Kesirli mertebeden optimallik sistemi ortaya

cikarilacaktir.

5.2 Optimal Kontroliin Varh@
5.2.1 Teorem: U kabul edilebilir kontrol kiimesinin (5.3) baslangi¢ kosullariyla verilen
(5.4) dinamik sisteminin (5.6) objektif fonksiyoneli gbz oOniine alindiginda objektif

fonksiyoneli minimize eden en az bir u”=(u;,u;,us,u;) optimal kontrol degiskenlerinin

var olabilmesi i¢in, yani (5.7) esitliginin yazilabilmesi i¢in, asagidaki kosullar
saglanmalidir:
i.  Kontroller ve kontrollere karsilik gelen durum degiskenlerinin kiimesi bos degildir.
ii. U kabul edilebilir kontrol kiimesi konveks ve sinirlidir.
iii.  (5.4) dinamik sisteminin sag tarafi siireklidir. Bununla birlikte, durum ve kontrol

degiskenleri lineer formdaki bir fonksiyon ile iistten sinirhdir.
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iv.  Objektif fonksiyonelin integrant: olan L(t,X,u) Lagrange fonksiyonu U kabul

edilebilir kontrol kiimesi tizerinde istten sinirli ve konvekstir.

v.  Objektif fonksiyonelin integranti icin m;,m, >0 ve ¢ >1 pozitif sabitleri vardir ve

%
) _

L (8 Xu) 2 m (Juf” +fu gl +fu, ) * = m, (5.8)

esitsizligi saglanir.

Ispat: i. hem (5.4) dinamik sisteminin sahip oldugu parametreler hem de ¢oziimler [O,T]

araliginda sinirh oldugundan (5.4) dinamik sisteminin ¢6ziimii vardir [115].
ii. U kabul edilebilir kontrol kiimesinin tanimindan kapali ve sinirli oldugu agiktir.

iii. (5.4) dinamik sistemi pozitif ve sinirli katsayilarla matris formunda

0“71ABth“X=G(X)=AX+F(X), (5.9
yeniden yazilabilir. Burada
X =(s,,V,,i,,e v,sh,iah,ich,rh)T, (5.10)

s? 7s? s s

olmak tizere A ve F matrisleri sirasiyla asagidaki sekilde verilir:

-7, & O 0 0 0 0 0 0
v -1, O 0 0 0 0 0 0
0 0 -7 0 0 0 0 0 0
0 0 o —(u+u) 0 0 0 0 0

A=l 0 0 Kk k —(d+nz+u,) 0 0 0o 0 |
0 0 0 0 0 — i, 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —(oy+m+u) 0 0
0 0 0 0 0 0 o, p -1, O
0 0 0 0 0 0 (on(1-p)+U,) 7a -t
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As _ﬂss(es +is)_¢ SSb

p+b
—pv, (e, +i,)— &g v.b
p+b
_ (s, +ev,)b
B(s, +ev,)(e, +|S)+¢W
0
F(X)= 0

h (1) A (e 1)+ 42

s,b
p+b

(-u){ s e +1) 4

0
0

burada 771=(y+v), 772:(,u+5), 7]3=(O'+,U) ve 7742(7ch+,uh) terimleri kolaylik

olmasi agisindan ifade edilmistir. (5.10) denkleminden

by
p+h

(ssl + gvsl)[ﬂ(esl + isl) + ¢

#b,

: &,
1-— e
( u3)sh1(/8h (esl+|sl)+p+bl

elde edilir. Buradan

‘F(le_F(XZXZWﬁ(QQ(QZ+Jﬂ)—sﬂ(al+k0)+¢(jﬁéﬁ__

+ gﬂ(VSZ (esz + isz)_vsl (esl +

_gﬁvsl (esl + isl) - 5¢% + 818V32 (esz + isz ) + 5¢

_(1_*%)Sm(ﬁ%(%1+iﬂ)+;;11ij+(1_*%)%z(/%(%2+iw)+

_ H _ sslbl H SstZ
ﬂssl(esl + Isl) ¢p+b1 +ﬂssz (esz +|52)+¢

p+h,
st bz
p+b,

R ORI

J—(l—u3)sh2(ﬁh (e, +ig, )+

0
0

Saby

p+b,  p+hb
: Vb, v
nsl))+s¢[—p+b2 pHJ‘
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+ ﬂ((sSl +evg ) (ey +ig ) —(Ss, + vy, ) (&g, + isz))+¢((551;i\&1)b1 3 (Ssz;i\szz)sz

+ ﬁh (1_u3)(5h2 (esz + isz)_shl (esl + isl))+¢h (1_u3)(ﬂ_ﬂj

p+b,  p+h

sub sub, j
p+b p+b,

+ B, (1=U5) (S, (8 +isy ) = Sna (8 +isp ) ) + 8, (1—u3)[

Sob  saby

< IB (Ssz (esz + isZ)_ Ssl(esl + isl))‘+ ¢ o+ b2
+gﬁ Vsz (esz + isZ)_Vsl (esl + isl) + g¢ ;lsj_bé - I;/sj_bll)l
. _ - slbl SSZb
+ﬂ Ssl(esl+lsl) 552 (e82 +IS ) p+b1 p+b
s1\ Vsl sl s2 s2 s2 P+b1 p+b2
. . S,,,0 S
+ﬁh (1_u3)‘sh2 (eSZ +|52)_Shl(esl +|Sl) (1—U3) phj_ ;2 - pribé)l
] ) Sub, Sp,b
1— _ 1— _ThiFl _ _Ther2
0 (103 ) |8y (B iy ) = Sz (B i )| + 4 (1) p+b  p+b,
- 2ﬂ|sslesl SsZeSZ + Ssllsl SSZISZ| + 2¢ Slbl S b
p+b p+b
+2‘9ﬁ|vslesl — V26, +Vslisl _V52i52|+ 28¢ ﬂ - VSZbZ
p+b  p+b,
_ ) Sub S.,b
2 1— _ _ 2 1— hi®1 _ _“h2¥2
+ ﬂh( u3)|shlesl Sh2€s2 T Snilst Sh2|32|+ X u3) p+b p+b,
o s.b (p+b,) =50, (p+1)] 5.12
:2 _ _ 2 s1 2 $272 ( . )
ﬁ|sslesl SsZeSZ +Ssllsl SSZISZ|+ ¢ (p+b1)(,0+b2) ‘
S Vb, (p+b,)—Veb, (p+b)|
2 . _ 2 sl 2 s2™2 1
+ gﬂ|vslesl Vs2€s Vsl V82|52|+ g¢ (,0+b1)(,0+b2) ‘

+2ﬁh (1_u3)|3hles1 S2€s +Shllsl Shzisz|+2¢h (1_u3)

Shlbl(p+b2)_sh2b2 (p+b1)‘
(P+b1)(,0+b2)

S2ﬂ|sslesl S e +Ssllsl SsZi52|+2¢‘p(sslbi_sszb2)+blb2(351_552)

+2‘9ﬂ|vslesl — V5,25 +Vsllsl _V52i52|+ 28¢|p slbl _Vszb )+bb ( 17 Vs )|

+28, (1 u )|Sh1 1~ Sh2€s2 T Spalsy — Sl sz|+2¢h (1 U, ‘P Shlbl S1.20 )+b1b (Shl Sho )‘
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elde edilir. (5.12) esitligi diizenlenirse

[F (X)) = F (X,)| < 25484 = Syup + S8y — S + Setley — Sy + Setlsp — Seales |
+20|p(Syby = Syb, +54b, — 5,0, ) +bib, (s —S.,)
+26[3|V 1841 —VigByp +Viy€yp — VirByp + Vg — Vi, + Vi, — Voo, |
+20|p (Vo — Vb, +Vb, —v,b, ) +byb, (v — V., )
+28, (1-U3)[Sy,8 — S8z + Sni€s2 — Sna€ez + Stalsy — Shalsz + Snalsr — Spalso|
+24, (1-U, )| o (Syyby — Sy, +S,b, = 5.,b, ) +bib, (5,, =Sy, )|
=235, (g~ )+ (S —Sez )+ Sey iy — ey )+ (S —S:2)
+2|p (54 (0, =b, ) +b, (s, =5, )) +byb, (5, =5,
+26f |V, (g — €5 )+, (Vo —Vap )+ Vy (g =i, ) +igy (Vi — Vi)
+2£¢‘p Vg (b —b, ) +b, (Vg =V, )+ Db, (v -V, )
+28, (1= Uy )[30y (8 — €00 ) + €4y (Spy = Snz )+ Sug (I — ez ) Ficp (Spy =Sy )|
+24, (1 u3)‘ (802 (B =, )+, (81 =8 )) + b (81, — hz)‘
<285y |es — o]+ €ep[Sey — Sea| + Saa [l — oo | + iz |5 — 5o )
+26( Sy |by —b,|+(pb, +bib, )[s, = 5., ])
+26 (Vg |6 —€ea| + €05 Ve = V| + Vg i — o |+ [Vey = Ve )
+25¢(,0V51|b1 b,|+ pb2+b1b2)|vsl_V52|)
+2/8, (1= Uy ) (Sny |1 —€ea] + €4 [Sny — Sna |+ S i —co |+ iz [Sn = Sho))
+24, (1-U, ) (oy [0, — by |+ ( ob, + by, )5, =1, ])

‘F(Xl)_ F (XZ)‘ =2(B (e, +is )+ 40, (p+1y))[85 S,
+2¢( (g, +igy )+ 0, (P +1by) )V — Ve
+2(B(5q + &V )+ B, (1-U3) s, e, — iy
+2( B3y + By (1-Uy) Sy )iy i
+2p(p (g + Ve )+, (1-Us) sy, )0, — b, |
+2(1-U,) (B, (&, +isp )+ b, (0 +1,) |50 = Spo]

elde edili. 0 =2(B(e,+iy,)+db,(p+h)), N, =2(B(s,+evy)+ B, (1-Us)sy),
= Z(ﬂssl +5, (1_u3)5h1) , n,= 2p(¢(ssl +€Vsl)+¢h (1_u3)5h1)'
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N =2(1-u,)(, (&, +i;, )+ b, (p+b)) olmak iizere M =maks{n,,n,,n;,n,,n;} olsun.

Holder esitsizliginden,
IF (X)) = F (X,)| <M (|5 —=Sep| +[Vey = Ve |+ le —€ea | +[ig —ico|+ [0, =y | +[51, —Sy])  (5.13)

bi¢iminde elde edilir. Burada pozitif M sabiti, X durum degiskenlerinden bagimsizdir.

Bu asamada G fonksiyonunun Lipschitz kosulunu saglayarak siirekli oldugu

gosterilecektir. X, ve X, G fonksiyonunun iki durum degiskeni olsun. Boylece,

G(X,)=G(X,)|=|AX, = AX, + F (X,)=F(X,)|
<[AIX, = X, [ +[F (X,) = F (X))
< A([Sq = Sea + Ve = Vaa| 651 —€sa| + iy — s | + by = b, | + S5, = Sy
iy = bana| + [iens = Teno| [0 = Th2)
+M (|5 = Sep| +[Ves = Ve | + [y — 0| + iy =]+ By —Bo |+ ]Sy =Sz )
= ([ A+ M )([sq = Sa |+ Ve = Ve | + 65 = €05 | + iy =i, | +)
A (e = Tz |+licrs = e+ [ = rhz|)
<AL+ M) (|55 = S|+ Vey = Ve | +]E01 —€ea |+ [icy =] +]by = by |+ [S5, — S1|
iy = oo |+ [ien = Fena| + [0 = Ti2])

= (”AHWL M )|X1 - X2|
elde edilir. Asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilir:
IG(X,)-G(X,)|<@|X,— X,

burada w:maks{”A”, M}<oo kosulunu saglayan Lipschitz katsayisidir. G fonksiyonu
siirli oldugundan diizgiin olarak Lipschitz siirekli oldugu sonucuna varilir. u,, u,, u, ve
u, kontrollerinin tanimi ve S, (t), Vv, (t), & (t), i (t), b(t), s,(t), iy (1), ix (t) ve 1, (t)

durum degiskenleri tizerindeki kisitlamayla (5.4) dinamik sisteminin bir ¢oziimiiniin var

oldugu ispatlanmis olur [116].
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iv. L(t, X,u) =aj, +ob+a,, + ;(@u + U7 + U + ;U ) objektif fonksiyonelinde

integrantin konveksliginin gosterilmesi igin
L(t, X,u+qv)<(1-q)L(t, X,u)+qL(t, X,v) (5.14)

esitsizliginin ispatlanmasi gerekmektedir. O halde u :(ul,uz,us,u4) ve v:(vl,vz,vs,VA)

iki kontrol vektorii ve g € [0,1] olmak iizere (5.14) esitsizliginin sol tarafi diizenlenirse

{a)liS + b+, +%(a)4 (1-q)u, + qvl)2 + o ((1-a)u, + qu)2

+a)6((1—q)u3+qv3)2+a)7((1—q)u4+qv4)2)}

—(1—Q){@1is + @, + @, +%(a)4u12 + U2 + Ul + a)7uf)}

+q {coliS + Wb+ wji, + %(0)4V12 + V2 + V2 + wﬂf)}

=_%(1—q) (0,uf + U] + ogul + U} )+ ;(1 q)" (@7 + @3 + 0,3 + w,u})

_%q(a}4v + 0N + 0N + oV )+;2(1 ) A (@,UV; + DU V, + @U,V; + @,u,V, )

+%q2 (a)4v12 +@N? + oNE + a)7v§)

:_Eq(l—q)(@u + Ul + Uz + o,u )——q(l q)(a)4vf+a)5v22+a)6v§+a)7vf)
=2(1-9) q( @V, + @u,V, + 05UV, + @,u,V, )

:_%q(l—q)(@u + U2 + Ul + U )——q(l 0)( @ + V] + 0V; + oV} )
1

+§(l— q) a4 @,UV, + @U,V, + WUV, + a;U,V, )

[EEN

+§(1— q) 0 @,UV, + @U,V, + WUV, + U,V ) (5.15)
1
- _Eq(l_ q) (@, (U, =V, )+ e, (U, =V, ) + U (Uy = V3 ) + @, (U, —V,))

1
—EQ(l—Q)(a)4V1(V1 —Uy)+ @V, (V, —U, )+ gV, (V; — Uy ) + 0V, (v, —U, )

1
:_Eq(l—q)(a)4(ul—vl)2 + o, (U, —vz)2 +a)6(u3—v3)2 + o, (u4—v4)2)
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seklinde bulunur. q€[0,1] ve @,, @,, @, Ve o, agirlik katsayilart pozitif oldugundan
1
_Eq(]_—q)(a)4 (U =V, )’ + @y (U, =V, )’ + @y (Us—V;) + @, (u, —v4)2)£ 0 (5.16)

i .1
elde edilir.  Boylece L(t,X,u)=wi, +ao,b+aw,i, + E(a)4u12 + U7 + Ul + a)7uf)

fonksiyonunun U kabul edilebilir kontrol kiimesi iizerinde iistten sinirlt ve konveks oldugu
gosterilmis olur.

v. Son olarak, (5.8) esitsizliginin saglandig1 gosterilecektir. ¢ >1, m,m, >0 ve @, ,,

0, 0, 0, 0, @, >0 olmak lizere

m,

%
) _

wjis + Wb+ Wiy, +%(a)4uf + U3 + U5 + U] ) = m, (|u1|2 u, |+ |+ |

esitsizligi yazilabilir. Ciinkii durum degiskenleri sinirlidir. Dolayisiyla, objektif

fonksiyoneli minimize eden en az bir u”=(uj,u;,u;,u;) optimal kontroliin var oldugu

sonucuna varilir.

5.3 Optimallik Sistemi
Bu kisimda kesirli optimal kontrol probleminin optimal ¢6ziimiinii bulmak igin

Pontryagin’in Maksimum Prensibi [83] uygulanacaktir.

(5.4)—(5.6) ile verilen kesirli optimal kontrol probleminin ¢oziimii igin gerekli olan

optimallik kosullar1 agagidaki teorem ile verilecektir.

5.3.1 Teorem: (uf,u;,u;,uj)eu, (5.6) objektif fonksiyonelini minimize eden optimal

kontroller ve (s;,v;,i;,€;,b",5;, iy, 1.1 ), (5.4) sistemi igin optimal ¢6ziim olsun. O halde,

i=12,..,9 olmak iizere A4 t, =0 karsitlik kosullariyla
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*

+u+v>+zzv+ﬂs(ﬂ(e:+i:)+¢b—b*),

- o * -k b*
0 DL Ay = A (Bes +i) +p——
p+b

0“7 DI Ay = A6 = A, (1 + 5+ e (] +i )+g¢ )+/13(gﬂ(e +i )+g¢ )

07 DS Ay = 0, = A S, = 8PV, + A5 (S, +€Vs)-(0+ﬂ))”40+ Ak
AU s+ 4 (-0 Bisr,

00D Ay = @, = S, AV, + A (S +2V,) = Ay (1 +07) + Aok
_ 6(1—u;)ﬁhs;+ﬂ7(1—U;)ﬂh3;1

*

a-1 ABC va (S +£V)
Ja . D v
O 31_4’5,0( b) th ¢'0(p b")? +Adp (p+b7)°
-A.(d 2 ﬂ“ 1- 3/%h Ha )t S—h*Z’
A (d+nz+uy)- A, (1-u )¢p(p by 7t A4 (L= )¢p(p+b) (5.17)

*

0" "D A = ~(A = A,)((1-u3) B, (& +l)+¢h g et

0“1 "SDI A, = 0, ~ 2, (0, + 1, +U;) + A0, P +/Lg(6h (1— p)+u,),
ge-t Aec D Ay = ~Ag (Ven + 14,) + AoV en»
ga—l AB(iDtoftﬂg =_A'9:uh7

esitliklerini saglayan (21,22,13,24,25,/16,27,28,/19) yardimer durum degiskenleri vardir.

Bununla birlikte, (u;,u,,us,u; ) optimal kontrol fonksiyonlars

(5.18)

olarak elde edilir.
Ispat: Formiile edilen kesirli optimal kontrol probleminin ¢oziimii igin gerekli optimallik
kosullar1 Pontryagin’in Maksimum Prensibi tarafindan verilmektedir (bkz: 2.4.2 Teorem.).
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Hamilton fonksiyonu

1
H(t, X,u,4) = i, + b + aji,, +§(w4u12 + U7 + U’ +a)7uf)

+A1(AS - fs, (e, +i;)—¢ Ssbb—(;wrv)sS +5vs}

+12(v35—(ﬂ+5)vs_‘9ﬂvs(es+i) & +bj

S +gv)b

+Ag(ﬂ(ss+gvs)(es+i) ¢( (a+y)e3]
+2, (o6, —(p+uy)i )+ A (1) (K (es+ls)—(d+nr+u2)b)

+/16 Ah _(1_u3)(ﬂhsh (es + is)_¢h
Yo

S | s
+b HnSy

+A7[(1 u )(ﬂhsh(e +ig )+ 4, pslbb}(gh + i +u4)iahJ
2001 Phy (7 1)1 2 () (03 (L ) 0, )y + 7 — 145 5.19

olarak tamimlanir. ABC tiirevi bakimindan o6nerilen Kesirli mertebeden Euler—Lagrange

denklemleri Hamilton fonksiyonu cinsinden asagidaki gibi verilir [91]:

Durum sistemi:

girospes, - OH gramepay (OH geiseopeg M
o o4, o,
90{71 AB% DtoziS — aH 90{ -1 ABg Dt b — aH 90{ lAB(é Dt Sh aH ,
EYN £y EZ
90{ -1 ABC Dta = 8H 905 -1 ABC Dta 0w = aH ’ ea—l ABS Dtarh — aH ,
EXS EXN o
T (5.20)
Yardimci durum sistemi:
o «, OH . o oH
o inis -Gl oo -—S oo =S,
OoH 8H
ea—l ABC Da/’L _= ea -1 ABC Da — 00{ -1 ABC Da/ft
R TR als /15 t“t, % 88
oH oH OH
ea lABCDa 6(1 lABCDa ezx -1 ABC ==
A= oi,, o= oi,, B4 or,

Kontrol fonksiyonlar:

OH _o, oH _o, cH _o, OH 0
ou, ou, ou, ou,
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Durum, yardimci durum ve kontrol denklemlerini bulmak igin (5.20) denklemindeki kesirli
mertebeden Euler—Lagrange denklemleri Hamilton fonksiyonuna uygulandiginda, durum

denklemlerinin (5.4) dinamik sisteme karsilik geldigi acikga goriilmektedir. Ardindan,

yardimei durum denklemleri 4 t, =0, i=12,.,9 Kkarsitlik kosullariyla

* *

+ﬂ+V)+/12V+ﬂs(ﬁ(eZ+i:)+¢b—b*).

0 DS Ay = = (B(e; +i )+¢

)+/13(«9/3(e +i )+8¢ )

0 "D 2y = 0, — 43S, — AV, + A5 (s + svs) (ot )+ A0+ 2K
A=) A5+ A, (1-U) Bsr,

0" "Dy 2y = 0, = AuBS; — AV, + A (S, +6V0) = Ay (e Uy) + 25K
») (1—u*)ﬂhs; +A7(1—UZ)ﬂhSE,

0“7 DI Ay = 46— A (u+ S+ P (e, +i )+g¢

*

a-1 ABC (ya v, (S +eVv)
o DA = > —
t tfﬂs 21¢/0 ) + AE0p (p+b + A0 S )
* SI:
—A;(d + nT"'uz) As (1— u3)¢hp (p+b ) +/17( 3)¢hpm’

*

0D 2 = ~(Ag — A) (L~ U3) B (€] +|)+¢h ) Ao

9t ABCtZDtOftﬂ’7 = o, _%(Uh + 4, +U4)+280'h p+/19(0'h(1— p)+U4),
00671 AB? Dtof‘/18 = _/18 (7/ch +:uh) +A’9]/ch’ (521)
015D 1, i,

bi¢cimde elde edilir. Benzer sekilde kontrol denklemleri de
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2—: » = w,u; - A,i. =0,

ZT = ;= 4" =0 N
: 5.22

2_: e O, = Ao, + Agizy =0,

olarak bulunur. Pontryagin’in Maksimum Prensibi kullanilarak kabul edilebilir kontrol
kiimesinin iist ve alt sinirlari g6z Oniine alinarak optimal kontrol degerleri kompakt bir

sekilde asagidaki gibi temsil edilir:

(5.23)

W, p+h’

u;:maks{min{ﬂ(ﬂhs; e, +i, +¢hs;b—*),1},0},

Durum, yardimci durum ve kontrol denklemlerinin agiga ¢ikarilmasiyla ispat tamamlanmis

olur. o
Kesirli mertebeden optimallik sistemini ¢6zmek igin Oncelikle normallestirilen kesirli

bruselloz modelinin parametreleri tahmin edilecektir. Daha sonra sayisal ydntem

uygulanarak onerilen stratejiler grafiksel sonuglarla ayrintili olarak tartigilacaktir.
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6. PARAMETRE TAHMINI

Bulasici  hastaliklarin  daha ger¢ek¢i bigimde modellenebilmesi i¢in  modelin
parametrelerinin tahmin edilmesi gerekir. Bu boliimde, dolayli bruselloz yayilimi igin
Onerilen doymus insidans orani, insanlar igin A, (dogum), g, (6lim) ve y, (iyilesme)
oranlarinin eklenmesinin yani sira R, (t) bdlmesinin de dikkate alinmasiyla gelistirilen

(3.2) kesirli bruselloz modelinin degisen dinamikleri i¢in parametre tahmini yapilacaktir.
Amag, gelistirilen (3.2) kesirli bruselloz modelinin ABC tiireviyle gercek verilere daha
yakin davranis sergiledigini gostermektir. Bu nedenle (3.2) modelinin parametrelerinin
yani sira kesirli tiirevin mertebesi de en kiigiik kareler yontemiyle tahmin edilecektir.
Ustelik onerilen optimal kontrol problemindeki kontrol fonskiyonlarindan daha gergekgi
sonuclar elde edebilmek adina normallestirilmis (5.2) kesirli bruselloz modelinin

parametreleri de tahmin edilecektir.

6.1 Gelistirilen Kesirli Bruselloz Modeli i¢cin Parametre Tahmini

Bu alt bolimde, gelistirilen (3.2) kesirli bruselloz modelinin parametreleri ve kesirli
tirevin mertebesi (3.2) kesirli bruselloz modelinin baslangi¢ kosullar1 ve 2005-2010 yillar
arasinda Cin’in I¢ Mogolistan bolgesindeki veri seti kullamlarak en kiiciik kareler

yontemiyle tahmin edilecektir [43,50,117].

Literatiirde bulasict hastaliklarin daha gercek¢i modellenmesi icin siklikla kullanilan en
kiiciik kareler yontemi, ¢oztiim ile veriler arasindaki farkin karelerinin toplamini minimize
ederek veri setine en iyi sekilde uyan egriyi veya dogruyu belirlenmesini saglamaktadir.
Kesirli operatorler kalitsal ozelligi ve hafiza etkisine sahip olmalariyla hastaligin
geemisteki davranisindan yola ¢ikarak gelecekteki seyri hakkinda gergegine oldukga yakin
fikirler vermektedir. Sagladigi bu avantaj sayesinde kesirli tiirevli modellerin parametreleri
giiclii bicimde tahmin edilebilmektedir. Arastirmacilar bunun icin {i¢ farkli yaklasim

kullanmaktadir:
e Bunlardan biri, tamsayr mertebeden model kullanilarak parametre degerlerinin

tahmin edilmesinin ardindan daha az hata elde etmek i¢in tiirev mertebesinin farkl

degerlerine gore uydurma egrisinin degisimini incelemektir [118,119].
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e Bir digerinde ise sabit bir kesirli tiirev mertebesi belirlenerek modelin parametreleri
tahmin edilir. Kesirli tiirevin mertebesi farkli degerlerde birkag kez test edilip

gercek verilere en yakin sonucu veren kesirli tiirev mertebesi secilmektedir

[120,121].

e Sonuncusunda ise kesirli tiirevin mertebesi de tahmin edilmesi gereken bir
parametre olarak kabul edilmektedir. Boylece en iyi uydurma egrisi optimal

parametre degerleri ve optimal kesirli tiirev mertebesiyle bulunmaktadir [122,123].

Bahsedilen ilk iki yaklasimda genellikle denemenin birka¢ kez tekrarlanmasi gerekir ve
ister istemez optimal sonuglarin alinamamasi problemiyle karsilagilmaktadir. Sonuncu
yontem, en iyi uydurma egrisinin deneme gerektirmeden elde edilmesini sagladigindan ilk
iki yoldan daha kullanishdir. Ustelik parametrelerin yani sira kesirli tiirevin mertebesi de

tahmin edildiginden hastaliklarin yayilim davranis1 daha iyi yakalanabilmektedir.
Bulasict hastaliklart belirli bir veri seti yardimiyla modelleyebilmek icin kullanilan

dogrusal olmayan en kiigiik kareler yonteminde parametreler ¢oziim ile veriler arasindaki

hatalarin karelerinin toplamini (HKT)

HKT xdata = min

k
|F X, xdata —ydataHz:minZ F x xdata -ydata | (6.1)
Xt

minimize ederek hesaplanmaktadir [117]. Burada xdata girilen veri seti ve ydata alinan
cikt1 degerleri olmak iizere xdata ve ydata matris veya vektordiir. Ayrica F X, xdata

ydata ile aynm1 boyuta sahip matris veya vektdr degerli bir fonksiyondur. Istege bagl olarak

X’e ait bilesenler
Ib<x<ub (6.2)
bi¢ciminde Ib alt ve ub {ist sinirlar ile kisitlandirabilir.

Gelistirilen (3.2) kesirli bruselloz modelinin parametre degerlerini tahmin etmek igin

“Isqcurvefit” MATLAB komutu kullanimistir. “Isqcurvefit” komutu veri uydurma
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problemlerinin kolaylikla ¢6ziilebilmesi adina basit bir arayiiz saglamaktadir. Yani, veriler

arasindaki hatalarin ayri ayri karelerinin toplamini hesaplamak yerine kullanici tanimli

Isqcurvefit komutu kullanilarak vektor degerli bir fonksiyon hesaplanmaktadir. Gelistirilen

(3.2) kesirli bruselloz modelinin parametreleri ve kesirli tiirevin mertebesi 2005-2010

yillar1 arasinda Cin’in I¢ Mogolistan bolgesindeki akut enfekte olmus insanlarmn verileri

kullanilarak tahmin edilmistir [43,50]. (3.2) modelinin gergek verilere en yakin davranisi

gosteren ¢oziimii Hou ve dig. [33] tarafindan 6nerilen model ile karsilastirmali olarak Sekil

5.1°de ¢izdirilmektedir. Gergek veri seti i¢in optimal davranis sergileyen egriyi olusturan

parametre degerleri ve baslangi¢ kosullart sirasiyla Tablo 6.1 ve Tablo 6.2°de

listelenmektedir.

Tablo 6.1: (3.2) modelindeki parametrelerin tanim ve degerlerini gosterir.

Parametre Tanim Referans Deger Birim
o ABC kesirli tﬁr_evinin tah_mi_n 0.9850 yil™?
mertebesi edildi
A Yeni dogan koyun sayisi [33] 11629200 koyun yil™
Duyarlilarin koyunlarin tahmin Y
B maruz kalan ve enfekte o 2.0e-08 koyun™ yil
o edildi
koyunlarin etkilesim orani
y Brusella bakterisinin duyarl:  tahmin 3.0e-10 bakteri* yil ™
koyuna bulagma orani edildi
D Bakteri popiilasyonggun varsayilds 1.0e6 bakteri
yari—doymus sabiti
P Koyunlarin dogal 6liim [33] 0.22 yil™
orani
v Koyun asilama orani [33] 0.316 yi™
As1 bagisikliginin 0.4 yil ™
o kaybedilmesi [33]
& Gegersiz agtlama orani [33] 0.18 yil™
Maruz kalan koyunlarin 1 e
< enfekte olma orani [33] Y
c Enfekte koyunlarln itlaf tah_m i_n 0.14 yil?
edilme orani edildi
Maruz kalan ve enfekte tahmin _ L
k koyunlarda brucella sagilma edildi 4 bakteri koyun™ yil
orant
d Brusellanin gevrede ¢iirlime [33] 36 yil ™
orant
n Bruselladan arinma siireleri [33] 0 yi™
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Tablo 6.1: devam

Parametre Tanimi Referans Deger Birim
T Etkili arinma orani [33] 0 yil™
A, Yeni dogan insan orani [50] 0.0057 insan yil™
Brusella bakterisiden tahmin N
?, duyarli insanlara bulasma - 2.0e-11 bakteri™ yil
edildi
hiz1
B Koyunlardan insanlara tah_mi n 1.3e-10 koyun yil™
" bulasma orani edildi
Hy Insanlarda dogal 6liim oram [50] 0.0054 yil™
Akut enfektelerin kronik .
o, P enfekte durumuna gegis [33] 0.6 yil
orani
o, (1_ p) Akut enfektelerin iyilesme 33] 0.4 yil™
orani
- Kronik enfekte insanlarin [5] 05 yil™?

lyilesme orani

Tablo 6.2: (3.2) modelinin baslangi¢ kosullarini gosterir.

Parametre Deger Referans Birim
S(0) 4.341x107 [33] koyun
Vv (0) 8.44x10° [33] koyun
E(0) 0 [33] koyun
1(0) 1.33x10° [33] koyun
B(0) 6x10° [33] bakteri
S,(0) 2.348%10’ [33] insan
., (0) 8663 [50] insan
4 (0) 0 [33] insan
R,(0) 0 varsayildi insan
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«10% Akut Enfekte insanlar

24
Hou ve dig. tarafindan onerilen model
221 «=0.9850, Gelistirilen kesirli tirevli model 1
Gergek veri
2 _ |

1.8

1.6

1.4

1.2

0.8

1 1
2005 2006 2007 2008 2009 2010

0.6

Zaman(yil)

Sekil 6.1: Gelistirilen (3.2) modeli igin elde edilen en iyi uydurma egrisi.

Sekil 6.1°den goriildigii tizere, ABC tiireviyle incelenen model, gergeklestirilen parametre
tahminiyle veri setindeki ¢ogu veriyi yakalamakta ve yayilima olduk¢a yakin davranis
sergilemektedir. Simdi, yayilim siireci hakkindaki sonuglari daha belirgin sekilde
gozlemleyebilmek adina modeldeki tiim bdlmelerin  sayisal simiilasyonlar1 elde
edilmektedir. Ayn1 zamanda, Hou ve dig. [33] tarafindan onerilen model ile karsilastirmali

olarak verilmektedir.
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w107 Duyarlh koyunlar 18 107 Asgilanan koyunlar

0.6 : ; : : :
0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yl)
7 X 108 Maruz kalan koyunlar 5 X 107 Enfekte koyunlar
Hou ve dig. tarafindan énerilen model
61 1 m— y=0.9850, Geligtirilen kesirli tlrevli model
5 L
4 .
3 .
2 F
11
0 1 L L 1 L
0 2 4 6 8 10 12

Zaman(yil) Zaman(yil)

Sekil 6.2: Klasik ve kesirli tiirevli bruselloz modellerinde koyunlar i¢in elde edilen
¢Ozlimlerin karsilastirilmas.

6 %107 Brusella bakterileri
Hou ve dig. tarafindan onerilen model
5 «=0.9850, Gelistirilen kesirli tirevli model

Zaman(yil)

Sekil 6.3: Klasik ve kesirli tiirevli bruselloz modellerinde brusella bakterileri i¢in elde

edilen ¢oziimlerin karsilastirilmasi.
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%107 Duyarh insanlar . 104 Akut enfekte insanlar

24
235¢
23T
225¢
2.2 : : : : : 0 : : : : :
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)
5 X 10°  Kronik enfekte insanlar 3 & 10° iyilesen insanlar
Hou ve dig. tarafindan énerilen model
«=0.985,Gelistirilen kesirli model 25+t
15¢F
2 E
1 15
1F
05
051
0 : : ‘ : : 0 : : : : :
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)

Sekil 6.4: Klasik ve kesirli tiirevli bruselloz modellerinde insanlar i¢in elde edilen
¢Ozlimlerin karsilastirilmas.

Sekil 6.2, 6.3 ve 6.4’de Hou ve dig. [33] tarafindan Onerilen model ile ger¢ek verilere
dayal1 gelistirilen kesirli bruselloz model 12 yillik siirecte karsilastirilmistir. Sekil 6.1,
Sekil 6.2, 6.3 ve 6.4’den goriildiigi tizere kesirli bruselloz modeli ger¢ek hayat problemine
daha yakin bir model olarak gelistirilmistir. Ustelik, yayilim davramsini olduk¢a yakin
bi¢imde yakalayabilen kesirli tiirevli bruselloz modelinde koyunlar arasindaki yayiliminin
daha agresif oldugu gozlemlenmektedir (bkz. Sekil 6.2). Bu nedenle, koyunlarda bruselloz

yayilimini azaltacak onlemlere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Sekil 6.3’de kesirli tiirevli bruselloz modelinde doymus insidans oraninin etkisiyle brusella
bakterileri Hou ve dig. [33] tarafindan Onerilen modele nazaran daha soniimlii davranig
gostermektedir. Bakterilerin olaganiisti bigimde ¢ogalmasimi engellemek amaciyla

onerilen doymus insidans oraniyla etkili sonu¢ alinmistir. Gergekten de yari—doymus sabiti
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sayesinde doymus insidans orani bakterilerin ¢ogalmasini azalttigindan bilineer insidans

oranindan daha ger¢ekgeidir.

Sekil 6.4’den anlasilacag1 iizere, gelistirilen kesirli bruselloz modeline iyilesen insan
bolmesinin eklenmesiyle duyarli ve iyilesen insanlarin siire¢ igerisindeki davranist agik bir
sekilde incelenebilmektedir. Bu da yayilim siireci hakkinda daha belirgin sonuglarin elde

edilmesine olanak saglamaktadir.

Sekil 6.1’den yola ¢ikarak Kesirli tiirevli bruselloz modelinin gergek durumu iyi bir sekilde
temsil ettigi g6z oniline alinirsa, Sekil 6.2, 6.3 ve 6.4’deki her popiilasyonda bruselloz ciddi
sekilde yayllmaya devam etmektedir. Salginin kontrol altina alinmasi igin 6nleyici kontrol
stratejilerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu tezde gelistirilen modelde oldugu gibi, bulasici
hastalik modelleri sayisal olarak fazla popiilasyona sahip oldugunda sistem analizi igin
genellikle sorun teskil etmese de, modele uygulanan optimal kontrol probleminden ¢ogu
zaman dogru ya da istenilen ¢iktilar alinamamaktadir. Bu dogrultuda, tezde optimal kontrol
stratejilerinin normallestirilmis kesirli bruselloz modeli i¢in 6nerilmesi planlanmaktadir.
Bundan dolayi, normallestirilmis kesirli bruselloz modelinin parametreleri de tahmin

edilmektedir.

6.2 Normallestirilen Kesirli Bruselloz Modeli i¢cin Parametre Tahmini

Bu alt boliimde, normalestirilmis (5.2) kesirli bruselloz modelinin 2, ., ¢, k, ¢ ve ¢
parametreleri modelin baslangi¢c kosullar1 ve 2005-2010 yillar1 arasinda Cin’in I¢
Mogolistan bolgesindeki normallestirilmis veri seti kullanilarak benzer yontemle tahmin

edilecektir.

Dikkat edilirse bu kisimda sadece parametrelerin tahmin edilmesine odaklanilmaktadir.
(3.2) kesirli bruselloz modeli igin kesirli tiirev mertebesinin degeri halihazirda tahmin
edildiginden, normallestirilmis (5.2) kesirli bruselloz modelinin parametreleri yukarida
bahsedilen ikinci yaklasimla tahmin edilmektedir. Yani, kesirli tiirevin mertebesi

o =0.9850olarak belirlenerek modelin parametreleri tahmin edilmektedir.

B, B, C K ¢ ve @ parametre degerleri bu boliimde de en kiigiik kareler yontemiyle

“Isqcurvefit” MATLAB komutu kullanilarak tahmin edilmektedir [117]. (5.2)
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Normallestirilmis Kesirli bruselloz modelinin, normallestilmis veri setine en yakin

davranig1 gosteren ¢oziimii Sekil 6.5’de ¢izdirilmektedir. Normallestirilmis veri setiyle elde

edilen en iyi uydurma egrisinin normallestirilmis baslangi¢ kosullar1 ve parametreleri

sirasiyla Tablo 6.3 ve Tablo 6.4’de listelenmektedir.

Tablo 6.3: (5.2) modelinin baslangi¢ kosullarini gosterir.

Parametre Deger Referans
s, (0) 0.8163 [33]
v, (0) 0.1587 [33]
e.(0) 0 [33]
i (0) 0.0250 [33]
b (0) 0.1015 [33]
s, (0) 0.9996 [33]
i, (0) 0.0004 [50]
 (0) 0 [33]
r, (0) 0 varsayildi

Tablo 6.4: (5.2) modelindeki parametrelerin tanim ve degerlerini gosterir.

Parametre Tanimi Referans Deger
A Yeni dogan koyun orant [33] 0.2187
B E(;l;ffﬁ;lﬁ;lr; tl;ﬁ};;t;llagrr; nrilaruz kalan ve enfekte tahmin edildi 0.625
y S::Iflella bakterisinin duyarli koyuna bulagsma tahmin edildi 0.59
P Bakteri popiilasyonunun yari—doymus sabiti varsayildi 1
H Koyunlarin dogal 6lim orani [33] 0.22
v Koyun asilama orani [33] 0.316
) As1 bagisikliginin kaybedilmesi [33] 0.4
£ Gegersiz astlama orani [33] 0.18
o Maruz kalan koyunlarin enfekte olma orani [33] 1
c Koyunlarin bruselloza bagli 6liim oran1 tahmin edildi 0.14
K lerltilia I;?allir: ve enfekte koyunlarda brucella tahmin edildi 4
d Brucellanin ¢evrede ¢iiriime orani [33] 3.6
n Bruselladan arinma stireleri [33] 0
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Tablo 6.4: devam

Parametre Tanimi Referans Deger
T Etkili arinma oran1 [33] 0
A, Yeni dogan insan orant [50] 0.0057
JiA Koyunlardan insanlara bulagsma orani tahmin edildi ~ 0.0046
é Brusella  bakterisiden duyarli insanlara tahmin edildi 25605
bulagsma hizi
i, Insanlarda dogal 6liim orani [50] 0.0054
o p Akut enfektelerin kronik enfekte durumuna [33] 0.6
gecis orani
o, (1— p) Akut enfektelerin iyilesme orani [33] 0.4
Ven Kronik enfekte insanlarin iyilesme orani [5] 0.5

0 «107% Akut enfekte insanlar
a=0.9850, Normallestirilen kesirli tirevli model
9| * Gergek data -
*
2 1 1 1 1
2005 2006 2007 2008 2009 2010

Zaman(yil)

Sekil 6.5: Normallestirilmis (5.2) modeli i¢in elde edilen en iyi uydurma egrisi.

Sekil 6.5’de normallestirilmis Kkesirli bruselloz modeli, normallestirilmis veri seti
degerlerine olduk¢a yakin davranis gostermektedir. ABC kesirli tlirevi, normallestirilme

sonucunda da bruselloz yayilim dinamigini yakalayabilmektedir. Dikkat edilirse, Sekil 6.1

94



ile Sekil 6.5°de gelistirilen ve normallestirilmis kesirli bruselloz modellerinin yaklasik

¢oziimiiyle gergek veri setine en iyi uyan egrileri benzer davranis gostermektedir.

Duyarli koyunlar

Asilanan koyunlar

08 ' ] 0.3
0.7
0.25¢
06
05 1 0.2
04r
0.15 -
037
0.2 0.1
0 2 4 8 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yl)
015 Maruz kalan koyunlar Enfekte koyunlar
' 031
0.25¢
017 0ok
0.15 -
0.05| 1 01-
0.05r
0 : : : : : 0 : : : : :
0 2 4 8 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)

Sekil 6.6: Normallestirilmis kesirli bruselloz modelinde koyunlar i¢in elde edilen ¢6ziim.

Brusella bakterileri

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

O 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Zaman(yil)

Sekil 6.7: Normallestirilmis kesirli bruselloz modelinde bakteriler i¢in elde edilen ¢oziim.
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Duyarl insanlar ) «102 Akut enfekte insanlar

0.998 r
15

0.996 r
0.994 1

0.992 r
05

0.99r
0.988 0

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)
-3 Kronik enfekte insanlar iyilesen insanlar
25 210" : : - : 0.012 yresen :

ol ] 0.01
0.008

15+
0.006

1 L
0.004
05 0.002
0 0

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)

Sekil 6.8: Normallestirilmis kesirli bruselloz modelinde insanlar i¢in elde edilen ¢oziim.

Sekil 6.6, 6.7 ve 6.8’de normallestirilen kesirli bruselloz modelinin 12 yillik siireg
igersindeki ¢oziimii verilmektedir. Elde edilen bu grafikler Sekil 6.2, 6.3 ve 6.4’deki
grafikler ile davranigsal olarak benzerlik gostermektedir. Sekil 6.6, 6.7 ve 6.8’den de
goriildiigli iizere bruselloz popiislasyonlarda yayilmaktadir. Bu nedenle 6nleyici kontrol
stratejilerine ihtiya¢ vardir. Normallestirilen kesirli bruselloz modeli i¢in 5. boliimde
onerilen kontrol stratejileri, bu boliimde tahmin edilen parametre degerleri sayesinde

sayisal olarak ¢oziilebilir hale gelmistir.
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7. NUMERIK COZUM VE TARTISMA

Bu béliimde, Cin’in I¢ Mogolistan bdlgesindeki brusellozun tiirler arasindaki yayilimini en
basarili bicimde onleyen kontrol stratejisini belirlemek amaciyla kontrol stratejileri farkl
kombinasyonlarla karsilastirilarak sayisal olarak simiile edilmistir. Bir 6nceki boliimde
elde edilen kesirli mertebeden optimallik sisteminin ¢6ziimii i¢in ileri—geri siiplirme
yontemiyle birlestirilmis Adams—tipi tahmin—diizeltme algoritmas: ifade edilmistir [124].

Tiim sayisal sonuglar MATLAB yardimiyla grafiksel olarak gosterilmistir.

7.1 Algoritma

(5.4), (5.21) ve (5.23) denklemleriyle elde edilen lineer olmayan ABC tiirevli durum,
yardimer durum ve kontrol denklemlerini ¢ozmek i¢in Baleanu ve dig. tarafindan ABC
tiirevi bakimindan 6nerilen Adams—tipi tahmin—diizeltme algoritmasi kullanilmistir [124].
Dikkat edilirse, durum denklemleri sol yonlii ABC tirevli iken yardimci durum
denklemleri sag yonlii ABC tiirevine sahiptir. Bu nedenle, durum denklemleri tahmin—
diizeltme algoritmasit uygulanirken yardimer durum denklemlerine tahmin-diizeltme
algoritmas: ileri—geri siipiirme yontemiyle birlestirilerek uygulanmaktadir. Oncelikle

u=(u,U,,u;,u,) kontrol fonksiyonu, X =(S,,V,,i,€,V,S;,iz.ig. F,) durum degiskeni,

baglangic ve Kkarsitlik kosullariyla (5.21) denklemiyle verilen yardimer durum
denklemlerini ileriye dogru ¢ozmek i¢in asagidaki esitlik kullanilir [125]:

MIDIA t ="IDfA t -t

(7.1)
DAt -t _oH t-t,X t,-t,ut -t, At -t ,
OX

burada (&,%,%,/14,/15,26,27,18,/19) yardimer durum degiskenleridir. Boylelikle ayni
yondeki, yani sol ABC tiirevli durum ve yardimci durum denklemleri denklemlerine

tahmin—diizeltme algoritmasi uygulanmaktadir. [O,tf] zaman araligl esit uzunluktaki
h=t, /N, t =nh, n=0,1,...,N adim sayisina béliiniir. Bu iteratif algoritmada, [O,tf]
zaman aralig1 igerisinde U :(ul,uz,u3,u4) kontrol fonksiyonlari igin baslangi¢ tahmini

yapilarak (5.3) baglangig kosulu ve 4 t, =0 1=12,..,9 karsitlik kosuluyla durum ve

yardimet durum denklemleri hesaplanir. Ardindan her iterasyonda da elde edilen durum ve
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yardimcr durum denklemleri kullanilarak U :(ul,uz,us,u4) kontrol fonksiyonlari

giincellenir. Bu islem, durum denklemleri, yardimci durum denklemleri ve kontrol
fonksiyonlarmin ardisik iki iterasyon arasindaki farkinin 6nceden tanimlanmis hata
degerinin altina diisene kadar devam eder. Bu algoritmanin genel formiilasyonu durum ve

yardimci durum denklemleri i¢in sirasiyla asagidaki sekilde verilmistir:

hO{

(a+1)M (a)r(a)[g (t1 X P (t0) U (t100))
+Zn: ;19 (tn, X(t,).u(t, ))}, (7.2)

X (tn+l) =X (O)+

i=0

Atyns)=

ha [aH (thn—l’ X (tyna) U (tyna) A7 (thnfl))

(a+1)M ()T (a)[ X

- oH
+JZ_(; ai:”ﬂ&(tN—i’ X (tys)u () At ))} (7.3)

h* :

a° (tN—n—l) = W{ij,m Z_Q(th’ X (tN—j )’u (tN—j)”i(tN—j ))}’

j=0

burada n=0,1,...,N-1ve j=0,1,...,n olmak iizere a,

jn+1

ve b, ., katsayilari

j,n+1

n“*—(n-a)(n+1)", j =0,
i =1(n=j+2) +(n= ) =2(n-j+1)"7, 1<j<n, (7.4)
1, j=n+1

a

1, L= (@) i=n
i = h (7.5)
(n-j+1)"—(n-j)*, j=01..n-1,

b

formundadir.
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7.2 Kontrol Stratejilerinin Sayisal Sonuglari
Bu boliimde, Cin’in I¢ Mogolistan bolgesinde tiirler arasinda yayilan brusellozu en giiglii
bicimde Onleyen stratejiyi belirlemek amaciyla kontrol stratejileri ayrintili  olarak

karsilastirilacaktir.

Sayisal simiilasyonlar, Tablo 6.3 ve Tablo 6.4’te verilen baslangi¢ kosullar1 ve parametre

degerlerine kullanilarak elde edilmistir. t, =12 yil olarak alinir. Ek olarak, uygulanan

kontrol yontemlerini uygulamak igin gereken maliyetin minimize edilmesi i¢in dengeleme

faktorii olarak da adlandirilan agirlik katsayilar

{a)l =0.15, @, =0.008, w, =0.08, w, =0.015, (7.6)

@, =0.008, @, =0.00015, , =0.00001

olarak belirlenmistir. Bu katsayilar birim c¢abaya karsilik gelen gercek maliyetleri temsil

eder. Ornegin o, , enfekte olmus tek bir koyunun bruselloza yakalanmasidan kaynaklanan
firsat kaybmi temsil eder. Baska bir deyisle, bruselloz nedeniyle koyunlarin diisiik
yapmasini ya da siit iiretimindeki diisiisii gostermektedir. Dolayisiyla, ol (t), t

zamanindaki tiim enfekte koyunlarin toplam maliyetidir. Salginin seyrinde itlaf i¢in gerekli

olan maliyetler de @, katsayisiyla ele alinmaktadir. Diger agirlik katsayilart da benzer

mantikla bakteri ve insan popiilasyonu i¢in tanimlanmaktadir.

Simdi Cin’in I¢ Mogolistan bdlgesinde tiirler arasinda yayilan brusellozu en iyi sekilde
onleyen optimal kontrol stratejisini belirlemek i¢in tek kontrol, ikili ve igli kontrol
kombinasyonlari ile dortli kontrol stratejilerinin tamami ayrintili sekilde incelenecektir.
Ayrica, her bir strateji karakterine uygun olan objektif fonksiyonelin belirlenmesiyle ele
alinacaktir. Tiim objektif fonksiyonellerde ortak olarak bruselloz yayiliminin minimize
edilmesi amaclanirken kontrollerin uygulanmasi i¢in ihtiya¢ duyulan maliyetin de

minimize edilmesi istenmektedir.
7.2.1 Tek Kontrol

Bu kisimda onerilen itlaf, ¢evresel hijyen ve sanitasyon, egitim kampanyas: ve tedavi

kontrollerinin tek olarak uygularak bruselloz yayilimi iizerine etkisi incelenmektedir.
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0.9

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

Duyarh koyunlar

Asilanan koyunlar

0.3

025}

02y u, kontrolli ]
-——u, kontroll
015 u, kontrolli
.......... u, kontrollQ
kontrolsiiz
. ‘ . ‘ . 0.1 - . . ‘
2 = 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)
Maruz kalan koyunlar 0.35 Enfekte koyunlar
-7 J 03}
”
s
r ’ 1 0257}
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L /
; 0.2
’
| , 0.15
rd
L '
/ 0.1
2
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2 = 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)

Sekil 7.1: Koyunlar igin tek kontrol stratejisinin karsilagtirmasi.

Brusella bakterileri

05 T T T T T
045 e U, kONrOIIT
-—-u, kontrolll
04 r . 4
Ug kontrolla P
0.35F wrmmenmene U koONtrolli s |
4 /’
0.3 kontrolsiiz
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0 1 1 1 1 1
0 2 4 8 8 10 12

Sekil 7.2: Brusella bakterileri igin tek kontrol stratejisinin karsilagtirmasi.
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Duyarl insanlar

-3
5 =10 .

Akut enfekte insanlar

0.998 r
1.5
0.996 u, kontrolla
0.994 | -—-—u, kontrolla 1
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0.5
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-3 Kronik enfekte insanlar iyilesen insanlar
25 210" : - : : 0.014 yresen, -
0.012}
27 ol
e 0.017 1
” - rd
b K Vs
1.5 e 0.008 | - s
e o Fd
7 | " 7’ |
1¢ s e 0.006 & e
s e ’
< 0.004 r - < 4
o’ " v
05| L7 e — ] L7 /
0.002 A 1
0 . . I ‘ .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)
Sekil 7.3: Insanlar igin tek kontrol stratejisinin karsilastirmas.
] itlaf I-1Iijyen ve Sanitasyon 1Ef:]ilim Kampanyasi . Tedavi
0.9 {1 03 0.9F 41 09f i 3
1 i 3
0.8F 1 08h 0.8} 1 08[%; 3
\ ¥
07 - 07F A\ 07F 4 07 3
A
06 k 06} A 06 4 06} E
\
05 { 05p \ 0.5F 1 o5t 3
A
04} | o4} ‘\ 0.4 1 oaf :
0.3F 03f \\ 0.3F 1 0.3 E
A
02fF 02 \ 02 1 02 E

Sekil 7.4: Tek kontrol stratejisindeki kontrollerin davranist.
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Sekil 7.1, 7.2 ve 7.3 o =0.9685 i¢in tek olarak uygulanan kontrollerin popiilasyonlara olan
etkisini gosterirken, Sekil 7.4 tek olarak wuygulanan kontrollerin davraniglarinm
gostermektedir. Kontrol stratejilerinin  tesiri sirayla yorumlanacak olursa, enfekte
koyunlara uygulanan itlaf kontrolii sadece enfekte koyunlarin azalmasini saglamamis ayni
zamanda maruz kalan koyunlarin, brusella bakterilerinin, akut ve Kronik enfekte insanlarin
oranin1 da azaltmaktadir. Ciinkii bruselloz, maruz kalan ve enfekte koyunlarin hem
sacilaran digkilart hem de dogrudan etkilesimleri yoluyla yayilmaktadir. Bunun sonucunda
maruz kalan ve enfekte koyunlarin yani sira brusella bakterilerinin ve akut ve kronik
enfekte insanlarin da azaldigi goriilmektedir. EK olarak, koyunlarin itlafi kesirli bruselloz
modelinde var olan bir parametredir. Ancak, Tablo 6.4’te ve Sekil 6.6’dan goriildiigi
tizere, c=0.15 olarak tahmin edildigi deger bruselloz yayilimini engellemek i¢in yeterli
gelmediginden, itlaf gerekli maliyeti de dikkate alinarak zamana bagli optimal kontrol
fonksiyonu olarak ele almmustir. itlaf kontrolii, yayilimi &nlemek adina neredeyse tiim
slire¢ boyunca tahmin edildigi degerin oldukga iistiinde uygulanarak optimal sonucu
vermistir (bkz. Sekil 7.4). Aym tesir, kirmiz1 egri ile belirtilen hijyen ve sanitasyon
kontroliinden beklenmesine ragmen, kontrol fonksiyonu ikinci yildan sonra niifuzunu
kaybettiginden bu strateji itlaf kontrolii kadar basarili olamamistir. Clinkii dolayli bruselloz
yayitlimi dogrudan bruselloz yayilimindan daha azdir. Baska bir deyisle, brusella
bakterileriyle temas edilmesi sonucunda yayilan bruselloz, maruz kalan ve enfekte
koyunlarla etkilisime gegerek yayilan bruselloza gore daha az oldugundan gevresel hijyen

ve sanitasyon kontrolii itlaf kontrolii kadar efektif olamamustir.

Ote yandan insanlar i¢in uygulanan kontrollerden egitim kampanyasi incelendiginde, bu
stratejinin insanlar1 enfeksiyona karsi korumada oldukga giiglii oldugu goriilmiistiir. Tiirler
arast yayilan brusellozu 6nlemek igin en iyi strateji itlaftir. Fakat enfekte koyunlarin
azalmasiyla birlikte itlaf kontrolii tesirini zaman igerisinde kaybettiginden, duyarli insanlar
bu siiregte azalarak enfekte duruma gegmektedir. Bununla birlikte, egitim kampanyasi,
zaman igerisinde daha ¢ok g¢aba sarfederek kronik enfekte ve iyilesen insanlarin daha az
oranda kalmasini saglamaktadir. Tedavi kontrolii ise istenilen yonde cevap vererek akut
enfekte insanlarin iyilesmesini ve organ yetmezligiyle ciddi hasarlara yol acan kronik
enfekte durumuna gegmesini engellemistir. Ozellikle, en yiiksek iyilesme oranm1 bu kontrol
strajisiyle elde edilmektedir. Tiim kontrollerde tiirler arasi1 yayilan bruselloz i¢in basarili
olsa da, salgin durumu hala devam etmektedir. Bu nedenle, tek kontrol stratejisi tiirler arasi

yayilan brusellozun hizin1 azaltmak i¢in yeterli degildir.
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7.2.2 1kili Kontrol Kombinasyonlari

Bu kisimda farkli kombinasyonlar ile ele alinan ikili kontrol stratejileri incelenmektedir.

Duyarh koyunlar

0.9

0.2

Zaman(yil)

Maruz kalan koyunlar

0.14
oal e,

01}
008}
0.06
0.04f

0-02 i ..‘ A

0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil)

0.3

025}

0.2r

0157

0.1

0.35

037

0257

027

0157

01r

0.05f

Asilanan koyunlar

0 2 4 6 8 10 12

Zaman(yil)

Enfekte koyunlar

0 2 4 6 8 10 12

Zaman(yil)

Sekil 7.5: Koyunlar i¢in ikili kontrol kombinasyonlarinin karsilastiriimasi.

Brusella bakterileri

0.5 T T

0.25

0 . .

0 2 4

6

8 10 12

Sekil 7.6: Brusella bakterileri igin ikili kontrol kombinasyonlarinin karsilastiriimasi.
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1 Duyarl insanlar - %1073 Akut enfekte insanlar
0.998 | TR,
—_—uu, N,
0.996 | |= = =l U N
N '
g Uy "\,
0.994 | Uy b, N
_____ N
0.992 | Y2t "\,
.......... us, U, \,\
0.99 N
0.988 : : : 0 : : :
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)
-3 Kronik enfekte insanlar iyilesen insanlar
1210 : : : 0.012 Yoo -
1t P 0.01
-
’/
08f o 0.008
L
f/'
06 / ] 0.006
T
P _
04t il o= 0.004
L
27 = .002
0 = 0.00
0 : * 0
0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)
Sekil 7.7: Insanlar igin ikili kontrol kombinasyonlarinin karsilastirilmas.
itlaf Hijyen ve Sanitasyon Egitim Kampanyasi Tedavi
1 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1 L B A S -
i i
: 1
0.9 b bl 0.9 0.9 * b
0.8\ . 4 os8f 0.8 L
07 1 4 o7k 07f 1
]
0.6 8 8 06 06 i
051 b bl 05 05 b
04 b bl 04 04 b
03 b hl 0.3 03 b
0.2 b hl 0.2F 02fF b
o uy, (ug,u,) | A e L o1l Ugs (ug.u,) 4
== =g Uy —_— ) f | || Uy, (Ug,uy)
ug, (uguy) i i Uy, (ugu,) = Uy, (ug,uy)
0 2 4 6 8 10 12

0
0 2 4 6 8 10 12

0 2 4 6 8 10 12

0 1
0 2 4 6 8 10 12

Sekil 7.8: ikili kontrol stratejilerindeki kontrollerin davranis.
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Sekil 7.5, 7.6 ve 7.7 ikili olarak uygulanan kontrol kombinasyonlarinin popiilasyonlara
olan etkisini gosterirken, Sekil 7.8 ikili olarak uygulanan kontrollerin davranislarin
gostermektedir. Bruselloz insandan insana ve insandan koyunlara bulasmadigindan,
insanlara uygulanan kontrol stratejileri sadece insanlardaki yayilimi azaltmaktadir. Fakat
bruselloz dogrudan ve dolayli olarak sirasiyla koyunlardan ve brusella bakterilerinden
bulastigindan, bu popiilasyonlara uygulanan kontroller sayesinde yayilim soniimlenerek
brusellozun insanlara bulasmasini 6nlemektedir. Bundan dolayi, mavi, kirmizi, sar1 ve mor
egriler ile verilen stratejiler, duyarli insanlarin maksimum seviyede kalmasini saglayarak
en iyi yanitlari vermektedir. Yani, itlaf, cevresel hijyen ve egitim kampanyasi kontrolleri
ikili kombinasyonlar halinde incelendiginde dikkat gekici sonuglar alinmaktadir. Yine de
akut ve kronik enfekte insanlar icin bu stratejiler yeterli gelmemektedir. Enfekte insanlar
hastaliga yakalanmis durumda olduklarindan artik tedavi yardimiyla iyilesmeye ihtiyaglar
vardir. Sekil 7.7°den de goriildiigii lizere enfekte insanlart minimize eden strateji, tedavinin
itlaf ile birlikte uygulandigi durumda elde edilmektedir. Diger taraftan, koyun ve brusella
bakterilerine uygulanan stratejiler incelendiginde itlaf kontrollii kombinasyonlarin her iki

popiilasyon igin de en etkili sonucu verdigi gozlemlenmektedir.

Sekil 7.8’de verilen optimal kontrol fonksiyonlar1 ayn1 agirlik katsayilarina, tanim araligina
ve aktivasyon siirelerine sahip olmalarina ragmen farkli kombinasyonlarda birbirinden
farkli tepki vermektedir. Ciinkii kontrollerden biri daha baskin bigimde yayilimi
onlediginden diger kontroliin daha az ¢aba harcamasini saglamaktadir. Daha agik bicimde
ifade etmek i¢in 6rnek verilecek olursa, itlaf kontroliiyle ele alinan stratejilerde bruselloz
yayilimi biiyiik dl¢lide azaldigi igin birlikte alinan stratejinin ¢abasi diger stratejilere gore
azalmaktadir. Yani, egitim kampanyasi1 (kirmizi egri) en az ¢abay itlaf stratejisiyle ele
alindiginda gostermektedir. Aynt durum ¢evresel hijyen ve sanitasyon (mavi egri) ile
tedavi (sar1 egri) stratejilerinde de gecerlidir. Daha 6nce de belirtildigi gibi, ikili kontrol
stratejileri yayilimi Onleyen en gii¢lii stratejinin belirlenmesi igin yeterli gelmemektedir.

Bu sebeple tiglii kontrol stratejileri degerlendirilecektir.
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7.2.3 Uclii Kontrol Kombinasyonlari
Bu kisimda {iglii kontrol stratejileri farkli kombinasyonlarda incelenmektedir.
Asilanan koyunlar

Duyarl koyunlar
0.9 T y T y w 0.3
08} R .
TN - = =Uu,, U, u £
07| B 025} f )
. u,.u,.u, r. ‘-.,"
06t ; mEERER RN uz, UB, u4 :" ‘-'..'
0.2 f
05 . {
".": ; '."0.
047 0.15|
03 N
0.2 : ; ' : ; 0.1 : : : ' ;
0 2 - 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)
Maruz kalan koyunlar Enfekte koyunlar
0.14 : : : . 0.35 . : : .
012} 037
041} : 0.25
0.08 | ] 02}
0.06 ¢ 015t
0.04 ¢ 011
0.02} 0.05 | .
0 ‘ : : ‘ : 0 : : ‘ : :
0 2 = 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yil)
Sekil 7.9: Koyunlar i¢in ti¢lii kontrol kombinasyonlarinin karsilagtirilmasi
Brusella bakterileri
0.5 T T T
0.45 g Ugtg ]
- = =u, U, U,
0.4} g 1
U, Ug, Uy,
0351 | eeesses Uy, g, Uy, “.___" i
03} J
025 :
ozt ]
4 6 8 10 12
Zaman(yil)

Sekil 7.10: Brusella bakterileri i¢in ti¢lii kontrol kombinasyonlarinin karsilastirilmasi
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Duyarl insanlar

Ll — R
. -,.". S.s =
0.998 | 1
0.996 | Uy, Ug: Ug 1
- = =u.u,u, ".._'
u,, U, U
0.994 | v " 1
sresnnnn Uy, U, U ",
0.992 - : . : '
0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil)

«10* Kronik enfekte insanlar

Zaman(yil)

] «103  Akut enfekte insanlar

Zaman(yil)

iyilesen insanlar
0.01 T y' ¥ T T

0.008

0.006 |

0.004

0.002 1

Zaman(yl)

Sekil 7.11: Insanlar igin iiclii kontrol kombinasyonlarinin karsilastiriimas.

0 2 4 6 8 10

12

itlaf Hijyen ve Sanitasyon Egitim Kampanyasi Tedavi
1 I e A B e L s ST S
i & '-: 7 !é
09 . 09 .y H H 4 H
i 03t i - ’ H
H : B H ’ :
H : H 5
0.8 1 o8}t . H : ! E
% 0.25 P
0.7 1 0.7 - B H < 4
: i E
% H H (%Y £
061 - 0.6 - : 06F ¥ £
051 1 o5 - 0.5F .
;
} Y B
0.4 | 1 oaf Y 1 0.4 1
| B
03 1 03 '-__ 1 B 03 9
02t 1 o2} - 02t g
o1l [CPRTIRT} | 0.1 (uy,uy,u) ; i oqll= = = (ugug.uy) |
= = = (ugupy) = = = (uuyu,) |\ 2 (uguzuy) (ugusuy)
(u,,ug,u,) 4 e (U ugu) | | ] [ (ugugu)|g | || (ug,ug,uy,)
0 0 0 0
0 2 4 6 8 1012

0 2 4 6 8 1012 0 2 4 6 8 10 12

Sekil 7.12: Uclii kontrol stratejilerindeki kontrollerin davranisi.
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Sekil 7.9, 7.10 ve 7.11°de ele alinan tiglii kontrol stratejileri arasinda en basarili sonucu
veren stratejinin belirlenmesi adina tiim ti¢li kontrol stratejileri karsilastirilmaktadir. Mavi
renkli egrideki stratejide itlaf, ¢evresel hijyen ve sanitasyon ve egitim kampanyasi birlikte
uygulanmaktadir. Kirmiz1 renkli egrideki stratejide itlaf, ¢evresel hijyen ve sanitasyon ve
tedavi birlikte uygulanmaktadir. Sar1 renkli egrideki stratejide itlaf, egitim kampanyasi ve
tedavi birlikte uygulanmaktadir. Son olarak, mor renkli egrideki stratejide ¢evresel hijyen
ve sanitasyon, egitim kampanyasi ve tedavi birlikte uygulanmaktadir. Mavi, kirmizi ve sar1
egrileriyle verilen stratejiler tiirler arasinda yayilan brusellozu basarili bi¢imde minimize
edebilmektedir. Bununla birlikte, tedavi kontroliiniin uygulanmamasi durumunda (mavi
egri) akut ve enfekte insanlar i¢in sonuglar degismektedir. Ayrica, Sekil 7.12°de verilen
kontrol fonksiyonlari tiim siire¢ boyunca yayilimi maliyetini de hesaba katarak yayilimi
azalttigindan stratejilere gore farkli ¢aba harcamaktadir. Ornegin, egitim kampanyasi
olarak 6nerilen kontroliin tiim stratejilerdeki aktivasyon siiresi ayni olsa da davranis bigimi
ayni degildir ve en ¢ok ¢abayr mor egri ile verilen stratejide gostermektedir. Mavi egri ile
verilen stratejide, yayilim halihazirda baska kontrol fonksiyonlar1 sayesinde
azaltildigindan, egitim kampanyasit minimum maliyet prensibi geregi fazla c¢aba

harcamamaktadir.

Koyunlar, bakteriler ve duyarli insanlar i¢in en etkili kontrol stratejisi mavi egri iken, akut
ve kronik insanlar icin en etkili strateji kirmiz1 ve sart egrilerin oldugu goriilmektedir.
Sonug¢ olarak, tirler arasi bruselloz yayilimi {g¢lii kontrol kombinasyonlariyla
incelendiginde en iyi stratejisi tam olarak belirlenemediginden, dortlii kontrol stratejisi ele

alinacaktir.

7.2.4 Dortlii Kontrol

Bu kisimda itlaf, ¢evre hijyeni ve sanitasyon, egitim kampanyasi ve tedavi kontrollerinin
hepsi uygulanarak tiirler arasindaki bruselloz yayilimi iizerindeki etkisi incelenmistir.
Ayrica en iyi kontrol stratejisini belirlemek icin en iyi ti¢lii kontrol stratejisiyle dortlii

kontrol stratejisi karsilastirilmastir.
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Duyarh koyunlar Asilanan koyunlar

0.9

0.3

0.8

07l 0.25}

06
0.2r
0571

04r

0.15
R Uy Uy Ug, Uy

kontrolstiz
0.2 : - - : ‘ 0.1 : : : - :
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yl) Zaman(yil)
Maruz kalan koyunlar Enfekte koyunlar
0.14 T - g 0.35 T ‘ g
012t J 037
017 1 0.25
0.08 1 1 0271
3
0.06 1 1 0157t
0.04 ¢ 1 0.1r
0.02 ¢ 1 0.05
0 : : : : : 0 : : ‘ : :
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil) Zaman(yl)

Sekil 7.13: Koyunlar i¢in dortlii kontrol stratejisi ile kontrolsiiz modelin karsilastiriimasi.

Brusella bakterileri

0.5

0.45r

04r

0.35

—k— U, U, U, Uy

0.3 kontrolstz

0.25
0.2
0.15
0.1

0.05

0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil)

Sekil 7.14: Bakteriler igin dortlii kontrol stratejisi ile kontrolsiiz modelin karsilastiriimasi
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Duyarh insanlar

0.998

0.996

0.994 r
Uy Uy, Uy Uy

0.992 - kontrolsiiz
0.99r
0.988 : : ‘ : :
0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil)
05 X 103 Kronik enfekte insanlar

Zaman(yil)

9 %1073 '

Akut enfekte insanlar

15671

05¢f

6 8 10
Zaman(yil)

4 12

iyilesen insanlar

0.012

0.01r

0.008 1

0.006

0.004

0.002

Zaman(yil)

Sekil 7.15: Insanlar icin dortlii kontrol stratejisi ile kontrolsiiz modelin karsilastiriimas.

itlaf Hijyen ve Sanitasyon o 14I_E‘cjitim Kampanyasi Tedavi
—— U, —¥— U, ——u,
0.9 B 0.9 - 0.9 1
0.12
0.8} = 08f E 0.8 -
0.7+ 4 o7 4 0o 0.7f .
0.6 B 0.6 - 0.6
0.08
0.5 = 0.5 0.5
0.06
0.4 H 0.4 0.4l
0.3 0.3 0.04 0.3}
E
0.2 0.2 02F
0.02} E
01 1 o1 0.1 1
- e S = S S

~— —

— —

Sekil 7.16: Dortlii kontrol stratejilerindeki kontrollerin davranisi.

110



Sekil 7.13, 7.14 ve 7.15 normallestirilen kesirli bruselloz modeli i¢in 6nerilen kontrol
stratejilerinin  etkisini ortaya koymaktadir. Sekil 7.16 uygulanan optimal kontrol
fonksiyonlarin  davranislarini  gostermektedir.  Onleyici  kontrol  stratejisi  tiim
popiilasyonlardaki enfeksiyonu azaltmaktadir. Ayrica, objektif fonksiyonelinin islevini
yerine getirmesiyle istenilen hedeflere ulasildigi agik¢a goriilmektedir. Ciinkii objektif
fonksiyoneli tanimlanmasi geregi tiirler arasi bruselloz yayilimini minimize ederken bunun
icin gerekli olan maliyeti de minimum diizeyde tutmasi adina amaglanmistir. Dikkat
edilirse, Sekil 7.4’de verilen tek kontrol stratejisindeki egitim kampanyasi ve tedavi
kontrolleri Sekil 7.16’daki grafiklerinden farklidir. Sekil 7.4’deki tek olarak uygulanan
egitim kampanyast ve tedavi kontroli neredeyse st sinira yakin davranigla
uygulanmaktadir. Bu yayilim1 kontrol altina almak i¢in dogal bir davranis gibi goriinse de
kontrollerin son zamana kadar siire¢ boyunca fazla efor sarfederek iist sinirda uygulanmasi
maliyet bakimindan istendik bir durum degildir. Ciinkii bu kontrollerin popiilasyonun
tamamina tim siireg boyunca uygulanmasi anlamima gelmektedir. Ancak kontroller
uygulandiktan bir siire sonra kontroliin davranisinin sonlimlenmesi ya da baslangicta
etkisiz olsa bile sonradan davraniginin agiga ¢ikmasi beklenmektedir. Dikkat edilirse Sekil
7.16°daki dortlii kontroliin birlikte uygulanmasiyla hem yayilim azalmakta hem de
kontroller daha az gaba gostermektedir. Bu nedenle, dortlii kontrol stratejisi hem tiirler
aras1 bruselloz yayilimini basarili sekilde kontrol altina aldigindan hem de ekonomik
bakimdan tek ve ikili kontrol stratejilerine gore daha mantiklidir. Ancak {glii kontrol
kombinasyonlar i¢in elde edilen sayisal simiislayonlar ile dortlii kontrol stratejsinin sayisal
simiilasyonlar1 birbirine yakin davranig gostermektedir. Uygulanan dortlii kontroliin tiirler
aras1 bruselloz yayilimi i¢in en gii¢lii strateji oldugunu net bir sekilde ortaya koymak adina

en efektif sonuglari veren {i¢lii kontrol stratejileriyle karsilastirmali olarak verilecektir.
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Duyarl koyunlar

0.9

0-4 i 1 1 1 L
2 4 6 8 10 12
Zaman(yil)
Maruz kalan koyunlar
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0.06
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0.02t

0.01

0 2 4 6 8 10 12
Zaman(yil)

Sekil 7.17: Koyunlar i¢in dortlii ve baz tiglii kontrol stratejilerinin karsilastirilmasi.

Asilanan koyunlar

0.3

025}

0271

0.15 ; ' : : :
0 2 4 6 8 10
Zaman(yil)
01 Enfekte koyunlar

12

0.08

0.06

0.04

0.027

0 2 4 6 8 10
Zaman(yil)

Brusella bakterileri

0.08

0.06

0.04

0.02 * *

' s

Sekil 7.18: Bakteriler igin dortlii ve bazi tiglii kontrol stratejilerinin karsilastiriimasi.

6 8 10 12
Zaman(yil)
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0.9998
0.9996
0.9994
0.9992

0.999
0.9988

0.9986 * ;
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Duyarh insanlar
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Zaman(yil)

«10% Kronik enfekte insanlar

0 2 4

6

8 10 12

Zaman(yil)

6 %107

Akut enfekte insanlar

T

Zaman(yil)

iyilesen insanlar

Zaman(yil)

Sekil 7.19: Insanlar i¢in dértlii ve bazi iiglii kontrol stratejilerinin karsilastiriimast.

itlaf (%evre Hijyeni ve Sanitasyon Egitim Kampanyasi Tedavi
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/
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I
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0.3} . 03F 0.04 | 0.3
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(Uy:tz3) 0.02 .
g™ T T ety 1 oar Wy tz ) 0T T Tty
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Sekil 7.20: Kontrol stratejilerindeki kontrollerin davraniglarinin karsilagtirilmasi.
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Uclii ve dortlii kontrol stratejisi karsilastirildiginda, koyun ve bakteri popiilasyonlar: igin
sonuglar sar1 egri ile verilen strateji hari¢ benzer sekilde gelmektedir. Ancak, insanlar igin
sonuglar degisiklik gostermektedir. Itlaf egitim kampanyasi ve tedavi kontrollerinin farkli
kombinasyonlardaki cevabi farklilik gosterdiginden, bu stratejilerden elde edilen sonuglar
da dogal olarak farklidir. Insanlar i¢in optimal ¢dziim mavi ve bordo ile verilen egriler ile
elde edilmektedir. Bu stratejiler dikkatle incelendiginde bordo ile verilen ¢6ziimde enfekte
insanlar tedavi sayesinde iyilesmekte ve kronik durumuna gegmemektedir. Boylece, akut
ve kronik enfekte insanlar da g6z oniinde bulunduruldugunda en giiglii stratejinin dort

kontroliin birlikte uygulandigi durumda elde edildigi sonucuna varilmaktadir.

Sonug olarak, Cin’in Ig Mogolistan bdlgesinde tiirler arasindaki bruselloz yayilimi igin
Onerilen Onleyici kontrol stratejilerinin yayilimi kayda deger olciide kontrol altina
alabilecegi goriilmektedir. Bruselloz, insandan insana bulasmadigi ve gelismis tilkelerde
goriilmedigi i¢in COVID-19 salgin1 kadar yaygin olmasa da, birgok az gelismis veya
gelismekte olan iilkede yayilmaya devam etmektedir. Ciddi anlamda saglik ve ekonomik
yiik olusturmasinin yani sira toplumda biiyiik tahribatlara yol agmaktadir. Bundan dolayi,
bruselloz yayilimiyla miicadele hala giindemde olan énemli bir sorundur. Bu tezde kontrol
stratejileri Cin’in I¢ Mogolistan bdlgesindeki bruselloz yayilimi i¢in dnerilse de, bruselloz
karakteristik olarak benzer yolla yayildigindan bu onleyici stratejiler bruselloz yayiliminin

halen devam ettigi lilkelerde yayilimin 6nlenmesine yonelik kullanilabilir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Cin’in I¢ Mogolistan bdlgesindeki veriler kullanilarak ABC tiireviyle
modellenen tiirler arasi bruselloz yayiliminin sistem analizi ve optimal kontroli ele
almmustir. Oncelikle, bruselloz yayilim dinamiklerini epidemiyolojik bakis agisiyla
gercekei bir bicimde gozlemleyebilmek adina literatiirdeki mevcut bir matematiksel
modelin eksikleri giderilmistir. Ardindan, brusellozun gosterdigi iistel davranisa uygun
olarak incelenmesi igin birim uygunlugu da dikkate alinarak ABC tiireviyle ortaya
konmustur. Gelistirilen kesirli bruselloz modelinin matematiksel analizi yapilmistir.
Bruselloz yayilimini kontrol altina almak amaciyla dnerilen kontrol stratejilerinden sayisal
anlamda daha gergek¢i sonuglar elde edilebilmesi igin gelistirilen kesirli model
normallestirilmistir. Optimal kontrol fonksiyonlar1 normallestirilmis modele adapte
edilerek kesirli optimal kontrol problemi ¢oziilmiistiir. Ardindan, Cin’in I¢ Mogolistan
bolgesindeki veriler yardimiyla, gelistirilen ve normallestirilen modellerin parametre
degerleri tahmin edilmistir. Bu parametreler kullanilarak gelistirilen ve normallestirilen
modeller Adams-tipi tahmin-diizeltme algoritmasiyla ¢6ziilmektedir. Ayrica kesirli
mertebeden optimallik sistemi ileri-geri siipiirme yontemiyle birlestirilmis Adams-tipi
tahmin-diizeltme algoritmasiyla ¢6ziilmektedir. Daha sonra farkli kombinasyonlardaki
kontrol stratejileri ayrintili ve sayisal olarak simiile edilmistir. Tezin bu kisminda, siireg

boyunca elde edilen sonuclar ve 6neriler sunulmaktadir.

o Gelistirilen kesirli bruselloz modeli insanlarin dogum orani, 6liim oran1 ve iyilesen
bolmesine sahip olmasi gibi gesitli faktorlerden yayilim dinamikleri hakkinda daha
belirgin sonuglarin elde edilmesini saglamistir.

e Yari—doymus sabiti, bakterilerin bir dereceye kadar artarak doygunluk seviyesine
ulagsmas1  saglayarak, asir1 ¢ogalmalarinin  Oniine ge¢mektedir. Brusella
bakterilerinin daha sontimlii davranisi, dolayli bruselloz yayilimi i¢in Onerilen
doymus insidans oranmin bilineer insidans oranindan daha mantikli oldugunu
ortaya koymustur.

e Gelistirilen kesirli bruselloz modelinin parametreleri ve kesirli tiirevin mertebesi
tahmin edildiginde akut enfekte insanlar siire¢ igerisinde gercek verilere daha yakin
davranig gOstermistir. Yayilim siireci hakkinda daha belirgin sonuglar elde
edilmesini sagladigindan ABC kesirli tiirevi bruselloz yayilim dinamigini daha iyi

temsil etmistir.
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Bruselloz yayilimi igin Onerilen Onleyici kontrol stratejilerinin her birininin
yayilimi azaltmadaki basaris1 sayisal simiilasyonlar yardimiyla karsilastirmali
olarak gosterilmistir. Bu simiilasyonlar, dortlii kontrol stratejisinin yayilimi giiglii
bi¢imde minimize eden en giiglii strateji oldugunu agik¢a ortaya koymustur. Yani,
dortlii kontrol stratejisinin koyun ve insan sagligini ve dolayisiyla hastaliktan
etkilenen bolgelerdeki ekonomik kalkinmayi etkileyerek sosyal bir yiike neden olan
brusellozla miicadelede etkili olabilecegini gostermektedir.

Optimal kontrol fonksiyonlari, normallestirme sayesinde gerekli maliyeti hesaba
katarak daha gercek¢i davranis sergilediginden, sayisal olarak daha dogru

sonuclarin elde edilmesini saglamistir.

Tezde bruselloz yayilimi, gelistirilen kesirli matematiksel model ile analiz edilmis ve

kontrol stratejilerinin onerilmesiyle sinirlandirilmistir. Benzer ¢alismalara yeni fikirler

vermesi bakimindan agagidaki o6neriler sunulmaktadir:

Modelde bilineer insidans oraniyla temsil edilen dogrudan bruselloz yayilimi farkli
bir insidans oraniyla incelenebilir.

Modelde koyunlar i¢in parametre olarak mevcut olan asi, yayilimin kontrol altina
alinmasi amaciyla optimal kontrol fonksiyonu olarak diisiiniilebilir.

Belirlenen kontrol 6nlemlerinin uygunlugunu degerlendirmek i¢in bir maliyet—
etkinlik analizi yapilabilir.

Insanlarda ya da koyunlarda brusellozun baska bir patojenle koenfeksiyon

olusturmas1 durumu incelenebilir.
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