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OZET

GENELLESTIRiLMiS HOLDER UZAYLARINDA FOURIER
SERILERININ BAZI YAKLASIM OZELLIKLERI
YUKSEK LiSANS TEZI
MIRAY AKKAYA
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. ALI GUVEN)
BALIKESIR, MAYIS - 2015

Bu c¢alisma, trigonometrik Fourier serilerinin kismi toplamlar dizisi,
Cesaro, Norlund ve Riesz ortalamalarinin Lorentz uzaylarindaki bazi yaklagim
Ozelliklerinden olusmaktadir.

Bu ¢alisma birinci boliim giris olmak iizere 6 ana boliimden olugsmaktadir.

Ikinci boliimde, bu calismada kullanilan fonksiyon uzaylarinin tanimlar
ve temel 6zellikleri verilmistir.

Uciincii  boliimde, trigonometrik yaklasimin temel tas1 olan Fourier
serilerinin tanimi1 ve temel 6zellikleri verilmistir. Bu boliimiin ikinci kismi ise
Cesaro, Norlund ve Riesz ortalamalarinin tanimi ile ana teoremlerde kullanilacak
bazi tamimlardan olusmaktadir.

Dordiincii boliimde, Fourier serilerinin kismi toplamlarinin Lebesgue ve
Lorentz uzaylar tizerinde tanimli Genellestirilmis Holder uzaylarindaki yaklasim
ozellikleri incelenmistir.

Besinci bolimde ise, Fourier serilerinin Cesaro, Norlund ve Riesz
ortalamalarinin  Genellestirilmis Holder uzaylarindaki yaklasim ozellikleri
calisilmistir.

Son boliim bu tezde elde edilen tiim sonuglarin 6zetini igerir.

ANAHTAR KELIMELER:Lorentz uzay1, Genellestirilmis Holder uzayz,
Fourier serisi, Cesaro ortalamasi, Norlund ortalamasi , Riesz ortalamasi.



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF FOURIER SERIES IN
GENERALIZED HOLDER SPACES
MSC THESIS
MIRAY AKKAYA
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: PROF. DR. ALi GUVEN)

BALIKESIR, MAY 2015

This study consists of some approximation properties of partial sums
and Cesaro, Norlund and Riesz means of trigonometric Fourier series in
Lorentz spaces.

This study consists of six main chapters including the introduction part of
as the first chapter.

In the second chapter, definition and main properties of function spaces
used in this study are given.

In the third chapter, the definition of Fourier series, which is the crucial
point of trigonometric approximation is given. The second part of this chapter
consists of the definitions of Cesaro, Norlund and Riesz means with some
definitions that are going to be used in the main theorems.

In the fourth chapter, approximation properties of partial sums of
trigonometric Fourier series in generalized Holder space on Lebesgue spaces and
Lorentz spaces are given.

In the fifth chapter, some approximation properties of Cesaro, Noérlund
and Riesz means of trigonometric Fourier series in generalized Holder space on
Lorentz space are studied.

Last chapter includes the summary of all results obtained in this thesis.

KEYWORDS: Lorentz space , Generalized Holder space , Fourier series ,
Cesaro mean , Norlund mean , Riesz mean.
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SEMBOL LISTESI

T : Birim gember ([0, 27[])
L, (T) : Lebesgue Uzay1

|—( p.a) (T) . Lorentz Uzay1

H Z (T) L, (T) uzayi lizerinde tanimli Holder Uzay1
Hy (T) : L, (T) uzayi iizerinde tanimli Genellestirilmis Holder Uzay1
H (";’q) (T) Lo (T) uzay: iizerinde tamml Holder Uzay

H® )(']I‘) ; L(p'q)(']I‘) uzayi lizerinde tamimli Genellestirilmis Holder Uzayi

o, . Cesaro ortalamasi
R, . Riesz ortalamasi
N : Norlund ortalamasi
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinde bir takim O6zelliklere sahip fonksiyonlara daha iyi
Ozelliklere ~ sahip basit fonksiyonlarla yaklasim problemleri arastirilmaktadir.
Yaklagim  teorisinin  temel problemlerinden biri de yaklasim  hizinin

degerlendirilmesidir.

Trigonometrik Fourier serilerinin kismi toplamlar dizisinin Cesaro, Norlund
ve Riesz ortalamalar1 ile yaklasim ozellikleri bir ¢ok matematik¢i tarafindan

calisiimustir.

Holder normunda Fourier serilerinin yaklasim 6zellikleri ilk olarak 1975
yilinda Prossdorf tarafindan calisilmistir [1]. Daha sonra Leindler 1979 yilinda
Prossdorf ' un tanimladigi Holder smiflarini genellestirerek genellestirilmis Holder

siniflarini tanimlamastir [2].

G. Das, T. Ghosh and B. K. Ray Holder siniflarinin benzerlerini Lebesgue
uzaylar1 icin tanmimlamis ve bu uzay iizerinde Fourier serilerinin yaklagim
ozelliklerini incelemislerdir [3]. Daha sonra G. Das, A. Nath, B. K. Ray Leindler 'in
tanimladig1 genellestirilmis Holder smiflarinin benzerlerini  Lebesgue uzayi igin
tanimlamis ve bu smiflara ait fonksiyonlarin Fourier serilerinin kismi toplamlarinin

yaklagim hizi ile ilgili bir sonug elde etmislerdir [4].

Cesaro ortalamasmin Lebesgue uzaylarinda yaklasim o6zellikleri ilk olarak

Quade tarafindan ¢alisilmistir [5].

Cesaro ortalamalarinin  genellestirmeleri olan Norlund ve Riesz
ortalamalarinin Lebesgue uzaylarinda yaklasim ozellikleri Leindler [6] ve Chandra

[7] tarafindan galisilmustir.

Leindler 2009 yilinda [4] calismasinda elde edilen sonucu ek bir kosul
altinda 1iyilestirmis ve Lebesgue uzaylar1 iizerinde tanimli genellestirilmis Holder
smiflarina ait fonksiyonlarin Fourier serilerinin Cesaro, NoOrlund ve Riesz

ortalamalarinin yaklasim hizlarii degerlendirmistir.



Bu calismada Lebesgue uzaylarimin genellesmesi olan Lorentz uzaylar
tizerinde tanimlanmig genellestirilmis Holder uzaylarina ait fonksiyonlarin
trigonometrik Fourier serilerinin kismi toplamlari, Cesaro, No6rlund ve Riesz
ortalamalarinin yaklasim Ozellikleri ¢alisilmis ve [4] ile [6] calismalarindan elde

edilen sonuglarin benzerleri Lorentz uzaylarinda ispatlanmistir.



2. FONKSIYON UZAYLARI

2.1  Lebesgue Uzaylan

2.1.1 Tamm : T=[0,2z] ve 1<p<oo olmak iizere

z'ﬂf(x)‘pdx<oo

0

kosulunu saglayan Lebesgue Ol¢iilebilir f :[0, 27[]—) R fonksiyonlarinin hemen her

yerde esit olma bagintisina gére denklik siniflarinin kiimesi L° (']1‘) =L" ile gosterilir.

(f+9)(x)=f(x)+g(x) ve (af)(x)=af(x),aeR

islemleri altinda L° bir vektor uzayidir ve

11, ={Jir o \”dxf’

fonksiyonu L” iizerinde bir normdur ve L” bu norma gore bir Banach uzayidir

[8].

2.1.2 Tanmm: f €L’ (T) , 1< p<o olsun. 6 >0 igin

o(f,5) =sup

0<h<é

f(+n)=f(),

bi¢ciminde tanimh co(f,5)p fonksiyonuna f fonksiyonunun siireklilik modiilii

denir [4].

2.1.3 Tanmim: O<a <1 olsun.

p

H“(T)::{feLp( ), 0< p<oo:|[f(x+h)—f( H <c.|n[* }



seklinde tanimlanan uzaya L" {izerinde tanimli H6lder uzay: denir.

f e L°(T) olsun.

f eHZ (T) < o f,0), <co%, V6 >0

Hf (+h)-f (.)Hp
< sup e
he0 [

oldugu agiktir.
H (T)
[ (+h)=f ()]
A(a, f) =sup a
i I
olmak tizere
[£15 =0, +Ale 1), (2.1)

normu ile bir Banach uzayi olur [3].

2.1.4 Tamm: ®:[0,0) —[0,00) siirekli, artan @(0)=0,
0(6,+6,)<w(8)+w(5,) ve ®(A5)<(A+1).w(5), 1>0 kosullarim saglayan
bir fonksiyon olsun. Bu tiir fonksiyonlara siireklilik modiilii denir [4].

2.1.5 Tamm: 1< p<oo ve @ bir siireklilik modiilii olsun.

Hy (T):={f e L’(1): 0(1,6), <co(9)]

p

seklinde tanimlanan uzaya L" {izerinde tanimh Genellestirilmis Ho6lder uzay: denir.

HY (T)

o) gl €1

h<0 a)(|h|)



olmak lizere

|f

‘;:=||f||p+A(f,a>)p (2.2)
normu ile bir Banach uzayi olur.

O<a<l olmak uzere a)(é):é'“ durumunda H;’(T):H“(T) ve ||f||”;=||f||z

p

yazilir [4].

2.2 Lorentz Uzaylan

2.2.1 Tammm: (R, 1) bir Olgiim uzayr olsun. R {izerindeki u -Ol¢iilebilir
fonksiyonlarin ailesini M (‘R,,u) ile gosterilsin. M, (iR,y) ise M (iR,,u) ailesinde ki

Olgtimii hemen hemen her yerde sonlu olan fonksiyonlarin sinifi olsun [8].

2.2.2 Tamm: f:(SR, y)—)]R oOlgtilebilir bir fonksiyon olsun. >0 i¢in

tanimlanan
wi ()= ,u({x ek ‘ f (X)‘ > /1})
fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir [8].

2.2.3 Tamim: (Azalan Rearrangement Fonksiyon)

f €M, (R, 1) olsun.
f(t):=inf { 2: g, (2)<t}, te[0,00)

bi¢iminde tanimli f:[0,00) —[0,00) fonksiyonuna f fonksiyonunun azalan

rearrangement fonksiyonu denir.

f €M, (R, x) olsun.

f*"(t)::%j f*(s) ds, te(0,u(R)) (2.3)



olarak tanimlanir [8].

2.2.4 Tamm: (R, ) bir dlgiim uzay1 ve 0< p,q<oo olsun.

w[ 1 g §
{J{tp.f*(t)} %J , 0<g<o
||f||pyq: 0 (2.4)

1

sup tE.f*(t), q=o0

O<t<oo

olmak iizere |f ||p , < kosulunu saglayan biitin f €M (R, 1) fonksiyonlarmin

kiimesini L™ (R, x) ile gdsterilir. L™ (R, 1) uzayina Lorentz uzay1 adi verilir.
Ayrica feM (SR,,u) icin

o 1 )L
[I{tp.f“(t)} %Jq 0<q<o
0 (2.5)

1

suptg.f”(t), q

O<t<oo

|| f ”(p,q) =

I
8

olmak iizere | f ||(p o <o kosulunu saglayan biitin f €M (R, u) fonksiyonlarmin

kiimesi L(" (R, u) ile gosterilir ve L(p) (R, 1) uzay1 da bir Lorentz uzayidir.
0< p<oo alinirsa LP (R, 1) =L° (R, u) olur [8].
2.2.5 Uyarr: (ER,,u) Olglim uzayindan alinan her f e M (iR,u) icin
fr<f” (2.6)
ve her p,qe(0,0] segimi icin LP 1 LP9 olur [8].

2.26 Teorem: f,geM;(R,u) olsun.

R



olur [9].

2.27 Lemma: 1<p<o ,1<q<oo ise 0zaman biitin f € M, (R, x) i¢in

|| f ”p,q < || f ”(p,q) = p' || f ”p,q
olur [9].

2.2.8 Tanim: 0< p,q<o ve 0<a <1 olsun.

H(D;J,q)

(T)={f el")(T): 0(f,5),,

<cs?, v5>o}
a)

uzayma L(p'q)(']I‘) uzay1 iizerinde tanimlanan Holder uzay: denir.

e (T) -

olmak tzere

|| f ||(ap,q) = ” f ”(p,q) + A(a’ f )(p,q)

normu ile bir Banach uzayi olur.

(2.8)

(2.9)

2.2.9 Tamm: f € 'P¥(T) ,0< p,q<o0, @:[0,50)—>[0,00) bir siireklilik

modili olsun.

H(a;)xq)

(T)={f elP(T): 0(1,5),

L ORZE o}

uzayina L(p‘q)(']I‘) uzayr Uzerinde tanimlanan Genellestirilmis Holder uzay:

denir.

H(U:J.q) (T) ’



I (+0-10),,

A Doa =28 )

olmak tzere

|f

Eup’q) = ” f ”(p,q) * A(a), f )(p,q) (2.10)

normu ile bir Banach uzayi olur.



3. FOURIER SERILERI

3.1 Fourier Serileri

3.1.1 Tanmm: a_, b, (k=0,1,2,...) sabit sayilar olmak iizere

+_(a, coskx +h, sinkx)

0
k=1

N |2

serisine bir trigonometrik seri denir.

3.1.2 Tanmm: a_, b, (k=0,1,2,...) sabit sayilar ve |ak|+|bk| # 0 olmak tizere

t,(x)= %+Zn:(ak coskx+bsinkx), n=0,1,2,...

k=1
ifadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir.

3.1.3 Tammm: n=0,1,2,... i¢in derecesi N ‘yi asmayan trigonometrik

polinomlarin kiimesi [], ile gosterilir.

3.1.4 Tamm: T =[0, 2] olmak iizere f e L* (T) olsun.

2z
a, =%J' f (t)coskt, k=0,1,2,...

0

ve

27

b, =2 [ f(t)sinkt, k=12,..

%

olmak tizere (3.1) serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir ve

f(x)~

N |2

+>_(a, coskx+b, sinkx) 3.1)

0
k=1

yazilir.



3.1.5 Tamm: A, (f)(x) ;z%

A (f)(x)=a,coskx+b,sinkx, k=12,...

olmak lizere

n

S, (£)(x)=Y A (f)(x), n=0.12,... (3.2)

k=0

bi¢iminde taniml (Sn(f)) dizisine f fonksiyonun Fourier serisinin  kismi

toplamlar dizisi denir.

3.1.6 Tanim:
Ex (1), =inf { [ =ty o eHn}

degerine f el (T) fonksiyonunun T, kiimesinin elemanlari ile en iyi yaklagim

denir.

Her fel,, (T) igin

Ex () =]f—t

(p.a)
olacak sekilde t” eI, vardir [11, s. 59].

Trigonometrik seriler ve Fourier serileri ile ilgili daha genis bilgiye [10]

numarali kaynaktan ulasilabilir.

3.2 Fourier Serilerinin Cesaro, Norlund ve Riesz Ortalamalari

3.2.1 Tamm: S, (f)(x), f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar

dizisi olmak tizere



ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisinin  N. dereceden Cesaro (Fejer)

ortalamasi denir [10].

3.2.2 Tamm: {p }" = pozitif reel sayilarmn bir dizisi olsun.

P=>p,, p,=P,=0
m=0

olmak lzere
1 n
N (1))~ 232,50 (1)()

ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisinin  {p,}” ~dizisine gore Norlund

ortalamasi,
1 n
R, ( f )(X) = F ~ PSS ( f )(X)

ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisinin {pn}°°_0 dizisine gore Riesz ortalamasi

n=|

denir.
p,=LNn=012,..
durumunda
N, (F)(x) =R, (f)(x) =0, (f)(x)
olur [10].

3.2.3 Tanim: { pn}:zo pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Nn>m seklindeki

her n,me Nigin

P.<cp, (P,=Cp,)

11



olacak sekilde sadece {p,}  dizisine baghh bir C pozitif sabiti varsa {p,}

0 ©
n=0 n=0

dizisine hemen hemen monoton azalan (artan) dizi denir ve {p,}” e AMDS
({ pn}::o € AI\/IIS) seklinde gosterilir [6].

3.2.4 Tammm: Ana teoremlerde kullanilacak olan Ap, gosterimi

Apn = pn - pn+l

seklinde tanimlidir [6].

12



4. FOURIER SERILERININ KISMi TOPLAMLARI iLE
YAKLASIM

4.1  Fourier Serilerinin Kismi Toplamlarinin Lebesgue Uzaylarinda
Yaklasim Ozellikleri

4.1.1 Teorem: @ Ve v iki siireklilik modiili olmak iizere < fonksiyonu
v

azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda her f eH? (T) (p>1) igin

[f-s.(f)

T
‘<c —nlogn+£j o(t) dt (4.1)
p T T
V| — z
(n} "
olur [4].

Bu teorem daha sonra Leindler tarafindan asagidaki sekilde sadelestirilmistir.

412 Teorem: wvev, £ fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon olacak

v
e - § L o(t) :
sekilde iki siireklilik modiilii olsunlar. Eger y(t) =t 0 fonksiyonu artmayan
v

(t)
olacak sekilde bir 0<e&<1 sayisivarsa, her f eH?(T) (p=1) igin

1
)
Hf—Sn(f)Hzgc—nlogn, n>2 (4.2)

{n)

olur [6].

13



4.2  Fourier Serilerinin Kismi Toplamlarinin Lorentz Uzaylarinda

Yaklasim o6zellikleri

Bu ve bundan sonra ki boliimlerde asagidaki gosterimler kullanilacaktir:

8.(0)=2{f (x+0)+ F (x=t) -2 (x)}

S, (x)=8, (x)—%(an cosnx+b, sinnx)

7 (X)=S,(x)=S, (x), nzn(n):%

421 Lemma v Ve @, @ azalmayan olacak sekilde iki siireklilik modilii
L

olsunlar. Bu durumda p,q>1, feH(“;]q)(']I') ve O0<t<rx igin asagidakiler

saglanir:

() (V) = 20(t)

@lo-4. 0, -0y

N—"

(0=, (), 0o () 2

N—

W) (©)-4, (04, (t+m) 6., (1), ~0@w(ly) 2

14



ispat i) g, (t):%{f (x+t)+ f (x—t)=2f (x)}

= ({F ()= F(Op+{F (x=0)- T (x)})

oldugundan,

6.l =5 (1 0= O + 1 =01 O,)

<co(t) (4.3)
elde edilir.
ii-)

L {F(x+y+t)— f (x+y)+{f (x+y—t)—f (x+y)]

By ()-8, (t):E _{ f(x+t)—f (X)}—{f (x-t)-f (X)}
oldugundan,

O<t<z icin Minkowski esitsizliginden, f e L»? (T) igin,

1 1
< E”f (x+y+t)—f(x+ y)||(p‘q) +§||f (x+y—t)—f(x+ y)||(p'q)

¢ (1)-4.., ()]

p.q)

1 1
+E”f (x+t)-f (X)”(p,q) + E”f (x—t)-f (x)||(p‘q)
<ca(t) (4.4)

bulunur.
oy (-4, () =S [LF (x+y+8) = F (x+0)} + {f (x4 y=1) = f (x-1)}]

+{f(x+y)-f(x)}

15



oldugundan,

1
)g§[||f (x+y+t)-f (X+t)||(p,q)+||f (x+y-t)-f (X_t)“mq) J
+ ||f (x+y)=1(x) ”(p,q)

¢x (t) - ¢x+y (t)H(

p.q

<ca(y) (4.5)
elde edilir.

iii-) Simdi (ii) den v azalmayan bir fonksiyon oldugundan t£|y| icin

(4.4) denkleminden

O (t)H(p,q) =0(o(t))= O(U(t)%J
=o(u(|yl)%J “0)

elde edilir.

Eger [t|>y ise (4.5) denklemini ve

esitsizligini kullanarak

4, (0)~4.., (I)H(p,q) = O(co(| y|)) =0 [U(| y|) a)((|| Y||))]

—"

w(t
elde edilir.

V) (0= (k) F(x-t)-2F ()]

16



,(t+)= 2T (x o)+ (x—t=n)-2F ()

8,(0)= 4, (t+1) = 2 (1T (x+0)= T (xrtem)}+{f (x=1) = f (x-t-1)})
oldugundan,

”¢x (t)_¢x (t+77)||( %(”f X+t) f (X+t+77)”(p,c1) +||f (X_t)_ f (X_t_n)”(p,q))

gca{ﬁj 48)

n

elde edilir.

By (0=, (E+) =2 (1 (x+y +0) = F (xry+tem)} +{f (xy=0)= f (x+y—t-n)})

1
|, (1) =8, (t+2)) SE(Hf (x+y+t)—f(x+ y+t+77)H(pyq))

(p.9)
1
(MG EOERICE )
<ca(n) (4.9)

elde edilir.

¢X(t+77)—¢x+y(t+77):%{f(x+t+77)— f(x+y+ten))

+%{f (x=t=n)=f (x+y—t=n)}+{f(x)=f(x+Yy)]
oldugundan

ot m) =iy (e, <518 st = F (e yston)] )

+%(nux—t—n)—f<x+v—t—n>ll<p,q))

+f(x)— f (x+y) H

17



<co(y) (4.10)

bulunur.

(4.8) ve (4.9) y1 kullanarak

6.(1) =B, ()= (t+m)+4,,, (t+n)]  =O(w(n)) (4.11)

elde edilir ve (4.5) ve (4.10) yi kullanarak

4,00, (-0, (trn) 4o, (Len)] | =Oa(y)  (412)
elde edilir.

i 0nzy b oln)- 20 i) 20242
pulunur ve

Eger [y|<n ise w(|y|)=f((||§||))U(IVI)S”(M)Z)((Z;
bulunur.

(4.11) ve (4.12) denklemlerinden

N—"

w(n

v(n)

¢x(t)—¢x+y(t)—¢x(t+77)+¢x+y(t+n)”(pyq)£c{u(|y|) } (4.13)

elde edilir.

422 Lemma :1l<p<owve 1<q<o Ve >0 olmak iizere f e H(“"qu)(']l‘)

i¢in

|an|SCa)[f,l) ve |bn|SCa)(f,1) olur.
Viea Viea

18



olur.
(p.a)

Ispat: f e H o (T) igin E,"(f )(p,q) :Hf t”

n-1
t.,= > d,coskx

k=-n+1

trigonometrik bir polinom olsun.

a,(f) =ET( f (x)—t,,(x))cosnxdx

0

yazilir. (2.7) denklemini kullanarak

a, (1) <= [ |t (-t (0ex<]f -,

0

elde edilir. (2.8) denklemini géz oniine alarak

an(f)|£Hf —t,

(p.q) ||1”< p'q‘)

yazilir. Buradan da

elde edilir.

b, ( f ) katsayist da benzer sekilde hesaplanir ve

1
b,(f)l<c a)(f,—j
b, () o)

bulunur.

D ||1”pq

(4.14)

(4.15)

4.2.3 Lemma : v Ve @ iki siireklilik modiilleri ve £ fonksiyonu azalmayan

v

bir fonksiyon olsun. Eger feH(‘;’q)(’]l‘), p,q=>0 ise

19



Il = 0[%) 0 J

olur.

Ispat: (2.10) denkleminden ,

7n (')_7n ('+ y)H(pq)

Iikio = Walhoo *S10 =770

\sn ~Sr =S, (-+y)+S, (-+ y)H

_g*” Zlg —g* (p.a)
S5, (p.a) 55, (p,q)+fyl\ig U(|y|)
oldugunu biliyoruz.
Eger f e H(‘;Vq) ise (4.14) ve (4.15) den
|an(f)|<cw(f,1j
NJip.a)
<ca(f,n)
<ca(n)
b, ()] < ¢ @(n)
yazilir.
« 1 .
S,-S, :E(a” cosnx+b, sinnx)
oldugu i¢in (4.14) ve (4.15) denklemlerini kullanarak
S-S, ha) S co(n) (4.16)

elde edilir.

20



Benzer sekilde

S, (x+y)-S, (x+ y)H(p‘q) <caw(n) (4.17)

elde edilir.

(4.16) ve (4.17) den ve —<|y| igin
y
n

S, (X)=S, (x)=S, (x+y)-S, (x+ y)H( <cw(n)

p.q)

u(|y|)J (4.18)

elde edilir.

Z> ly| igin
n

Va

U'D” (t)|dt ~ %Iog n~[|D, (t)‘dt}

0

oldugu g6z Oniine alinarak

S, (X)=Sy (X)=S, (x+y)=S, (x+ V)H(p,q)

<|s,(x)-S, (x+ y)||(p‘q) +

S, (X)-S, (x+ y)”(p‘q)

<

So(X)—f(x)+f (X)_S” (X+ y)H(P-CI)

+

8,7 ()= 1 (x)+ ()-8, (x+y)] .,

21



<[|s,(x)- (x)|| . 1T (x)=S, (x+Y) || +HSn*(x)— f (X)H(

p.q)

+H f(x)-S, (x+ y)H(p’q)

5"
s;ﬂD ()¢, (1)-¢ y(t)H(pyq) dt
v HD (O ()= ey (O],

~0(1) (|y) {I|Dn (t) dt+]:‘Dn*(t)‘ dt }

~0(1) o(|y))logn

v(|y|)logn

<27 | 4.19
<c (n)u(|y|)ogn (4.19)

elde edilir. Elde ettigimiz denklemler yerine yazilirsa

N—"

o(ly) 2

v(n

o(lyl

logn

|72l = O (@ () +

S— N —

<caw(n)+ o(n) logn




logn (4.20)

bulunur. Bu da Lemma 4.2.3 {in ispatini tamamlar.

4.2.4 Teorem :wvev , 2 fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon olacak
19

sekilde birer siireklilik modiilii olsunlar. Eger feHf, (T) , p=1 ise

17[

Sn(f)(x)—f(x)H:’pyq)s c{—ftzw(t) dt+i)(77) Iogn}

(n)

olur.
Ispat: (2.10) denkleminden
. =1 ssup O o
") R Ty o(|yl)
oldugunu biliyoruz.
_g ¢ 27 . sin(nt)dt
/Bn(x)_ n(X)_ (X)_;J' x() 1
0 2tan—t

—¢X—(t) ve a=— aliirsa
g(t) 2tan(;jt
ﬁn(X)=§]£g(t)sin(nt) dt
elde edilir.
17 . 17 .
ﬂn(x)=;jg(t) sin(nt) dt—= I g(t+a)sin(nt) dt

0 ﬂ-fa

23



_1 Tg(t) sin(nt) dt+%ﬁjag(t) sin(nt) dt+% T g(t) sin(nt) dt

%

172'—& .
—— t t) dt
~ _fa g(t+a)sin(nt)

_1 Tg(t) sin(nt) dt+%ﬁfg(t) sin(nt) dt+% T g(t) sin(nt) dt

7T

—i T g(t+a)sin(nt) dt—%ﬁjﬂ g(t+a)sin(nt) dt

={f(g(t)—g(tw))sin(nt)dt% J g(t)Sin(nt)dt+%]{g(t)sin(nt)dt
_% [ g(t+a)sin(nt)dt (4.21)
elde edilir.

B, (X)=B, (x+y)=S, (x)—f(X)=S, (x+y)+ f(x+Y)
oldugu g6z oniine alinarak

{ﬁn (X)_ﬂn (X+ Y)}

t
2tan— 2tan| ——
2 (

i”f{@(t)mt)}{ —- imj}in(m)dt (1)

2
+1T{¢X(t)—¢x(t+a)—¢x+y(t)+¢x+y(t+a)} sin(tni)a dt (1,)
e 2tan(2)
17 sin(nt)
o [l 0-0, )= (1)

24



1¢ sin(nt
a0, 0} (1)
0 2tan—
1 ¢ sin(nt)
+;I{¢X(t+a)—¢x+y(t+a)} o~ (15)
o 2tan[j
=L+, +1+1,+1
seklinde yazilir.
17 1 1 .
<= [ |.()-8., (1) - sin(nt) dt, a<t<z-a
S i ' 2tan L 2tan(t+aj
2 2
yazilir.

1 1 1 t t+a
t . (tray 2|02 M
2tan — 2tan()
2 2

elde edilir.

¢x (t) - ¢x+y (t)H(p,q)

- dt

T—a
”Il”(p,q) <Ca .[
o

sc%z o(ly)) o) 4 (4.22)



bulunur.

17 sin(nt
||2|S; I _ #

a

yazilir.
cosL
lcot(“—ajsin(nt)g1 ,[2 sl lt SEESC]—-
2 2 sin - ZSIn— 2t t
2
elde edilir.
L b()-4.(tra)=4,, (D+4,, (t+a)| N
” 2”(pq)_; ;[ t
T
o7):s
<c U(|y|) U(ﬂ'j ;[E dt
n
)
ol &
<co(ly|) 2 logn (4.23)
()
bulunur.
i sin(nt
|1,] < J. ¢x(t)—¢x+y(t)‘ ( t) dt , rz-a<t<z
T 2tan(j
2
1cot(ljsin(nt) < 1cot(EJ gl L
2 2 2 2 20 .t
sin—
2
elde edilir.
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t = . . [t (7
—>— 1sesin| — | >SIn| — |=
% (3 on()

S

bulunur ve

<2

%cot(%)sin(nt)

elde edilir. Bu durumda

< | l0)-a., (02 ot

T o) o(r) 1
1all 5. < CU(IYI)”faU—t)dt <co(]y) Ok <c (4.24)
elde edilir.
T sin(nt) ju
||4|S ¢X(t)_¢x+y(t)‘ t dt, O<t<ﬁ
0 2tan (j
2
ise
cosl :
Ecotlsin(nt) < 1sin(nt) 1 s'”(rlt) <n
2 2 sin—| 2| sin—
2 2
elde edilir.

||I4||(p,q) < an

0

.0~ ()],

p.q)

)

27



(4.25)

elde edilir.

du

sin(nu—ﬂ)%cot%

¢x (t) - ¢><+y (t)‘

sin(nt)%cot%‘dt

elde edilir.

(4.26)

elde edilir. Elde ettigimiz denklemler yerine yazilirsa

28



|8, ()-8, (x+ y)H(pyq) <c

elde edilir.

alinirsa

T(g (t)-g(t+a))sin(nt)dt +ja g(t)sin(nt)adt +Ig (t)sin(nt)dt

i —]Z' g(t+a)sin(nt)dt

=i{'1+|2+|3+|4}

seklinde yazilir.

I1

iﬁf{ ¢X(t)t __% (t:fo)lj}in(nt)dt

= %ﬁr(g (t)—g(t+a))sin(nt)dt ==
a 2tan§ 2tan[2

29



1 1 g (=4, (t+a) ]| | .
¢ (1) - + sin(nt)dt
! 2tan; 2tan(tzaj (J; 2tan(tzaj

elde edilir. Buradan da

a9 (t)( q)
”Iln(p,Q)S 4 .[ t2 -t .[ t

bulunur.
f . f sin(nt
1)< [ |g(t)sin(nt)|dt= [ |g,(t) ( t) dt
T—a T-a tan*
|||2||(pq)S J H(pq)ﬁdt
1
elde edilir.

30

]Ew(zt)dtﬂo( jlogn (4.27)
z t n

(4.28)



5.(0)] sin(n'i) dtsT

2tan — 0
2

||3|SI\g(t)sin(nt)dt\=I

1ol < (I (O, et < ¢ 0 _jn_
0

sca)(—j (4.29)

elde edilir.

« . < sin(nt)
I, = +a)sin(nt)dt=| ¢ (t+a)—————=d
_J;g(t ) ( t) t I (t )Ztan(tﬂxj t

-a

sinnt cot(“—aj
2
2a

7
||I4||(p'q) <c .[ neo(t)dt zcna)(Za)F

0

2a

L=

0

dt

b, (t+a)‘

<c a)(fj (4.30)

bulunur. Elde edilen denklemleri kullanarak

mx)uw<C{%th<;>dtm@.ognm(g)m(t)gm(gj

f“’(t) dt+a)[£jlog n} (4.31)
: n

bulunur.



oldugu g6z Oniine alinarak

® 17 ot
. <c12 ] o) g +w(%j|ogn

T
1% t w}
niu(y)tZ&%dt+u(y)UE;jIogn
" n
+c
o(|vl)
T
o 7 ot Oy
18,0 <€ % i tgz))((t)) dt + (Zj logn (4.32)
AAEEH
elde edilir.

an(X):ﬂn(X)+}/n(X) oldugu goz Oniine alinarak (4.20) ve (4.32)

denklemlerini kullanarak

el <18+

elde edilir.

4.2.5 Teorem: w ve v ,Q fonksiyonu azalmayan olacak sekilde birer
L

t .
siireklilik modiilii olsunlar. Eger y(t)::t”’”ﬂ) fonksiyonu artmayan olacak

v(t)

sekilde bir 0 <& <1 sayisi varsa Vf e H{; | (T) ve p>1 igin

|f-s,(f)| scw(

olur.
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G

elde edilir. Bu durumda

33



olur ve

yazilir.

34
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5. FOURIER SERILERININ CESARO, NORLUND VE
RIESZ ORTALAMALARININ GENELLESTIRILMIS
HOLDER UZAYLARINDA YAKLASIM OZELLIKLERI

5.1  Lebesgue Uzaylarinda Sonuglar

511 Lemma:w Ve v, @ fonksiyonu azalmayan olacak sekilde birer
v

o(t)

sireklilik modiilii olsunlar. Eger y(t):=t"*—- fonksiyonu artmayan olacak

v(t)

sekilde bir 0< & <1 saysi varsa her f eH(T) (p=>1) igin

{a)
(o)

Hf—an(f)HL;SC logh ,n>2

olur [6].

512 Lemma: wVvev, @ fonksiyonu azalmayan ve 0O<e&<1 igin
L

y/(t):: t’gw— fonksiyonu artmayan olacak sekilde birer siireklilik modiilii

olsunlar ve

n-1
k|Apk|:O(Pn)
0

k=

kosulu saglaniyorsa her f e H;’(T) (p=1) igin

35



a)
(o)

”Nn—SmZSC

logn, n>2

esitsizligi saglanir [6].

5.1.3 Teorem: wvev , @ fonksiyonu azalmayan ve O<e&<1 igin
L

o(t)

o(t

y(t)=t* fonksiyonu artmayan olacak sekilde birer siireklilik modiilii olsun

—

ve feHY(T)(p=1) olsun.
i){p,} € AMDS

i) {p,} € AMIS ve np, <cP,

n-1
iii) > m|Ap,| <cP,
m=1

kosullarindan herhangi bir tanesi saglaniyorsa

IN, - f||’; <c(—2jlogn , n>2
U PR
n
olur [6].

514 Teorem: wVev , @ fonksiyonu azalmayan ve O<eg<1 igin

v
t .
7/(t):= t’gw fonksiyonu artmayan olacak sekilde birer siireklilik modiilii

U(t)

olsunlar . Her f e H7(T) p=1 igin

i) np, <cP,

n-1
i) Z m**
m=0

Ap,|<cP,n*

36



kosullar1 saglaniyorsa

()

IR, - f logn, n>2

‘' <c
p

olur [6].

5.2  Lorentz Uzayinda Sonuclar

521 Lemma: wve v, @ fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon olacak
1%

: . . t .
sekilde birer siireklilik modili olsunlar. Eger y(t):z '[_gm fonksiyonu

v(t)
artmayan bir fonksiyon olacak sekilde bir O<e&<1l sayist varsa,

feH: (T)(p=1) i¢in

It o0 (1)) A

(pa)
v

logn ,n>2 (5.2)

olur.

522 Teorem: wVvev , @ fonksiyonu azalmayan ve O0O<eg<1 igin
L

o(t)

7/(t):= t* —~2 fonksiyonu artmayan olacak sekilde birer siireklilik modiili

v(t)

olsunlar ve asagidaki kosullar saglaniyorsa

n-1

np. <cP. ve Y m™“|Ap |<cP n*
pn n pm n
m=0

37



Her feH; (T) (p=1) igin

S

(
(

S|
N—

logn, n>2 (5.2)

||Rn - f”;)p,q) <C

c
S

)

olur.

523 Lemma: wvev , @ fonksiyonu azalmayan ve O<e&<1 igin
19

t
y(t)= t’gm fonksiyonu artmayan olacak sekilde birer siireklilik modiilii

olsunlar ve

S K[ap,|=0(P,)

k

1l
o

kosulu saglaniyorsa

!
IN, =S|I, ., <c

nli(p.a) =
|l

logn, n>2 (5.3

olur.

5.24 Teorem: wvev , @ fonksiyonu azalmayan ve 0O<eg<1 i¢in
v
;/(t)::t —— fonksiyonu artmayan olacak sekilde birer siireklilik modiilii

v(t)

olsunlar ve asagidaki kosullar saglaniyorsa

i) {p,} € AMDS

i) {p,} € AMIS ve np, <cP,
n-1

”I) zm| P — pm+l| <C I:)n
m=1

38



ise

S

(

S
N

(p.d) <C

IN, - f logn, n>2

v

7\
S|
N—

olur.

Bu teorem ve lemmalarin ispatlarinda  asagidaki

yararlanilacaktir:

5.2.5 Lemma:

Ap(m?(P-P,, ))\

m=1
olsun. Bu durumda ,
n-1
A <c) [ap,|
m=0
Ve ayrica
n-1
> m|Ap,|<cP,
m=1
saglaniyorsa
P
<c—+-
A n

olur [6],[7] ,[12] .
5.2.6 Lemma (Abel Doniisiimii):

u,U,,...,u, ve m,m,,...m,, neN, reel sayilar1 verilmis olsun.

U, =u, +u,+...+U,, k=12,...,n olmak tizere

39

(5.4)

lemmalardan

(5.5)



n n-1
zukmk :Zuk (mk _mk+1)+Un m,
k1 k1

esitligi saglanir [10,s . 3].

. o)

5.2.1 Lemma’nm Ispati: y(t)=t*—=<  artmayan,

v(t)

ve

oldugundan

12
<

(p.a) ﬁ o ‘(f(x)—Sk(f)(x))

[F(x)=en(F)(x)

1

- Hllr-s.0)

n+1

(M)}

(”p’q)+Hf -S,(f)

(Up,q)+éuf _Sk(f)




logn (5.6)

elde edilir.

5.2.2 Teoremin ispati: R, (X)— f (x) = P (Sm (F)(X)= (X))

[

R, (f)(x)=— ”O .S, (£)(x) ve Abel donissiimiinden

)

m=0 k=0

R,00-1(0= {550, 35, (0= £ (0) 2, (5.0~ 1 ()]

yazilir ve

1|8 v
IR, f|| Fn{m_o m+1) Ap, |0, — (pq)+(n+1) p, o, — f (p’q)}

elde edilir.

(5.1) denkleminden , i kosulundan ve y fonksiyonunun monotonlugundan

41



“n) (3

v 1 n-1 n

- f”(M) SFn mzo(m+1)Apm U(lj Iogm+(n+1) p U—1|Ogn
m

lnl 1 1
— m+1 A m*logm+—cP —<
2By O

(o)
a) J—
logn

silogn 7(1J szl * Ap, +¢c—1
R n) % U(lj

n

S
/—\
S|
N

S|

;/;/

lognn*én® +—2
U P

8

L
i

S

(5.7)

logn

C
/_“\
S
N—

bulunur.
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5.2.3 Lemma’mm ispati: N, (f )(x) = Pizn_: Pom S (F)(X)

n m=0

S,(f)(x)=)_A,(f)(x) oldugundan Abel doniisiimiinden

m=0

elde edilir. Boylece, yine Abel doniisiimiinii kullanarak

S,(1)(0)=N, (1)(X) =5 X (R =) A (F)(¥)

n m=1

bulunur.

ORGSO MS IXGT
kA ()
olr.
S, (1)) -0, (1)(x) === kA (1)(x)
oldugundan
> kA (1)) =0+ [, (1)(x) -0, (1)(x)]
ve boylecs

43



elde edilir. Buradan

n+1jis

bulunur.

Boylece

olur ve (5.5) denklemi g6z 6niine alinarak

44



.
n (5.8)

elde edilir.

o(t . ..
‘gﬁ artmayan fonksiyon oldugu igin

S
TN
S|
~

(5.9)

S|
IA
:m||_\
IA
o
c
TN

S
N

- n
olur. A=[=] almrsa

(5.10)

c )
7 N/
SR
NN .

IA
&)
TN
S
~__

yazilir.
Belirtilen esitsizlikler ve {yn} dizisinin monotonlugu ispat boyunca

kullanilacaktir.
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p, € AMDS ve m<n oldugunda p,_<cp, . eldeedilir.

! 5.11
P (5.11)
ve
i1 n .,
gsj'x dx (5.12)
m=2 m 1
oldugu g6z Oniine alinarak
N, (f)-f T o IS, (F)-f]
n (p.q) = Pn rt n-m m (p.q)
=izﬁ:p [f-s,(f)| +izn:p [f=s,(f) (5.13)
Pn =~ n-m m (p.q) Pn — n-m m (p.q) '

elde edilir.

1%

1 i
<c—

(M)}
(p,q)}

1
Iogan:zF

1 1]
szn—m‘f_sm(f)

n m=0 (

=84 (F)

(p,q)}

=, (1)

1 n
SCF{H;Z D, -

n

pn—ﬁ :

()

3

SC—p”‘ﬁ 1+ /¢
Pn
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elde edilir. Buradan da

1%

1

1 i

LS S 8
“\n

elde edilir.

(5.9) ve (5.10) denklemleri kullanilarak

—an_)pan =Sy () < U(Ej u(;j

elde edilir.

{a)

- Z Pom
)

logm

47

(5.14)



logn (5.15)

elde edilir.

Boylece (5.14) ve (5.15) denklemlerinden

S|

IN,(F)-f] ~<c w( j

(pa) — (1}
U PR
n

logn

elde edilir.
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elde edilir.
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6. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda trigonometrik Fourier serilerinin kismi toplamlar dizisi,
Cesaro, Norlund ve Riesz ortalamalarinin Lorentz uzaylarindaki bazi yaklagim
Ozelliklerinden olusmaktadir.Elde edilen sonuglar dordiincii ve besinci boliimde yer

almaktadir.

Dordiincii boliimde Fourier serilerinin kismi toplamlarinin Lorentz uzaylari
tizerinde tanimli Genellestirilmis Holder uzaylarindaki yaklasim  6zellikleri

calisilmigtir.

Besinci bolimde ise Fourier serilerinin  Cesaro, Norlund ve Riesz
ortalamalarinin ~ Genellestirilmis Holder uzaylarindaki  yaklasim  6zellikleri

calisiimustir.
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