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OZET

KOMPLEKS DUZLEMDE POLINOMLARLA YAKLASIM
YUKSEK LiSANS TEZI
. FATIH CELIK
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF.DR. DANIYAL ISRAFILZADE)

BALIKESIR, 2015

1. Boliimde, kompleks diizlemde yaklagim problemlerinin incelendigi bazi
bolge ve egri siniflarinin tanimlari ve yanisira bazi temel teoremler verildi. Daha
sonra gereken analitik fonksiyon uzaylar1 ve bu uzaylarin onemli ozellikleri
incelendi. Béliimiin sonunda ise kvazikonform doniistimler ve egriler hakkinda
gereken bilgiler verilmistir.

2. Boliimde, Lebesgue uzaylarinin 6zel bir hali olan Bergman uzaylari ve bu
uzayin Onemli fonksiyonlarindan olan Bergman Cekirdek Fonksiyonu
tanmimlanmigtir. Ayrica, Bergman g¢ekirdek fonksiyonunun seri agilimi, Bergman
uzaylarinda integral gosterimi ve Bergman g¢ekirdek fonksiyonu ile konform
donustimler arasindaki formiller incelenmistir.

3. Bolumde uygulamali matematigin bir¢ok problemlerinde kullanilan
Bieberbach polinomlar: tanimlanmig, bu polinomlarin Kvazikonform sinirli
bolgelerde yaklagim &zellikleri ve Riemann konform dontisiimlere yaklagim hizlart
arastirilmuistir.

4. Bolumiin birinci kisminda Dini-diizgiin  bolgelerin B(a,,B) alt
siiflarinda Bieberbach polinomlari ile konform doniisiime yaklasim problemleri
ve yaklagim hizi incelenmistir.

Bu béliimiin ikinci kisminda ise B(c, ), ae(O,l], B €[0,0) bélgeler

sinifinda (7!,1) dizisinin genellesmesi olan (ﬂn,p)ekstremal polinomlar dizisi ile

2 2p
0,(z)= .[[goé ($)] d¢, zeG, p>0, fonksiyonuna yaklasim —problemleri

incelenmis ve yaklasim hizlari ile ilgili sonuglarin bir 6zeti verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kvazikonform déniisiim, Lebesque uzaylari,
Bergman uzaylari, Bergman gekirdek fonksiyonu,Bieberbach polinomlari, Riemann
konform doniisiimii, Genellesmis Bieberbach polinomlari, Dini-diizgiin bélge



ABSTRACT

APPROXIMATION BY POLYNOMIALS IN THE COMPLEX PLANE
MSC THESIS
FATIH CELIK
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR:PROF.DR. DANIYAL ISRAFILZADE)

BALIKESIR, 2015

In the first chapter, the definitions of some domains and the classes of
curves where the approximation problems in the Complex plane have been
examined and also some basic theorems have been introduced.

Then, the required analytic function spaces and the important properties of these
spaces have been investigated. At the end of the chapter, the necessary information
about the quasiconformal mappings and curves has been given. '

In the second chapter, Bergman space which is the important subspace of
Lebesgue spaces have been investigated. An important function of this space so
called the Bergman kernel function have been defined. Moreover the series
representation of Bergman kernel function, the integral representation in the
Bergman spaces, and the connections between the Bergman kernel function and
conformal mappings have been investigated.

In the third chapter, the Bieberbach polynomials which are often used in the
most areas of applied Mathmatics have been defined, and also their’s
approximation properties in the domains with a quasiconformal boundary and
specially the approximation speeds of these polynomials to the Riemann conform
mapping have been investigated.

The fourth chapter consists of two parts. In the first part , the approximation
properties of the Bieberbach polynomials and the approximation speeds have been

examined in the B (Ot, ,B) subspaces of Dini-Smooth domains.

In the second part of this chapter, in the case of subspaces

LeB(o,pB), ae(0,1], Be[0,)to the aproximation problems for the function
z 2/17

0, (z) =I[qo(;(§)] d{, zeG, p>0, by the extremal polynomials sequence

(77:,,!},), which is a generalization of the sequence (7, ) is investigated and the

detailed abstract of the results, relating to the approximation speed are given.

KEYWORDS: Quasiconfom mapping, Lebesque spaces, Bergman spaces,
Bergman Kernel Function, Bieberbach Polynomials, Riemann conformal mapping
Generalized Bieberbach Polynomials, Dini-smooth domain
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SEMBOL LIiSTESI

Simge Tanim

a

Kompleks Diizlem

C Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi
D Birim Disk

D(z,r) {z € C:|z-2z,| < r} kimesi

A A kiimesinin kapanisi

G- Bolge kapanisinin tiimleyeni

D~ Disk kapaniginin tiimleyeni

0A4 A kiimesinin sinir1

CA A kiimesinin tiimleyeni

do, dxdy, z = x +iy (Alan diferansiyeli)

|| ¥ || f fonksiyonunun normu

K(z,4) Bergman g¢ekirdek fonksiyonu

m,(z) Bieberbach polinomlari

T, (z) Genellesmis Bieberbach polinomlari
P.(z2) Boélgenin ortogonal polinomlari

w(5) Siireklilik modiilii

I’ (L) Lebesque Uzayi

E?(G) Smirnov Uzay1

E? (G,0) @ agiclikli Smirnov Uzayi

g, (1) E? (G) uzaylarinda en iyi yaklagim sayisi
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1. ON BILGILER

1.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

1.1.1 Tanim X ve Y topolojik uzaylar olmak tizere, X’den Y’ye birebir,
orten, siirekli ve tersi de stirekli bir donlisgtime Homeomorfizm denir.

1.1.2 Tanim Kompleks diizlemde birim ¢emberin bir homeomorfik doniigiim

altindaki goriintiisiine Jordan egrisi denir[l] .

1.1.3 Tanm ¥ =z (t) (a<:<b) kompleks diizlemde bir egri ve
P= {(to,tl,tz,...,tn):a:to <t <..<t_ <t =b} , [a,b] kapali araligmin bir

boliintisii olsun. Eger

sule )-z(t,., | <o

v=1

ise  yegrisine sonlu uzunluklu egri denir. Burada supremum P kiimesi {izerinden

alinir [2,5.246].

1.1.4 Tamm a <t<boldugunda z'(¢)=x'(¢)+iy'(¢) tirevi var ve siirekli
isey egrisi stirekli diferansiyellenebilirdir (C‘sszmdandzr) denir. Bununla birlikte

a<t<b igin z'(t) # 0 oluyorsa ¥ egrisine diizgtin egri denir.
Her diizgiin egri sonlu uzunlukludur [3,s.154] .

1.1.5 Tanim [a,b] kapali araliginin sonlu sayida noktasi diginda, z'(t)

tiirevi var, stirekli ve Z'(t) #0 ise egriye parcali diizgiin egridenir.

Her pargali diizgiin egri sonlu uzunlukludur [3,5.155].



1.1.6 Tanim z = z(s) , L egrisinin parametrik bir denklemi olsun. Eger
z"(s) fonksiyonu sinirli ise z = z(s) denkleminin ifade ettigi egriye sl egrilikli

egri denir [4]
1.1.7 Tanim ¥, sonlu uzunluklu kapali bir Jordan egrisi olsun. z € ¥ igin z
merkezli 7 yarigapli daireyi D(z,r) ile gosterelim. Eger
sup’D (z, r) N }/| L6r
zey
esitsizligi z noktasi ve r yarigapindan bagimsiz belirli bir ¢ sabiti igin saglaniyorsa
Y egrisine regiiler egri veya Carleson egrisi denir [1,s.2] :
Biitiin diizgiin egriler Carleson egrisidir.
f(x)=x“sin(1/x), x>0, f(0)=0 ve y:={zeC:z=x+if(x),0SxSl} ise ¥y
egrisi
o > 2 oldugunda Carleson egrisidir,
1 < o < 2 oldugunda Carleson egrisi degildir fakat sonlu uzunlukludur,

0 < o < 1oldugunda sonlu uzunluklu degildir [l,s.S] .

1.1.8 Tanim 7} , z=z(t) , te[a,b] parametrik gosterimine sahip sonlu

uzunluklu bir egri olsun. 0 <o <1oldugunda |z(t1)—z(t2)| <clt, -1,|" olacak sekilde
bir ¢ sabiti bulunuyorsa ¥y egrisine a dereceden Lipschitz egrisi denir ve y € Lipa

olarak gosterilir [5,s.35] .
1.1.9 Tanim Karmasik diizlemde baglantili ve agik kiimeye bolge denir[6] "

1.1.10 Tanim B,C de bir bélge olmak lizere f:B — C siirekli dontisiimii

verilsin. ¥, ve ¥, egrileri z, € B noktasindan gegen ve aralarinda o agis1 yapan

diizgiin iki egri olmak {izere; Bu egrilerin resim egrileri olan f (%) ve f(7,)



egrileride w,=f(z,) da aralarinda yon ve bilyiklik bakimindan o agisi

yapiyorlarsa f doniisiimiiz, da bir konform doniisiimdiir denir.

Her z, € B noktasi igin f konform ise f, B de konformdur denir. Olgiilebilir bir 4

kiimesinin konform doniistim altindaki goriintiisiiniin alant
2
7 ()]=[]l7 ) &
A

olarak bulunur. f: D — C konform doniistimii i¢in f(z) =a,+az+a,z’ +.. ise

|y (D) =72 e

n=1

olur[6, s.4] .

1.1.11 Tanim C Jordan egrisi bir [1/p<|z|<p:|, p >1 halkasinin analitik
ve bire-bir ¢(z) (|z|=1) doniisiimii altindaki goriintiisii ise C egrisine analitik egri

denir[6, s.41] .

1.1.12 Tamim Eger G bolgesinin siniri analitik bir egri ise, D :={w:|w|<1}
olmak {izere G bolgesinin D ye her konform doniisiimii, G’ yi kapsayan belirli bir
bolgeye bire-bir ve analitik olarak genisletilebilir. Ayni sekilde G ’nin sinir1 analitik
egri ise, CcG bdlgesinin CB’ye her konform déniigimii CG’yi kapsayan bir

bolgeye bire-bir ve analitik olarak genisletilebilir [6,s.4 l].

1.1.13 Tanim Eger G bolgesinin sinirt bir Jordan egrisi ise, G nin D’ ye her
konform doniisiimii a’ye bire-bir ve siirekli olarak genisletilebilir. Ayni sekilde, G
nin sinir1 bir Jordan egrisi ise, CG’nin CD ’ye olan her konform doniisimii  CG *ye

bire-bir ve siirekli olarak genisletilebilir [6,s.24] :

1.1.14 Tamm Sinich bir bolgenin sinir1 baglantili ise bélgeye basit baglantil,

sinir1 baglantisiz ise katli baglantili bolge denir [2,s.67] .



1.1.15 Teorem (Riemann Konform Doniisiim Teoremi) G < C sinir1 en az
iki noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve z,€G olsun. Bu durumda, G

bolgesini D ’ye
f(2,)=0ve f'(z,)>0

kosullar1 altinda resmeden bir tek 7 konform doniistimii vardir [2,s.8] s

1.1.16 Tanim G , basit baglantili bir bélge, G, ise CG *nin sonsuz noktasini
iceren bileseni olsun. Eger G ve G, ayni sinira sahipseler, G bolgesine Carathedory

bolgesi denir [2,5.38].

Her Jordan bolgesi bir Carathedory bolgesidir, fakat yarigapi gikarilmis bir
disk Carathedory bolgesi olamaz. Ayrica Carathedory bolgeleri polinom yaklagimi

(PA ) ozelligine sahiptirler [5,s.17] :

1.1.17 Teorem (Sinirsiz Bolgeler icin Cauchy Integral Formiilii) G , sonlu

uzunluklu bir Jordan egrisi ile sirlanmig sinirli bir bélge ve ¥ bunun pozitif

yonlendirilmis sinir1 olsun. f,CG kapali bolgesinde analitik bir fonksiyon ise

21i

f(é') [ f(o0)=-f(2); z2eCG
J. §—[ f(oo); ze@G

olur [3,s.486] ;

1.1.18 Teorem (Green Formiilii) G , parcali diizglin ve pozitif

yonlendirilmis, sinirli, basit veya katli baglantili bir bdlge olsun. f ve g, G’de

analitik, G de siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar olmak lizere
r; 1 ¢ =
'U.fgdm:-—.J.fga’z
G 21 oG

olur[S,s.lO].



1.1.19 Teorem (Cauchy-Green Formiilii) G , sinir1 sonlu uzunluklu bir

Jordan egrisi olan sinirlt bir bélge, f ise G bolgesinde siirekli kismi tiirevlere sahip

ve G *de siirekli bir fonksiyon olsun. f. fonksiyonu G lizerinde integrallenebilir

ise, her z € G igin

_ ©) Ltz ys
@)= 7% 7.

olur[7,s.10].

1.1.20 Teorem (Lebesgue Monoton Yakinsaklik Teoremi) { f”} sinirlt bir

G bolgesinde integrallenebilen fonksiyonlarin integrallenebilen bir g fonksiyonu i¢in
| /.| < & kosulunu saglayan bir dizisi olsun. Bu durumda hemen her yerde f, — f

ise f integrallenebilirdir ve
lim ([ £,do, = ([ fdo,
G G

olur [8,s. 172].

1.1.21 Teorem (Weierstrass Teoremi) G ,basit baglantili bir bolge ve (gk)
G bolgesinde analitik fonksiyonlarin bir dizisi olsun. (gk) dizisi G bdlgesinin
kompakt alt kiimelerinde bir g fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise z,€G ve

—

z,z < G, z, ve z € G noktalarini birlestiren bir yay olmak iizere

l!glgigk (z) dz = ig(z)dz

ZzZ) ZZ

olur.



1.2  Bazi Fonksiyonel Uzaylar

1.2.1 Tanim G, sonlu uzunluklu bir L Jordan egrisiyle sinirli bir bolge ve

1< p <o olsun. |f|” nin Lebesgue integrallenebilir oldugu f dlgiilebilir, kompleks
degerli fonksiyonlarin kiimesine Lebesgue uzayi denir ve L” (L) olarak gosterilir
[9,s.169].

1.2.2 Tanim G, sonlu uzunluklu bir L Jordan egrisiyle sinirli bir bdlge ve

f, G ’de analitik bir fonksiyon olsun. Eger

[17 @) || < m

L

n

olacak sekilde G bolgesinde, G’ nin kompakt altkiimelerini sinirlayan ve G’nin

sinirina yaklasan bir L,L,,...,L,,... sonlu uzunluklu Jordan egrileri dizisi varsa f

fonksiyonu E” (G) Smirnov uzayindandir denir [9,s.169].

Ozel halde G:=D segilirse E”(G) uzaylari, bilinen H?”(D) Hardy

uzaylarina esit olur.

I’ (L) ve E?(G)uzaylart p =1 oldugunda

S
leto =Wl ={ G

normuna gore birer Banach uzaylaridir.

1.2.3 Tanim L sonlu uzunluklu bir egri bir olsun. @:L —[0,c0] 8lgiilebilir
fonksiyonu igin @™ ({O,oo}) kiimesi sifir 6lgiime sahip ise @ fonksiyonuna agwrlik

denir [1 0] .



1.2.4 Tanim o, L *de bir agirlik fonksiyonu olsun.
r(Lo)={f el (L):|f]' 0 L'(L)}
bigiminde tanimlanan uzaya @-aguwlikli L’ uzay: denir[l 1].

1.2.5 Tanim: @, L ’de bir agirlik fonksiyonu olsun.
E?(G,0)={f€E'(G): fe I’ (L o)}

bigiminde tanimlanan uzaya G ’de analitik fonksiyonlarin p. mertebeden @ -

agirhiklt Smirnov uzayi denir[l 1] .

1.2.6 Tamim (Holder Esitsizligi) 1< p,g<o ve 1/ p+1/g=1 olsun. L
sonlu uzunluklu bir egri olmak tizere; f €L’ (L) ve gell (L) ise fgel (L) dir

Ve

fshot<{ (v (e =1,

01ur[8,s.256] .

1.2.7 Tanim @ fonksiyonu L egrisi izerinde bir agirlik fonksiyonu olsun.

supsup[—l— J. w(§)|d§|](% J. [a)(g“)]_%’_wd{,'q <

zels >0\ T 10D (zr) LND(z.r)
oluyorsa @ fonksiyonu A, -Muckehoupt kogulunu sagliyor denir.
L iizerinde 4, -Muckehoupt kosulunu saglayan biitiin agirlik fonksiyonlarinin kiimesi
A, (L) ile gosterilir [1,5.28].

1.2.8 Tamm T birim gember, ge L”(T,) ve we A, (T) olsun. g

fonksiyonu ig¢in w € T oldugunda asagidaki sekilde bir teleme tanimlayalim:



g, (w) I=%jlg(we”)dt, O<h<m,

=h

olsun.

[11,5.110] geregi

“gh 7 (.0) sc, ”g”L”(T,a)) I<p<eo

yazilabilir.
gel’(T,0)vewe 4, (T)
ise

Q. (g,.):[0,00)—>[0,oo)

Q,,(2.0)=sup{lg= g0y hS S}, 1<p<en

seklinde tanimlanan fonksiyona p. mertebeden @ -agwlikli integral siireklilik modiilii

denir[12] '
Q,, ( g,.) stirekli, negatif olmayan, azalmayan ve
limQ, , (,6)=0

Q,.(8+8,)<Q,,(2.)+Q,,(2)

kosullarini saglayan bir fonksiyondur.

1.2.9 Tamim G bolgesinde analitik ve G de siirekli olan f fonksiyonlarinin

olugturdugu uzay1 4 (5) ile gosterecegiz. Bu uzayda norm

|71 =max|f ()| <o

seklinde tanimlanir.



h .
helL’(C), l<p<wo ve Th({,’)=lim—l _U L)zdz olsun. Bu operatorle ilgili
£—0 T |z—§|>8 (Z—g

asagidaki teorem gegerlidir.

1.2.10 Teorem (Calderon-Zygmund esitsizligi) # € L” (C) ve [< p<oo ise
|7Hl, <, |,

olur. Burada ¢, sadece p ’ye bagliolan bir sabittir[6,s.106].

1.2.11 Teorem H bir Hilbert uzay ve S ¢ H olsun.u,v € S oldugunda

(u’v):{l, u=v

0, uzv
oluyorsa § altkiimesine H ’de bir ON sistem (orthonormal system) denir[S,s.ZS].

{v/.} , H Hilbert uzayinda bir ON sistem olsun. {vj} nin lineer bilesimleri H ’de
yogun ise yani; x € H ’ye istenen kadar yakinsa {vj} sistemine CON sistem (Tam

orthonormal sistem) denir[S,s.ZS] :

1.3  Enlyi Yaklasim Sayilari

1.3.1 Tamm G< C, L siurh bir bolge, we 4,(L) , feE’(G,0) ve

1< p<w olsun. P,(n=1,2,...)derecesi n’yi asmayan polinomlar olmak iizere, f

n

fonksiyonuna E” (G,a)) uzayindaki en iyi yaklagim sayist

17 (L,w)

E;(f.0),=inf|f~p,

formiilii ile, Z” (G) uzaylarindaki en iyi yaklagimsayisi ise f € L” (G) igin



£,(f), = i?f”f - P,

n

(G)
formiilii ile tanimlanir [10].

1.3.2 Teorem G , diizgiin smirli bir bélge, 1< p < oo, we 4" (L) ve

feE (G) olsun. Bu durumda Vrn=1,2, ... igin

B (f,(o)p <cnPE; (f,a))p

olur.

Ozel halde o= o[ ise
£, (f)p < cn_l/”En” (f, 1 /|g0']1/p)
P

elde edilir[lO].

1.4  Kvazikonform Doniisiimler ve Egriler

1.4.1 Tanim / c R ve f:I — R olsun. Ve > 0 igin ikiser ikiger arakesitleri

bos olan ve ug noktalart I ’ya ait olan (a,,5,)c ! araliklart igin Y |b—a|<&

i

olmak tiizere Z|f(b,.)—f(a,.)l <¢ olacak sekilde & = d(e, /) sayisi bulunabiliyorsa
f fonksiyonu [ ’damutlak siireklidir denir [13,s.20].

Her mutlak siirekli fonksiyon stireklidir.

1.4.2 Tanim G c C bir bolge ve u, G ’de tanimly, reel degerli ve siirekli bir
fonksiyon olsun. Eger, kapanisi G ’de bulunan ve kenarlar1 x ve y eksenlerine
parallel olan her R dikdé6rtgeni i¢in, u# fonksiyonu R ’de gizilen yatay ve diisey
dogru pargalarinin hemen hepsi lizerinde mutlak siirekli ise, ¥ fonksiyonu G

bolgesinde dogrular lizerinde mutlak siireklidir denir.
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Bir #:G — C fonksiyonunun reel ve sanal bilesenleri G bolgesinde dogrular

tizerinde mutlak stirekli iseler, # fonksiyonu G bélgesinde dogrular tizerinde mutlak

stireklidir denir ve he ACL (G) ile gb’sterilir[13,s. 127] i

G < C bir bdlge ve z=x+iy olmak lizere h(z)=u(x,y)+iv(x,y) G bolgesinde
dogrular tizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda u# ve v
fonksiyonlart x=c¢ ve y=c dogrulari {izerinde sirasiyla y ve x ’e bagh
fonksiyonlardir ve bu dogrularin hemen hepsi ilizerinde mutlak siireklidirler. Bu
nedenle, G ’de hemen her yerde u, ve v, kismi tiirevleri vardir. Ayni sekilde G ’de

hemen her yerde u, ve v, kismi tiirevleri vardir. Bundan dolayi G *de hemen her

yerde

1, . 1, .
h, :—2-(hx —ih,)veh, =5(hx +ih)

kismi tiirevleri mevcuttur.

1.4.3 Tanim G c C bir bolge, #: G — C bir homeomorfizm ve K =1 olsun.

Asagidaki iki kosul saglaniyorsa 4 dontistimiine G lizerinde bir K -kvazikonform

doniistim denir[14,5.24].
1-) i, G bolgesinde dogrular {izerinde mutlak siireklidir.

2—)k=K_1
K+

olmak {izere, G *de hemen her yerde [h;| < k|h,| olur.

Bir kvazikonform doniisiimiin bir yansima ile bileskesine yon degistiren

kvazikonform doniisiim veya antikvazikonform déniisiim denir[14,s. 16] ;

1.4.4 Teorem Kvazikonform doniisiimlerin agagidaki 6zellikleri vardir:

a-) Konform doniigtimler 1-—kvazikonform doniisiimlerdir. Tersine,

1—kvazikonform doniistimler de konformdurlar.

b-) K — kvazikonform bir doniislimiin tersi de K — kvazikonformdur .
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c—) K, —kvazikonform bir déntisim ile K, —kvazikonform bir dontisiimiin

bileskesi K,K, — kvazikonformdur [14,s.22] .

1.4.5 Teorem w birim diskin kendine K —kvazikonform dontisimii ve

w(0)=0 olsun.z ve z, keyfiiki nokta olmak iizere

|W(zl)—w(zz)l < c|z1 —zzl%< :

z|<1, |z|<1, K21

olur.

1.4.6 Teorem G bdlgesinin K —kvazikonform w donisimii verilsin. Bu
doniisiim G ’nin her kompakt M altkiimesinde 1/K. mertebeden Hdélder

sinifindandir:
lw(zl)—w(zz)l <clz, —zz|l/K , Vz,z,e M
[14,5.51].

1.4.7 Sonug¢ Birim diskin birim diske her kvazikonform dontisiimii kapali

disklerin homeomorfizmine genisletilebilir[14,s.47] :

1.4.8 Teorem G ve G'kvazikonform sinirli iki bolge ise G bolgesinden G’

boélgesine her konform déniisiim diizlemin diizleme kvazikonform doniistimii olarak

genigletilebilir[13,5.98] .

G bolgesinin  sinirt K — kvazikonform  ise  genisletilmis  fonksiyon

K* — kvazikonform olur.

1.4.9 Teorem (Goldstein teoremi) G basit baglantili, sinirli bir bolge ve

w, G bolgesinin K — kvazikonform bir dontisiimii olsun. Bu durumda 6lg¢iilebilen her

M c G kiimesi ve her 6 € (0,1/K) igin
mes (w(m)) £ c(mesm)‘S
olacak sekilde ¢ = C(K ) sabiti mevcuttur[lS] s
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1.4.10 Tanim C nin kendi iizerine K —kvazikonform bir doniigiimii altinda

bir gemberin goriintiisiine K — kvazikonform egri denir.

Her kvazikonform egri bir Jordan egrisidir. Ayrica her analitik egri bir
kvazikonform egridir. Bir kvazikonform egrinin 2 boyutlu Lebesgue 6l¢timii sifirdir.
1 Boyutlu Lebesgue 6lgiimii ise sonlu olmayabilir. Bir baska deyisle kvazikonform

bir egri sonlu uzunluklu olmayabilir. Sivri agisi olan egriler kesinlikle kvazikonform

degildir[13,5.104].

1.4.11 Tanim L kvazikonform egrisiyle sinirli bir G bdlgesi verilmis olsun.
G bolgesini G bélgesinin digina (G—>c5), G bolgesinin dism G bdlgesine
(C@—) G) resmeden ve L ’de idantik olan y:C — C antikvazikonform dontisiime

L egrisine kvazikonform yansima denir[13,s.98] .

Bir boélgenin simirt kvazikonform bir egri ise mutlaka kvazikonform bir
yansima vardir. Ayrica bir Jordan egrisinin kvazikonform bir yansimaya sahip

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul kvazikonform bir egri olmasidir.
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2. BERGMAN UZAYLARI

2.1  Bergman Uzaylar ve Ozellikleri

G < Cbir bolge, f, G bolgesinde analitik bir fonksiyon ve
2
1[f1=[[|£ ()| do. 2.1
G

olsun. Yukaridaki integral bolge {izerinden bir Lebesgue integralidir. Bu integral

Riemann integrallerinin bir limiti olarak da dusiintilebilir.

{Gn}, G ye yaklagsan ve asagidaki 6zelliklere sahip olan altkiimelerin bir dizisi

olsun.

i—) Her G, kiimesi sinir1 sonlu sayida Jordan egrilerinden olusan bir bolgedir.

ii—) Her n i¢in G, cG,,; c G dir.

n+l

iii —) Her PeG igin n>n, oldugunda P € G, olacak sekilde bir 1, =, (P) vardr.

¢,(2)= {'f(z)’z, z€G,

0, zeG/a,

olsun. G iginde ¢"T| ¥ |2 oldugu gosterilebilir. Lebesgue monoton yakinsaklik

teoremi geregince
” ¢, do, — J'J'|f|2a’0'z (n—>w)
G G

olur. Buradan

[[lde. > 11/1=[Jlrfdo. (n><2)
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yazilabilir. Bu son ifade (2.1) integralinin Riemann integrallerinin bir limiti olarak

yazilabilecegini gosterir.

Ozel halde

G={z:r<‘z|<R} (0Sr<R<oo)
vef Zaz zeG

ise [[f] Tf( > p" ""”]( Z mp’”e'""a’]pdgbdp

m=—w

S |a,[*p*'dgdp

n=—w

|

r

o'——.g’

R
=2x[ 3|a,[o*dp

F h=—00

*2”2 lan’ J'pznndp

n=-—w
olur.

Yukaridaki 2. esitlik serilerin p € (r,R) oldugunda ¢ ye gdre mutlak ve

diizglin yakinsakligindan, sonuncu esitlik ise terimleri negatif olmayan seriler igin

toplam ve integral islemlerinin yerdegisiminin miimkiinliigiinden elde edilir.

r=0 igin £, 0< |z| <R ¢ikarilmis komsulugunda analitik ve I[f] <o ise

n<0 i¢in a, =0 dir. Bilindigi gibi

a,=>— fTI)dzn 0,+1,42,..
1 Z

dir. Burada y ={z:|z|=p pe (r,R)} ve f,¥ lizerinde sinirli oldugundan

f(z
n J. n+l

27rz z
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1 M
M, M
_2n_pn+1 p—pn

olur.

Sonuncu esitlikte n<0 oldugunda p sifira giderken p" —> o ve dolayisiyla

a,—0 olur. Bdylece f(z)=) a,z, yazlabilir. Bu ise z=0 noktasinin
n=0

kaldirilabilir ayrik singiiler nokta oldugunu gosterir. Boylece

) R
I[f]= 2ﬂZ|an|2_[p2”+’dp

n=0 r

_ 3 2 1 242 2042
_2nn§|an] 2n+2(R )

- ﬂ‘-i |a"[2 ﬁ(RZiWZ _ r2n+2)

n=0

ve burada » =0 oldugunu dikkate alirsak

2
1[1]=73 %R”’” (22)

olur.

2.1.1 Tamm G ’de analik ve I[f]<c kosulunu saglayan f

fonksiyonlarmin kiimesi L? (G) ile gosterilir. Bir bagka ifadeyle
L(G)={f:f,G de analitik ve [[f]<oo}

olur [5] .
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Buradan A(E) c I’ (G) oldugu gbriiliir.

f,G bolgesinde analitik ve p >1 oldugunda

i, ={flreras)

normunu tanimlayalim. Eger ”f"p <o ise feL”(G)olur.

2.1.2 Lemma f eI’ (G) ise z,€G ve d, :=dist(z,,0G) oldugunda

1
7171,

lf(z)l” 8 nd

olur.

Ispat Sadelik igin z, =0 oldugunu varsayalim. Bu durumda f fonksiyonu

D(0,d,) diskinde analitiktir. Bundan dolay1 0 < <d, oldugunda

"o

esitsizligi saglanir [16,s.432].

Bu esitsizligin her iki tarafint rdr ile ¢arptiktan sonra [O,do] araligr {lizerinden

integrallersek
) d 1 "
——5-——- < -ZZ-D(!)‘L())If(Z)| dO'z
buradan ise
1
O s =171,

elde edilir. 2.1.2 lemmasinda p =2 alinirsa [ e L’ (G), ze G ve d, =dist(z,0G)

oldugunda
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17 (2) fgzz (2.3)
elde edilir.
f.gel’(G) f.,g e I’(G) keyfi iki fonksiyon olsun.
|a + b‘z < 2([01|2 + |b|2 ) esitsizliginden
jof (2)+bg () <2(jal’ |7 () + ]| g(z)r) 2.4)

oldugu gortiliir.

2.1.3 Tanim: f,g e’ (G) olmak tizere
(f.8)=]]/(2)g()o.
G
kompleks sayisina f* ve g nin i¢ ¢arpimi denir[S] .
2.1.4 Teorem: L’ (G) bir Hilbert uzayidir.

Ispat: Ispat i¢in I’ (G) ’ nin bir tam i¢ ¢arpim uzay1 oldugunun gosterilmesi

gerekir.

a) I’ (G) bir lineer uzaydir. o, feC ve f,ge I’ (G) oldugunda (2.4)
esitsizliginden o f + Bg € [’ (G) dir. Dolayistyla I’ (G) bir lineer
uzaydir.

b) L’(G) asagidaki 6zellikleri sagladigindan bir i¢ ¢arpim uzayidir.
(f,/)20ve(f.f)=0 e f=0
(f +8:h)=(1.h)+(g.h)
(f.8)=(g.7)

(af.g)=a(f.g)
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¢) L*(G) bir normlu uzaydir ve bu uzayda norm

I7l=(5.0)" = |[[|f (=) do

G

seklinde tanimlanir.

d) I’*(G) bunorma gore tamdir

Ispat: LZ(G) de alinan bir Cauchy dizisinin yine L’ (G) de yakinsakligini
gostererek L’ (G) nin tam oldugunu gosterebiliriz. {/,}, L* (G) de bir Cauchy dizisi

olsun. O halde Ve >0 igin n,m > N oldugunda

’ :(f;l_/;77’-f;1_-fl‘7l)

I7, - 7.

=[[lf,- 1 do. <&

olacak sekilde bir N sayist vardir. (2.3) ifadesine gore G ’'nin her kompakt B
altkiimesi i¢in d = dist(B,aG) oldugunda

W= tlde.
|fn(z)—fm(z)‘ 0 % (zeB)

nd? nd?

Bu ise, {f,} fonksiyonel dizisinin G ’nin her B kompakt altkiimesinde belirli bir

F analitik fonksiyonuna diizgiin yakinsakligin1 gerektirir.

f,(z2)=>F(z)(n—>», ze BcG)
J'.Hf” —fm|2d0'2 <> mf —fm|2d02 <e (n,m>N)
G B
Sonuncu esitsizlikte m — o i¢in limit alinirsa .mf" —F|2d0'Z = S(n > N) olur. Bu
B
bagint1 her B kompakt altkiimesi igin yazilabildiginden I f |f,-F |2dcrz <& olur. Bu
G
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esitsizlik F e L’ (G) ve ”f" ——F” — 0 (7 — ) oldugunu gdsterir. Bdylece r (G) de

her Cauchy dizisi yakinsaktir.

2.2  Bergman Cekirdek Fonksiyonu

Bu boéliimde kompleks analizin 6nemli fonksiyonlarindan biri olan Bergman

¢ekirdek fonksiyonu tanimlanarak, bu fonksiyonun baz1 6zellikleri incelenecektir.

H bir Hilbert uzayi, L bu uzayda sinirli lineer fonksiyonel olsun. Bilindigi

gibi bu fonksiyonel A uzayinda
L(x)=(xu) (xeH)
olacak sekilde bir tek u € H fonksiyonu yardimiyla tanimlanir.

G keyfi bir bolge olmak tizere H = I (G) ve { € G olsun. (2.3) ifadesine

gore

, d, =dist({,6G)

oldugundan
L(1)=1(§) (1 L(9))

fonksiyoneli sabit her ¢ € G igin I (G) de sinirhidir. Boylece

f@)=(fou)(feL(0))

olacak sekilde bir tek u, € L (G) fonksiyonu vardir.

2.2.1 Tamm K(z,{)=u,(z) olarak tanimlanan fonksiyona G ’nin

Bergman g¢ekirdek fonksiyonu denir.

Bu tanim geregi { € G oldugunda f({) fonksiyoneli
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(&) =(fK(- Hf(z K(z.¢)o, (f e *(G)) (25)

seklinde yazilabilir.

K ¢ekirdek fonksiyonunun tanimindan asagidaki 6zellikler elde edilir.

) KO =K(4.¢) (£ <6)

2-) 2,2, € G igin K (z,,2,) =K (2,,2)

Burada 1. 6zellik (2.5) esitliginde /=K (.,{) yazilarak goriiliir. (2.5) esitliginde

f=K(.z,) ve { =z, yazilirsa

=K (zz,zl)
oldugu goriiliir ve bdylece 2. dzellik de ispatlanmig olur.
{eG igin M, ={feL2(G):f(§)=1} olsun.

Cekirdek  fonksiyonu ile M kiimesinde tanimli bir minimizasyon problemi

arasindaki iligki asagidaki teorem ile verilir.

2.2.2 Teorem min||f| =] olacak sekilde bir tek f; & M; vardir ve

5i(2)=K(z0)[K(&.0),  K(=8)=£ENA

esitlikleri saglanir.
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Ispat Vf e M < I’ (G) igin (2.5) dzelligine gore f({)=(/.K(.¢)) olur.

I ({ ) =1 oldugundan Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilarak f € M oldugunda

=7(O)=(£-KGO) <MK GON=IVE .0

oldugu goriiliir. Sonuncu esitsizlikte esitlik sadece
F=f=CE{:{)
oldugunda saglanir. Bu durumda

1= /,(§)=CK(¢.{)
bagmtisindan C = /K ( ¢ {) ve sonug olarak

£ (2)=K(2,8)/K(£.¢)

oldugu goriiliir. Ayni zamanda sonuncu esitlikten

K(2.8)=£(2)K(&.$)= £ NI

elde edilir.

2.3  Bergman Cekirdek Fonksiyonunun Seri A¢ilimi

Bazi &6zel durumlarda gekirdek fonksiyonunun agik bigimde ifadesi elde

edilebilir. Bununla birlikte ¢ekirdek fonksionunun {¢j} CON sisteme gore bir seri

acilimini da bulmak miimkiindiir.

Fourier katsayilari olmak tizere K (z,{ ) fonksiyonuna [S,T eorem3] uygulandiginda

agsagidaki teorem ifade edilir.
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2.3.1 Teorem {q)j} keyfi bir CON sistem ise V{ € G i¢in Bergman gekirdek

fonksiyonu
K(26)=28,08,() (:£<0) 26

seri a¢ilimina sahiptir. Bu seri G ’nin her B kompakt altkiimesinde diizgiin

yakinsaktir.

Ozel halde G:D={2:|Z|<l} ise

(2)= "2 (n=01,2,..)
T

n

olacagindan, D nin gekirdek fonksiyonu

S n+l =y
_;T(z{,’)
L1 X

olur.

Yukaridaki seri { € D oldugunda z ’ye gore D de yakinsar. Fakat ¢,0D ye
yaklastikca yaklagim hizi gittikge kétiilesir. (2.5) ve (2.7) esitliklerinden

F@) =2 1L, (¢ < )

T (1—z§)

elde edilir ve bu ifade Vf e L (G) i¢in yazilabilir.
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2.4  Bergman Uzaylarinda integral Gosterimi

Asagidaki teorem f eA(E) durumunda ilk defa V.I. Belyi tarafindan

ispatlanmig, daha sonra .M. Batchaev bu teoremi Bergman uzaylarina genigletmis
ve ayni zamanda integral gosteriminin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulu elde

etmistir.

2.4.1 Teorem G , sinirli, basit baglantili bir kvazidisk olsun.

=y

integral gosteriminin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun G

bolgesinde analitik ve .U|f(z)|d0'2 integralinin sonlu olmasidir [17,s.1 10].
_ G

2.5 Bergman Cekirdek Fonksiyonu ile Konform Doniisiimler

Arasindaki Bagintilar

Bu kistmda Bergman g¢ekirdek fonksiyonu ile Konform dontsiimler

arasindaki bagntilar incelenecektir. G  C(G # C) basit baglantili bir bdlge, {, G

de sabit bir nokta ve F,G ’den D ’ye

F({)=0,  F()>0

kosullarini saglayan bir konform déniigiim olsun. Bilindigi gibi (Riemann konform

dontisiim teoremine gore) bu kosullari saglayan bir tek /' konform doniiglimii vardir.

2.5.1 Teorem F konform doniigiimii ile K g¢ekirdek fonksiyonu arasinda

g z z =l "(z)F' ze
PO gt (0. K8 1r () (:20)

bagintilar1 vardir.
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Ispat F'(z)F'({)/mn nin K(z,{) ya esit oldugunu gorebilmek igin

F'(z) F'(g)/ﬂ? nin (2.5) esitligini sagladigini gostermek gerekir.

feLZ(G) ve G :={z:’F(z)<p|} (O<p<l) olsun. zedG, igin

p

F(z)F(z)=p® oldugundan Green formiilii geregince

[[ fFdo, =L [ fFa:
G, 2 aG,

olur. F({)=0oldugundan { noktas % fonksiyonu igin bir aykir1 noktadir. Buna

gore sonuncu integral, Rezidii teoremi kullanilarak yazildiginda

gfﬁdo: :g—;2ﬂiRes(£,§j

olur. f ve F,{ da analitik f({)#0, F({)=0 ve F'({)#0 oldugundan %

fonksiyonu ¢ ’da basit kutba sahiptir. Bu durumda Res(i,g )z f'(é') olur.
F F'({)
Boylece
” Fdaz:i2ﬂi—f,(§)
s, 2 F'({)
ity
F'(¢)
elde edilir.

25



Buradan
” 7(2) Z)F ©) 4

ve p — 1 igin limit alinirsa

(2.8)

oldugu goriiliir.

Sonuncu esitlikte z yerine { yazilirsa

(F ()

T

K(¢.0)=

ve buradan

=z K ({.0)

olur. F'({) nin bu ifadesi (2.8) esitliginde yerine yazilirsa

F'(z): ’MK(Z,Q')

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Ozet olarak, G bélgesinden D ’ye
F({)=0,F'({)>0

kosullarint saglayan F' konform doniisiimii, K ¢ekirdek fonksiyonunun (2.6) seri

acilimi kullanilarak;
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bigiminde ifade edilir.

Eger f,G den {w:|w|<r} diskine
f(g)=0,  f(§)=1

kosullarini saglayan bir konform dontigiim ise » = (7EK (Z; A ))% olur ve f konform

doniistimii

f(2)= ) [ K(¢) (z€0) (2.9)

olarak bulunur.
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3. BIEBERBACH POLINOMLARI

Bu bélimde matematik ve mekanigin bir¢ok alanlarinda sik kullanilan
Riemann konform doniisim fonksiyonunun yaklagik olarak bulunabilmesi igin

kullanilan bir polinomlar sinifi tanimlanacak ve yaklasim ozellikleri incelenecektir.

3.1 Bieberbach Polinomlar: ve 6zellikleri

Bergman gekirdek fonksiyonunun (2.6)’daki ifadesinde serinin n—1. kismi

toplami
K. ( Z P(0)P(2) (n=12..)
Jj=0

seklinde olur. Burada P, (z) ’ler j=0,1,2..., G bolgesine gore belirlenen ortonormal
polinomlardir. G bdlgesinden {w : |w‘ < r} diskine f({) =0, f’(g) =1 kosullarini
saglayan f konform doniigiimiiniin (2.9)’daki ifadesinde Bergman g¢ekirdek
fonksiyonunun seri agilimindaki » —1. kismi toplami1 yazildiginda » dereceli

(n = 0,1,2,..;) polinomlar dizisi elde edilir. Bu polinomlar dizisi f’ye G bdolgesinin

kompakt altkiimelerinde diizgiin olarak yakinsar.

3.1.1 Tamm G , Jordan bolgesi, P,(z), j=0,1,2,..., G nin ortonormal

polinomlari ve

)=SEER () (n=12..)

olsun.
T, (z) X l(g é) j K, (v.¢) (n=12...)

polinomlarina (G,{) ¢ifti i¢in Bieberbach polinomlar: denir.
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Sonuncu esitlikte z=¢ yazildiginda kolayca goriiliir ki 7, (§ )=0 dir. 7, (z) ’in

tiirevi alinirsa

vy L 1

2 (2) —mKn-l (2.4)

T

olur. Buradan da z=¢ yazildiginda 7, ({)=1 oldugu gdriiliir.

Bu polinomlarin P,({)=0, P/({)=1 kosullari saglayan 7 . dereceden P,

/it

polinomlarinin sinifinda integralini minimize ettiklerini gostermek miimkiindiir.

Bir bagka ifadeyle,

”n’,’,” =min

!
P “ = 1nin( j _[ |R,'lzd0‘2j

dir. Diger yandan n — o igin 71,'”(2) polinomlarinin  f (z) fonksiyonuna G ’nin

kompakt altkiimelerinde diizgiin yakinsadigi goriiliir. Gergekten , 2.3.1 teorem geregi

K(z,{)= Z¢j (€¥;(2)

Jj=1

0

agilimi G ’nin kompakt altkiimelerinde diizgiin yakinsak oldugundan

' (Z) _ Kn—l(z’ 4)

n

B Kn—l (Ca é’)

Ve

K(2¢)
K(¢.8)

/'(2)=

esitlikleri kullanilarak 7/ (z) polinomlarinin  f'(z) fonksiyonuna kompakt
altkiimelerde diizgiin yakinsak oldugu goriilir. Buradan ise Weierstrass teoremine

gore 1, (z) polinomlarinin  f (z) fonksiyonuna kompakt altkiimelerde diizgiin

yakinsaklig1 elde edilir.
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Bieberbach polinomlarinin konform doéniisiim fonksiyonuna yaklagim problemleri
ve bolgenin geometrik 6zelliklerine gére yaklagim hizinin degerlendirilmesi ile ilgili
cesitli bilimsel arastirmalar yapilmigtic. Bu konuda ilk ¢aligan M.V. Keldych dir
(1939). Keldych G bolgesinin siniri, sinirli egrilikli diizglin Jordan egrisi oldugunda

Ve >0 igin n’den bagimsiz belirli bir ¢ = c(s) > 0 sabiti icin

o7, 5 <— (3.1)

nl—e

oldugunu ispatlanustir. Burada @ , G bolgesinden {w:|w|<r,} diskine ¢(z,)=0,

(p’(zo) =1 kosullarini saglayan bir konform déntigiimdiir. Keldych, bu ¢aligmasinda

sinirinin yogun bir alt noktalari kiimesinde Bieberbach polinomlarinin iraksadigi,
sonlu uzunluklu sinira sahip bir bolge O6rnegi verir. Keldych’den sonra
S.N.Mergelyan (1951) Bieberbach polinomlarinin yaklagimi {izerine ¢alismis,
Keldych’in koydugu sinirin sinirlt egrilikli olma kosulunu kaldirarak, L (b&lgenin

sinir1) sadece diizglin Jordan egrisi oldugunda Ve >0 igin n’den bagimsiz belirli
bir c=c(¢) sabiti igin

i

o~k < e (2)

oldugunu géstermistir[l 8] . (Mergelyan (3.2) bagintisindaki %—8 sayist yerine 1—¢€
sayisinin da alinabilecegini ifade etmistir.)

Bieberbach polinomlarinin yaklagimi ile ilgili ¢aligmalar Keldych ve Mergelyan’dan

sonra Wu Xue-Mou [19] ile devam etmigstir. Onun bu konuda elde ettigi sonuglar

asagidaki teorem ile ifade edilebilir.

L, z=2z(s) (0<s <) gdsterimine sahip diizgiin bir egri olsun. Burada s, L ’nin yay
uzunlugu ve /,L ’nin uzunlugudur. L egrisine Z(s) noktasindaki teget dogru ile

pozitif reel eksen arasindaki ag1 6(s) olsun. L, diizgiin egri oldugundan, 6(s),

0 <s <1, iizerinde siireklidir.
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3.1.2 Teorem L diizgiin Jordan egrisi ve o (s) eLip (a), pEN, ise n’den

bagimsiz bir ¢ sabiti igin 0 < <1 oldugunda

fo(e)-r (Y =c(1] " ogn o3

n

ve o =1 oldugunda ise

o (2)-7, (2, < C(l)pﬁ (logn)’ (3.4)

n
olur.

L sinirh egrilikli bir egri ise 9'(s) sinirlidir. Boylece O(S) 0<s</ ftizerinde 1.

dereceden Lipschitz kosulunu saglar. Sonu¢ olarak teoremin ikinci esitsizliginde

p =0 yazilirsa

o (2)-7, ()] < CGT (logn)’ (3.5)

olur [19] . Buradan gorilir ki (3.5) esitsizliginin saglamig oldugu hiz (3.1)
esitsizliginin saglamis oldugu hizdan daha yiiksektir. B&ylece Wu  Xue-Mou
tarafindan elde edilen sonucun Keldych’in elde ettigi sonugtan daha iyi oldugu
goriliir.

L, G bolgesinin sinir1 olsun. Eger L, sonlu uzunluklu, z = z(s) gosterimine sahip

ve p.tirevi Lipar (p=1,2,... 0<<1) smifindan ise bunu L € C(p,er) seklinde

yazacagiz. Bu tip degisik geometrik 6zelliklere sahip egrilerle sinirli bolgelerde,
Bieberbach polinomlarinin yaklagim hizlarinin degerlendirilmeleri, Siuetin (1974)

tarafindan arastirilmis ve bulunan sonuglar agagidaki teorem ile ifade edilmistir.

3.1.3 Teorem 7, Bieberbach polinomlari,

a—)LeC(p,a) ve p+a2% ise
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lo(2) -7, (2)] < e 282 (3.6)

+o
I’I‘D

b-) Le C(La) ve %<a<% ise

“q’(z) -7, (Z)”a = ;:57

c-)LeC(Lo) ve >0 ise

)’
l
lo(2)-7, () < ‘E; (3.8)

d-) L simiri diizgiin ve sinirh egrilikli ise

2)|- ccllogn) (3.9)

lo(2) ;

bagintilarini saglarlar.
LeC(p,a) oldugunda ¢(z) fonksiyonu G de p. kez siirekli diferansiyellenebilir
ve qo(") (z) € Lipae olur. Buna gére p+o 2% oldugunda (3.6) esitsizliginin

sagladigt hiz  (3.3) dekinden daha yiiksektir. Gergekten 8 (s)e Lipar ise ¢(z)

fonksiyonu G de p+1. kez siirekli diferansiyellenebilir ve qo(" +) (z)eLipa olur.

G bolgesinin pargali diizglin sinirlt olmast durumunda Bieberbach polinomlarinin
yaklagim hizinin degerlendirildigi ilk ¢aligmanin Simonenko tarafindan yapildig:
bilinir. Simonenko ¢alismasinda G bélgesini Lipschitz bélgesi olarak alir (bdlge bir

poligon da olabilir) ve bu 6zellikteki bir bolgede biitiin # dogal sayilari i¢in
le(z)-, (2)| <en (3.10)
esitsizligini saglayan ¢ > 0 ve ¥ > 0 sabitlerinin oldugunu gosterir.

Birinci bélimde kvazikonform egrilerden bahsedilmisti. Siiphesiz kvazikonform

egriler sinifi Lipschitz egrilerini de igine alan oldukga genig bir egri sinifidir. G
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bolgesinin kvazikonform sinirli  bir bolge olmasi durumunda V.V. Andrievski,
Bieberbach polinomlarinin yaklagim hizini degerlendirmis, béylece Simonenko’nun
yukarida verilen galigmasini kvazikonform egrilere genisletmistir. Andrievski’nin bu

onemli ¢aligmasi asagidaki teorem ile ifade edilmektedir.
3.1.4 Teorem G bolgesi kvazikonform sinirli bir bolge olsun. Bu durumda

n’den bagimsiz y >0 ve ¢ > 0 sabitleri igin
le(z)-z,(2)| <cn™ (3.11)
olur[ZO] . Burada y , G bdlgesinin kvazikonformluk katsayisina bagl bir sabittir.

Simonenko ve Andrievski’nin yukarida verilen galigmalar1 Gaier (1988)

tarafindan sirasiyla 3.1.5 teorem ve 3.1.6 teoremde verilen sonuglarla gelistirilmistir.

3.1.5 Teorem G bolgesi, L sinirt pargali diizgiin Jordan egrisi olan bir bolge

ve Ar(0<A<2), L nin keyfi iki diizgiin yaymn olusturdugu en kiigiik dis ac1

olsun. Bu durumda 0 € G ye gore 7, Bieberbach polinomlari

< min(i l)
d 2-1"2
ozelligindeki y sayisi i¢in
le(2)-7,(z)|; <en” (n=1,2,..) (3.12)

bagintisini saglarlar [21] .

A 1 1
> — oldugundan (3.12) esitsizligi vy < —
123 g (3.12) es By

Ozel halde dis agilar 22% ise

i¢in saglanir. Bu ise Mergelyan’in, diizgiin sinirli egriler i¢in (3.2) bagmtist ile

verilen sonucunu genisletir.

W, {w:|w|>1} bélgesini L egrisinin disina konform olarak resmeden ve

y(@)=w0, V()0
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kosullarini saglayan bir dontisiim olsun. Bilindigi gibi 1< lw1 w2| <2 ve belirli bir

S

¢ sabiti i¢in
|(//(w1)—l//(w2)| <clw - Wzlﬂ

ise w e LipB (0< B <1) dir. Aymi sekilde z,,z, e G ve belirli bir ¢ sabiti igin

|(p(zl)—¢(z?_)|Sc|zl—z2|a
ise peLipa (0<a< 1) dir.
L egrisi kvazikonform bir egri olmak iizere, ¢ € Lipox ve y e Lipf ise bunu

LeK (e, p) olarak gosterecegiz.

3.1.6 Teorem G , L Jordan egrisiyle sinirli bir bolge ve LeK(a,ﬂ)
. e B . . of
(O<a,B<1) ise, (G,0) giftine gore =, Bieberbach polinomlari, r<=-

bigiminde bir ¥ sayisi igin (3.12) bagintisini saglarlar [21] .

L, diizgiin egri ise 0<a,B <1 seklinde her o, i¢in Le K (, ) oldugundan
(3.12) bagmtist bir y<% icin saglanir ki bu Margelyan’in (3.2) ile gosterilen
sonucunu verir.

Simdi Gaier’in, bolge sinirinin pargali analitik Jordan egrisi olmasi durumunda elde

ettigi sonuglari inceleyelim.

3.1.7 Teorem G , dis sivri agilar1 olmayan, pargali analitik bir L Jordan

egrisiyle sinirlt bir bolge ve )JZ(O <A< 2) L ’nin iki analitik yaymin olusturdugu en

kiigiik dig agt olsun. Bu durumda y=

— oldugunda (G,0) giftine gore 7,

Bieberbach polinomlari igin

1
“9""”:1”c(5) = O(log ”)777 (3.13)
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olur.

lﬂ, oldugunda (3.13) bagintisinin saglanmadig1 [21] >gosterilmistir.

o
¥ 2
Simdi V.V. Andrievski ve D. Gaier’in birlikte yaptiklari bir galismay1

incelemeden 6nce bazi tanimlar verecegiz.

3.1.8 Tanim Bir L Jordan yayi, birim diskin, belirli bir kvazidiske ¢
konform doniisgimii altinda, [—1,+1] araliginin goriinttisti ise L Jordan yayina
kvazianalitik yay denir. Kvazianalitik bir yay kvazidiizgiindiir. Yani Vz,z, € L i¢in
y(zl,z2) , z, ve z, arasindaki yay oldugunda belirli bir ¢ sabiti igin

’7/(2,, 22)| < c|z1 —22|
kosulunu saglar.

3.1.9 Tanim Bir L Jordan egrisi verildiginde
1-) L, bir kvazikonform egri
2-) L, sonlu sayida kvazianalitik yaydan olusur
kosullar1 saglayaniyorsa L egrisine par¢ali kvazianalitik egri denir.

L ’nin iki kvazianalitik yaylarinin kesistigi noktalar Zj.=( j:1,2,...m) ile

gosterilsin. z,’de ¢ fonksiyonunun siirekliligi

; (9) :=sup{|§o(z)—g0(zj) :‘z—zjlsé‘,zea}

fonksiyonuyla &lgiiliir.

¢, L ’nin diginin A = [1’ 2|‘L’| > l:l bolgesine

flo)=a, P{x)>0

kosullarini saglayan bir konform doniisiim ve v, ¢ ’nin tersi olsun.
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o) (z j.) =7, ’de y doniisiimiiniin stirekliligi

n,(8)= Sup{’l//(f)—l//(‘[j )l ; lr —fj) <é,7€ K}
fonksiyonu ile 6lgiiliir.

G bolgesinin pargali kvazianalitik Jordan egrisiyle sinirli bir bolge olmasi

durumunda Bieberbach polinomlarinin yakinsakliginin incelendigi asagidaki

teoremler, V.V. Andrievski ve Gaier’in [22] ’deki ¢alismasindan alinmistir.

3.1.10 Teorem G bolgesi pargali kvazianalitik Jordan egrisiyle sinirli ise

Bieberbach polinomlari i¢in

”(p—n””C(a) < const.max @, [ui (—I—ﬂﬂ/logn (n=2,3,..) - (3.14)
g : ’ n

olur.

Yukarida bulunan sonug ile Gaier’in [23] ’de buldugu sonug arasindaki baglantiyi

gorebilmek igin;

L, pargali analitik ve z, (O <A, < 2) koselerinde A,z dis agisina sahip olan bir egri

olsun. Bu durumda pozitif ¢, ve ¢, sabitleri igin,

w,(6) < 0151/(2-;,) ve 1, (6)< ¢, 8%

olur ve (3.14) bagintisindan

A
@) <constn™" \[logn , ¥ =min 5 _’/1.

J

lo-7,

bulunur. Burada esitsizligin sagindaki +/logn yerine Gaier’in [23] deki

calismasinda logn carpani gelmistir.

Gaier’in, G bolgesi sivri agis1 olmayan, par¢ali analitik sinirlt bir bolge ve
lir(0</”t<2) siirin analitik yaylarinin olusturdugu en kiigiik dig a¢1 oldugunda
buldugu sonuglar daha o6nce verilmisti. Simdi Gaier’in sinirin  kdselerinde
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/N (N =], 2,...) bi¢iminde i¢ agilar olmasi durumunda, Bieberbach polinomlarinin
G bolgesini birim diske doniistiiren ¢, konform déniistimiine yaklasimlariyla ilgili

sonuglarini inceleyelim. Burada G bélgesinin sinir1 yine pargali analitik oldugu ve

dis sivri agisinin olmadigt kabul edilir. Smirin £ ile gdsterilen kdselerinde i¢ agilar
ajn:(0<ocj < 2) , dis agilar ise /ljfr ile gosterilsin. Buradan aj+ﬂ.j =2 oldugu

goriiltr.

Gaier daha 6nceki galismalarinda bdlgenin sinirt 7/ N (N =1,2,...) bigiminde

o, ig agilarina sahip olmadikga {issiiniin artirilamayacagini gostermisti.

tissiinlin

Gaier’in asagida verilen c¢aligmasinda ise Ozel halde,

artirilabilecegi gosterilmistir. Belirli N, dogal sayilari i¢in ¢, 27 oldugunda, ¢,
j

koselerine sinirin 6zel kdseleri, diger durumlarda ise normal kdgeleri diyelim.

A,
L, - normal kdse ise
-1 ¢ s
Y
2_2 ; g, ozel kose ise

J
olsun. Burada ﬂ,j =2-q; dir.

Bulunan sonuglar agagidaki teorem ile ifade edilir.

3.1.11 Teorem G bolgesi pargali analitik sinirli, sivri agis1 olmayan ve

koselerinde o, 7w dis agilarina sahip olan bir bdlge olsun. Bu durumda y =miny,

icin
oy =7,y =0 (n77) (n > 0) (3.15)

esitligi vardir.
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Ornegin; G bolgesinin siniri, dik agilarda kesisen dort analitik yaydan olussun.

1

Burada “f:E’ ﬂ,j:% ve bitiin koseler ozel koselerdir. y; =6 oldugundan

yukaridaki teorem geregi

||qu — 3. = O(n'ﬁ) (n — 00)

c(G)
olur.

Bazi bdlgeler igin yakinsaklik derecesi daha da iyilestirilebilir. Ornegin 4G

sinir1 regiiler bir egri ise f,E de analitik olacaktir ve ¢ <1 igin [5,3.35] geregi

= O(q”) (n—> 00) olur.

o, -7, <(c)

Bununla birlikte yukaridaki teoremde verilen ¥ iissii artirilamaz.

3.1.12 Teorem Bolgenin smirt 3.1.11 teoreminde ifade edilen bigimdeyse

y=miny; oldugunda

lo, =7, = O(logn).(n_y) (n—>0) (3.16)

bagintisi saglanir.

Burada da 7y tissii genelde artirilamaz.

Koselerin w/ N (N =], 2,...) bi¢iminde i¢ ag¢ilara sahip olmast durumunda (3.15)

(3.16) bagmtilarindaki yakinsama hizt (3.12) ve (3.13) bagintilarindaki yakinsama
hizindan daha yiiksektir. B

Kvazikonform egrilerde sifir agi bulunmaz. Andrievski’nin, kvazikonform
egrilerde Bieberbach polinomlarinin yaklagimi ile ilgili ¢alismasi daha ©6nce

verilmisti. Andrievski sifir agisi olan bolgeler iizerinde de ¢alismig ve bu dzellikteki

bolgelerde Bieberbach polinomlarinin yaklasimi iizerine ilk sonuglar: Vermistir[24].

Pritsker ise onun yontemini kullanarak, benzeri sonuglari i¢ sifir agili bolgeler igin

ispatlamlstlr[ZS]. Daha sonra Andrievski ve Pritsker birlikte [26] ’da yaptiklari

calismada, i¢ sifir agili belirli bolgelerde bazi sonuglar elde etmisler ve bir i¢ sifir
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agida Bieberbach polinomlarinin iraksadigi Keldysh-tipi bolge dmegi vermislerdir.
Bu ¢alismada i¢ sifir agiy1 olusturan yaylarin dokunma dereceleri incelenir ve bu

dereceye gore Bieberbach polinomlarinin yakinsak veya iraksakligi aragtirilir.

G , pargal kvazianalitik L egrisiyle smirli bir bolge olsun ve egrinin

kvazianalitik yaylar1 z €L, j=l,..,m noktalarinda birlessin. Eger, z ; noktasinin

yerel koordinat sistemindeki bir komsulugu igin,
(x,y) €L, =>cx" <y<c,xf
ve
(x.y)e L, =>-cx?<y<—cx®

oluyorsa L, c L ve L, c L kvazianlitik yaylar1 x” -tipi i¢ sifir ag1 olustururlar.

Burada P>p>1 ve ¢,c,>0 dir. Verilen notasyonlar dikkate alindiginda

Bieberbach polinomlarinin yakinsamasi iizerine sonuglar asagidaki teoremlerde ifade

edilir.

3.1.13 Teorem G bolgesinin siniri, { zj} noktalarinda x” -tipi i¢ sifir agilara

sahip olan pargali kvazianalitik bir egri ise

"(p—n'n @) <Cq", ne N

olacak sekilde g = q(G), r= r(G), 0<g,r<lve C= C(G) sayilart vardir.

Yukaridaki teoremde =1 olamaz. Ciinkii » =1 olursa g <1 olacagindan [5,s.27]

geregi @, G de analitik olacaktir.

3.1.14 Teorem Parcali diizgiin egri ile smurli ve sinirdaki sivri agida
Bieberbach polinomlarinin iraksadigi bir bslge vardir ve bu bélgenin siniri sivri

noktanin belirli bir komsulugu disinda analitiktir.
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3.2 Kvazikonform Sinirlh Boélgelerde Genellesmis Bieberbach

Polinomlarinin Yaklasim Ozellikleri

G c C, L Jordan egrisiyle sinirli basit baglantili bir bolge olsun. Riemann

konform doniiglim teoremine gbére G  bdlgesinin {w:|w|<r0} diskine
(0(20)20, (p'(zo)zl kosullarin1 saglayan bir tek w:go(z) konform dontisiimii

vardir. Diskin 7, yarigapmna, G 'nin z,’a gére konform yarigap denir.

zey(w), ¢(z) doniisiimiiniin tersi olsun ve G ’de verilen bir f fonksiyonu ve

p>0 igin,
I/ =sup{lf (2)) =<3},
A= [l o (3.17)
At 0=l @) o

olsun.

Bilndigi  tzere ¢, (2)=|[¢/(()]"d (2€G) fonksiyonu

7(2)=0, f'(z)=1 kosullarini saglayan ve G ’de analitik fonksiyonlarin

sinifinda || i "Z ©) ( p> O) integralini minimize eder[16].

7., . (2)=0,p.(z)=1 kosullarni saglayan ve  derecesi <n olan p,

polinomlarinin  sinift olsun. 7, *de ”qu =g integralini minimum yapan bir

P

L,(G)
7, ,(z) polinomu vardir [27].Bu 7, ,(z) extremal polinomlarina (G,z,) sifti igin
genellestirilmis Bieberbach polinomlar1 denir. Ozel halde p =2 igin bu polinomlar
bilinen Bieberbach polinomlaridir. Eger G Carathedory bdlgesi ise G , polinom

a0

yaklagimi 6zelligine sahiptir. Diger bir deyisle #» — o« oldugunda ”q)p s
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olacak sekilde en az bir {}31} polinom  dizisi vardir. Buradan Bieberbach

polinomlarinin extremal 6zelligi geregi H(pp =k, » — 0 yazmak miimkiindiir.

'L‘F(G)

2.1.2 lemma kullanilarak VB c G igin
¢, -7,
o, -7, s"”# d = dist (B,3G) (3.18)
o ()

yazilabileceginden G ’nin kompakt altkiimelerinde diizgiin olarak 7, , (z) — ¢, (z)

olur. Buradan da Weierstrass teoremi sonucu B ’nin kompakt altkiimelerinde

limn’n}p (z) =0, (z)

esitligi saglanir.
G c C, K — kvazikonform smirl bir bdlge, D == {w ;W < 1} ve ¢,(z), CE=CYG

den CD=C\G ye
@, (0) =0, @ (0)>0

kosullarini saglayan bir konform doéniisiim olsun. ¢ ve ¢, doniigtimleri, G ’den
sirastyla CG ye ve C ye K* kvazikonform genislemeye sahiptirler. ¥ ve v,

sirastyla @ ve @, doniistimlerinin tersleri olsun.

G bolgesinde analitik olan bir fonksiyon aym zamanda G ’de siirekli

oldugundan onun kompakt altkiimelerinde diizgiin siireklidir. Boylece yukarida

tamimlamig olduguimuz @, (z) fonksiyonu da G ’de siirekli, G ’nin kompakt

altkiimelerinde ise diizgiin siirekli olur. ¢, nin G ye stirekli genisletilebilenligini

sOyleyebilmemiz i¢in onun G ’de diizgiin siirekli oldugunun gésterilmesi gerekir.

3.2.1 Lemma G, K — kvazikonform sinirli bir bdlge ve p>1 ise ¢,, G’de

diizgiin siireklidir.

Ispat z ve { G’de keyfi iki nokta, w=¢(z), 7:=¢(¢)
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(|z - §|, dist (z, L) yeterince kiiciik ve |w] < IT|, argw < arg T) olsun.

Bu taktirde

0, (2)-0,(¢)|=

()" ac- o))" ac

=| [ [e(©)]" 4

s(z,8)

| J rora

olur. Burada S(z, 4 ), G’de z ve { y1 birlestiren herhangi bir sonlu uzunluklu Jordan

yayt olmak iizere s(w,T) ::(p(s(z,é’ )) dir. Analitik fonksiyonun integrali yoldan

bagimsiz oldugundan sonuncu integralin degerlendirilmesi igin

!

s = {t:argt:argw;|w|2|t|2|w|—|w—r

b

8, = {t rargw<argt < argr;|t|= |W|—IW—T

83 = {t:argtz argT, w|—|w—r| £|t| £|T|}

s(w,7)=5Us,Us;, s(z,0) ::l//(s(w,r))

olsun.

dist(E,L) | , '
p—"r <y’ (1)< e,

1

[6,5.22] bagntist kullanilarak 7 € s(w,¢) igin

: 1-2/p
0, (5)-0,(0)| e, | ["”’(5’”} a (.19)

s(w,r) I _|t|

elde edilir.
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Diger yandan (p(z),a de diizgiin olarak 1/K?* dereceli Holder kosulunu

sagladigindan &, =y [ro(p (&) /I(o (Zj)l] igin

oo 52

bulunur.

s

=, (n-l)"

_i

[§-&.]=<e,

Eger p>2 ise 1—-2—20d1r ve dist(&,L)<|é-&,| oldugu dikkate alinirsa
p

sonuncu esitlik ve (3.19) esitliginden

~ e 1-2/p
o, (2)-0, ()<, | F——-‘—H a

L@, |w—”L’|1_ml
=cilo(2)-0(5) ™

elde edilir. Burada o, = (1—K _2)(1 ——2—-) <1 dir. ¢(z) fonksiyonu 1/K* dereceden
p

Holder kosulunu sagladigindan sonug olarak
0, (2)=0, (&) sl ¢
bulunur.

Eger 1< p<?2 ise 1—3>0d1r.
p

dist(&,L)> c(r0 —|t|)2
oldugundan ve (3.19) esitsizliginden
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2
0, (5)-0, (Ol [ (k) ftf el
s(w.t)

bulunur. Buradan da Hélder esitsizligi geregi

2

|(Dp (Z)_(Pp (5)‘307 IZ_§|T (3.20)
elde edilir. Boylece ¢ 1 fonksiyonunun G ’de diizgiin siirekli oldugu goriiliir.

3.2.2 Sonu¢ G, K -kvazikonform sinirlt sonlu bir bélge ve p >1 olsun. Bu

durumda

2K*+p-2

=2
) pK4 > P
-2—(—}7—_;1—), l<p<?2
pK

icin G de ¢, € Lipor olur[28].

v, L egrisine gore kvazikonform bir yansima olsun. Bu yansima, L ’nin bir

komsulugunda, L ’deki noktalar hari¢ hemen her yerde

(@) . ) <e (3.21)

IJy (z)l =

kosulunu saglayan stirekli kismi tiirevlere sahiptir.

gop(z),. zeG
Py (y(z))’ ZECE

9,(2) :={
@, (z) ’nin tiim diizleme genislemesi olsun. Bu durumda

% i __66131,(2): 0, zeG
5= ). ace 52)
olur.

u €(0,1)igin
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L = {z:l(pl(z)|:l+u}, Q = (intLu)\E
olsun.

3.2.3 Lemma L, K —kvazikonform bir egri ve u € (0,1) olsun. Bu durumda

Vp>1ve V}/e(O,l/pKz) icin

q};p’; (Z)”Lp(ﬂu) <cu’

esitsizligi saglanir.

Ispat (3.22) bagintisindan

Yp
(opyoy y (z ’ dO' ]

25z (), o, [II

oldugu goriiliir ve @) (z)= [go' (z)]z/p esitligi geregi

T

THE ( o)

Yp
2 [£ﬂ¢'®’(z)lzd62]
<[ mes(o(v(@)]"

< e, [mes (poyow) o, (21,)]”

p
=G ((pl-('.fj;,,) ‘J(payaw] (W)PGwJ

Vp
Scm( H T e, (w)dcrw]

(Qﬂ)
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2 Gy [mes (((001//1 )ow, (2, ))]VP

bulunur. @oy,, L *nin  belirli bir komsulugunda K’ - kvazikonform doniisiim

oldugundan Goldstein teoremi geregi Vy, € (0, /K 2) igin

mes (((poyll)oq)l (@, )) - [mes (qD1 (Q, ))TO < &Lu"

elde edilir. y:=7,\ p alinirsa ispat tamamlanmis olur.
3.2.4 Lemma G, K —kvazikonform siirli, sonlu bir bélge ve p >1 ise

Y

7, €(0.1/pK?) igin g, -, ,

<cn

esitsizligi saglanir.

Ispat ¢ fonksiyonu G ’de konform oldugundan bu bdlgede her mertebeden
tirevleri analitiktir. Ozel halde ¢/ (z) tiirevi de G ’de analitiktir. Ayrica ¢, (z)

G 'de Lebesgue toplanabilirdir. Bu durumda
: L 22(6)
0 (2)=——[[225°Lis,, zeG (3.23)
0= ey

integral gosterimi yazilabilir.

Keyfibir ne N ve 1’e yeterince yakin 0 <y <1 igin

y=n', B = {z :ze CG,

o, (z)l>1+u},

J ()= _% £ j %)T)dag, J,(z)= _% j j ———dfgg_(:;) o, (3.24)
olsun. Bu durumda
¢,(2)=4(2)+/1,(2), z€G | (3.25)

olur. J, (z)toplananiC\B, bdlgesinde analitik oldugundan z € G igin
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T (2) =4 () 2 (3.26)

esitsizligini saglayann—1. dereceden bir ¢, _, (z) polinomu vardir.

()= [ (X (327)

olsun. (3.25) ve (3.27) bagmtilarindan

“(P;, =B, L,(G) :”‘11 (Z)+J2 (Z)_qn—l (Z)"LP(G)

< ”Jl (Z)”LP(G) +"J2 (Z) G (Z)"LP(G)
elde edilir.
) Vp
\m@y%xdbm{ﬂmeraxddq]
G

olduguna gore (3.26) esitsizliginden

"JZ (Z) 4 (Z)”LP(G) s %

bulunur.

o, = 2.]1 ) =l - .

L, L,(G)

oldugu dikkate alindiginda

Ciy

L,(G) = ”Jl (Z)”LP(G) + 7

le, - 2. (3.28)

esitsizligi elde edilir.

Diger yandan L,,(p >1) uzaylarinda Hilbert doniisiimiiniin simirlihig: ile ilgili

Calderon-Zygmund esitsizligi ve 3.2.3 Lemma’dan Vy e (O, 1/ pK 2) icin

0,2], o) SGt” (3.29)

"Jlan(G) = Cis L,(2,)
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sonucuna varilir.
;n (z) =p, (z)+[1—p; (ZO):l(Z—ZO). (3.30)

olsun. Gorilldiigii gibi  p,(2,)=0, p (z)=1 olur. (3.28), 3.29) ve (3.30)
bagintilarindan

~

®,-P,

- |:1 - p:' (ZO)](Z B ZO)"LIP(G)

L)

= ”qop ~Pullp o)

-2, 631

_—+cléu +”[1 P,,(Zo)] z-2,) H

Ll

elde edilir. (3.25), (3.26) ve (3.29)’dan ise

"D ~ P, (ZO )](Z ~Z )”L‘p(G) - ”1 - P, (ZO )”LP(G)
S UACH s TACHEYACY (3.32)
< & ]

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.31) ve (3.32) esitsizlikleri geregi

c c
< Bt +eu’ +-8
n n

olur. Sonug olarak u:=n" ve y, 1’e yeterince yakin alinirsa Vy E(O,l/ pKz) igin

~

<¢p—pn

=¥

||qu =4,

X Gl
N

"2z, (6)

oldugu goriiliir.

U, G cU olacak sekilde yeterince biiyilk yarigapli bir disk, Wp1 (U ) ( p>1) ise U
da tanimh, U ’da genellesmis birinci mertebeden tiirevleri p integrallenebilir

fonksiyonlarn siifive f €W, (U) igin
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=

2

U

P
2\,
+Q]:‘ do| , {=x+iy
oy

e =| I [%

olsun.

Derecesi en fazla n olan her olinomunun U ’ya genislemesi,
n

(),  zeG
z _
3l { (7(2)). zeu/G
seklinde tanimlansin. ;7,, (z) genislemesinin yukaridaki tanimi geregi

Paliz =Pl

ve y ’'nin diferansiyellenebilirlik 6zelligi ile (3.21) esitsizligi geregi

Py

< <
wi(&) = I1Prllys ) = C1Pnllwico)

bagintilar1 yazilabilir.

Diger yandanda p, (z,)=0 kosulualtinda p, e w,(U) igin

Hlé {ap” ;)( %)+ %C—)(y—yo)}d% zeU

integral gosterimi yazilabilir. Burada

§ =x+iy, z=x,+iy,, u({,z)z—jv(i’é:zl‘”] r, X= ” C)@o‘;,
= .

Ve

£
(¢~ -
0, | —z,|2 A

exp |§—20|<h

v(¢)=

49

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)



seklinde tanimlanir. % > 0, {{ : |§ - 20[ < h} c G kosulunu saglayan bir sayidir.

3.2.5 Lemma G, K —kvazikonform siurh bir bdlge ve p,(z) derecesi en

fazla n olan ve p, (zo) =0 kosulunu saglayan bir polinom olsun. Bu durumda

cq/logn

ko <! clple p>2

(z_l)ﬁ
r J+K?

p,, LIP(G)’ p=2

cn l<p<2

Prlli )

olur[30].

Ispat p=2 ve p>2 oldugunda teoremin ispati sirasiyla [20] ve [29] "de

verilmistir. Burada 1< p <2 durumu incelenecektir.
o=2K*[1+K*

olsun. [30] ’de verilen

Pn R

an

esitsizligine ve (3.35), (3.36) bagintilarina gére z € G ve yeterince kiigiik £ > 0 igin

o2, |ap,,|] 50‘41 (lapn lez. |J do,
zZ)| <S¢y
) [ I e ST e

1
q

o & ~ do,

—sz_a pn—+c23 pn 1 _”.

G wiUu q
n p( ) U—{§3I§—21<€n_u} §—2|
= a(—?-—lJ =0
p
SC.?BS pn G +cz4n pn WI(U)
P

bulunur. Burada € yeterince kiigiik se¢ilerek
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(%_1]“ |

.l <en'” 7 ey
P

elde edilir.

3.2.6 Teorem G, K —kvazikonform sinirli bir b6lge ve

—2122(1+7<17]<p<ooise¥/n22 dogal sayilar1 ve her
1
09— 9 pZZ
( psz
Ye ,
0, 12—£2 g—1 , 2-— 12(1+ 2)<p<2
pK® 1+K°\p 2K
icin
c
N

olacak sekilde bir ¢ = c( p,G) > 0 sayisi vardir.
p =2 durumunda teoremin ispati [3 1] ’de verilmistir.

Ispat: 2/ <n<2" kosulunusaglayan n>2 dogal sayilan

Vye (0, l/pKz) icin 3.2.4 lemma geregi

= < a4
o p ™ L,(6) e
ve 3.2.5 Lemma geregi
Ch p>2
o — T, ol B +2K2 2,
. G e P
Cyyht ) l<p<2

esitsizlikleri yazilabilir.
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g2, p>2

T -7

ol Cr 2j[y%(;IH 1<p<2
ve
0,(2)-7,,(2)=[ %, (2)-7,, (z)}; (7, (2) 47, (2)] z€G
oldugundan
Cy it + czgzz-W, p>2
T T,

m>j

esitsizligi elde edilir.

7, (O, l/pKz) araliginda  degisebileceginden 2-— 211<2 (1 + I/KZ) <p<2
icin
Y- 2K~2 3—1 >0
1I+K°\p
bulunur ve (3.37) deki sonuncu toplam
1 2k (2 2K* (2
R
olarak degerlendirilir.
Boylece (3.37)’den Vrn>2 ve her
(0,1/pK2) p=2
Ye 2
12_—2[<_7 z—1 : — 17(1+—2j<p<2
pK® 1+K°\p 2K~
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e
o, 7.} <~
4 nelie = ¥

sonucuna varilir.

3.2.7 Teorem G,LeK (e, ) (0<e, B<1), Jordan egrisiyle sirl bir

bolge ise Vn >2 dogal sayilari ve

(O,%j, p=22
pe ; 2 2
,ﬁﬁ______zK 2(3_1} ) 1t _affi<p<2
p 1+K"\p ‘

icin n=1,2,... oldugunda

C
<5
G

”% “Tnp a

olacak sekilde bir ¢ = c( p: G) sabiti vardir.

3.2.8 Teorem G , parcali diizgiin L Jordan egrisiyle smirli bir bdlge ve
Am(0<A<2) L nin iki diizgiin yaymnin olusturdugu en kiigik dis ag1 olsun. Bu

durumda her

0,lmin(ﬁ,lj s p22
)% 2-1
(=
2
O,min( = ,1)— 2 ==l 2~ L& hin —EL,I)<p<2
2-17 ) 1+K’\ p 2K 2-1
i¢in
-
P nelle = L7

olur. Burada K, L 'nin kvazikonformluk katsayisidir.

Yukaridaki teoremlerin ispatlar1 3.2.6 teoremin ispatina benzer sekilde ve

[21]de verilen
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L € K (, B) oldugunda;

mes@ (y(Q“ )) <cu”,

L , pargal1 diizgiin egri oldugunda ise,

24
Q ))<ceu” i 1
mes(o(y( “)) cu”, ‘u<mln(2_l, j

degerlendirmeleri kullanilarak yapilir.
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4. BIEBERBACH VE GENELLESMIS BIEBERBACH
POLINOMLARININ DINI-DUZGUN BOLGELERDE YAKLASIM
OZELLIKLERI

Bu boliimde Lyapunov bolgelerinde Wu [19] ve Suetin [4] tarafindan elde
edilen sonuglar verilmis ve daha sonra D.M. Israfilov ve B. Oktay tarafindan [32,33]

calismalarinda dahil edilen B(a, ,B) bolge smiflarinda Bieberbach polinomlarinin

yaklagim 6zellikleri ile ilgili sonuglar 6zetlenmistir.
4.1  Bieberbach Polinomlarinin Dini-Diizgiin Bélgelerde Yaklasim
Ozellikleri

41.1 Tanmm f , bir Ac C baglantih kiimesinde diizgiin siirekli bir

fonksiyon olsun. f ’nin sireklilik modiilii

@(8)=0(8./.4)=sup lr ()7 (¢+n),

=sup{‘f(tl)—f(tz)| i1t € 4, Itl—t2|£5}, 5e(0,7]

bigiminde tanimlanir.

4.1.2 Tamimm o(h,t), bir h fonksiyonunun siireklilik modiilii olmak iizere
To(h,1)
J’ﬂf < o0
0

kosulu saglaniyorsa 4 fonksiyonuna Dini-Siirekli fonksiyon denir.

4.1.3 Tamm Eger bir L egrisi, () Dini siirekli ve sifirdan farkli olacak

sekilde

L:y(r), 0<t<2n
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parametrazisyonuna sahip ise L egrisine Dini-diizgiin egri denir.

W, , birim diskin L diizgiin egrisiyle sinirli bolgeye konform doniistimii
olsun. Bu durumda L  egrisinin  z(1) =y, (e"),OStSZﬂ, konform
parametrizasyonu yazilabilir. H(t) ile L diizgiin egrisine z(t)zylo(e") noktasinda

cizilen tegetin x ekseni ile olusturdugu pozitif yonli aciy1 gostermek lizere asagida

yeni bir egriler sinifi tanimlayalim.

4.1.4 Tamm o € (O, l], Be [O,oo) sayilar1 verildiginde 6 dan bagimsiz bir ¢

sabiti igin
o B 4
(6,6)<c6%In 3 5e(0,7]
kosulu saglaniyorsa L egrisi B (a, B ) snifindandir denir.
Bu tanima gore, 0 <o <@, <1 oldugund'é
B(e,,B)> B(e,, B), B e[0,)
ve0< B, < 8, < oldugunda

B(a,B)cB(a,B,), ae(0,]]
bagintilar1 gegerlidir.
4.1.5 Tamm V1,1, €[0,27] igin
6(1)-6(t,)|<clt—1,|", ae(0,)
olacak sekilde bir ¢ sabiti bulunabilirse L egrisine Lyapunov egrisi denir.
B(«a,B) swnifinin tanimindan goriilebilir ki B(er,0) (0 <er <1) smifi Lyapunov
egrileri sinifi ile gakigir. Ustelik B(ex, B), ar€(0,1], B €[0,0) simfi, Dini-diizgiin

egrilerin bir alt sinifidir.
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Yapilan arastirmalar gostermistir ki bir G bolgesi verildiginde bélge sinirinin

geometrik 6zelliklerine gore

o~ l; = max|g, () -7, (=)

yaklagim hatasinin boélge sinirinin diizgiinlitk derecesi ile orantili olarak sifira

yaklagtigidir.

Dini-diizgiin bélgelerin  bilinen bir alt smifin1 olusturan Lyapunov

bolgelerinde Bieberbach polinomlarinin konform déniisiime yaklagimi ve yaklasim

hatasinin degerlendirilmesi problemi ilk olarak Wu [19] tarafindan incelenmistir.
G , Lyapunov bélgesi oldugunda Wu 7z den bagimsiz ¢ = c(L) >0 i¢in

clnn
G- l+oc ’
n2

O<a<l

”q)O _ﬂ:n

esitsizligini ispatlamistir. Farkli yontemler kullanilarak Wu’nun elde etmis oldugu

yukaridaki degerlendirme Suetin [4] ve D.M. Israfilov-B. Oktay [33] tarafindan

iyilestirilerek

cVinn

67 Ly
n 2

loy -7, , O<a<l

degerlendirilmesi ispatlanmigtir. Burada ¢, 7 den bagimsiz bir sabittir.

Bu kisimda Lyapunov bdlgeleri simifindan daha genis olan B(c, ) bélgeler

sinift i¢in

lo, -, O<a<l (4.1)

= ]
@7 v
n

ifadesinin bir genellemesi incelenecektir. Ozel halde G bolgesi Lyapunov bélgesi

oldugunda bulunan degerlendirmenin yukaridaki esitsizlik ile ¢akigtigi goriilmiistiir.
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¢,,¢, > Osabitler oldugunda a> 0, 5> 0 sayilari igin ¢b<a<cb esitsizligi a~b

ile gosterilecektir.
G , kompleks diizlemde sonlu uzunluklu Jordan egrisiyle sinirli, basit baglantili bir
bolge ve z,€G olsun. Riemann konform doniigiim teoremine gore G ’yi

D, = D(0,r) diskine doniistiiren ve

0, (Zo) =0, (P'(Zo) =1

kosullarini saglayan bir tek w =g, (z) konform doniisiimii vardir.

G =C/G, D=D(01), T=8D, D :=C/D
ve @, (z) fonksiyonunun tersini ¥, (w) ile gosterelim.

G~ nin D™ ye @(c0)=00 lim(p—(—z—)>0 kosullarini saglayan konform

Z—®0 o

déniisiimii @ ve y =¢ ' olsun.

4.1.1 Yardimci Sonuglar

Asagidaki Lemma, LeB (a,,B) oldugunda ' fonksiyonunun siireklilik

modiili ile ilgili degerlendifmeyi icermektedir.

4.1.6 Lemma Le B(a,B), a(0,1], Be[0,0)ise

c6” mﬁ%, ae(0,1)

' Slnﬂ“%, a=1

o(y;,0) = sup|y; (weih)—l//(; (w)

|H<5

degerlendirmesi gegerlidir.

Ispat L Dini-diizgiin egri oldugundan [6,s.44, teorem3.2] den
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argl//é(e”)z@(z‘)—t—E (4.2)

2
Ve
1ogy/(;(w):§1”zzt ::(G(z)—t—%)dt (43)
esitlikleri yazilabilir.
g (1) =argy;(e") olsun. 4.2 den
o(8.8) =supg (1+1) 5 ()] < @(0.6) +o(1.6) s .5 I’ % (4.4)

olur. Bunu dikkate alirsak

5 T
0y (g,5):=J.w(f’t)dt+5-[w(§’t)dt
)

0

modiilil igin

6% In’ %, ae(0,1)
o' (g,6)< (4.5)

c5lnﬂ”g, a=1

degerlendirilmesi elde edilir.

Gergekten, eger o€ (0,1) ise yeterince kiigik &£>0 ve & dan bagimsiz bir c;
sabiti igin

1ot 1nﬂi5(: 5% ¢ 1n? i, te(0,5]
t )

olur. Diger yandan V3 €[0,0) igin

lnﬁéslnﬁg, te[5,71:).

esitsizligi yazilabilir. Boylece (4.4) bagintisindan
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a—¢€ ,64 o /34
5t In" — xt%In” —
w*(g’é)sczj.—_tl——stdt+cz5jt—ztdt
0 )

4% 47 4
<¢, 6 In® —Itg_ldt+cs5lnﬁ —It“‘zdt <cb%Inf —
a5 03 )

bulunur. Eger & =1 ise benzer yontemle

e 54 s 4
st°In” — zIn” —
' (g,é)ﬁcﬁjt—etdtJrcﬁJ.Ttdt
0 )

) T
3c581n'-"i tédt—c.8 1nﬁﬂarlni
; 51 . I

<c¢,8In? %+ c,,0 In?*! % <cd lnﬂ”%

oldugu goriiliir.
L egrisi Dini-diizgiin oldugundan, 2z periyotlu

g(r)=argy, (e")z 6(t —t—%

fonksiyonu reel eksende Dini siireklidir. Bu durumda (4.2) (4.3) ve [6,s.47]deki
onerme 3.4 den, logy, (w) fonksiyonunun D de siirekli genislemeye sahip oldugu

ve le —w2| <0 <1 ozelligindeki w;, w, € D noktalar1 igin

|logw(', (wl)—logw(')(wz)| <cow'(g,6)
oldugu goriiliir. Bu son esitsizlikten
Iw(;(wl)—wé(wZ)ISc“(o*(gﬁ), | —wy| <6 <1 (4.6)

esitsizligi ve sonunda (4.5)ile (4.6) birlestirilerek

60



c6% In? %, o e(O,l)
o(y;,8)<
c§lnﬁ”%, o =]

degerlendirmesi elde edilir.
G , diizgiin sinirlt bir bolge ve @, (w) = ((p(’))z/p °(w (w)) olsun. @, (w) fonksiyonu

¥ (T) dendir. Gergekten;

v

|, (w)

;(T) = ll((‘l’é )2/P o l//)(Wefh)

= [0y v ) oo el =l ) b e

sonuncu ifadeye L+i =1 i¢in Holder esitsizligini uygularsak

Py 4
1/‘10
dz|j

olur. ¢, ¢’ € Lf (L) oldugundan yukaridaki ¢arpim sonludur ve ”d) » (w)

2po do

[, (w)

iy S (I 0% (2) dzlJm [I |v'(2)

p
<
#(T)

bulunur.

LeB(a,B), ae(0,1], B e[0,0) olsun.

a)((Dp,é‘):sup

|r|<8

q)l’ (Weih)— ®P (W)

T

Fonksiyonuna ((p('))z/ " € E?(G) nin genellesmis siireklilik modiilii diyecegiz. p =2
durumunda ®(w):= (@, oy )(w) fonksiyonunun genellestirilmis siireklilik modiilii

w(®,5) elde edilir.
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4.1.7 Lemma L € B(a, ), ae(O,l], ,Be[O,oo)ise

o(P,5) <

degerlendirilmesi gegerlidir.

¢6% In? %, ae(0,1)

c5lnﬁ+1%, a=1

Ispat L Dini-diizglin egri oldugundan ; ve ¢} fonksiyonlar sirasiyla D ve

G de, v’ ve ¢ fonksiyonlar1 ise sirasiyla D ve G~ de stireklidir. Ayrica |w|:1

iizerinde Il//(;| z|l//'| ~1 bagintilari, L iizerinde de |l//é| z|l//'| ~ 1 bagntilar1 saglanir.

Boylece

ve 4.1.6 lemma uygulandiginda

o(D,5)=sup

|Hj<8

bulunur.

CD(we”’ ) - (w)”T =sup

®y [t//(wei” )] -, [l//(w)]“T ~ “t//(we”’ ) -y (w)”T ~ Hwe"h —~ W”T = |e”’ - ll ~ ||

o[ v (we") |-t [w ()]

= T

N 1 _ 1 ”
v a[v(we")]] vilalv()]]

=sup
|6

T

W:[% [W (wei" )Il - [% [W (w)ﬂ”'f

c6% In® i, ae(0,1)
g )

c5lnﬂ+1—§, a=1

<csup
LR

E? (G) de polinomlarla yaklasimi ifade eden ve [35] de ispatlanan asagidaki

teorem, teorem 4.1.9 {in ispatinda kullanilmigtir.
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4.1.8 Teorem f € E” (G), 1 < p <oove L bir Dini-diizgilin egri olsun. Her »

dogal sayisi igin
~( .1 1
Ir-2. (), 568 2 =<0 (7o),

olacak derecesi <» olan P, (z, ¥ ) polinomu vardir. Burada ¢, n’ den bagimsiz bir

sabittir.

4.1.2 Ana Sonugclar

4.1.9 TeoremLeB(a,ﬁ), ae(O,l], ,Be[O,oo) ise n’den bagimsiz bir

¢ >0 i¢in

cn??p

naT, Ote(O,l)
”% = el 5
T e

degerlendirmesi gegerlidir [34].

Ispat ¢, (z), ¢} fonksiyonuna M|,z normunda en iyi yaklasan ve derecesi

(G)

< nolan bir polinom, yani,

”(D(; — 4, 2G) ilfl,"f"go'_Pn

()

olsun. Burada infimum derecesi <7 olan tim P, polinomlari iizerinden alinir.

0.(2) ::jqn O, 1,(2)=0, (2)+[1-4, (20)](z-2)

olsun. Burada £,(z,)=0, ve 1 (z)=1 oldugu kolaylikla  goriilir.
l<p<w, we4, (L) ve feE'(G) olmak iizere Vn=1,2,... igin yazilabilen [10]

de verilen
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-1
£,(f), <enPE (f,@), esitsizliginde &zel halde o=lp[r ve f=g¢

alinirsa p =2 igin

1

1
g, ((p(;)2 <cn :’-Ef [(p&,ml

ve buradan

"(P(’, 1, 2G) ~ ”(P(; —9,-1+q, (ZO )”LZ(G)

<&, (9), +[1-q, (Zo)"f(o')

=l
<cn’E, [%’L'J + ”(0(') (Zo)" 9n (ZO)”LZ(G)
¢1),

bulunur. $imdi f eI’ (G) (p21), z,€G ve d, = glgglzo —z| olmak iizere

yazilabilen
e -
| f (zo)| <———— bagmtis1 p =2 i¢in kullanilirsa
(rat )
1t , < ZEO l,______ _n\70/)3
”qoo t" e = ’ (qoo l(p'|]2 ’ dzo

1
ZE;)(%L,]
o),

ve buradan da 7, 'nin ekstremal 6zelligine gore

1 ! —l ! 1
2

elde edilir.

3.2.5 lemma p =2 durumunda uygulanir ve Simonenko ve Andrievskii’nin

yontemi kullanilirsa, sonuncu esitsizlikten
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"qDO _”n

1
Inn )2 , 1
z SCis (_j Er?((po’_f]
n o),

esitsizligine ulagilir.
L Dini-diizgiin oldugundan zelL igin |qo’(z)|z1 bagintis1 gegerlidir ve
boylece

1

I 2 . ’ ’
5 =Cis (—nn—n] lgf”(/)o ~ £,

les ~, ()

14(1)

1
s 22 intli -

bulunur. Simdi 4.1.7 lemma ve 4.1.8 teorem uygulandiginda

| cn™Pn (0.1)
lnn 5 1 na+l/2 s ’
”4’0_7[;1 5 <Cs|— | O D,—|= 5
n n c lnﬂ+_7/2 n
el
esitsizligi ispatlanmig olur.
4.1.10 Sonug¢ Eger L e B(O(,O) ise
VIn
e, -, ESE—I—n’ ae(0.1)
n5+a ’
olur [33] .
4.2 Genellestirilmis Bieberbach Polinomlarimin  Dini-Diizgiin

Bolgelerde Yaklasim Ozellikleri

Bu bolimde L e B(c, ), (0, 1], B e[O,oo) oldugunda 4.1.9 Teoremde

elde edilen degerlendirme 7, polinomunun genellesmesi olan 7, , polinomu ile

65



z p
0,(z)= I[(pé (C)] df, zeG, p>0, fonksiyonuna  yaklasim

genellestirilir.

4.2.1 Yardimci Sonuclar

Once 4.1.6 Lemmasinin asagidaki genellesmesini verelim.

4.2.1 Lemma Le B(a,B), ae(0,1], Be[0,) ise

1.8 4
c6%In 5
72 1\ i 1\2
o((w;)”",8):=sup|(wa)™ (we")-(w3)"" (w)| <
]h|$5 i C5 lnﬁ“ i
5 9
olur.
Ispat 4.4 bagintisina gore
o B 4
w(g,5)S025 In g
dir.
Diger yandan
) T
w*(g,5)::I—dw(‘f’t) t+5I—dw(t‘§’t) t
0 5
icin
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durumuna

ae(0,1)

o=1

(47)

(4.8)



oldugu (4.5) den bilinmektedir.
logy, (w) fonksiyonunun D de siirekli genislemeye sahip oldugunu ve buna
gore de |w, —w,| <6 <1 ozelligindeki w;,w, € D ler igin,
|logt//(’) (w,)—logy, (Wz)l <cw’(g,6)
bagintis1 yazilabilir.

Diger yandan |¢,|< M, |§2|SM igin,

nM"™!

n!

G _ b

le SC(M)|§2—§1|

Sl?z‘(di

saglanir, burada ¢, = Elog vo(w,), k=12 dir.
p

Son iki esitsizlikten

Sclla)*(g,5), |w1—w2|S5<1(4.9)

a)™ ()= (ws)"” (w,)

oldugu goriiliir. (4.8) ile (4.9) birlestirilerek

co” lnﬁi, ae(O,l)
a)*((w(;)Z/P,a)S 5
c5lnﬂ”%, =1

degerlendirmesi elde edilir.
4.2.2 Lemma L e B(a,B), ae(0,1], Be[0,0)ise
4

c6” In? 5 ae(0,1)

w(d)p,S)s
c5lnﬂ+1%, a=1

bagintis1 gecerlidir.

Ispat 4.1.7 Lemma’sinin ispatinda gsterildigi gibi
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o, l:w (we"” )} -, [w (w)]“T ~ Hl// (weih ) -y (W)“T ~ "we"’ - W”T = Ie‘h - 1‘ ~ ||

dirve 4.1.7 Lemma’dan

@(0,.8)=suple, (we")-, (w)], =sup|(gr)" [ (we") |- (er)" [v ()],
=sup 1 - - L ”
s \(wa)™* [ [w (we™) ] (w0)” [oow ()]

T

00 [ Ly (e )]0 [ Lv (0]

<csup
|n<s

co” lnﬂi, ae(O,l)
< o
calnﬂ“%, a=1

elde edilir.

4.1.8 Teorem f fonksiyonu &zel halde ¢ olarak segildiginde buna Faber

serisinin 7. kismi toplamlar1 yardimiyla yaklagim teoremi asagidaki sekilde olup ana

teoremin ispatinda kullanilacaktir.

4.2.3 Teorem G , Dini-diizgiinsinirl bir bélge, p > 1 ve

Sn(q’;,,Z)::Zak((p;)F}c(z), n=0,1,2,...
k=0
¢, niin Faber serisinin #. kismi toplamt olsun. Bu durumda ¢ > 0 sabiti i¢in

Scw(d) ,lj
°(L) P"n

o, -5, (2;)

bagintis1 vardir.
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4.2.2 Ana Sonuglar

4.2.4 Teorem LeB(a,,B), ae(O,l], ,Be[O,oo) olsun. Bu durumda

asagidaki bagintilar saglanir.

1-) p > 2 oldugunda, bir ¢; > 0 sabiti igin

n VP Innfn, ae (0,1)
”(l’p el =6 P nnftn, a=1
2-) p =2 oldugunda, bir ¢, >0 sabiti igin

1];
n o2 n nﬂ+5n, ae(0,1)

”Q’o T,z =6 ﬂ+%
3

n?Inn

3-) 1< p<2oldugunda, Ve >0 ve bir ¢, =c;(€) > Osabiti i¢in,

—a—l+—1—+s
p
“(P > <4 n 5 066(0,1)
2l — 73
’ "Pllc —2+i+s
n *? , oa=1

Ispat LeB(a,B) olsun. L Dini-diizgiin oldugundan, lqoé| ve 1/](0'|
fonksiyonlar1 her p>1 igin L”(L) ’ye, ¢, fonksiyonu ise L?(L,1/|p) 've aittir.
Ayrica @, € E'(G) oldugundan ¢, € E”(G,1/|¢'|) olur. Bu durumda teorem 1.3.2

esitsizligi f = ¢/ durumunda da yazilabilir.

q, (z) ’in ¢, fonksiyonuna I normunda en iyi yaklasan ve derecesi <7 olan

#(G)

bir polinom oldugunu varsayalim. p_ (5;)=10, 7. (z,) =1olacak sekilde

pn(z):jq,,(c)d;, 7.(2) = p, (2) +[1-4, (2)](z-2)

polinomlarinin tanimlayalim.

P, (2) ve 7, (z)nin tamimlarindan
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Diger yandan Lemma 2.1.2 ve Teorem 1.3.2 esitsizliklerinden

—~

o, — P,

#(0)

=|e; - g, -1+ 4, (z)|,

(6)

<lle, 4.l e 1= 4. Gl

< ”(p; =g, ”LP(G) +c, ’qo; (z,)—q, (zo)‘ olur.

o~

o, -p',

(0)

1

< cn_"E: ((DI’J,LIJ
o),

- ”(D;’ ~4n "LP(G) T

”(p; ~4x ||L"(G)

(wd? )"

ve 7, , polinomlarinin ekstremal 6zelligi dikkate alindiginda

olur. Boylece

=
o=l 2
P

=cn VP if}nf”% _p"”LP(

<cnV?

1

L.l
%57 e
Vp
V4
" @J
fle: =5

p
<cn'? (“qol'] = Sn‘p |dz[]
L
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’

’
“q)p _ﬂ’-n,p

1
P L
<cn ”(pp S,

() (L)

bulunur. 4.2.3 Teorem ve 4.2.2 Lemma kullanilarak

L |
<cn Pa)(CD —j

’ ’
H(pp - ﬂ’-n,p p?

*(G) n

P nnfn, e (0,1)
= 1 -1/ 1
n P lnnfin, a=1

elde edilir.
- Simdi 3.2.5 Lemma’ya gore eger p > 2 ise bir ¢, >0 sabiti igin

n VP InnPn, ae (0, 1)
l_ =6 -1-1/ B+l
¢ n P lnn""n, a=1

”(DP “Tnp
p =2 ise bir ¢, >0 sabiti igin

1

iy B+
nlnn 2n, ae(O,l)
<c

5—2

le, -7,

3
2

nlnn 2n, oa=1

oldugu goriliir. 1< p <2 durumunda ise, diizgiin bir egrinin Ve>0 i¢in 1+¢
quasikonform katsayilt quasikonform egri oldugu g6z6niine alinarak [34] bir ¢; >0
sabiti i¢in

[%‘1)% {n_“_]/” Inn’n, ae (0, 1)

n VP Innfn, =1

— <
I, ., <o

n ? Infn, «ae (0,1)
<c X
—24+—+€ !
n 7 In?*' n, a=1
—a—1+i+£
n Z ae(0,1
S C3 2 ( 2 )
—2+—1-+E
n ? a=1




sonucuna ulagtlir.
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5.  SONUC

Matematik ve mekanik problemlerinde uygulama alanlarina sahip olan
Riemann konform doniisiim yaklasik ifadelerinin  bulunabilmesi igin
kullanilan Bieberbach polinomlar1 ve genellesmis Bieberbach polinomlari
tanimlanmig bu polinomlarin Riemann doéntisiim fonksiyonuna yakinsakligi
ve yaklagim hizi ile ilgili elde edilen sonuglarin genis bir 6zeti ve derlemesi

yapilmigtir.

73



6. KAYNAKLAR

[1]  Karlovich, Y. I. and Béttcher, A., Carleson curves, Muckenhoupt weights
and Toeplitz operators, Barcelona: D’estvdis Catalans Barcelona Inst., (1997).

[2]  Markushevich, A. 1., Theory of functions of complex variable III. Prentice
Hall, Inc., (1967).

[3] Gonzalez, M. O. , Classical Complex Analysis, Newyork: Marcel Dekker,
Inc., (1991).

[4] Suetin, P. K., “ Polynomials orthogonal over a region and Bieberbach

Polynomials”, Trudy Mat. Inst. Steklov,100, (1971).

[5] Gaier, D., Lectures on Complex Approximation, Boston: Birkhauser Verlag,
(1987).

[6] Pommerenke, Ch., boundary behaviour of conformal maps, Berlin: Springer-
Verlag, (1992).

[7] Conway, J.B., “Functions of one complex variable 1I”, Graduate Texts in

Mathematics, 159, (1995).

[8]  Aliprantis, C.D. and Burkinsaw, O., Principles of real analysis, Newyork :
Academic press, (1998).

[9] Duren, P. L., Theory of H , Spaces, New York, London: Academic Press,

(1970).

[10] Dynkin, E. M., “The rate of polynomial approximation in the complex
domain”, Complex analysis and spectral theory, Berlin: Springer, 864, 90-142,
(1981).

[11] Dynkin, E. M. and Osilenker, B., “Weighted estimates for singular integrals
and their applications”, Mathematical Analysis, Moscow: Itogi Nauki i Techniki
Akad. Nauk SSSR Vsesoyuz. Inst. Nauchn. i Tekhn. Inform, 21, 42-129, (1983).

[12] Israfilov, D. M., “Approximation by p-Faber polynomials in the weighted

Smirnov space E” (G, ® ) and the Bieberbach polynomials”, Constr. Approx., 17,
335-351, (2001).

74



[13] Lehto, O. and Virtanen, K., Quasiconformal mappings in the plane, 126,
Berlin : Springer-Verlag, (1973).

[14]  Ahlfors, L.V., Lectures on quasiconformal mappings, Wadswort, Brooks/
Cole Advanced Books, Software, Monterey, California, (1987).

[15] Goldstein, V.M.,“The degree of summability of generalized derivatives of
plane quasiconformal homeomorfizm”, Dokl. Akad. Nauk. SSSR, 250, (1980).

[16] Privalov, L. I, “Introduction to the Theory of Functions of a Complex

Variable”, Nauka, Moscow, (1984).

[17]  Andrievski, V.V., Belyi, V.I. and Dzjadyk, V.K., “Conformal invariants in
constructive theory of functions of complex variable”, Advanced series in
mathematical science and engineering World federation publishers company,

Atlanta, Georgia , (1995).

[18] Mergelyan, S. N., “Certain questions of the constructive theory of functions”
Russian, Trudy Math. Inst. Steklov, 37, (1951).
[19] Wue Xue- Mou, “On Bieberbach polynomials”, Acta Math. Sinica, 13 ,(1963)

[20]  Andrievskii, V. V., “Convergence of Bieberbach polynomials in domains
with quasi-conformal boundary”, All Union Symposium of approximation Theory in
Complex plane, Ufa, 295-299, (1980).

[21]  Gaier, D., “On the convergence of the Bieberbach polynomials in regions
with comers”, Constr. Approx., 4 (1), 289-305, (1988).

[22] Andrievski, V.V. and Gaier, D., “Uniform convergence of Bieberbach
polynomials in domains with piecewise quasianalytic boundary”, Mittellungen aus

dem Mathem. Seminar Giessen, Sonderdruck aus Heft, 211, 49, (1992).

[23] Gaier, D., “On the convergence of the Bieberbach polynomials in regions
with piecewise analytic boundary”. Arch. Math., 58, 462-470, (1992).

[24]  Andrievskii, V. V., “Uniform convergence of Bieberbach polynomials in
domains with piecewise-quasiconformal boundary”, Theory of Mappings and

Approximation of Functions, Kiev: Nakova Dumka, 3-18, (1988).

[25] Pritsker, I. G., “On the convergence of Bieberbach polynomials in domains

with interior zero angles”, Methods of approximation theory in complex analysis and

75



mathematical physics, Leningrad, (1991), Lecture Notes in Math.,Berlin, 1550, 169-
172, (1992).

[26] Andrievskii, V.V. and Pritsker, LE., “Convergence of Bieberbach
polynomials in domains with interior cusps”, J. d’' Analyse Math., 82, 315-322,
(2000).

[27] Davis, PJ., “Interpolation and approximation”, Blaisdell Publishing
Company, Newyork, Toronto, London, (1963).

[28] Israfilov, D. M., “Uniform convergence of some extremal polynomials in
domains with quasi conformal boundary”, East Journal of Approximation, 4 (4),
527-539, (1998).

[29] Israfilov, D.M., “On the approximation properties of the extremal
polynomials”, Dep. VINITI, No:5461, 23, (1981).

[30] Anderson, J. M., Gehring, F. W. and Hinkkanen, A., “Polynomial
approximation On Quasidisk™, Differential Geometry and Complex Analysis, Berlin,
Heidelberg, 75-86, (1985).

[31] Leclerc, M., “A note on a theorem of V.V. Andrievski”, Arch. Math., 46,
159-161, (1986).

[32] Israfilov, D. M., Oktay, B., “Approximation properties of the Bieberbach
polynomials in the Dini-smooth domains”, Bull Belgian Math. Soc., 13, 91, (2003).
[33] Israfilov, D. M., Oktay, B., “Approximation properties of the generalized
Bieberbach polynomials in the Dini-smooth domains”, Khazar Journal of
Mathematics, 2, 17, (2006).

[34] Rickman, S., “Characterization of quasiconformal maps”, Ann. Acad Sci.
Fenn., Ser. A., Mathematica", 395, (1966). '

[35] | Alper, S. Y., “Approximation in the mean of analytic functions of class Ep”,

Investigations on the modern problems of the function theory of a complex variable,

Moscow: Gos. Izdat. Fiz. Mat. Lit., 273, (1960).

76






