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OZET

H(),) GENISLETILMIS HECKE GRUBU VE ALT GRUPLARI

YUKSEK LIiSANS TEZIi
VOLKAN YILMAZ
BALIKESIR UNIiVERSITESI, FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. RECEP SAHIN)
BALIKESIR, 2012

Bu tezde E(XS) genisletilmis Hecke grubu ve bazi alt gruplar1 verilmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimii olan birinci bolimde,
calisma tanitilmistir.

Ikinci bdliimde, diger boliimlerde gerekli olan temel tanimlar, kavramlar,
teoremler ve metodlar verilmistir.

Uglincii  bolimde H(L;) Hecke grubu tamtilmis ve temel bdlgesi
verilmistir. Ayrica H(A,) Hecke grubunun komiitator ve kuvvet alt gruplari,

serbest normal alt gruplari, denklik ve temel denklik alt gruplar1 tanitilmis ve grup
yapilar1 incelenmistir.

Dérdiincii boliim tezin ana kismudir. Once, ﬁ(kS) genisletilmis Hecke
grubu tanitilmistir. Sonra bu grubun temel bolgesi ve bazi 6zellikleri verilmistir.
ﬁ(kS) genisletilmis Hecke grubunun komiitator alt gruplari ile kuvvet alt gruplari

arasindaki iliskiler, baz1 normal alt gruplari, serbest normal alt gruplari, denklik ve
temel denklik alt gruplar1 hakkinda bilgi verilmistir.
Besinci boliimde, tezde elde edilen sonuglar verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER : genisletilmis Hecke grubu, komiitator alt grubu,
kuvvet alt grubu, Hecke grubu.



ABSTRACT

THE EXTENDED HECKE GROUP ﬁ(ks) AND ITS SUBGROUPS

MSC THESIS
VOLKAN YILMAZ
BALIKESIR UNIVERSITY, INSTITUE OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. RECEP SAHIN)
BALIKESIR, 2012

In this thesis, the extended Hecke group E(XS) and some subgroups of its
are given.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter which is the
introduction the study is introduced.

In the second chapter, the fundamental definitions, notations, theorems and
methods which are needed in the other chapters are given.

In the third chapter, the Hecke group H(A;) 1s introduced and its
fundamental region is given. Also, commutator subgroups, power subgroups, free
normal subgroups, congruence subgroups and principal congruence subgroups of
the Hecke group H(A,) are introduced and the group structure of these are
investigated.

The fourth chapter is the main part of the thesis. Firstly, the extended
Hecke group H(,) is introduced. Later, its fundamental region and its some
properties are given. Informations about the relations between commutator
subgroups and power subgroups, some normal subgroups, free normal subgroups,
congruence subgroups and principal congruence subgroups of the extended Hecke
group H(),) are given.

In the fifth chapter, the results obtained in this thesis are given.

KEYWORDS : the extended Hecke group, commutator subgroup, power
subgroup, the Hecke group.
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1. GIRIS

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen
durch ihre Funktionalgleichung” adli calismasinda, A sabit bir pozitif say1 olmak

lzere,
1
T(z)=—— ve U(z)=z+A
z

kesirli dogrusal doniigiimleri ile iiretilen ve H(A) ile gosterilen gruplari

tanitmastir, [1]. Burada S=T.U alinirsa

1

&=

elde edilir. Ayrica E. Hecke, H(A) Hecke gruplarinin ayrik olmasi i¢in gerekli ve
yeterli sartin A >2 bir reel say1 veya A=A = 2cos£, (q =3 bir tamsay1) olmasi
q

gerektigini gosterdi.

H(A,) Hecke grubu, 2 ve q mertebeli iki devirli grubun serbest ¢arpimina
izomorftur ve grup gosterimi
H()=<T,S|T*=S'=1>=C, *C,
seklindedir. Literatiirde bu gruplardan en ¢ok ¢alisilanlar1 H(A,) =I'=PSL(2,Z),
H(L,) =H(2), H(,)=H((1++/5)2) ve HQ,)=H(+/3) Hecke gruplaridir.

Burada q >4 i¢in H(A,) = PSL(2,Z[A,]) olur.

T g .
A=A, = 2cos€ , (q=3 tek tamsay1 ve q=4,6 ) degerlerine karsilik gelen

H(A,) Hecke gruplari ile bunlarin normal alt gruplar1 Cangiil tarafindan
calisilmistir, [2]. H(A,) Hecke gruplarinda, =3 degerine karsilik gelen H(2,)

Hecke grubu modiiler grup olarak adlandirilir ve PSL(2, Z) ile gosterilir. Modiiler
grup ve normal alt gruplar1 bir cok matematik¢i tarafindan ¢alisilmistir, [3, 4].
Ayrica matematigin de sayilar teorisi, otomorfik fonksiyonlar teorisi ve grup

teorisi gibi bir ¢cok alaninda biiyiik 6neme sahiptir.



Genisletilmis modiiler grup, H(A;)=I"=PSL(2,Z) modiiler grubunun

ireteclerine  R(z) =

NI | —

yansima donilisimii  eklenerek  tanimlanir ve
ﬁ(%) =I1=PGL(2,Z) ile gosterilir, [5-7]. Daha sonra H(A,) Hecke gruplarma

R(z) == yansima doniisiimii eklenerek ﬁ(kq) genisletilmis Hecke gruplari,

NI | —

Bizim ve Sahin tarafindan tanitilmistir ve bazi normal alt gruplar1 (komiitator,

kuvvet, ¢ift, temel denklik, serbest alt gruplar1) ve aralarindaki iliskiler de Sahin,
Bizim, Cangiil, Koruoglu, ikikardes tarafindan verilmistir, [8-13]. Ayrica ﬁ(%)
genisletilmis modiiler grubun ve H(A,) genisletilmis Hecke grubunun kuvvet alt

gruplar1 ile serbest alt gruplar1 ve kuvvet alt gruplar1 ile komiitator alt gruplari

arasindaki iliskiler [14, 15] nolu makalelerde ¢aligilmistir.

Bu tezde A=2, =2cos~ durumuna karsilik gelen ﬁ(kq) genigletilmis
q

Hecke gruplarinin q =5 degeri i¢in elde edilen ﬁ(kS) genisletilmis Hecke grubu,

alt gruplar1 ve 6zellikleri calisilmistir. Caligmanin ilk bolimii tezin amacini veren

ve tezin boliimlerinin anlatildig: giris bolimiidiir.

Ikinci boliim olan 6n bilgiler bdliimiinde, tezin daha sonraki bdliimlerinde
kullanacagimiz bazi temel tanimlar, teoremler, metodlar ve yontemler verilmistir.
Ana hatlariyla topolojik doniisiim gruplari, ayrik gruplar, projektif gruplar,
dogrusal doniisimler, Fuchsian gruplari, permiitasyon metodu, Reidemeister-
Scheier metodu, komiitator alt gruplar, serbest gruplar, serbest carpimlar, Hecke

gruplar1 ve genisletilmis Hecke gruplarindan bahsedilmistir.

Uglincii bolimde, H(A,) Hecke grubunun tammmi ve genel &zellikleri
verilmis, H(A;) Hecke grubu i¢in bir temel bolge tamimlanmistir. Ayrica H(A;)

Hecke grubunun komiitator alt gruplari ile kuvvet alt gruplar1 tanitilmis ve bu alt
gruplarin {iretegleri, tireteglerinin matris gosterimleri, grup gosterimleri ve
simgeleri bulunmustur. Daha sonra kuvvet alt gruplarmin komiitator alt gruplari

da aym sekilde incelenmistir. Ek olarak H(A;) Hecke grubunun serbest alt



gruplar: ile ilgili teoremler ispatlanmistir. Son olarak H(A,) Hecke grubunun

Temel denklik ve denklik alt gruplar1 tanimlanmstir.

Dordiincii boliimde, E(XS) genisletilmis Hecke grubunun tanimi ve grup
yapist verilmistir. H(A;) genisletiimis Hecke grubu igin bir temel bélge
tanimlanmugtir. Ayrica H(L;) genisletilmis Hecke grubunun komiitator alt

gruplar1 ve kuvvet alt gruplar1 tanitilmisg, iirete¢ kiimeleri ve lireteclerin matris

gosterimleri bulunmustur. Kuvvet alt gruplarinin  komiitator alt gruplari
incelenmistir. ﬁ(kS) genisletilmis Hecke grubunun bazi normal alt gruplar1 ve
serbest normal alt gruplari ile ilgili teoremler ispatlanmustir. Son olarak H(A;)

genisletilmis Hecke grubunun Temel denklik ve denklik alt grubu tanimlanmaistir.

Besinci boliimde, tezde elde edilen sonuglar verilmis ve Onerilerde

bulunulmustur.



2. ON BILGILER

Bu bolimde tezin diger bolimlerinde kullanilacak olan kavramlar
tanimlanmis, temel teoremler ve metodlar verilmistir. Bu boliimdeki bilgilerin bir

kismi [2, 8-10] nolu kaynaklardan elde edilmistir.

2.1 Topolojik Doniisiim Gruplan

2.1.1 Tamim : G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger her
a, beG icin
f :GxG—>G; f(ab)=ab,

1

g :GoG; g(aj=a
bi¢ciminde tanimlanan f ve g islemleri siirekli iseler, G ye bir topolojik grup

denir, [16].

2.1.2 Tanim : G bir topolojik grup ve X herhangi bir topolojik uzay olsun.
A:GxX—>X; A(gXx)=gAX
stirekli doniisiimi, eger her g, he G ve her xe X i¢in
(1) gA(hAx)=ghAx
(11) e A x=x
kosullarin1 saglhyorsa [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu denir, [16].

2.2 Ayrik Gruplar

2.2.1 Teorem : G bir topolojik grup olsun.

(1) G nin elemanlarmin hicbirisi G nin bir yigilma noktast degil ise G ye
ayrik grup denir.

(1)) G nin her g elemani i¢in {g} kiimesi g nin bir komsulugu ise G ye
ayrik grup denir.

(111) G nin her g eleman1 G nin bir ayrik noktasi ise G ye ayrik grup denir.



(1v) G nin birim elemant olan e, G nin bir ayrik noktasi ise G ye ayrik grup

denir, [16].

2.3 Projektif Gruplar

p bir asal say1 olmak iizere, q=p" bigimindeki her asal kuvveti igin
izomorfizm farkiyla GF(q) ile gosterilen q elemanli bir tek cisim vardir ve bu q

elemanli cisim Galois cismidir. Biitlin sonlu cisimler bu formdadir, [2].

K, gq=p" mertebeli sonlu bir cisim, yani K=GF(q) olsun. GL(2, K) ile

gosterilen genel lineer grup,
a b
GL(2,K) = {( d] |a,b,c,d e K,ad —bc # 0}
C

biciminde tanimlanir. Bu grubun merkezi Z(GL(2, K)) ile gosterilir ve GL(2, K)
nin normal alt grubudur. Buradan PGL(2, K) ile gosterilen projektif genel lineer
grup

PGL(2, K)=GL(2,K)/Z(GL(2,K))

olarak tanimlanir, [2].

GL(2, K) grubunda determinant1 1 olan matrisler bir alt grup olustururlar

ve SL(2, K) ile gosterilen bu alt gruba 6zel lineer grup denir, yani
a b
SL(2,K) = {( d] |a,b,c,d e K,ad—bc = 1}
C

olur. Dolayistyla PSL(2, K) ile gosterilen projektif 6zel lineer grup,
PSL(2, K)=SL(2,K)/Z(SL(2,K))

bi¢giminde tanimlanir, [2].

Sadece sonlu cisimler iizerinde tanimladigimiz yukaridaki dort projektif
grup genelde K nm sonsuz bir cisim olmasi halinde de tanimlanabilir. Bu
durumda matrislerin ya da indirgenen kesirli lineer doniistimlerin tiim katsayilari
bu sonsuz cisimden alinir. En ¢ok ¢aligilan projektif gruplar PSL(2, Z), PSL(2, R)
ve PSL(2, C) dir.



2.4 Dogrusal Doniisiimler

C, genisletilmis karmasik diizlemin otomorfizmleri a, b, ¢, deC ve
ad —bc # 0 olmak iizere

T(z)= az+b

cz+d
bicimindeki doniisiimlerdir. Bu doniisiimlere dogrusal doniisiim veya Mobius
donitistimii denir. Bu tip doniisiimlerin kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine
gore bir grup olusturur ve bu grup Aut(C,)=PGL(2, C) ile gosterilir. a, b,c, d € C
ve ad —bc # 0 olmak tizere

az+b

U(z)=
@ cz+d

doniisiimleri de C., un anti-otomorfizmleridir. Iki anti-otomorfizmin birlesimi bir
otomorfizm ve bir anti-otomorfizm ile bir otomorfizmin birlesimi bir anti-

otomorfizmdir. Dolayisiyla C, un tiim otomorfizm ve anti-otomorfizmleri bir

grup olusturur ve bu grup Aut (C.)=PGL (2, C) bigiminde gosterilir. U bir anti-
otomorfizm olmak iizere PGL(2, C) ve UPGL(2, C), PGL(2,C) deki kosetlerdir,

yani [PGL(2,C) : PGL(2,C)]: 2 dir ve buradan PGL(2, C), bu grubun normal bir

alt grubudur.

U ile ist yar1 diizlemi gosterelim yani, U={zeC : Im(z) >0} olsun.
Hiperbolik geometri i¢in iist yar1 diizlem gosterimini kullanacagiz. Bu ¢aligmada
kullanacagimiz gruplar hiperbolik geometrinin esmetrilerinin gruplart oldugundan
ve hiperbolik geometri icin st yar1 diizlem gosterimini segtigimizden bu
doniisiimlerin gercel katsayili olanlari ile ilgilenecegiz. Bu nedenle PGL(2, C) nin
baz1 doniisiimlerinden olusan

az+b

PSL(2, R)={T | T(2)= e b,c,deRve ad—bc=1}

CZ+
Ve

az+b

Go={U| U(z)= i b,c,deRve ad—bc=-1}

cz+
bigimindeki iki alt kiimesini alalim ve G= PSL(2, R) U Gy kiimesini olusturalim.
G kiimesinin fonksiyonlarin bileske islemine gore bir grup oldugu kolayca

gortlebilir.



Matrislerde ¢arpma islemi yapmak, fonksiyonlarm bileske islemine gore
daha kolaydir. Bunun i¢in, mébius doniisiimleri ile matrisler arasinda bire bir

a b

] matrisini kullanmak
c

iligkiyi inceleyelim. Bu iligki, T(z)zw yerine (
cz+d

olacaktir. Bunun i¢in bazi teoremler verelim.
2.4.1 Teorem : 0:GL(2, C)— Aut(C.)
a b az+b
—
c d cz+d

seklinde tanimlanan doniisiim bir epimorfizmdir, [17].

Dikkat edilirse Teorem 2.4.1 deki doniisim birebir degildir. Ciinkii

a b .. az+b oo N
matrisi donilistimiiniin yaninda, bu doniisiimiin, k katma da
C cz+

gidebilir. Dolayisiyla birebirlik yoktur.

2.5 Fuchsian Gruplan

2.5.1 Tammm : (i) [G, U] topolojik doniisiim grubunun ayrik alt gruplarina
Oklidyen olmayan kristallografik (non-Euclidean Crystallographic) grup denir ve
kisaca N.E.C. grup diye yazilir.

(ii) PSL(2, R) nin alt grubu olan N.E.C. gruplara Fuchsian gruplar denir

ve I ile gosterilir.

Her I' Fuchsian grubunun asagidaki sekilde bir temsili vardir:

Uretegler : aj, by, ... , ag, by (hiperbolik)

Xla cee Xr (ellpt]k)
PL, -5 Pt (parabolik)
hy, ..., hy (hiperbolik smir elemant)

Bagmtilar : x." :f[[ai,bl.]lL[leL[pklilhl =1
i=1 1=1

j=1 k=1



I Fuchsian grubuna
(gsmy,...,myt;u) (2.1)
simgesine sahiptir denir. Burada m;, ... , m;>2 sayilar1 tamsayilardir ve bunlara
I' nin periyotlar1 denir. g, I" nin ilizerinde ayrik olarak hareket ettigi U/’

Riemann yiizeyinin cinsidir.

2.5.2 Riemann-Hurwitz Formiilii : ', simgesi (2.1) bicimindeki gibi

olan bir grup olsun. I' nin hiperbolik alanin1

u(r)zzg—2+2(1—i)+t+u
i=l m;

1

olarak tanimlayalim. Eger u(I') >0 ise simgesi (2.1) bigimindeki gibi olan bir
Fuchsian grup vardir. Eger I', birinci tiirden Fuchsian grupsa u(I') >0 dir. Simdi

I, I' grubunun sonlu indeksli bir alt grubu olsun. o zaman

C:T ]= u(T)
YD)

olur. Burada u(I'y) ve u(I') swasiyla I} ve I' grubunun temel bdlgesinin

hiperbolik alanin1 gostermektedir. Bu formiile Riemann-Hurwitz formiilii denir,

[18].

2.6 Permiitasyon Metodu

H(XS) Hecke grubunun normal alt gruplarmin simgelerini bulmakta

kullanacagimiz permiitasyon metodunu asagidaki teorem ile verelim.

2.6.1 Teorem : p+q=r+t ve 1<k, <o (1<i<q) olmak iizere I'
grubunun simgesi (g;m],...,mp,n]k],...,nqkq) ve I, I' grubunun u indeksli bir
normal alt grubu ise T, alt grubu (g,;k{*’ "‘),...,k;” /"‘*)) simgesine sahiptir. Burada

k™) ki mertebeli elemandan u/n, tane var demektir ve g cinsi Riemann-

Hurwitz formiilii ile bulunabilir, [19].



H(XS) Hecke grubu iiggen grup olarak diisiiniilebileceginden ticgen

gruplardan biraz bahsedelim.

I, m, n > 2 olacak sekildeki tamsayilar olsun. Ag¢ilar1 /1, 7/m, 7 /n olan
hiperbolik iliggeni géz Oniine alalm. o, o,, o, bu liggenin kenarlarindaki
yansimalar ve [’ ’ grubu bu ii¢ yansima ile iiretilen grup olsun.

I'=<og,, o,, o, |l =0l =0l= (0,0,) =(0,0,)"=(0,0,)"=1>
Burada o,, o, ve o, yon korumayan elemanlar1, o,0,, 0,0, ve 0,0, ise yon
koruyan elemanlaridir . x =0,0, ve y =0,0, olarak alirsak xy =o,0, olarak elde

edilir. Buradan I'* grubunun sadece x, y ve Xy yon koruyan esmetrilerinden
olusan bir I' alt grubunu

F=<xy|x=y"=xy'=1>
biciminde elde ederiz. Bu alt grup bir Fuchsian gruptur ve simgesi (0;1,m,n) dir.
Kisaca (I,m,n) bi¢iminde gosterilir. Bu I" alt grubuna bir zicgen grup denir. T" alt

grubu I’ ’ grubunun 2 indeksli bir normal alt grubudur, [20].

Simdi (1,m,n) gdsterimine sahip herhangi bir licgen grup i¢in su teoremi

verelim:

1 1 1 .
2.6.2 Teorem : Eger —+—+—>1 ise iiggen grup sonlu, l+L+l£1
m n ]l m n

ise sonsuz mertebelidir, [21].
Sonlu mertebeli bazi liggen gruplar1 ana hatlariyla inceleyelim:

(i) C, Devirli gruplan : C, devirli gruplarmin gdsterimleri
Ch=(a | a"=1)
bicimindedir. Bunlarin ticgen grubu olarak gdsterimleri de her ne N i¢in (1,n,n)

bi¢imindedir. Ayrica m tek say1 oldugunda
sz ot <Q’B | G,Z = Bm = LG,B = B(X>

olacagindan C,y, in liggen grubu olarak gésterimi (2,m,2m) bi¢iminde olur, [20].



(ii) D, Dihedral Gruplan : D, gruplarinin gosterimleri
D = (0, | o> =B =(ap)"=1)
veya
D = (0 | o> =p" = (@p)*=1)
veya
Dy = (0, | a" =B = (@p)*=1)

bi¢imindedir ve |Dn =2n dir. D,, grubunun iiggen grubu olarak gdsterimi (2,2,n)

veya (2,n,2) veya (n,2,2) bigimindedir, [20].

(iii) Simetrik ve Alterne Gruplar : n elemanli bir kiimenin biitiin
permiitasyonlarinin kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine goére bir grup
olusturur. Bu gruba simetrik grup denir ve S, ile gosterilir. Cift permiitasyonlarin

kiimesi de bu grubun bir alt grubunu olusturur. Bu gruba alterne grup denir ve A,

=n! ve |An

ile gostertilir.

S,

|
:% dir. Cok karsilasilan simetrik ve alterne gruplar

D; =S5 =(2,2,3), As =(2,3,3), S4 =(2,3,4) ve As =(2,3,5) gruplaridur, [20].

2.7 Reidemeister-Schreier Metodu

Bu kisimda H(L,) Hecke ve H()) genisletilmis Hecke grubunun kuvvet

ve komiitator alt gruplarmin iireteglerini bulmakta kullanilacak bir teknik olan

Reidemeister-Schreier metodu verilecektir.

G, {g;} iiretecleri ile tiretilen bir grup ve H, G nin sonlu indeksli bir normal
alt grubu olsun. Metod 6nce H i¢in bir Scheier transversali segmekle ve sonra da
bu transversalin, Tlreteclerin ve koset gosterimlerinin elemanlarinin siral

carpimlarinin alinmasiyla, asagidaki gibi uygulanir.

Bir X Schreier transversali asagidaki kosullar1 saglayan Kkoset

gosterimlerinin bir kiimesinden olusur:
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(1) e X
(11) 2. sag sadelestirme altinda kapalidir. Yani eger g, .g, ... g, € X

ise g, .g, ...g,  elemanida 2 kiimesinde olmali.

2., H i¢in Schreier transversali olsun. H nin bir Schreier tireteci asagidaki
bigimde olacaktir, [2].

(X nin bir eleman1)x(G nin bir iireteci)x(6nceki ¢arpimin koset gdsterimi)’

2.7.1 Ornek : D5 dihedral grubunun D52 2.kuvvet alt grubunu bulalim.
Ds dihedral grubunun grup gosterimi;
Ds=<ab|a’=b"=(ab)’=1>
bi¢imindedir. D52 kuvvet alt grubu, Ds grubunun normal alt grubudur ve bolim
grubu,
Ds/DS=<a,b|a’=b"=(ab)’=a’=b’=(ab)’ = ... =1>
gosterimine sahiptir. Gerekli kisaltmalar yapilirsa bu gosterim
D5/D52=<a|a2=I>

biciminde yazilabilir. Buradan D 52 alt grubunun Ds grubundaki indeksinin 2

oldugu goriiliir.

D,” kuvvet alt grubunun iiretelerini bulmak igin bir Schreier transversali

olarak,

{Laj

kiimesini secelim. Burada miimkiin olan tiim ¢arpimlar agsagidaki gibidir:

La.(a)"=I, Lb.(I)"'=b,
a.a.(D)'=1, a.b.(a)'=aba.

Ayrica, aba = (b)" oldugundan, D 52 kuvvet alt grubunun gdsterimi,

DS=<b|b’ =1>

olarak bulunur, [9].
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2.8 Komiitator Alt Gruplari, Serbest Gruplar ve Serbest Carpimlar

2.8.1 Tanmm : G bir grup olsun. a, be G ve [a, b] = aba'b™ olmak iizere
<[a,b]|a,beG>

ile tanimlanan gruba G grubunun komiitator alt grubu denir ve G’ ile gosterilir.

2.8.2 Yardimca1 Teorem : G/G’, G grubunun en genis degismeli bolim
grubudur. Yani G/N, G nin bagka bir degigsmeli boliim grubu ise
G'<N<G
olur ve bir
0 :G/G"' > G/N

homomorfizmi vardir, [22].

Simdi H(kq) bir serbest carpim olarak bazi serbest alt gruplara sahip

oldugundan, bu alt gruplarin yapisiyla ilgili baz1 sonuglar1 verelim.

2.8.3 Tanim : X bir F grubunun alt kiimesi ve G herhangi bir grup olmak
uzere,
Py X—>G
seklinde herhangi bir doniisiim i¢in,
¢ F>G
¢, doniisiimiiniin uzantis1 olan tek bir ¢ homomorfizmas: varsa F grubuna X

iizerinde serbesttir denir, [23].

X bir F grubunun bir alt kiimesi olsun. F, asagidaki kosullar1 saglayan X

tabani ile bir serbest gruptur: Eger ¢, X kiimesinden bir H grubu i¢ine herhangi

bir fonksiyon ise ¢ homomorfizminin F den H ye bir ¢" homomorfizmine tek bir

genislemesi vardir. Burada X e F nin serbest tabani denir, [23].

X serbest tabanmnm mertebesine F nin ranki denir. Eger |X|=n ve

X= {xl,xz,...,xn} ise F, {xl,xz,...,xn} uizerinde serbesttir diyecegiz ve bunu F,

ile gosterecegiz, [23].
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2.8.4 Teorem : iki serbest grubun izomorf olmasi igin gerek ve yeter kosul

ranklarinin ayni olmasidir, [23].

0 rankli bir serbest grup asikardir ve 1 rankli bir serbest grup sonsuz

devirlidir.

2.8.5 Teorem : F grubunun bir serbest grup olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul F nin F =< X;> bi¢iminde bir gosterimi olmasidir, [24].

2.8.6 Teorem : Her G grubu bir serbest grubun bir homomorfik

goriintiistidiir, [24].

2.8.7 Teorem : Bir serbest grup biikiimsiizdiir (torsion-free), yani bir

serbest grupta birim eleman disinda sonlu mertebeli eleman yoktur, [24].

2.8.8 Teorem (Nielsen-Screier) : Bir serbest grubun her alt grubu da

serbesttir, [24].

Bi¢im ve 6zellik bakimindan serbest gruplara en yakin kavram, gruplarin
serbest carpimlaridir. Burada calismamizda kullanacagimiz kadariyla serbest

carpimlarin genel 6zelliklerini [24] nolu kaynaktan yararlanarak verecegiz.

2.8.9 Tanim : A:<a],...;R],...> veB :<b],...;S],...> iki grup olsun. A ve
B gruplarinin A * B ile gdsterilen serbest carpimi,
<a],...,b],...;R],...,S],...>
gosterimli gruptur. Yani G grubunun iiretegleri, A ve B gruplarinin iireteglerinin

timiinden ve bagmtilart da A grubunun R; ve B grubunun S; bagntilarinin

tiimiinden olusur. A ve B gruplarina G grubunun ¢arpanlar: denir, [24].

Serbest carpim kavrami keyfi sayidaki gruplara da genisletilmistir.

13



2.8.10 Tanmm : Eger A = <1'irAOL :bagAa>, a € I gruplarm bir koleksiyonu
ise bu gruplarmm G=* A  serbest ¢arpimu, iiretegleri A gruplarmnm ireteglerinin
ayrik birlesimlerinden ve bagmtilar1 da A gruplarmin bagmtilarmm ayrik

birlesimlerinden olusan gruptur, [24].

2.8.11 Teorem : G=A*B olsun. O zaman A -G ve B —> G eslemeleri

birebir eslemelerdir. A nin lretecleri ile tiretilen G grubunun alt grubu <A
grubunun lretecleri, A grubunun bagintilari> bigiminde gosterime sahiptir. Yani
A grubuna izomorftur. Benzer durum B i¢inde gecerlidir. Bu yiizden A ve B, G

grubunun alt gruplar1 olarak diisiiniilebilir, [24].

Bir G grubunun bir serbest ¢arpim olarak ayrisip ayristirilamayacagini
belirlemek 6nemlidir. G i¢in verilen bir gosterimde G grubunun iireteclerini,
bagintilar da ayrisacak bigimde iki kiimeye bélmeye caligmak basit bir yontemdir.
Yani G=<RUS; {sadece R deki iiretecleri iceren bagmtilar} U { sadece S deki
iiretecleri iceren bagntilar}> biciminde yazmaya ¢alismaktir. Artik G,

G, =<R ; R deki tiretegleri igeren bagintilar>
ve
G, =<8; S deki Uiretegleri iceren bagmntilar>

gruplarmin serbest carpimidir.

Serbest carpimlar, serbest gruplarla bir cok 6zelligi paylasir. Ornegin
Kurosh’un teoremi ile serbest gruplar i¢in verilmis olan Nielsen-Schreier teoremi

serbest ¢arpimlara genisletilmistir.

2.8.12 Teorem (Kurosh) : G, A alt gruplarinin ¢arpimi yani,
G-[] .A,
olsun. Eger H, G nin bir alt grubu ise
H=F = [].B,
p
olur. Burada F bir serbest grup ve her bir B icin By, bir A, alt grubuna

esleniktir, [2].
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2.8.13 Teorem : Eger G=A*B ve Hc A, K < B ise H ve K ile iiretilen

alt grup bunlarin serbest carpimidir. Yani <H,K>=H#*K dir, [24].

2.8.14 Tanim : A= <a],...;R],...> ve B :<b],...;S],...> iki grup, HCA,
K B has alt gruplar1 ve ®:H—K bir izomorfizm olsun. A ve B nin, H y1 K ya
birlestirerek elde edilen serbest carpimi, gosterimi
G=(a,...b;se.sR ., Spseee, H = O(H))
olan G grubudur. G grubunun fiiretecleri A ve B nin {ireteclerinin ayrik

birlesimidir ve bagmtilari da A ve B nin bagintilar1 ile birlikte alt grup

izomorfizmini veren bagintilarin ek bir kiimesinden olusur.

H izomorfik resmi ile 6zdeslendigi i¢cin G, A ve B gruplarmin H ile
birlestirilmis serbest ¢arpinidir denir. Bu ¢arpim G = A *; B ile gosterilir. A ile

B gruplarina G nin ¢arpanlar1 denir.

Bir G grubu eger asikar olmayan bir H has alt grubu ve her ikisi de agikar
olmayan G; ve G, gruplart i¢gin G =G, *,G, ise G birlestirilmis bir serbest

carpimdir.

H={1} alinirsa bir serbest ¢carpim elde edilir. Bu nedenle serbest ¢carpimlar,
birlestirilmis serbest carpimlarin 6zel halleridir.

2.9 Hecke Gruplan

Eric Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen
durch ihre Funktionalgleichung” adli ¢alismasinda Hecke gruplarini asagidaki gibi

tanimlamistir.

2.9.1 Tanim : A sabit bir pozitif say1 olmak iizere,

T(z) = —é ve U(z)=z+A

15



kesirli dogrusal doniisiimleri ile iiretilen gruplara Hecke gruplar: denir ve H()L)

ile gosterilir.

Burada S =T.U alinirsa

&=

elde edilir.
2.9.2 Teorem : H(A) Hecke gruplarinin ayrik olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul A >2 bir reel say1 veya A=4A = 2cos ™ , (q =3 bir tamsay1) olmasidir, [1].
q

A>2 degerleriyle elde edilen Hecke gruplar1 icin H(A) gosterimi

kullanilir. A=2% = 2cos ™ , 1<A<2, durumuna karsilik gelen Hecke gruplari
q

H(A,) ile gosterilir.

2.9.3 Teorem : H(),) Hecke gruplarinin grup gosterimi,
H(,)=<T,S|T*=8'=1>= C, *C,

seklinde, 2 mertebeli devirli grup ile q mertebeli devirli grubun serbest ¢arpimidir,

[2].

2.10 Genisletilmis Hecke Gruplarn

2.10.1 Tamim : Hecke gruplarina R,(z) =— anti-otomorfizmini ekleyerek

NI | —

elde gruplara genisletilmis Hecke gruplar: denir, [8].

Simdi de A=A, = 2COSE , 1<A<2 i¢in genigletilmis Hecke gruplarinin

grup gosterimini elde edelim.
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S ve T, Hecke grubunun iiretegleri olmak iizere,
R,=RS ve R,=RT
dontistimlerini alalim. S ve T doniigiimleri;

1
z+7»q

S(z) = - ve T(z) = 1
z

oldugundan R; ve R; doniistimleri;

R,(z)=- ve R,(z)=-z

z+7»q

olur. R; , R, ve R3 yansimalar1 genisletilmis Hecke gruplarmin iretegleridir.

Dolayisiyla genisletilmis Hecke gruplariin grup gosterimleri
H(A,)=<Ry, Ry, Rs| R{ =R} =R} =(RR,)’ =(R,R))* =1I>
bicimindedir. Burada R3R;=R;R3=T, R;R,=S ve R;=R oldugu dikkate alinirsa,
genisletilmis Hecke gruplarmin grup gosterimleri
H(A,)=<T,S,R|T*=8'=R*=(TR)’=(RS)’=1> (2.2)

bi¢iminde ifade edilebilir, [8,21].

17



3. H(h;) HECKE GRUBU

Bu béliim, bundan sonraki boliimde inceleyecegimiz H(L,) genisletilmis
Hecke grubuna gegmeden once, H(A;) Hecke grubunun tanitilmasma ve genel
ozelliklerine ayrilmistir. Bu bolimde H(A;) Hecke grubu ve temel bolgesi
tanimlanmis, H(A;) Hecke grubunun komiitator, kuvvet, denklik ve temel denklik

alt gruplar1 tanitilmis, bu alt gruplarmin tirete¢ kiimeleri ile iireteglerinin matris
gosterimleri elde edilmis ve bu gruplarin simgeleri bulunmustur. Bu béliimde [2,

12, 25-36] nolu kaynaklar referans olarak alinmistir.

3.1 H(A;) Hecke Grubu ve Ayrisim

Boliim 2.9 da verilen k:kq :2cos£, (q=3,4,5,...) icin elde edilen
q

H(A,) Hecke gruplarindan, 6zel olarak q = 5 degeriyle bulunan H(A;) Hecke

grubuyla ilgilenecegiz.

3.1.1 Tamim : H(X,) Hecke gruplarinin

1
zZ+A

q

S(z)=—-

uretecinde, q = 5 i¢in A, :2COS%:+TS degerinin yazilmas ile elde edilen

gruba, H(L;) Hecke grubu denir.

H(A;) Hecke grubu PSL(2, Z[ A, ]) kiimesinin alt kiimesidir. H(A,) Hecke

grubunun grup gosterimi Teorem 2.9.3 te belirtildigi gibi ;
HA)=<T,S|T’=S’=1>

bi¢imindedir, [2].
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Ayrica H(A;) Hecke grubunun

T(z) = ! ve S(z)=-
z Z+ A

iireteclerinin matris gosterimleri

bi¢imindedir.

3.1.2 Tamim : [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve Pc X olsun. Eger
g1, 2€Gve g1 £ g icin giPNgP=0 ise P ye bir G-paketleme denir, [25].

Denk olarak, eger [ ge G i¢in gP " P=C ise P ye bir G-paketleme denir.
Eger P bir G-paketleme ise her bir yoriingeden en fazla bir tane eleman igerir,

[25].

3.1.3 Yardimel Teorem : H ve K bir [G, X] topolojik doniisiim grubunun
iki alt grubu olsun. Eger P bir H-paketleme, Q bir K-paketleme, A=<H, K> (H ve
K gruplarinin tretegleri ile iretilen grup), PUQ=X, PnQ=# Y ise A=zH=*K
olur. Ayrica P Q bir A-paketlemedir, [25].

3.1.4 Teorem : H(A,;) Hecke grubu 2 ve 5 mertebeli iki devirli grubun
serbest carpimina izomorftur, yani
H(\) = C, *C,
dir, [26].
Ispat: H=<T>=C, ve K=<S>=Cj5 olsun. O halde; H < H(A ) ve K< H(As)

olur.
Simdi Yardime1 Teorem 3.1.3 i¢in gerekli kosullarin saglandigi H ve K alt

gruplarmin P ve Q paketlerini bulalim:
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oldugundan, isaret(ReT(z)) = — isaret (Re(z)) bulunur. Buradan H=<T>= { [, T }
ve P= {z e U:Re(z) < 0} kiimesi i¢in, I.P n T.P = & oldugundan, P kiimesi bir H-
paketlemedir. Simdi

Q={zeU:|z+1/|>1/hs,Re(z) > -1, /2

kiimesini diigiinelim.  S(z)=-

eliptik doniistimii asagidaki doniisiimlerin
Z+ }\,5

bir birlesimi olarak gosterilebilir.

.. .
a) R (z) = # = = birim ¢emberdeki yansima.
V4

b) R,(z) = —z, Re(z) = 0 dogrusundaki yansima.

¢) R(z) =z+As, As boyunca Gteleme.
Burada S(z) = RiR;R(z) oldugu agikga goriiliir.

Q ; a, 0 ve oo kdselerine sahiptir. Eger R donilisiimiinii Q doniistimiine
Y . .
uygularsak ; RQ nun koselerini 75+1y, As , © seklinde elde ederiz. R,

yansimmasini RQ ya uygularsak koseleri a , -As , oo olan RQ nun bir yansimasini
elde ederiz.  Son olarak R; yansimasmi R,RQ ya uygularsak; koseleri a ,

—1/X5 ve 0 olan RoRQ nun bir SQ yansimasimi elde ederiz.

Benzer olarak, R ve R; sirasiyla SQ ya uygulanirsa son bdlgeyi S°Q elde
ederiz. Bu bolgenin kdseleri a, k5/(l—k§) ve —1/As olur. Bu islemi 2 kez

uygularsak S’Q ve S*Q bolgelerini elde ederiz. S elemanmmn bir sabit noktasi a

oldugundan, her S"Q nun diger iki kdsesini bulalim. Basit bir hesaplama ile;

0y (As)
oy (;"5)

bulunur. Burada 0 < n <4, a, ler asagidaki indirgenme formiilii ile verilen

S"(00) = —

polinomlardir.
aj(As)=a9(ks)=0,
a;(rs) =1,

(Xn (;\,5) = 7»5.()&“_1 (;\,5)' an_z (;\,5) 5 n22
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3.1.5 Yardimei Teorem : S"Q , 0 < n <4, bolgesinin koseleri; a , S"(c0)
ve S"(c0) dir, [25].

Yardimei Teorem 3.1.5" den ve S™'(c0) = S"(0) olmasindan dolay: S"Q
larin higbirisi ¢akismaz. Yani Q , K- paketlemedir.

Artik bir H-paketleme ve bir K-paketlemeye sahip oldugumuzdan,
Yardimci Teorem 3.1.3 i uygulayabiliriz. Bu durumda H(A,) Hecke grubu H ve
K alt gruplarmin serbest ¢arpimina izomorfiktir. Yani

H(L,) = C,*Cs
bulunur. Ayrica
PAQ={zeU:lz+ 1> 1/h;, —As/2 <Re(2) < 0}

bir H(A,) -paketlemedir.

3.2 H(A;) Hecke Grubu Icin Bir Temel Bolge

H(A;) Hecke grubunun temel bolgesini vermeden once bir G grubunun

temel bolgesi tanimini vererek bashyalim:

3.2.1 Tammm : F, U tst yar1 diizleminde agik bir kiime olsun. Eger F
kiimesi,

(i) her bir ze U i¢in G(z) yoriingesi ile F en az bir noktada kesisir,

(ii) her bir ze U i¢in G(z) yoriingesi ile F en ¢ok bir noktada kesisir,

kosullarin1 sagliyorsa F kiimesine G grubu i¢in bir temel bolgedir denir, [25].

3.2.2 Teorem : H(L;) Hecke grubunun bir temel bolgesi;

|

4

E = {z eU: |Re(z)| < %,

kiimesidir, [25].

Sekil 3.1 de gosterilen F,_ =F UF, kiimesi, H(A;) Hecke grubu i¢in bir

temel bolgedir.
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Sekil 3.1 : H(A,) Hecke grubu i¢in bir temel bolge

3.3 H(»;) Hecke Grubunun Komiitator Alt Gruplan

H(A;) Hecke grubunun birinci komiitator alt grubunu H'(Ag) ile
gosterecegiz. Eger H(A;) Hecke grubunun goésterimine lreteglerin degismelilik
bagintisi eklenirse H(A )/H'(As) bolim grubunun gosterimi elde edilir. Benzer
sekilde H'(A;) grubunun gosterimine iireteglerin degismelilik bagintist eklenirse

H'(L;)/H"(Ag) bolim grubunun gosterimi elde edilir, [26].

3.3.1 Teorem : H(A,) Hecke grubunun H'(Ay) komiitator alt grubu, (2;00)
simgeli ve 4 rankli serbest bir alt gruptur. Ayrica
[HAs) :H'(A5)[ =10 ve
H'(L,)=<TSTS*>* <TS’TS’># <TS’TS*>* <TS*TS>
olur, [2, 26].
Ispat : H(A,) Hecke grubunun grup gdsteriminin

HA)=<T,S| T°=S’=1>= C, *C,
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oldugunu biliyoruz. $imdi H(A,) Hecke grubunun gosterimine iireteglerin
degismelilik bagntisini ekleyerek H(A,)/H'(A;) bolim grubunun gosterimini
elde edelim. Buradan H(A,)/H'(A) bolim grubunun goésterimi

H(L)/H'(L,)=<T, S| T>=8°=1, TS=ST >= C, xC
5 5 2 5

elde edilir. Ayrica indeks, H(A;): H’(k5)| =10 olarak bulunur.
Simdi H'(A,) komiitatdr grubunun iirete¢ kiimesini bulalim. Bunun igin

Schreier transversali olarak { I, T, S, Sz, S? , S4, TS, TSZ, TS , TS* }+ kiimesini

secelim. Reidemeister-Schreier yontemine gére miimkiin olan biitiin ¢arpimlar

asagidaki gibi olur.
LT.(T) =, 1.8.(5)'=1,
T.T.() =1, T.S.(TS) =,
S.T.(TS) '=STS'T, S.S.(S%) =,
S%.T.(TS?) '=S’TS’T, S%.S.(S*) =,
S’ T(TS?) '=S’TS™T, S*.S.(sH'=l,
S* T.(TS* '=S*TST, S*.S.() =,
TS.T.(S)'=TSTS?, TS.S.(TS?) =1,
TS®.T.(S) '=TS’TS’, TS®.S.(TSY) =,
TS’ T.(S)) '=TS’TS?, TS’.S.(TSY =1,
TS* T.(S*'=TS*TS, TS*.S.(T) '=L.

Burada (STS'T)'=TSTS!, (S’TS’T)'=TS’TS’, (S’TS’T)'=TS’TS?,
(S*TST) '=TS*TS oldugu goz 6niine almirsa, H'(\;) komiitator grubunun ireteg
kiimesi

{ TSTS*, TS’TS®, TS’TS?, TS*TS }
olarak bulunur. Buradan H'(A;) komiitator alt grubunun sonsuz mertebeli dort
grubun serbest ¢carpimi, yani
H'(A,) =<TSTS*>*<TS*TS*>#<TS’TS*>*<TS*TS>
oldugu goriliir. Ayrica H'(A) komiitator alt grubu serbest bir gruptur ve

iireteclerinin matris gésterimi
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—2-A. —A
TSTS* = > >,
— s ~1

TS :(—2—2x5 —1—2x5]’

—1-2h, —2-A,

TSTS? :(—2—x5 —1—2x5]

—1-2h, —2-2A,

4 -1 _7‘5
TS'TS =
Ay —2-A,

seklindedir.

Simdi H'(A;) komiitator alt grubunun simgesini belirleyelim.
H(\)=<T, S | T> =8’ =1>=(2,5, »)
HO )/H'(L,)=<T, S | T> =8’ =(TS)"’=I > =(2,5,10)
ve
[H(A5) : H'(A5)| =10

oldugunu biliyoruz. Permiitasyon metodundan faydalanarak H'(A) komiitator alt
grubunun igareti (g;oo(m/ 10)): (g;©) olarak bulunur.

H'(A;) komiitator alt grubunun cinsini bulmak i¢inde Riemann-Hurwitz

formiiliini kullanalim;

HM:HKSZMHQJ
o) :H (ko) H(H(As))
10 = 2g-1
(20—2%{}—1]+@—1j+1
2 5

g=2
bulunur. Boylece H'(A5) komiitatdr alt grubunun simgesi
(2; )

olarak elde edilir.
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3.4 H(A;) Hecke Grubunun H" (A,) Kuvvet Alt Gruplan

3.4.1 Tammm: m pozitif bir tamsay1 olmak tzere, H(A;) Hecke grubunun
tim elemanlarmm m. kuvvetleri alinarak iretilen alt gruba H(A;) grubunun m.

kuvvet alt grubu denir ve bu alt grup H" (A,) ile gosterilir, [2].

3.4.2 Tammm : G bir grup ve H bu grubun bir alt grubu olsun. Eger her

f:G —> G endomorfizmi i¢in f(H)c H oluyorsa, H ye tamamen degismez

(fully invariant) 6zellige sahiptir denir, [27].

3.4.3 Teorem : (i) Kuvvet alt gruplar1 tamamen degismez oOzellige
sahiptirler.
(ii) G grubunun H alt grubu, tamamen degismez 6zellige sahipse, G nin

normal alt grubudur, [28].

Teorem 3.4.3 den kuvvet alt gruplarinin normal alt gruplar oldugu sonucu
bulunur. Kuvvet alt gruplarinin tanimindan, asagida verece§imiz oOzellikler
kolaylikla goriilebilir. G herhangi bir grup, m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere
kuvvet alt gruplari i¢in

G">G™ ve
(G™)'>Gg™

ozellikleri saglanir.

3.4.4 Teorem : m,n pozitif tamsay1 ve (m,n) m ile n pozitif tamsayisinin

en biiyiik ortak boleni olmak iizere;
H™(A). H"(A)= H™(,)
olur, [2].
Ispat : Alt grup tammindan;
H"(A) < H™ (&) ve H*(A;) < H™" (&)
oldugunu biliyoruz. Bu ikisi birlikte diisiiniilecek olursa,
H™(A). H"(A;) < H™ (&)

olur.
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Simdi de esitligin diger tarafimi ispatlayalim. u, H(A;) Hecke grubunun

herhangi bir 6gesi olsun. m; ve n; tam sayilarint mym+n;n=(m,n) olacak bi¢cimde

secelim. Buradan
u™e H™(h,) ve u™™ ™M™ e H™ (A;)
olur. Ayrica
u™M e H"(L,) ve u™ e H" (X))

bulunur. Buradan;

u™™ y™ e H™ (). H" (L)

u™Mmmt e (L) H (L)
elde edilir. Boylece

u™e H™(A,).H"(A;)

bulunur. Buradan

H™ (L) < H"(A).H"(A,)

elde edilir ve ispat biter.

Simdi m pozitif tamsayisinin durumlarina gore elde edilen kuvvet alt

gruplarmi inceleyelim. Oncelikle m=2 ve m=5 durumlarini inceleyecegiz.

3.4.5 Teorem : H’(),) normal alt grubu 5 mertebeli iki devirli grubun
serbest carpimina izomorftur. Ayrica
[HOw) : H (1) =2,
H)=H?(A,) U T.H*(A,) ve
H?(h,) =<S>*<TST>
olur. H*(A,) normal alt grubu (0;5%,00) simgesine sahiptir, [2, 29].
ispat : H(A,) Hecke grubunun grup goésteriminin
H(\,)=<T,S |T*=8’=1>
oldugunu biliyoruz. H(A;) Hecke grubunun grup gosterimine her Xe H(A,) icin
X?=I bagntisi eklenirse H(\,)/H?(k;) boliim grubunun gdsterimi;

HO)/H2(\) =<T,S | T>=S’=(TS)’=S’=...=I>
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biciminde bulunur. Burada S$°=S°=I oldugundan S=I olarak bulunur. Bdylece

boliim grubunun gosterimi;
HO)/H2(\) 2<T|T=I>=C,
olur. Ayrica
[H(r) : H (1) =2

elde edilir. Burada tretecleri bulmak i¢in Schreier transversali olarak { I, T }
kiimesini se¢elim. Reidemeister-Schreier metoduna gore miimkiin olan biitiin

carpimlar asagidaki gibi olur.

LT.(T)'=, L.S.(I)'=S,

T.T.()'=1, T.S.(T)'=TST.

H?(),) alt grubunun iiretegleri S ve TST olarak bulunur. Buradan da
H?(\,) =<S, TST | $* =(TST)’ =I>= Cs * C;
ve
H\,)=H*(A,) U T.H*(A)

bulunur. Ayrica iireteclerin matris gosterimleri

0 -1 A 1

S= ve TST =
1A -1 0

seklindedir.

Simdi de H?(),) kuvvet alt grubunun isaretini belirleyelim. Burada
H(\,)=<T, S | T* =8’ =1>=(2,5, »),
HO\.)/ H2(\)=<T | T=I>=(2, 1, 2),
[H(r)  H (1) =2,
olduklar1 bilindiginden, permiitasyon metodundan faydalanarak H?(A,) alt

grubunun isareti (g; 5% o) olarak bulunur. Cinsi belirlemek icin de Riemann-

Hurwitz formiliind kullanalim.

: 0.
)10 = B D
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3
2g+—
£ 5

1 1
(2.0—2)+(1—2]+(1—5]+1

buradan da g=0 elde edilir. Boylece genel olarak H*(A;) alt grubunun simgesi;

2=

(0;5%,00)

olarak bulunur.

3.4.6 Teorem : H’(\,) normal alt grubu 2 mertebeli bes devirli grubun
serbest carpimina izomorftur ve
[H(r) :H> (A4)| =5
ve
H® (A, ) =<T>*<STS*>#<S’TS*>*<S’TS*>*<S*TS>
olur. Ayrica H’(A,) normal alt grubu (0;2°,00) simgesine sahiptir, [2, 29].
Ispat: H(A;) Hecke grubunun grup goésteriminin
H(\,)=<T,S |T*=8’=1>
oldugunu biliyoruz. H(A;) grubunun grup gosterimine her Xe H(A,) icin X°=1
bagintis1 eklenirse H(A,)/ H’(A,) bdlim grubunun gsterimi;
H(\,)/ H(A,) =<T, S | T*=8’=T°<(TS)’=S’=.. =I>
biciminde bulunur. Burada T*=T°=I oldugundan T=I olarak bulunur. Bdylece
boliim grubunun gosterimi;
H(h,)/ H (M) =<8 [S$°=I>2C;s
olur ve
[H(r) :H* (A4)| =5

elde edilir. Burada iiretegleri bulmak i¢in Schreier transversali olarak {I, S, Sz, s? ,
S* } kiimesini secelim. Reidemeister-Schreier metoduna gére miimkiin olan biitiin

carpimlar asagidaki gibi olur.

I.T.(0)'=T, L.S.(S)'=,
S.T.(S)'=STS", S.S.(S%)'=I,
S%.T.(SH)'=S’TS’, S%.S.(S*) =1,
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S’ T.(S*)'=S’TS?, S*.S.(SH'=l,
S* T.(S*'=s"'TS, s*.s.(D'=1

olur. Bdylece H’(A;) alt grubunun iiretegleri T, STS*, S’TS®, S’TS* ve S*TS
olarak bulunur. Buradan da
H(A,) =< T, STS*, S’TS?, S’TS?%, S*TS | T’=(STS*)’=(S*TS?)’
=(S’TS?)’=( S*'T8)*<I>
H’ (L) = Cp#Cy#CrxCr*Cy

olur. Ayrica iireteclerinin matris gésterimi
0 -1
T= ,
1 0
Ay -1
STS* = ’ :
240 A

—1-22, —2—x5]

S*TS’ =
242k 1424,

S*TS? =(

s“Tsz(_;‘S _2_7‘5]

—1-2h; —2-2
240, 142 )

seklindedir.

Simdi de H’(A,) kuvvet alt grubunun isaretini belirleyelim. Burada
H(\,)=<T, S | T* =8’ =1>=(2,5, »),
H(L)/ H (L) =<S|S=I>=(1, 5, 5),
[H(r) :H> (A4)| =5
olduklar1 biliniyor. Permiitasyon metodundan faydalanarak H>(A,) alt grubunun

isareti (g;2°,0) olarak bulunur. Cinsi belirlemek igin de Riemann-Hurwitz
formiiliinii kullanalim.

M(H® (As))

[HOk): HY ()| = R(H())
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esitligi kullanilarak g=0 elde edilir. Boylece genel olarak H’(),) alt grubunun

simgesi
(0; 2, 0)

olarak bulunur.

Boylece m pozitif tamsayismin bazi durumlarina gore asagidaki teoremi

verebiliriz.

3.4.7 Teorem: m pozitif bir tamsay1 olmak iizere H"™ (A;) normal alt grubu
icin asagidaki durumlardan biri dogrudur;
H(A;), eger(m,10)=1ise
H™(A)=<H?(X;), eger (m,2) =2 ve (m,5) = lise
H’(A,), eger (m,2) =1ve (m,5)=5ise

, [2, 29].
Ispat : H(A;) Hecke grubunun grup gosteriminin
H(L,)=<T,8 |T*=S"=1>
oldugunu biliyoruz. H(A;) Hecke grubunun grup gosterimine her Xe H(A,) icin
X™=I bagmtisi eklenirse H(A,)/H™ (L) boliim grubunun gosterimi;
HO.)/H™ (L) =<T, S | T?=8°=T"= §"= (TS)"= .. =I>
bi¢iminde olur.
Eger (m,10)=1 H(A,)/H™(X,) boliim grubu
H(\.,)/H™ (L) =<T, S | T=8=I>
gosterimine sahip olur. Bdylece
H"™(L;)=H(A,)
bulunur.
Eger (m,5)=1 ve (m,2)=2 ise, H(A;)/H™(A,) boliim grubu
H(\.,)/H™ () =<T|T=I>=C,
biciminde gdsterime sahip olur. Boylece Teorem 3.4.3 den dolay1
H"(L,)=H?(%,) bulunur.

Eger (m,2)=1 ve (m,5)=5 ise H(A,)/H" (A;) boliim grubu,
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H(\.,)/H™ () =<S|8’=I>=C;s
bigiminde gosterime sahip olur. Teorem 3.4.4 den dolay1 H™(L,)=H’(),)

bulunur.

Eger (m,10)=10 ise Onceki metotlar1 kullanarak H"(X,) kuvvet alt

grubunun lreteclerini ve grup yapismi bulmak miimkiin degildir. Sadece bu
kuvvet alt gruplarinin serbest alt gruplar oldugunu gdsterebiliriz. Bunu gostermek

icin su teoreme ihtiya¢ duyacagiz.

3.4.8 Teorem : H(A,) Hecke grubunun H'(A,) komiitator alt grubu,
H'(A,)=H (L) NH (&)
esitligini saglar, [2, 29, 30].

Ispat : Teorem 3.4.5 ve Teorem 3.4.6 de H)/H> (L) ile
H(A,)/H’(A,) bdlim gruplarinin devirli birer grup olduklarmi gdstermistik.
Dolayistyla bu boliim gruplart degismelidirler. H(A,)/H'(L;) bolim grubu H(A;)
Hecke grubunun en genis degismeli alt grubu oldugundan

H' (L)< H*(A) ve H'(A)c H (L)
bulunur. Buradan
H' (L) H () NH(A,)
elde edilir.

Simdi de esitligin diger tarafini gorelim. H*(A,) ve H’(A,) , H(A,)
Hecke grubunun normal alt grubu olduklari i¢in izomorfizma teoremlerinden
faydalanirsak ;

H2(h).H'(A) _ H2(A,)
H(A;)  H'()NH(L,)

olarak bulunur. H?(A,).H’(A;) =H(X;) oldugundan
H(.5): H? (hs) N H (s)| = [H(ks) - H2 0us)[H2 (5) - H2 () A HP (1)
H(ks):H?(hs) "H (A5)[= 2.5

H(As):H? (Ls) nH> (15)[ =10
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elde edilir.
Diger yandan
H(L,) > H (L) NH (L) > H'(A,) ve
[HOL) - H L) = [H(L) : H (A) AHE ()| =10
olarak bulunur. Boylece
H2 (A, ) "H*(h) = H'(A,)

oldugu goriiliir.

Artik Teorem 3.4.7 te ele almadigimiz H'*"(L,) gruplarmi gz Oniine

alabiliriz. Kuvvet alt grubu tanimindan;

H?(A;) o H (k) ve H’(A;) > H°(,)

kapsamalarii biliyoruz. Buradan Teorem 3.4.8 dan H'(L,)>H'"(A,) elde edilir.

3.4.9 Sonug : H'""(A,) alt gruplari serbesttir, [2, 29].

3.5 Kuvvet Alt Gruplarinin Komiitator Alt Gruplan

Bu kisimda [12, 31] nolu kaynaklardan yararlanarak H?(L;) ve H’(),)
kuvvet alt gruplarmin komiitator alt gruplarini inceleyecegiz.
3.5.1 Teorem : (i)

H20.,): (H?) (1) =25

(i) (H?) (A,) grubu 16 rankh [S, TST], [S, TS’T], [S, TS’T], [S, TS'T],
[S?, TST], [S%, TS’T], [S?, TS’T], [S°, TS*T], [S, TST], [S’,TS°T], [S*,TS’T],
[S®, TS'T], [S% TST], [S%, TS*T], [S* TS’T], [S* TS*T] tabanl ve

(6;oo(5)) simgeli bir serbest gruptur.

(i) (H?)(h,) grubu, H'(A,) komiitatér grubunun 5 indeksli bir alt
grubudur, [12, 31].
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Ispat : (i) H*(\) kuvvet alt grubunun
H?(A;)=<S, TST | S’=(TSTy’=I >= C, * C,
oldugunu Teorem 3.4.5 ten biliyoruz. Eger H?(A;) grubunun grup gdsterimine
tireteglerin degismeliligi bagmntis1 eklenirse H?(),)/ (HZ)’ (L) bdlim grubunun
grup gosterimi

H?(hy)/(H?) (15) =<, TST | S*=(TST)’=I, STST=TSTS >= C, x C,

elde edilir. Boylece, =25 olur.

H (L) (H?) ()

!

(ii) Simdi (Hz) (A5) grubunun trete¢ kiimesini bulalim. Bunun i¢in

Schreier transversali olarak { I, S, Sz, S3, S4, TST, TSZT, TS3T, TS4T, TSTS,
TS*TS, TS’TS, TS*TS, TSTS? TS°TS% TS’TS? TS*TS?, TSTS®, TS’TS?,
TS’TS?, TS*TS’, TSTS!, TS’TS?, TS’TS?, TS*TS* } kiimesini alalim.

Reidemeister-Schreier yontemine gore miimkiin olan biitiin ¢arpimlar alinip,

gerekli hesaplamalar yapilirsa (HZ) (M) grubunun iirete¢ kiimesi

[S, TST], [S, TS’T], [S, TS’T], [S, TS*T], [S*, TST], [S%, TS°T], [S%, TS’T],
[S%, TS'T], [S®, TST], [S°, TS*T], [S°, TS’T], [S’, TS*T], [S*, TST], [S*, TS°T],
[S*, TS'T], [S*, TS*T]

!

olarak bulunur. (HZ) (M) grubunun iiretegleri ve matris gosterimleri

1 -2
[S, TST] = STSTS'TS'T = 5
—2h,  5+4A
3+2A —2 4\
[S, TS’T] = STS*TS*TS’T = ( s 5]

—4-8k, T+10A,

3440, —2—4)
[S, TS’T] = STS’TS*TS’T = ( 5 s]

~6-101, 7+8L,

3+2h, —2)
[S, TS*T] = STS*TS*TST = ( ° ’ ]

—2-6L, 3+2A,

3+2h, —4-8A
[S?, TST] = S*TSTS’TS'T = ( 5 5]

24k, T+10L,
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94120 —-10-16A
[S, TS’T] = S’TS’TS’TS’T = ( > s ]

—10-16A; 13+ 204

11+160, —8—14xr
[S?, TS’T] = S*TS’TS TS’T = ( 5 s]

—12-201, 11+16A,

T+8\. —2-4)
[S%, TS*T] = S*TS*TS’TST = ( s 5]

~6-100, 3+4A,

[S3, TST] = S*TSTSTS'T = ( 3+4hs -6 ‘107‘5]

—2-4),  T+8),

11416k, —12-20%
[S?, TS’T] = S’TS’TS*TS’T = ( 5 s]

—-8—14A, 11+16A,

134200, —10—16)
[S?, TS’T] = S*TS’TS*TS*T = ( 5 s]

~10-161,  9+122,

T+10A. —-2—-4)
[S°, TS*T] = S’ TS*TS’TST = ( 5 5]

—4-8h, 3424,

3420, —2-6L
[S*, TST] = S*TSTSTS'T = ( s 5]

—2hs  3+2A

7+8\. —6-10A
[S*, TS’T] = S*TS*TSTS’T ( 5 5]

24k, 344,

7+10A; —4-8L
[S*, TS’T] = S*TS’TSTS’T = ( ’ 5]

—2-4h, 3420,
544N, —20
[S*, TS*T] = S*TS*TSTST = 5 5
“oh, 1

seklindedir. Ayrica H?>(A;) kuvvet alt grubunun simgesinin (0;5, 5, ) oldugunu

Teorem 3.4.5 den biliyoruz. H2(A,)/(H?)(A,) bolim grubunun simgesinin

(g;5, 5, 5) oldugu diisiiniiliip, Riemann-Hurwitz formiilii ve permiitasyon metodu

!

kullanilirsa (Hz) (A5) grubunun simgesinin (6;0) oldugu bulunur.

i) [H0):H'O|=5 ve |H(A,):(H?) (Ao)|=25 oldugundan

‘H’(kS) :(H?) (hs)|=5 elde edilir.
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3.5.2 Teorem : (i) [H* (1) : () (1,)| =32

(i) (H®) (1,) grubu 49 rankli ve (17;0019)) simgeli bir serbest gruptur.

(i) (H°) (.,) grubu, H'(A,) komitator grubunun 16 indeksli bir alt
grubudur, [31].

ispat : (i) H(X,) kuvvet alt grubunun

H’(As)=<T, STS*, S’TS’, ’TS?, S*TS | T*=(STS*y’=(S*TS*)*

=(S’TS*)*=(S*TS)*=I>
H (L) = C,*C,*C,*C, *C,
oldugunu Teorem 3.4.6 ten biliyoruz. Burada k=T, k2=STS4, k;=S°TS® ,
ks=S’TS?, ks= S*TS diyelim. Eger H* (A ) grubunun grup gosterimine lUreteglerin
degismelilik bagntis1 ki ki=k; ki (1A ve1,j=1, ..., 5) eklenirse
H(0,) /(H) (hy) = €, x C, x C, x C, x C,

elde edilir. Boylece, [H® (1) : (H*) (1,)[=32 olur.

!

(ii) Simdi (HS) (A5) grubunun iirete¢ kiimesini bulalim. Bunun i¢in
Schreier transversali olarak { I, kj, ka, ks, ka, ks, kiko, kiks, kika, kiks, koks, koka,
koks, kska, ksks, kaks, kikoks, kikoka, kikoks, kikska, kiksks, kiksks, kokska, koksks,
kokaks, kskaks, kikokska, kikoksks, kikoksks, kiksksks, koksksks, kikoksksks }

kiimesini alalim. Reidemeister-Schreier yontemine goére miimkiin olan biitiin

carpimlar alinip, gerekli hesaplamalar yapilirsa (H5 ) (M) grubun iirete¢ kiimesi

49 rankli olarak bulunur.

(HS) (A5) grubunun iiretegleri ve matris gosterimleri sunlardir;

6+6A. 1+4A
TSTS*TSTS? =( . 5]

1+4n, 2+,

TSTSTSITS :(13 +20%, 10+ 17x5]

10+17%, 10+13,
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TS’ TS’TS’TS> :(10 +13%;  10+172, ]

104174, 134202,
1+4L;  6+6);

2+ A 1+4A
TS“TSTS“TSZ( 5 5]

—2-4), -1-4r
STSTS*TSTS® :( 5 S ]

9+14r, 10+11A

7+14h. 10417
STS* TS TSTS? =( ; 3 ]

—24-37h, —30-47),

—4-Tkhy -10-171
STS’TS’TS’TS =( 5 5]

10+17h, 27 +40),

SZTSTS4TSTSZZ(4+12x5 9+14, ]

914k, —12-191,

SszzTS3TSZTS:( 7+ 14, 24+37x5]

-10-17A; -30-47A,

STSTSTSTS :(—2—4x5 —9—14x5]

1+4k;  10+11A,

TSTSTS*TSTS’T :(‘10 —1x; 9+ 14%5]

~1-dhy 244,

—26-37A. —5-10A
TSTSTS*TS*TS*TS* :( s 5]

—5-10A, —2-2A

TSTS*TS’TS*TST :(3‘” 471 —24—37x5]

10+17A,  —7—-14%

~66-1051, —22-37A
TSTS’TS’TS’TS’TS* :( 5 5]

~22-37h; -9-124,

TSTS’TS*TSTST _(—27 ~40%; 10+ 17x5]

-10-17h;  4+7A

~37-561, —14-23%
TSTS’TSTS*TS*TS* :( 5 5]

—14-23k; —-6-9,

12+19A, -9-14A
TS*TSTS'TSTS’T :( 5 5]

9+14r, —-4-12M,
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—38—61\. —27—44)\
TS*TSTS*TS’TS*TS? :( S 5]

—27-44%,  -22-30M,

TS T2 TS TS?TST :(30 +47%, —10- msj

24437k, —T—14)

TS’ TS’ TSTS TS TS’ {‘46—737»5 —36—57x5]

—36-5Th;  —29-44A;

3 4 —10—-11A; 1+4A,
TS’TSTS'TSTST =

—9—14%; 2+4A,
—13-20h; —14-22A,

“14-170, —13-20M
TS*TSTSTS TS TS> =( 5 5]

6+ 94 1+4%
STSTSTS*TSTS TS’ :( s ; ]

~29-501, ~14-162,

STSTSTS3TSZTS4TS3:( 8+13hs  5+10A, ]

~45-74)1; 36524,

24-41, -10-171
STSTS’ TS’ TS*TS TS :( . 5 ]

1124179%;  47+74%,

28+470, 22437\
STSTS’TS’TS’ TS’ TS’ :( ; 5 ]

~130-209%;  ~103-164),

~18-35h, -9-141
STS*TSTS'TSTS?TS* :( . 5 ]

63+98L,  26+42),

-22—-41\. 2744\
STS*TSTS’TS TS TS? :( 5 5]

75+118L,  82+132A,

S’TSTSTS*TSTS’TS’ :( 36+63hs 294504, ]

~55-88k, —44-70,

S’TSTSTS TS’ TS'TS’ =(‘38 —67hs  —45-T4A, ]

59+94L;  66+106A,

41456\, 4+11A
TSTSTSTS*TS*TS*TS*TS* :( 5 s ]

4+117\5 2+k5

i [ 36+520 —45-T4),
TSTSTSTS TS’TS*TS’T =

5+10h;  —8-13),
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e cicar. (144160, 29501,
TSTSTSTS*TSTS’TS'T =
L+dh,  —6-92,

it [T0+105X, 124251,
TSTSTS’TSTS*TS’TS*TS* =
12425h,  5+4,

e 33 103+164L, —130—2092,
TSTSTS’TS’TS TS’ TS T =
22+37h;  —28-47A,
—47 —T740. 112+179)
TSTSTS’TS’TS’TS’TS*T = s s
~10-170;  24+41),

2 drcdrc3ecd [ 05 +100A;  18+354,
TSTS"TSTSTS'TS'TS’ TS =
18+35A, 10+9A

2 D cadriacs2 —82—132%, T75+118A
TSTS TSTS'TS'TS'TS'T =
—27-44N;  22+41A,

ot [—26—42),  63+98),
TSTS’TSTS*TSTS?TS*T =
—9—-14), 18+35),

) iy (264410, 16+200,
TS*TSTSTSTS*TS'TS*TS® =
16+29%, 17 +16,

TS’ TSTSTS TS TS TS T | 00~ 100ks  59+942,
—45-74\,  38+67),
TS’ TSTSTS'TSTS TS T = 1+ /0%s 55884,
29+50h, —36-631,
—9—14n, —4-11n
STSTSTSTS’TS’TS*TS'TS® = 5 5
66+109h, 52+ 71,
~18—28%, —5-10A
STSTSTSTS’TS’TS*TS’TS* = 5 5
125+208%, 46+67A,
—10-14x, —1—4Ar
STSTSTSTS'TSTS’TS*TS* = s 5
5941041, 18+212,

—26-251, -5\
TSTSTSTSTSTS*TS*TS*TS*TS? =( . 5 15]
5., _

o [~52=T1hs 6641092,
TSTSTSTSTS’TS’TS*TS*TS’T =
—4-11%;  9+14A,
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ottt [ —46—6Th; 125+ 208,
TSTSTSTSTS’TS’TS*TS’TS'T =

~5—-101,  18+28),

i oae[~18=21h;  59+104A,
TSTSTSTSTS*TSTS TS*TS*T =
—1-4),  10+14),

!

seklindedir. Ayrica (HS) (A5) grubunun simgesi Riemann-Hurwitz formiilii ve
permiitasyon metodu kullanilirsa (17;00'®)) olarak bulunur.

i) [H'():H()=2  ve H 0. (1) @1y

=32  oldugundan

‘H’(kS) :(H®) (1)|=16 elde edilir.

3.5.3 Sonug : H’(k5)=(H2)’ (L) (HS) (L.), [31].

3.5.4 Teorem : m pozitif bir tamsay1 olmak iizere (Hm )’ (A5) grubu icin
asagidaki durumlardan biri dogrudur;
H'(A;), eger(m,10)=1ise
(") ) =1 (12 J (1), eger (m,5) =1 ve (m2) = 2isc
() (1), eger (m2) =1 ve (m,5) = Sise

Ispat : Teorem 3.4.7 den elde edilir.

3.5.5 Teorem : m pozitif bir tamsay1 ve n > 2 olmak iizere,

H70.): (1) 0up)

=

, [31].

3.6 H(A;) Hecke Grubunun Serbest Normal Alt Gruplan

H(A;) Hecke grubu iki ve bes mertebeli sonlu devirli iki grubun serbest

carpimma esit oldugundan iki c¢esit alt gruba sahiptir. Birincisi iki ve bes

mertebeli bazi1 devirli gruplarla, baz1 sonlu devirli gruplarin serbest carpimlari
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olan gruplardir, ikincisi ise serbest alt gruplardir. Kisaca bu gruplardan [2] nolu

kaynaktan yararlanarak biraz bahsedelim.

3.6.1 Teorem : Eger N alt grubu; H(A;) in sifir cinsli bir normal alt grubu

ve [H:N]<oo ise, H/N boliim grubu sonlu iiggen gruplarinin birine izomorftur, [2].

3.6.2 Teorem : H(A;) Hecke grubunun sonlu mertebeli eleman igeren alt

gruplart H(X,), H?(A,) ve H’(A,) normal alt gruplarindan baska sonlu

mertebeli eleman i¢eren normal alt grubu yoktur, [2].

Ispat : N, H(A;) Hecke grubunun sonlu mertebeli bir eleman igeren bir

normal alt grubu olsun. O halde N, iki veya bes mertebeli bir eleman igerir. Bes
mertebeli bir eleman S doniisiimiiniin bir kuvvetine konjugedir, iki mertebeli bir
eleman ise T doniisiimiine konjugedir. Dolayisiyla eger N normal alt grubu sonlu
mertebeli bir eleman igerirse, bu durumda N normal alt grubu T doniistimiinii

veya S donilisiimiinii veya her ikisini de igerir. Buradan su {i¢c durumu elde ederiz:
(1) Eger N alt grubu T ve S doniisiimlerini i¢erirse N = H(A,) olur.

(i) Eger N alt grubu S doniisiimiinii igerip T doniigiimiinii icermezse

H(A)/N boliim grubu T? =S = I bagmntilarindan C, grubuna izomorftur. Buradan,

permiitasyon metodu ve Riemann—Hurwitz formiilii ile N = H* (L) elde edilir.

(111) Eger N alt grubu T doniisiimiinii icerip, S doniislimiinii icermezse, T=

S°=I bagmtilarindan H(A;)/N bolim grubu Cs grubuna izomorftur. Ayrica,

permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiilinden N = H*(A,) bulunur.

3.6.3 Teorem : N alt grubu, H(A,) in H(A,), H*(A,) ve H’(L;) den

farkli bir asikar olmayan normal alt grubu ise N serbest gruptur, [2].

3.6.4 Teorem : N alt grubu, H(A,) in p indeksli bir serbest normal alt

grubu olsun. Bu durumda 10| p olur, [2].
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ispat : |H : N| = |H : H’|.|H’ : N| yazilabilir. Burada |H : H’|=10 oldugundan

10|p oldugu goriiliir.

3.7 H(»5) Hecke Grubunun Temel Denklik Alt Gruplan

3.7.1 Tammm : p bir asal sayr olmak tizere, H(A,) Hecke grubunun p

seviyeli temel denklik alt grubu;
H,(As) = {T € H(5): T = +I (modp)}
a bhs )
Hy(hs) = ra=d==1,b=c=0(modp),ad - bcrs =1
chs d

bi¢giminde tanimlanir, [2,32,33].

p asal say1 olmak tizere, H,(As) temel denklik alt grubunu elde etmenin

yontemlerinden biri, p modiiliine gore “indirgeme homomorfizmi” ni géz oniine
almaktir. Burada;

H(s) — HQ)/ K, (hs)
homomorfizmasmi géz Oniine alirsak bu homomorfizma altinda T, S ve R =TS

nin gortintiileri sirast ile t, 8, ve rp olmak tizere H(A;)/ K, (A5) kiimesi,

5

2 _5_.p_ _
<t tp—sp—rp—l,r =t,.s, >

p>Sp p = p-Sp

kiimesinin bir homomorfik goriintiisiidiir. Burada ki p nin tiim durumlar1 ayrintil

bir bigimde [2,34] nolu kaynaklarda incelenmistir.

3.7.2 Sonug : H(X;) grubunun K  (A;) temel denklik alt gruplarina

boliim gruplar1 ve boliim gruplarmin mertebeleri asagidaki gibidir:

PSL(2,p) ; p==x1mod(10),
PSL(2,p?) ; p=+3mod(10)vep #3,5
Ds ; p=2,

As ; p=3,5.

H()/ K, () =
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W . p=+1mod(10),

2 2.2
HOs) KOs = B O D sy mod(10) vep 3,3

10 ; p=2,
60 ; p=3,5.

L [2,33].

3.8 H(A;) Hecke Grubunun Denklik Alt Gruplan

3.8.1 Tanim : I, Z[\s] halkasinin bir ideali olsun.
a b
H(x5,1)={( d] eH(As)|a=d=lb=c= Omod(I)}
C
seklinde tanimli H(A,,I) kiimesine H(A;) Hecke grubunun I seviyeli temel

denklik alt grubu denir, [35,36].

3.7 Kisimda verilen K (As) temel denklik alt grubu ile H(A,,I) temel

denklik alt gruplar1 ayni alt gruplardir.

3.8.2 Tammm : H(A,,I) temel denklik alt grubunu igeren H(A,) Hecke

grubunun herhangi bir alt grubuna 7 seviyeli bir denklik alt grubu denir, [35,36].

H(A;,I) temel denklik alt gruplar1 H(A;) Hecke grubunun normal alt

gruplaridir. Ancak denklik alt gruplar1 normal alt grup olmak zorunda degillerdir.

H(A;) Hecke grubunun en 6nemli iki denklik alt gruplar1 sunlardir:

a b
Ho(ks,l):{(c d] e H(As)|c EO(modI)},

Hl(xS,I):{(i z]eH(k5)| a=d=1, csO(modI)}

Ayrica H(A;,I) <H; (A5, ) <Hy(A5,1)< H(A;) oldugunu gormek kolayca

miimkiindiir, [35].
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4. H( 5 ) GENISLETILMIi$ HECKE GRUBU

Calismanin esas kismi olan bu bolimde E(XS) genisletilmis Hecke grubu
incelenmistir. E(XS) genisletilmis Hecke grubu tanitilmis, temel bolgesi tanimlanmis

ve E(XS) genisletilmis Hecke grubunun komiitator, kuvvet, denklik ve temel denklik

alt gruplar1 verilmistir. Bu boliimde [8-15] nolu kaynaklar referans olarak alinmistir.

4.1 ﬁ(ks) Genisletilmis Hecke Grubu ve Ayrisim

Boliim 2.10 de verilen k:kq :2cos£, (g=3,4,5,...) icin elde edilen
q

ﬁ(kq) genisletilmis Hecke gruplarindan, 6zel olarak q = 5 degeriyle bulunan H(L;)

genisletilmis Hecke grubuyla ilgilenecegiz.

4.1.1 Tanim : ﬁ(kq) genisletilmis Hecke gruplarinin

1
zZ+A

q

S(z) =—

. .. I+
uretecinde, q = 5 i¢in A = 2cos§ =

degerinin yazilmasi ile elde edilen gruba,

H(),) genisletilmis Hecke grubu denir.

E(XS) genisletilmis Hecke grubu PGL(2, Z[A,]) kiimesinin alt kiimesidir.
H(),) genisletilmis Hecke grubunun grup gésterimi;
H(A,)=<T, S, R| T>=$’=R*=I, TR=RT, RS=S"'R >

veya

H(.,)=<T. 8, R| ’=8*-R*~(TR)’<(SR)*=1 >

bi¢imindedir, [8]. Ayrica E(XS) genisletilmis Hecke grubunun
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1
Z+ A

T(z) = —é ,  S(z)=-

iireteclerinin matris gosterimleri

0 -1 0 -1 0 1
T= , S= ve R=

seklindedir.

4.1.2 Teorem : H(A,) Hecke grubu, E(XS) genisletilmis Hecke grubunun 2

indeksli bir normal alt grubudur, [11].

H(A,) trivial merkeze sahiptir. H(A,)in dis otomorfizm smif grubu
OutH(A;) = AutH(A,)/InnH(A,) otomorfizmler tarafindan tretilir ve T ile S

elemanlarini sabit birakir. Bu ylizden E(XS) = AutH(A;) olur.

Simdi,
a:T—->RT,S—>S,R—>R

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon (2.2) deki bagintiy1 korur. Bu yiizden E(XS)

grubunun dis otomorfizm smif grubu OutH(A,)=AutH(L,)/InnH(X;) iki

mertebelidir ve o tarafindan uretilir.
(2,2) deki sunuma
a:T—>RT,S—>S,R—>R

fonksiyonu uygulanirsa

a(H(x,))=<RT, S | RT)*=S’=I >

elde edilir. Buradan da a(H(A,)) grubu H(A,) grubunun iki indeksli alt grubu olur.

Simdi E(XS) Genigsletilmis Hecke grubunun grup yapisi ile ilgili bir teorem

verelim.
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4.1.3 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubu D, dihedral grubu ve Ds

dihedral grubunun Z, alt grubu ile birlestirilmis serbest ¢arpimi seklinde verilir.
H(A;) =D; *, Ds

, [11].

ispat : E(XS) grubunun grup gdsteriminin

H(L,)=<T, S, R | T>=S’=R’*=(TR)’=(SR)’=1 >
oldugunu biliyoruz.
<T,R|T*=R*<(TR)>=I >=D; ve <, R | S’=R’=(SR)*=I >=Ds

olmak iizere burada D,*Ds, R=R 0zdeslesmesi ile ﬁ(kS) genisletilmis Hecke

grubudur. Buradan H(A;) =D; *, Ds elde edilir.

4.2 ﬁ(ks) Genisletilmis Hecke Grubu icin Bir Temel Bolge

4.2.1 Teorem : ﬁ(kS) genisletilmis Hecke grubunun bir temel bolgesi ;

:

A
E. :{zeU:-75<Re(z)<0,z

kiimesidir, [8].

ispat : H(A,) Hecke grubu i¢in

Z

E = {z eU: |Re(z)| < %,

|

kiimesinin bir temel bolge oldugunu Teorem 3.2.2 den biliyoruz. Ayrica H(A;)

Hecke grubunun H(L,) genisletilmis Hecke grubunun 2 indeksli bir alt grubu

oldugunu da Boliim 4.1 den biliyoruz. Dolayisiyla Riemann-Hurwitz formiilii geregi,
alt grubun temel bolgesinin hiperbolik alaninin grubun temel bolgesinin hiperbolik
alanina orani indeksi vereceginden,

uHO) _,

H(A.): HO)| = 82
) HOs ) #(HQ))
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olacaktir. Buna gore H(A;) Hecke gruplarmm temel bdlgesinin yarisimi alarak

H(XS) genisletilmis Hecke grubunun temel bolgesini bulabiliriz. Yani Sekil 4.1 de

.

kiimesi ﬁ(%) genisletilmis Hecke grubu icin bir temel bolge olur.

gosterilen

A
E_ :{ZEUI—75<RG(Z)<0,Z

bl

|

AR
Ll
IR

T — =

Lh

- 0 A,
2

Sekil 4.1 : H()A,) genisletilmis Hecke grubu igin bir temel bolge

4.3 ﬁ(ks) Genisletilmis Hecke Grubunun Komiitator Alt Gruplarn

ﬁ(%) genisletilmis Hecke grubunun birinci komiitator alt grubunu ﬁ’(ks)
ile gosterecegiz. Eger H(XS) genisletilmis Hecke grubunun gdsterimine iireteglerin
degismelilik bagintis1 eklenirse ﬁ(k5)/ﬁ’(ks) boliim grubunun gosterimi elde edilir.
Benzer sekilde ﬁ’(ks) grubunun gosterimine ireteclerin degismelilik bagintisi

eklenirse H'(A,)/H"(\,) bdliim grubunun gdsterimi bulunur.
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4.3.1 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubunun H'(A,) komiitatdr alt
grubu, 5 mertebeli iki devirli grubun serbest ¢arpimina izomorftur. Ayrica
[F(h) : H'OL)|= 4 ve
H'(A,)=<S>*<TST>
olur, [8, 11, 13].
Ispat: E(XS) grubunun grup gosteriminin
H(A,)=<T, S, R| T>=S’=R’=I, TR=RT, RS=S"R >
oldugunu biliyoruz. E(XS) genisletilmis Hecke grubunun grup gosterimine
iireteglerin degismeliligi bagintis1 eklenirse E(XS)/ ﬁ’(kS) bolim grubunun grup
gosterimi
H(A,)/H'(\,) =<T,S,R | T>=$’=R’=1,TR=RT,RS=S"R, RS=SR, TS=ST>
elde edilir. Burada
RS=S'R ve RS=SR
bagmtilart yardimiyla, S>=S°=S*=1 oldugundan S=Iolarak bulunur. Béylece bolim

grubunun gosterimi

HO)/H'(L)=<T, R| T>=R>=(TR)*=1>= C,xC, =V,
5 5 2 2

elde edilir. Ayrica indeks,

H()y) : H'(Ls)|= 4 olur.

Simdi H'(A;) komiitatdr grubunun iireteg kiimesini bulalim. Bunun igin

Schreier transversali olarak { I, T, R, TR } kiimesini alalim. Reidemeister-Schreier

yontemine gére miimkiin olan biitlin carpimlar asagidaki gibidir.

LT.(T)'=, L.S.(I)'=S, LR.(R)'=,
T.T.()"'=l, T.S.(T)'=TST, T.R.(TR) "=,
R.T.(TR)'=RTRT, R.S.(R)'=RSR, RR.(I)'=L,
TR.T.(R)'=TRTR, TR.S.(TR)'=TRSRT, TR.R.(T) =L,

Burada RTRT=I, TRTR=I, RSR=S", TRSRT=TS'T=(TST)" oldugu gerekli
islemler yapilarak goriiliir ve ﬁ’(kS) komiitator grubunun tireteg kiimesi { S, TST }

bulunur. Boylece, ﬁ’(kS) komiitator grubunun gosterimi
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H'(hy)=<S, TST | S’=(TST)’=I >= C, *C,
Ve

H'(hy) =<S>#*<TST>
elde edilir. Ayrica H'(A ) komiitator grubunun iireteglerinin matris gosterimi,
0 -1 A 1
S = ve TST=
1 A -1 0

olur.

4.3.2 Teorem : H(A,) Genisletiimis Hecke grubunun H"(A,) ikinci
komiitator alt grubu i¢in

() [F'On) s H'(3)| =25,

(ii) ﬁ”(kS) ikinci komiitator alt grubu 16 rankh [S, TST], [S, TST],
[S, TS’T], [S, TS*T], [S?, TST], [S%, TS’T], [S°, TS’T], [S?, TS'T], [S’, TST],
[S?, TS’T], [S®, TS’TY, [S®, TS*T], [S*, TST], [S*, TS*T], [S*, TS’T], [S*, TS'T]
serbest gruptur, [8, 11, 12].

Ispat : (i) H'(\ ) komiitator alt grubunun

H'(hy)=<S, TST | S’=(TST)’=I >= C, *
oldugunu biliyoruz. Eger ﬁ’(kS) grubunun grup gosterimine Ureteclerin
degismeliligi bagmtisi eklenirse H'(A;)/H"(A;) béliim grubunun grup gsterimi
H'(h)/H"(L)=<S, TST | S>=(TST)’=I, STST=TSTS >= C, xC,

elde edilir. Boylece,

H'(ky): H'(hs)|=25 olur.

(ii) Simdi H"(A,) ikinci komiitator alt grubunun iirete¢ kiimesini bulalim.
Bunun i¢in Schreier transversali olarak { I, S, Sz, S3, S4, TST, TSZT, TS3T, TS4T,
TSTS, TS’TS, TS’TS, TS*TS, TSTS?, TS*TS?, TS’TS? TS'TS?, TSTS®, TS’TS’,
TS’TS?, TS'TS®, TSTS?, TS’TS*, TS’TS*, TS*TS* } kiimesini alalim. Reidemeister-
Schreier yontemine gére miimkiin olan biitiin carpimlar alinip, gerekli hesaplamalar
yapilirsa H"(L,) grubunun iireteg kiimesi;

[S, TST], [S, TS’T], [S, TS’T], [S, TS*T], [S?, TST], [S?, TS’T], [S%, TS’T],
[S?, TS*T], [S®, TSTY, [S°, TS?T], [S°, TS’T], [S?, TS*T], [S*, TST], [S*, TS*T],
[S*, TS'T], [S*, TS*T]
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olarak bulunur. Ayrica H"(A,) ikinci komiitatér alt grubunun iireteglerinin matris

gosterimleri asagidaki gibidir;

1 -2\
[S, TST] = STSTS'TS*T = s
—2hs S5+4A

3420, —2—4\
[S, TS’T] = STS*TS*TS’T = ( 5 s]

—4-8%, T+10A,

3440, —2-4)
[S, TS’T] = STS’TS*TS’T = ( 5 s]

~6-10h, 7+8,

3+20 - 2A
[S, TS*T] = STS*TS*TST = ( 5 5 ]

~2-6h, 3+2A,

3+2A —-4-8\
[S?, TST] = S*TSTS’TS'T = ( 5 5]

—2-4h,  TH+10M,

9+121. —10-16A
[S?, TS’T] = S*TS’TS’TS’T = ( 5 5]

~10-161, 134200,

11+16h. —8—14L
[S2, TS®T] = S2TS*TSTS?T = ( 5 5]

—12-20A, 11+16A,

7+ 8\ —2—4A
[S%, TS*T] = S*TS*TS’TST = ( 5 5]

—6-10h, 3+4A,

[S%, TST] = S'TSTSTS*T = ( 3taks -6 —107»5)

—2-4h; T8,

11+16)0. —12-20X1
[S?, TS’T] = S*TS*TS*TS’T = ( 5 5]

—-8—14A; 11+16A,

13+20h. —10—16\
[S, TS®T] = S*TS*TS?TST = ( 5 5]

~10-161;  9+122,

[S?, TS*T] = S’ TS*TS?TST =

7+100, —2-4h,
4-8h, 342,
3

+20, —2-6L
[S*, TST] = S*TSTSTS*T = 5 5
—2hs 342

—2—4h,  3+4h,
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7+10h. —4-—8\
[S*, TS’T] = S*TS’TSTS’T = ( 5 5]

—2—4h, 3420,

5+4N, -2\
[S*, TS*T] = S*TS*TSTST = ( 5 5]

-2, 1

4.3.3 Teorem : n>2 olmak iizere, H(A,) genisletilmis Hecke grubunun

H®(A,) n. komiitatér alt grubu igin
[F(L) :H® ()| =0
olur, [9, 10, 11].

Ispat : H'(A,)/H"(A,) bdlim grubunu elde etmek igin H"(A,) ikinci
komiitator alt grubunun grup gosterimine iireteglerin degismelilik kosulunu eklersek
H"(A;)/H"(A;) bdliim grubu sonsuz mertebeli gikar. Yani H”(A;), H"(A,) iginde
sonsuz indekslidir. Bu sekilde komiitatér alt gruplarin serisine devam edilirse

[F(Ls) : H® ()| =0 oldugu goriilii.

4.3.4 Teorem : (i) H'(\,)=H(,) N a(H(Q,)),

(ii) H'(A;) grubu H'(A,) grubunun 5 indeksli alt grubudur,

(iii) H"(A,) grubu H'(A,) grubunun 5 indeksli alt grubudur, [9, 10, 11].

Ispat : (i) Hem H(A;) hemde a(H(kS)), ﬁ(kS) genisletilmis Hecke
grubunun 2 indekli normal alt gruplari oldugundan, H(A;) N a(H(kS)) grubu 4
indekse sahip olur. Bdylece 4 indeksli tek normal alt grup ﬁ’(kS) oldugundan
H'(A,)=H(%;) N a(H(%;)) bulunur.

(i) [H(ks) - H()|=[H() : H ()| [H (1)t H'(hy)| esitligi ile bulunur.

(i) [F'OLy) s H'(g)| =[H'(hs) : HOL )| [H'(h) - H'(hy )| esitligi ile bulunur.
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4.4 ﬁ(ks) Genisletilmis Hecke Grubunun H™ (A5) Kuvvet Alt Gruplan

4.4.1 Tanim : m pozitif bir tamsay1 olmak {izere, E(XS) genisletilmis Hecke
grubunun tiim elemanlarmin m. kuvvetleri alinarak iiretilen alt gruba H(A;)

grubunun m. kuvvet alt grubu denir ve bu alt grup H™ (A 5) ile gosterilir.

4.42 Sonu¢ : H" (A5) kuvvet alt gruplari ﬁ(kS) genisletilmis Hecke

grubunun normal alt gruplaridir.
Ispat : Teorem 3.4.3 den kuvvet alt gruplarmin normal alt grup oldugu

sonucu bulunur.

4.4.3 Teorem : m, n pozitif tam say1 ve (m,n), m ile n pozitif tam sayilarmin

en biiyiik ortak boleni olmak iizere;
H™ () . H"(A5) = H™ ()

olur, [8].

Ispat :Alt grup tanimindan;

H™(\) < H™(A,) ve H"(A;) < H™ ()
oldugunu biliyoruz. Bu ikisi birlikte diisiiniilerek
H™ () . H"(A5) <H™(Xy) (4.1)

elde edilir.

Simdi esitligin diger tarafin1 gosterelim. z, E(XS) grubunun herhangi bir

eleman1 olsun. mym+n;n=(m,n) olacak sekilde m; ve n; tam sayilarin1 secelim.

Buradan
2™ e H™ (L) ve z™™™" e H™ (L)
olur. Ayrica
z™ e H™(A,) ve z"" € H"(A;)
oldugundan

z™.z"" e H™ (Ay) . H"(As)

Zmlm+nln c Hm (;\‘5) .ﬁn (;\‘5)

51



elde edilir. Boylece
Z™e H™ (). H"(A)
bulunur. Buradan
H™ (A) <H™(A;).H"(A,) (4.2)
elde edilir ve (4.1) ile (4.2)’den
H™(\).H () = H™ ()

esitligi bulunur. Burada H(A,)=H?(A,).H’(A,) oldugu agiktur.

Simdi m pozitif tam sayisinin durumlarma gore elde edilen kuvvet alt

gruplarmni inceleyelim. Oncelikle m=2 ve m=5 durumlarini inceleyecegiz.

4.4.4 Teorem : EZ(XS) normal alt grubu 5 mertebeli iki devirli grubun
serbest ¢arpimina izomorftur. Ayrica
[FL)  H ()] =4,
H(\)=H*(A,) UTH*(A;) URH*(A;) UTRH?*(),) ve
H? (L) =<S>#*<TST>
olur, [8, 11].
ispat : E(XS) grubunun grup gdsteriminin
H(L,)=<T, S, R | T>=S’=R’=(TR)’=(SR)’=1 >
oldugunu biliyoruz. E(XS) grubunun grup gosterimine her Xe E(XS) i¢in X*=I
bagintis1 eklenirse E(XS)/ EZ(XS) boliim grubunun gosterimi
H(L,)/H? (M) =<T, S, R | T>=8’=R’=(TR)*=(SR)’=S8’=(TS)’=...=1 >
bigiminde bulunur. Burada S’=I=S’ oldugundan S=I elde edilir. Boylece bolim
grubunun gosterimi
H(A)/H?(A)=<T,R| T’= R*=(TRy’=1>= C, xC, =V,
olur. Ayrica [F(L,): F” (h)| = 4 elde edilir.
Simdi EZ(XS) kuvvet grubunun iirete¢ kiimesini bulalim. Bunun i¢in

Schreier sistemi olarak { I, T, R, TR } kiimesini alalim. Reidemeister-Schreier

yontemine gére miimkiin olan biitlin carpimlar asagidaki gibidir.
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LT.(T) "=, LS.(D)'=S, LR.(R)'=L,

T.T.()"', T.S.(T)'=TST, T.R.(TR)'=L,
R.T.(TR)'=RTRT, R.S.(R)'=RSR, RR.(I)'=L,
TR.T.(R)'=TRTR, TR.S.(TR)'=TRSRT, TR.R.(T)'=I,

Burada RTRT=I, TRTR=I, RSR=S", TRSRT=TS'T=(TST)" oldugu gerekli
islemler yapilarak goriiliir ve EZ(XS) grubunun tirete¢ kiimesi { S, TST } bulunur.
Boylece, H*(A;) grubunun gdsterimi

H?(A,)=<S, TST | S’<(TST)’=I >= C, *C,
Ve
H\,)=H*(\,) UTH?(A;) URH?(A;) UTRH?(),)

olarak bulunur. Ayrica H* (A ) grubunun lreteclerinin matris gosterimi

0 -1 -5 1
S= ve TST =
1A, -1 0

seklindedir.

4.4.5 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubunun H® (A5) kuvvet alt
grubu,
H’ ()= H(Q;)
esitligini saglar. Ayrica
[F ) H ()| =1
olur, [8, 11].
ispat : E(XS) grubunun grup gdsteriminin
H(h;)=<T, S, R| T>=S’=R’=(TR)’=(SR)’=1 >
oldugunu biliyoruz. E(XS) grubunun grup gosterimine her Xe E(XS) icin X°=I
bagintis1 eklenirse E(XS)/ H® (A5) boliim grubunun gdsterimi
H(L,)/H’ (A5)=<T, S, R | T>=S’=R’=(TR)’=(SR)’=T°=R’=...=] >
biciminde bulunur. Burada T*=T°=R*=R’=] oldugundan T=R=I elde edilir. Ayrica
S°=(SR)’=R=I oldugundan S=I elde edilir. Bylece
HO)/H (A )=1
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bulunur. Ayrica indeks,

H(Ls): H* (k)| =1 olur. Buradan
' (4,)= H,)

oldugu goriiliir.

4.4.6 Teorem : m pozitif bir tam say1 olmak iizere H™ (A5) normal alt grubu
icin asagidaki durumlardan birisi dogrudur;

H(\,), eger (m2)=1 ise

A" (hg)={_. - .
H?(A,), eger (m2)=2 ve (m,5)=1 ise

, [11].
ispat : E(XS) grubunun grup gdsteriminin
H(L,)=<T, S, R | T>=S’=R’=(TR)’=(SR)’=1 >
oldugunu biliyoruz. E(XS) grubunun grup gosterimine her Xe E(XS) icin X"=I
bagintis1 eklenirse E(XS)/ H™ (A ) boliim grubunun gosterimi
H(A)/H™ () =<T, S, R | T>=S$’=R’=(TR)’=(SR)*=T"=R"=...=I >
bi¢iminde bulunur.
Eger (m,2)=1 ise,
R’=R™=I, S$’=S"=(SR)’=(SR)"=I, T*=T"=I
oldugundan R=8=R=I olur. Boylece H(A;)/H™(A) bdliim grubu
EO‘S)/ﬁm (As) =1
elde edilir ve dolayisiyla
H™ (0y) =H(hs)
bulunur.
Eger (m,2)=2 ve (m,5)=1 ise,
R*=R™=I, T>=T"=l, S’=S"=I
oldugundan S=R*=T*=I olur. Boylece H(\,)/H™(A,) bolim grubu
H(L)/H™(h)=<T, R | T>=R*=(TR)’=I>= C, xC, =V,
elde edilir ve (6nceki bir teoremden) dolay1
H™(\)=H*(A,)

bulunur.
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Eger (m,10)=10 ise, onceki metotlar1 kullanarak H™(L;) kuvvet alt

grubunun tiretecglerini ve grup yapisini bulmak miimkiin degildir. Sadece bu kuvvet

alt gruplarin serbest alt gruplar oldugunu gosterebiliriz.

4.4.7 Sonug¢ : H(L,) genisletilmis Hecke grubunun H'(A,) komiitatdr alt

grubu,
H'(A)=H*(A,)

esitligini saglar, [11].

Simdi H'"™(L,) alt gruplari incelenebilir. H*(A;) >H'"(A,) oldugundan
yukaridaki sonug geregince
H'(A) >H"(A,)
olarak bulunur. ﬁ’(kS) serbest grup oldugundan ﬁ‘O(XS) grubu da serbest bir

gruptur. Buradan da m bir dogal say1 olmak {izere
H]O (;\‘5 ) >ﬁ]0m (;\‘5 )

bulunur. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

4.4.8 Sonug : H'"" ()) alt gruplar1 serbesttir, [8, 11].

4.4.9 Teorem : (i) H*(L,)=H*(A,)=H*(A,) N H’ (&)
i) (') < H' ()

,[9, 11].
Ispat : [11] nolu kaynakta bulunabilir.

4.4.10 Teorem : m pozitif bir tam say1 olmak iizere H'" () kuvvet alt
grubu, H"(A,) grubunun alt grubudur, [9, 11].

Ispat : Kuvvet alt gruplarinin &zelliginden dolay: ﬁ‘o(ks)c(ﬁz(ks))s
kapsamas1 saglanir ve ﬁ’(kS)Zﬁz(XS) esitligini bu kapsamada yerine yazarsak

H°(y) < (H'(h)) elde edilir. Teorem 4.4.9 dan (H'(A,)f < H'(A,;) oldugu
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kullamlirsa H'(A,) c H"(A;) bulunur ve kuvvet alt gruplarmm &zelliginden

H'™ (L) < H"(L;) olur.

4.5 Kuvvet Alt Gruplarinin Komiitator Alt Gruplan

Bu kisimda H(L,) Genisletilmis Hecke grubunun (_m) (L) kuvvet alt
gruplarinin komiitator alt gruplar1 hakkinda bilgi verilmistir.
4.5.1 Teorem : m pozitif bir tam say1 olmak {izere (ﬁm) (M) alt grubu i¢in

asagidaki durumlardan birisi dogrudur;

(_m )' )= H'(A;), eger (m2)=1 ise
> [H"(), eger (m2)=2 ve (m,5)=1 ise

Ispat : Teorem 4.4.6 dan m pozitif tamsays1 icin,

H(\,), eger (m2)=1 ise

A" (hg)={_. - .
H?(A,), eger (m2)=2 ve (m,5)=1 ise

oldugunu ve Sonu¢ 4.4.7 den ﬁ’(kS)Zﬁz(XS) esitligini biliyoruz. Bunlar goz

oniinde bulundurularak H™ (A;) kuvvet alt grubunun (ﬁm) (A5) komiitator alt grubu

m pozitif tamsayisiin durumuna gore,

Y H'(A,), eger (m2)=1 ise
") a={_, " = .
H"(A;), eger (m2)=2 ve (m,5)=1 ise

olur.
Burada H’ () kuvvet alt grubunun (ﬁz) (M) komiitatdr alt grubu H"(A;)

alt grubu ve H’ (L) kuvvet alt grubunun (HS) (As) komiitator alt grubu H'(A) alt
grubu oldugu agiktir.
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4.6 ﬁ(ks) Genisletilmis Hecke Grubunun Bazi1 Normal Alt Gruplan

4.6.1 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubunun tam olarak 3 tane 2

indeksli normal alt grubu vardir. Bunlar

H(h)=<T, S| T*=8’=1 >= C, *C,,
H,(h;)=<R, S, TST | R>=8’=(TST)’=(RS)’=(RTST)*=I >= Ds *, Ds,
a(H(L,))=<TR, S [ (TR)*=S’=I >= C, *C,

alt gruplaridir, [9, 10, 11].

Ispat : N< E(XS) ile ‘ﬁ(ks) : N‘ =2 olsun. Boylece E(XS)/N degismeli grup
olur ve H'(A;) € N < H(X;) elde edilir.

Simdi H(A;)/H'(A;)=C, xC,=Ds, bir Klein 4-gruptur. Bu tam olarak 3 tane
2 indeksli normal alt gruba sahiptir. Bu yilizden ﬁ’(kS) komiitator grubunu kapsayan
E(XS) genisletilmis Hecke grubunun 2 indeksli normal alt gruplar1 H(A;), ﬁo (As)
ve a(H(kS)) dir. N, ﬁ’(kS) komiitatdor grubunu kapsadigi i¢in bunlardan biri

olmalidir.

4.6.2 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubunun 3 indeksli normal alt
grubu yoktur, [9, 11].

Ispat : Varsayalim ki N« E(XS) ile ‘ﬁ(ks) : N‘ =3 olsun. A= E(XS)/N
diyelim. O halde |A|=3 tiir ve bdylece A degismelidir. Bu yiizden H'(A;) =N olur

fakat ‘ﬁ(ks) ‘H'(\ )‘ =4 oldugundan imkansizdir.

4.6.3 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubunun tam olarak 2 tane 10
indeksli normal alt grubu vardir. Bunlar
H® (A, )=<T>#*<STS*>#* <S’TS’># <§’TS*>* <S*TS>
ve

H, (L) =<TR>#*<RSTS>#* <RS*TS*>* <RS’TS*>* <RS*TS*>

dir. (H, (), H(,;) nin temel denklik alt grubudur.), [9, 11].
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4.7 ﬁ(ks) Genisletilmis Hecke Grubunun Serbest Normal Alt Gruplan

H()\,) genisletilmis Hecke grubunun D, ve Ds gruplarinin Z, alt grubu ile
birlestirilmis serbest carpimi seklinde oldugunu Teorem 4.1.3 den biliyoruz. Kurosh
alt grup teoremi yardimiyla, E(XS) genisletilmis Hecke grubu iki ¢esit alt gruba
sahiptir. Birincisi serbest alt gruplardir. Digeri ise sonsuz mertebeli devirli gruplar,
bazi 2 ve 5 mertebeli devirli gruplar, bazi D, ve Ds dihedral gruplar ile baz1 D,, ve
D,, dihedral gruplarin serbest ¢arpimlarindan olusan alt gruplardir. Burada m; indisi

2 veya 5 sayismi bdler. Iste biz bu alt gruplar1 ve cebirsel yapilarimi arastiracagiz.

4.7.1 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubunun birimden farkli N

normal alt grubunun serbest olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul N normal alt

grubunun, sonlu mertebeli eleman icermemesidir, [9, 11].
Ispat : E(XS) genisletilmis Hecke grubu 4 mertebeli D, ve 10 mertebeli Ds

dihedral gruplarinin Z, grubu ile birlestirilmis serbest carpimi oldugunu Teorem

4.1.2 den biliyoruz. Aradigimiz N grubunun yapisi;
N - F*H*Cr *H*(Dml >l<Zz sz)
seklindedir. Burada F ya serbest ya da birim grup; C; ise {T}, {S}, {TR} elemanlar1

tarafindan tretilen gruplara izomorftur. her bir D~ dihedral grubu {T, R}, {S, R}

elemanlar1 ile dretilen gruplardan biridir. N sonlu mertebeli eleman

bulundurmadigimdan

H*Cr *H*(Dml >l<Zz sz)

Serbest ¢arpimlar1 olamaz. Ek olarak N, birimden farkli oldugundan tek secenek F
serbest grubu olmak zorundadir.

Ispatin diger tarafi serbest grup tanimimdan agiktir.

4.7.2 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubundaki sonlu mertebeli

elemanlar, T, R, TR, S, S? elemanlarindan biri ile konjugedir, [9].
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4.7.3 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubunun, sonlu indeksli, sonlu
mertebeli eleman iceren normal alt gruplar1 sunlardir:
H(), HQ), Hy(As), a(H(A,)), H2(A,), H (A,) ve H,(\,)
, [9, 11].
Ispat : N, E(XS) genisletilmis Hecke grubunun sonlu mertebeli eleman
iceren, sonlu indeksli normal alt grubu olsun. Sonlu mertebeli elemanlar, N alt

grubundan su sekilde bulunabilir: 2 mertebeli bir eleman; 5 mertebeli bir eleman; 2
mertebeli iki eleman; 2 ve 5 mertebeli iki eleman; 2 mertebeli iki eleman ile 5
mertebeli ii¢ eleman. E(XS) genisletilmis Hecke grubunun, sonlu mertebeli
elemanlarinin, 2 mertebeli T, S veya TR elemanina, 5 mertebeli bir eleman da S
elemanin bir S, S* kuvvetine konjuge olacagimi Teorem 4.7.2 de belirtmistik.
Buradan sonlu indeksli N normal alt grubu sonlu mertebeli bir eleman igeriyorsa; T,
R, TR veya S nin S, S? kuvvetlerinden birini igerir. Burada incelenecek dokuz durum

ortaya ¢ikar. Bunlari teker teker inceleyelim:

(1) Eger N alt grubu, T, R elemanlari ile S, S* elemanlarindan birini

iceriyorsa, NZE(XS) olur.

(i) N alt grubu, T doniisiimii ve S, S* doniisiimlerinden birini igerip; R ve
TR doniisiimlerini icermesin. Buradan,

H(L)/N=<R|R=1>=C;
boliim grubu elde edilir. 2 indeksli ve bu sartlara uyan normal alt grup H(A;)

dir.

(i)  Eger N alt grubu, R déniisiimii ile S, S* doniisiimlerinden birini
bulundurup; T ve TR doniisiimlerini bulundurmasin.

H)/N=<T|T=1>=C,

elde edilir ki 2 indeksli ve sartlar1 saglayan N= ﬁo (As) alt grubudur.

(iv)  Simdi de N alt grubu, TR ve S, S* doniisiimlerini icerip, T ve R

dontistimlerini igermesin.
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H(L ) /Nz=<T|T=I>=C;

olur ki 2 indeksli bu alt grup, N=a(H(%;)) bulunur.

(v) T ve R elemanlarim N alt grubuna ait olup S, S* doniisiimleri, N de

bulunmasin. O halde boliim grubu,
H(\,)/N=C,

olur ki N= E(XS) grubun kendisi ¢ikar.

(vi)  Eger N alt grubu S, S? déniisiimlerini bulundurup, T ve R
dontistimlerini igermiyorsa,

H(L,)/N=<T,R | T>=R’=(TR)’=] >= D,
olur ki N=H?(),) sonucu ¢ikar.
(vii) N alt grubu, T doniisiimiinii igerip, R, S, S* déniisiimlerini iermezse
bolim grubu,

H(L,)/N=< S,R | $*=R’=(SR)*=I >=Ds

bulunur ve de N=H’(,) olur.

(viii) Eger N alt grubu, TR déniisiimiinii igerip, T, R, S, S* doniisiimlerini
icermezse,

H(L,)/N=<T, S| T=S’=(TS)’=I >= D;

ve N=H, (),) bulunur.

(ix) N alt grubu, R doniisiimiinii icerip, T, S, S* doniisiimlerini igermesin.
Bu durumda
H)/N=<T|T=1>=C,

olur ve de bu miimkiin degildir.
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4.7.4 Teorem : E(XS) genisletilmis Hecke grubunun sonlu indeksli ve
birimden farkli N normal alt grubu,
H(y), HR), Hy(hs), a(HR,)), H (Ag), H (Ay) ve H, (&)
gruplarindan farkl ise N serbesttir, [9, 11].
Ispat : Teorem 4.7.1 ve 4.7.3 den goriiliir.

4.7.5 Teorem : Verilen sonlu indeksli N normal alt grubu,
H(As), H), Ho(h), a(HQ)), H (A5), H' (&) ve H,(A5)
gruplarindan farkl ve de ‘ﬁ(ks):N‘z u ise u indeksi, 20 tarafindan boliintr, [9,

11].
Ispat : Elde edilecek boliim grubu, 2, 4 ve de 10 mertebeli alt gruplari

bulunduracagindan p indeksi 20 tarafindan boliintir.

4.8 ﬁ(ks) Genisletilmis Hecke Grubunun Temel Denklik Alt Gruplan

Bolim 3.7 den H(A;) Hecke grubunun p asalii¢cin H (A;) temel denklik alt

grubunun,

H,(As)={T € H(A;): T = £I (mod p)}

a Dbig 5

= ra=d=%l, b=c=0 (modp), ad—Aibc=1
chs d

oldugunu biliyoruz. Simdi benzer olarak E(XS) genisletilmis Hecke grubunun p asali

icin ﬁp (A5) temel denklik alt grubunu tanimlayalim.

4.8.1 Tammm : p bir asal sayr olmak iizere, ﬁ(kS) genisletilmis Hecke
grubunun temel denklik alt grubu;
H,(A;)={T € H(A;): T = £I (mod p)}
a Db 5
= ra=d=%l, b=c=0 (modp), ad—Aibc ==l
chy, d

. [12].
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ﬁp(kS) temel denklik alt grubu her zaman H(L;) genisletilmis Hecke

grubunun sonlu indeksli bir normal alt grubudur.

4.8.2 Sonug¢ : H (As)=H, (r;) N H(A;), [12].

4.8.3 Teorem : p >3 bir asal say1 olmak tiizere, ﬁ(kS) genisletilmis Hecke
grubunun ﬁp (A5) temel denklik alt grubu higbir yansima doniisiimii igermez. Yani,
H,(hs)=H, (As)
olur, [12].
Ispat : A€ H,(A;) alalm. O halde det A =+1=ad—Aibc=1 (modp) olur.
p=3 oldugundan, det A =1dir ve bu yizden A€ H (A;) olur. Bu da bize

H,(hs)=H, (%s) oldugunu gdsterir.

Simdi Teorem 4.8.3 1 kullanarak ﬁ(kS) genisletilmis Hecke grubunun
ﬁp (1) temel denklik alt grubu ile boliim grubunu olusturalim. p =3 bir asal say1
olmak tizere,

[F(Ls) : H, ()| =[HO)  H, ()
=[FI(hs) - LS| [H(As) - H (L)
olur ve [F(A) : H(ks)|=2 oldugundan,
[FE(LS) < L, ()| =2.[H L )  H ()|
elde edilir. Boylece H(A;)/H (A5) =G oldugu zaman
H(5)/H,(A)=HQ;)/H,(As) = C,xG

olur, [12].

Simdi de p=2 durumunu inceleyelim. A€ H, (As) 1se ya detA=1 ya da
det A = —1 dir. Boylece
[F, (1s) - Hy ()| =2

\
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[FI(ks) - H, ()| =[H(hs) - H, (1))
H(\,) > H,(\;) > H,(),) oldugundan. Bu yiizden
H(5)/H,(A5) = HO)/H, (A5)

olur, [12].

4.8.4 Sonuc : K, E(XS) genisletilmis Hecke grubunun bir alt grubu olsun. K,

ﬁp (A5) grubunu igerir ancak ve ancak H (A5) grubunu igerirse, [12].

Simdi E(XS) genisletilmis Hecke grubunun H, (As) temel denklik alt
grubunun komiitatér alt grubunu bulalim. Teorem 4.6.3 te H,(A,) temel denklik alt

grubunun gosterimini vermistik. Burada H, (As) temel denklik alt grubunun grup
gdsterimine iireteclerin degismelilik bagmtismi ekleyerek H, (As)/ H, (As) bolim

grubunu olusturup Reidemeister-Schreier yontemini kullanarak H, (As) komiitator

alt grubunun tiretecglerini bulalim.

4.8.5 Teorem : (i) [H,(0,): H, (L) =32 .

(i) ﬁzr(ks) grubu 49 rankli bir serbest gruptur.

(iii) ﬁzr(ks) grubu, H,(A;) grubunun 16 indeksli bir alt grubudur.

Ispat : (i) H,(A ) grubunun grup gosteriminin

H,(A;)=<TR, RSTS, RS’TS*, RS’TS’, RS*TS* | (TR)>=(RSTS)*=(RS’TS?)’
=(RS’TS’)’=(RS*TS*’=I >

oldugunu biliyoruz. Burada k;=TR, k,=RSTS, k;=RS’TS?, k,=RS’TS’, ks=RS*TS"*
diyelim. Eger H, (As) grubunun grup gosterimine tireteclerin degismelilik bagmtisi
kik=kj.ki (1A ve1,j=1,...,5) eklenirse

H,(A)/H, () = C,xC, xC,xC, xC,

elde edilir. Boylece, [H,(A;):H, ()| =32 olur.
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(ii) Simdi ﬁz (As) grubunun trete¢ kiimesini bulalim. Bunun i¢in Schreier
transversali olarak { I, k], kz, k3, k4, k5, k]kz, k1k3, k1k4, k]ks, k2k3, k2k4, kzks, k3k4,
ksks, kaks, kikoks, kikoks, kikoks, kiksks, kiksks, kiksks, kokska, koksks, koksks, kskaks,
k1k2k3k4, k1k2k3k5, k1k2k4k5, k1k3k4k5, k2k3k4k5, k1k2k3k4k5 } kiimesini alalim.

Reidemeister-Schreier yontemine gore miimkiin olan biitiin ¢arpimlar aliip, gerekli

hesaplamalar yapilirsa H, (As) grubun iirete¢ kiimesi 49 rankli olarak bulunur.

o
H, (A;) grubunun iiretecleri ve matris gosterimleri sunlardir;

1 0
TS*TS*TS*TS? =
4 1

S — 9+16X, 8+12k5]

12420%, 9+16,

TS’*TS?*TS?’TS? =

9+16), 12+201,
8+121,  9+16,

14,
TSTSTSTS =
0 1
340, —4)
STS*TS*TS*TS® = 5 X
448h,  5+4\,

11+16L. 12420
S TS’TS’TS’TS? =( X 5 ]

—24-40L, —29-48),

—3—40. —8—12A
STS’TS’TS’TS =( 5 5]

8+121, 21436,

S2TS*TS*TS*TS? =( 3+8h; 448 ]

—4-8L, —5-8,

PTSTSTSTS :( 11+16A,  24+40A, ]

~12-20%, —29-48),

S3TS*TS*TS*TS = (_3 —4hs —4=8y ]

Ah,  5+4n,

4 2 [3+4Ns A
TS'TSTSTSTS'T =

448\, —5-4A,
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TS*TSTS*TS*TSTS" =(15 +24hs 84122 ]

28+48L, 15424,

TSTSTT TS T :(—1 1-16); 12+ 20M, ]

—24-40), 29+ 48,

A —— :( 31+48A; 124201, ]

7241200, 31+48),

TS*TS TS TS TS*T =( 3+dks —8-12h ]

8+12), —21-36,
16+28%, 7+8\,

TS4TS3TS4TS4TS3TS4=( TH8A; Ak ]

TS*TSTSTSTS’T =(_3 —8hs A48 ]

—4-8L, 5+8M,

394640, 36+56)
TS’TSTS’TS*TSTS? =( 5 5]

444720, 39+ 64,

TS TSTT TS T :(—1 1-16), 24+ 40x5]

—12-20%, 29+ 48,

T —— :( 31+48Lh, 24+40M, ]

36+60h, 31+48,

TS>TSTSTSTS*T =(3+47‘5 _4_87‘5]

4h,  —5-4,

154240, 20+32A
TS*TSTS*TS*TSTS? =( 5 5]

8+20h, 15424,

~13—-16L. —4-8\
STS*TSTSTSTS?*TS* =( 5 5 ]

20+40x; 11+16A

—33-52\. —28—48\
STS*TSTS*TS’TSTS?® =( 5 5]

68+1121,  63+100),

69+112A 24 + 40\,
STS*TS’TS’TS*TS’TS? =( > s ]

~140-228), —51-80M,

891441, —72—120\
STS*TS’TS*TS’TS*TS? =( 5 s ]

180+292); 151+240A,
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3 3 4 13+20;\45 4+8;\,5
STS’TSTSTSTS'TS" =

—32-520, —11-201,

STS3TSTS3TS3TSTSZ=( 3+32h; - 44+T2h, ]

-80—-132%, —111-180A,

S TS*TSTSTSTSTS? :(—29 —44), 20— 40x5]

324520, 27 +44A,

STS'TSTS TS TSTS’ :( 49+80h;  68+112), ]

-56-92A, -79-128A,
156 +252A, 73+120A

73+120A,  36+56A
TS*TSTS*TS*TS*TS*TSTS* :( 5 5 ]

33+520. —28—48)\
TS4TSTS4TS3TS3TS4TSZT:( s s ]

68+112%; —63—100A,

13+16A —4 -8\
TS*TSTS*TS*TS*TS*TST :( 5 5 ]

20+40%, ~11-16A,

s o (494800, 244401,
TS'TSTS’TSTSTS’TSTS"=

100+160A, 49 +80A,

89 +144A —72-1201
TS*TSTS’TS’TS*TS TS*T :( 5 s ]

180+292A, —151-240A,

—69—112A. 24 -+40)
TS4TSTS3TS3TS3TSZTST:( 5 s ]

~140-228), 51480,

49+80h,  20+32\
TS*TS*TS*TSTSTS TS TS? =( 5 5 ]

12042001, 49 +80%,

—33-52A.  44+72)
TS*TS*TS*TS’TS*TS*TS*T :( s 5 ]

~80—132, 11141801,

—13-20%h. 4+8\
TS*TS?TS*TS*TS*TS?TST :( 5 5 ]

—32-52k, 11+ 204,

N s (7341201, 60+108A,
TS’ TSTS'TSTSTS'TSTS =

84+136\; 73+120A,

—49-80A. 68+112\
TS*TSTS* TS’ TS’ TS*TS’T :( 5 5]

-56-92A, 79+128A,
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TS*TSTS*TS*TS*TS’TS*T =(

STS*TSTS*TS*TS*TS*TSTS? =(

29+44), —20—400,
324520, —27—44h,

~179 - 288, —156—252%5]

3724+ 604h,  325+528M,

—~175-280A. —68—112A
STS*TSTS*TS*TS’TS*TS*TS? = > >

360+588\,  145+2320,

STS*TSTS*TS*TS*TS’TSTS* =(

143 + 216,

TS*TSTS*TSTS*TS*TSTS*TSTS? =
276 + 468,

179 + 288,

TS*TSTS*TSTS TS *TSTS*TS’T =
372+ 604,

175+ 280,

TS*TSTS*TSTS’TS*TSTS’TST =
360 + 588,

TS*TSTS*TSTSTSTS’TS*TST =(

seklindedir.

‘Hz(xS):ﬁz'(xS)

fonksiyonu altindaki gortintiisii ﬁzl(?us) grubunu verir. Yani, a((HS) (xs )) =

olur.

i) [H,00):H,0)[=2  ve  [H,():H, )

=16 elde edilir.

!

4.8.6 Teorem : (HS) (A, ) grubunun,

o: T—>RT, S—>S, R>R
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~51-76), —20—40),
96+164L,  53+76),

60+108,
143+ 216,

~156—252)\,
~325-528),

—68 — 112, ]

~145-232),

51+76L; —20—40M,
96+164L, —53—76L,

=32  oldugundan



Ispat : (HS) (A, ) grubunun iireteglerini Teorem 3.5.2 den biliyoruz. Simdi bu

iiretecglerin

o: T—>RT, S>S, R>R
fonksiyonu altindaki goriintiilerini bulalim.

o( TSTS*'TSTS*) = TS*TS*TS*TS?

o TS*TS’TS’TS? ) = TS*TS TS TS®

o( TS’TS’TS’TS? ) = TS*TS*TS*TS?

o( TS*TSTS*TS ) = TSTSTSTS

o( STSTS*TSTS® ) = STS*TS*TS TS’

o( STS’TS’TS’TS? ) =STS TS TS’TS?

o( STS’TS’TS’TS ) = STS*TS*TS’TS

o( S’TSTS*TSTS? ) = S*TS*TS*TS*TS?

o( S’TS’TS’TS’TS ) = S°TS’TS’TS’TS

o( S’TSTS*TSTS ) = S’ TS*TS*TS*TS

o( TSTSTS*TSTS’T ) = TS*TSTSTSTS’T

o( TSTSTS TS’TS*TS* ) = TS*TSTS*TS*TSTS*
o( TSTS’TS’TS*TS’T ) = TS*TS’*TS*TS*TS’T

o( TSTS’TS’TS’TS’TS* ) = TS*TS*TS TS TS’ TS
o( TSTS’TS*TS TST ) = TS*TS’TS’TS’TS*T

o( TSTS’TSTS*TS’TS* ) = TS* TS’ TS* TS TS TS*
o( TS*TSTS*TSTS?T ) = TS’TSTSTSTS’T

o( TS*TSTS*TS’TS*TS? ) = TS*TSTS TS TSTS®
o( TS*TS’TS’TS*TST ) = TS’ TS’ TS*TS*TS'T

o( TS*TS*TSTS*TS’TS? ) = TS’ TS*TS*TS*TS TS’
o( TS’TSTS*TSTST ) = TS*TSTSTSTS'T

o( TS*TSTSTS*TS*TS? ) = TS*TSTS*TS*TSTS?
o( STSTSTS*TSTS’TS* ) = STS*TSTSTSTS*TS*
o( STSTSTS’TS’TS*TS? ) = STS*TSTS*TS*TSTS’
o( STSTS’TS’TS’TS’TS* ) = STS*TS*TS*TS’ TS’ TS?
o( STSTS’TS’TS’TS’TS? ) = STS*TS*TS’ TS’ TS’ TS?
o( STS*TSTS*TSTS’TS* ) = STS*TSTSTSTS’TS*
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o( STS*TSTS’TS’TS*TS? ) = STS’TSTS TS TSTS?

o( S’TSTSTS*TSTS’TS? ) = S*TS*TSTSTSTS’TS’

o( S’TSTSTS’TS’TS*TS? ) = S*TS*TSTS*TS*TSTS?

o( TSTSTSTS*TS’TS*'TS*TS*) = TS*TSTS*TS*TS*TS*TSTS*
o( TSTSTSTS TS*TS*TS’T )=TS*TSTS*TS’ TS TS*TS*T

o( TSTSTSTS*TSTS’TS*T ) = TS*TSTS*TS*TS*TS’TST

o (TSTSTS*TSTS TS TS*TSH)=TS*TSTS’TSTSTS’TSTS"’

o( TSTSTS’TS*TS TS’ TS’T ) = TS*TSTS TS* TS’ TS TS T

o( TSTSTS’ TS TS’ TS* TS*T)=TS*TSTS TS’ TS’ TS*TST

o( TSTS*TSTSTS'TS'TS’TS*) = TS*TS*TS*TSTSTS*TS*TS*
o( TSTS’TSTS*TS TS*TS’T ) = TS*TS*TS*TS*TS* TS*TS’T

o( TSTS*TSTS*TSTS*TS*T ) = TS*TS*TS*TS*TS* TS’ TST

o (TS*TSTSTSTS TS TS*TS*)=TS’TSTS*TSTSTS*TSTS’

o( TS*TSTSTS TS’ TS*TS’T ) = TS’TSTS*TS’ TS’ TS*TS’T

o( TS*TSTSTS*TSTS’TS’T ) = TS’ TSTS*TS* TS TS’ TS’ T

o( STSTSTSTS*TS’TS*TS*TS? ) = STS*TSTS'TS*TS*TS*TSTS?
o( STSTSTSTS TS’TS*TS’TS*) = STS*TSTS'TS’TS’TS*TS*TS?
o( STSTSTSTS*TSTS TS*TS*) = STS*TSTS*TS*TS*TS*TSTS*

o (TSTSTSTSTSTS TS TS TS TSH=TS*TSTS*TSTS*TS*TSTS*TSTS"
o (TSTSTSTSTS TS’ TS*TS*TS’T)= TS*TSTS*TSTS TS’ TSTS TS T
o (TSTSTSTSTS’TS*TS* TS’ TS*T) = TS*TSTS*TSTS*TS*TSTS’TST
o( TSTSTSTSTS*TSTS’TS*TS*T ) = TS*TSTS*TSTSTSTS’TS*TST

Bu iiretecler Teorem 4.8.5 de verilen H, (A;) grubunun iiretegleri ile ayni

oldugundan a((HS)’ (x, )j —H, (1) esitlizi elde edilir.
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Asagida E(XS) genisletilmis Hecke grubu ile alt gruplar1 arasindaki iliskiyi

gosteren sekil verilmistir:

H(k,)
/ HOL,) a(HQ,))
H (L) H'(ks) H, ()
2
H'(As) H, ()
H'(L) H, (..)

ﬁ]Om (;\‘5) — H]Om (;\‘5)

Sekil 4.2 : E(XS) genisletilmis Hecke grubu ile alt gruplar1 arasindaki iligki

Bu sekilde ﬁ(kS) genisletilmis Hecke grubunun alt gruplarin1 ve bu alt
gruplarin ﬁ(kS) genisletilmis Hecke grubunun ka¢ indeksli alt gruplari oldugunu

gorebiliriz. Ayrica, E(XS) genisletilmis Hecke grubunun alt gruplarinin birbirleriyle

olan iligkilerini ve indekslerini gorebiliriz.
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5. SONUCLAR

Bu ¢aligmada A=% = 2cos™ durumuna karsilik gelen ﬁ(kq) genisletilmis
q

Hecke gruplarinin q =35 degeri igin elde edilen H(A,) genisletilmis Hecke grubu, alt

gruplar1 ve ozellikleri caligilmistir.

Calismanin 4.1 kisminda E(XS) genisletilmis Hecke grubunun tanimi ve

grup gosterimi verilmistir. D, dihedral grubu ve Ds dihedral grubunun Z, alt grubu

ile birlestirilmis serbest ¢arpimina izomorf oldugu verilmistir.

4.2 kisminda temel bolge tanimi ve E(XS) genisletilmis Hecke grubu i¢in bir

temel bolge verilmistir.

4.3 kisminda H(X,) genisletilmis Hecke grubunun komiitatér alt gruplari

tanitilmis, H'(A;) ve H"(L,) komiitatdr alt gruplarinin iiretegleri ve iireteclerinin

matris gosterimleri verilmistir.

4.4 kisminda ﬁ(kS) genisletilmis Hecke grubunun H™ (A;) m. kuvvet alt

grubunun tanimmi verilmis ve m pozitif tam sayisinmn biitiin durumlarin1 inceleyen
teorem ifade ve ispat edilmistir. Ayrica kuvvet alt gruplar: ile komiitator alt gruplari

arasindaki iliskiler incelenmis ve ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.

4.5 kisminda E(XS) genisletilmis Hecke grubunun m pozitif tam sayisinin

durumlarina gore (ﬁm) (M) alt grubunu inceleyen teorem ifade ve ispat edilmistir.

4.6 kisminda E(XS) genisletilmis Hecke grubunun 2, 3 ve 10 indeksli normal

alt gruplar1 hakkinda bilgi verilmistir.
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4.7 kisminda H(L;) genisletilmis Hecke grubunun serbest normal alt gruplari

hakkinda bilgi verilmis, ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.

4.8 kisminda E(XS) genisletilmis Hecke grubunun temel denklik alt
gruplarmin tanimi verilmis. p >3 bir asal say1 olmak iizere, E(XS) genisletilmis

Hecke grubunun ﬁp (As) temel denklik alt grubu ile bolim grubu olusturulmustur.

o
Ayrica H, (A;) alt grubunun iiretegleri ve lreteclerinin matris gosterimleri elde

edilmistir.
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