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OZET

BAZI KISMi TUREVLIi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI iLE COZUMU VE DiGER
YONTEMLERLE KARSILASTIRILMASI
YUKSEK LiSANS TEZi
UMIT SARP
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. SEBAHATTIN iKIKARDES)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2014

Bu tezde, baz1 yiiksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
Diferansiyel Donlisiim Y Ontemi ile ¢oziimii aragtirilmig ve diger sayisal yontemler

ile bulunan sonuglar karsilastirilmstir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde; yontemin ortaya ¢ikis
stireci ve genel bir literatiir 6zetine yer verilmistir.

Ikinci bolimde; diferansiyel denklemlerim tanim1 verilmistir.

Uciincli  bélumde; Diferansiyel Doniisiim Yontemlerinin  tanimi  ve
Ozelliklerine yer verilmistir.

Dordincu  bolimde; bazi kismi tiirevli lineer olmayan diferansiyel
denklemler Diferansiyel Doniisiim Yontemi yardimiyla ¢oziilmis, elde edilen

sonuclar diger yontemlerle elde edilen sonuglarla karsilastirilmistir.

Besinci boliimde; tezde elde edilen sonuclar 6zetlenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Diferansiyel doniisim yontemi, diferansiyel
denklem, seri ¢ozum.



ABSTRACT

SOLVING OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY DIFFERENTIAL TRANSFORM METHOD AND
COMPARISON WITH OTHER METHODS
MSC THESIS
UMIT SARP
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. SEBAHATTIN iKiKARDES )
BALIKESIR, JUNE 2014

In this thesis, the numerical solutions of some high order partial
differential equations have been analyzed by differential transform method and
compared with other numerical methods.

This thesis consist of five chapters. In the first chapter which is the
introduction and result of literature is introduced.

In the second chapter, the definition of differential equation are given.

In the third chapter, the definition of Differential Transformation Method
and properties are given.

In the fourth chapter, some partial nonlinear differential equation are
solved by using Differential Transform Method and this secition are compared
with other solutions.

In the fifth chapter, the result of obtained in this thesis are summarized.

KEYWORDS: Differential transform method, differential equation, serial
solution.
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1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemler miihendislik ve fizik biliminin hemen hemen
her dalinda bir problemin ilerlemesi ya da cozilmesi icin ortaya ¢ikar. Bu
denklemlerin ¢6zlimii i¢in harcanan bilgisayar zamani, herhangi bagka bir problem
simifim1 ¢ozmek i¢in harcanan zamandan ¢ok daha fazladir. Kismi diferansiyel
denklemler, bircok problem icin analitik olarak ¢dziilemez. Bu nedenle, nimerik
yontemler yaklasik sonuglarin hesaplanmasinda ¢ok onemlidir. Sonu¢ olarak
nimerik yontemler, matematiksel problemlerin ¢dziimii i¢in uygun ve en yakin
¢oziim veren teknikler gelistirmektedir. Diferansiyel Doniisiim YOntemi
(Differential Transform Method, DTM) bu baglamda ortaya ¢ikmis yontemlerden
bir tanesidir. Diger niimerik yontemlerin aksine daha basit hesaplanabilir islemler
gerektirdigi i¢cin Diferansiyel Donilisiim Y Ontemi uygulanabilirlik agisindan ¢ok daha
verimli bir yontem olarak kabul edilmektedir. Bilgisayar programlama dillerine
uygulanabilirligi yiiksek oldugu i¢in matematiksel islemler iceren bir ¢ok bilgisayar
programi1 da bu yonteme yer vermistir. Diferansiyel Doniisim Yontemi, cesitli
baslangic sartlart kullanilarak gercek c¢oziimiin Taylor serisine ag¢ilimindaki
katsayilara ulasmamizi saglayan bir yontemdir ve cebirsel denklemler yardimiyla

¢Oziime ulasilmaktadir.

Diferansiyel Doniisiim Y 6ntemini ilk olarak Zhou (Zhou, 1986) makalesinde
tamimlamigtir. Bu makalede elektirik devreleri iizerine lineer ve lineer olmayan
baslangi¢ sinir deger problemleri incelenmistir. Zhou’nun diferansiyel doéniisiim
tanimin ardindan, Chen ve arkadaslar1 (Chen & Ho, 1996) makalelerinde Zhou’nun
kullandig1 yapiya benzer bir yap1 tanimlamis ve 6z deger problemlerinin ¢dziimiinde
Diferansiyel Doniisiim Yontemini kullanmistir. Chen ve Zhou’nun bu ¢alismlariyla
birlikte DTM’nin bilinen yapisi ortaya ¢ikmaya baslamistir. Chen ve arkadaslari
(Chen & Ho, 1999) makalelerinde lineer olmayan bir diferansiyel deklem ¢ézimi
icin bu yontemden yararlanmisg ve boylece DTM, diferansiyel deklemlerin ¢ozimi
i¢in kullanilmaya baslanmigtir. Jang ve arkadaslar1 (Jang, et al., 1997) makalelerinde
lineer olmayan sonimli bir sistem tepkisinin analizinde DTM’yi kullanmis ve

¢0zUumU Runge-Kutta yontemi ile karsilastirmistir. Jang’in bu calismasi ile birlikte
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DTM’nin sistem ¢ozlmleri igin de kullanilabilecegi sonucu ortaya ¢ikmis, ayrica ilk
kez baska bir yontemle karsilagtirildigi icin elde edilen sonuglarin verimliligi
hakkinda fikir yiiriitiilmesine olanak saglamustir. Ilerleyen calismalarla birlikte Chen
ve arkadaslart (Chen & Ho, 1999) makalesinde kismi tirevli diferansiyel
deklemlerin ¢6ziimii i¢in iki boyutlu diferansiyel doniislim yontemini geligtirmistir
ve boylece kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii icin de DTM kullanilmaya
baslanmustir. Jang ve arkadaslar1 (Jang, et al., 2000) makalelerinde baslangig-deger
promleminin ¢6éziimii igin Diferansiyel Doniisim Yontemini kulanmiglardir. Daha
sonra Chen ve arkadaslar1 (Chen & Liu, 1998) makalelerinde iki degiskene bagh
kismi diferansiyel denklem ¢oziimleri igin farkli denklemlerin doniismlerini
listeleyerek DTM’de kullanilan dostimlere katki saglamislardir. Hassan ve
arkadaglar1 (Hassan & 1., 2002) makalelerinde, Chen’nin ilk makalelerindeki gibi
6zdeger problemleri ¢oziimiinde DTM kullanmislardir. Ayrica ayn1 yil yayimlanan
bir baska makalede (Hassan & I., 2002) Chen ve Jang’in ispatladiklarindan farkli
fonksiyonlar i¢in yeni dontisiim fonksiyonlar1 tanimlamislardir. Ayaz (Ayaz, 2003)
makalesinde iki boyutlu kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziminde DTM’yi
kullanmis ve iki boyutlu kismi difransiyel denklemler icin yeni doniisiim
fonksiyonlart tanimlamistir. Ayaz (Ayaz, 2004) makalesinde daha 6nce DTM
uygulanmis sistem yapilarindan farkli sistem ¢oztimleri icin DTM’yi kulanmustir.
Ayaz ve Oturang (Ayaz & Oturang, 2004) makalelerinde lineer olmayan Burger
Diferansiyel Denklemini DTM ile ¢6zmiislerdir. Ayaz (Ayaz, 2004) makalesinde
daha 0Onceki makalelerindeki doniisiim fonksiyonlarma ek olarak yeni doniisiim
yapilar1 ispatlamistir. Arikoglu ve Ozkol (Arikoglu & Ozkol, 2005) makalelerinde
integral iceren lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler icin DTM’yi
kullanmis ve bu sayede igerisinde integral yapilari da olan yeni doniisiim
fonksiyonlar1 tanimlamiglardir. Kurnaz ve arkadaglart (Kurnaz, et al., 2005)
makalelerinde n boyutlu DTM’yi tanimlamiglardir ve bu makale ile birlikte n.
mertebeden bir diferansiyel denkleminde DTM ile ¢oziilebilecegi sonucu ortaya
cikmistir. Kurnaz ve Oturang (Kurnaz & Oturang, 2005) makalelerinde adi
diferansiyel denklemler igeren sistem ¢oziimleri icin DTM kullanmiglardir. Bildik ve
arkadaglar1 (Bildik, et al., 2006) makalesinde bazi kismi diferansiyel denklemlerin
¢o6zimini hem DTM ile hem de Adomian Ayrisim Yontemiyle ¢ozmiis ve
sonuglarin1  karsilastirmistir.  Arikoglu ve Ozkol (Arikoglu & Ozkol, 2006)

makalelerinde diferansiyel fark denklemleri icin Difeansiyel Dontligiim yapisini
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tanimlamig, sonuglar1 Taylor Polinomlar1 yaklasimiyla karsilastirmsilardir. Momani
ve arkadaslart (Momani, et al., 2007) makalelerinde kesirli diferansiyel denklemlerin
¢oziimi i¢cin DTM’yi kullanmiglardir. Keskin ve arkadaslar1 (Keskin, et al., 2007)
makalelerinde genellestirilmis pantograph denklemlerini DTM ile ¢ozmiistiir.
(Karako¢ & Bereketoglu, 2009) gecikmeli diferansiyel denklemler icin DTM
yapisina uygun yeni doniisiimler tanimlamis, lineer ve lineer olmayan bazi gecikmeli
diferansiyel denklemleri DTM ile ¢Ozulmiistiir. Keskin ve arkadaslar1 (Keskin &
Oturang, 2009) makalelerinde indigenmis diferansiyel doniisim yo6ntemini
tanmimlamiglar ve iki degiskenli diferansiyel denklemleri bir degiskenli diferansiyel
denklemlere indirgeyerek ¢oziime ulagmislardir. Tiim bu calismalar gostermektedir
ki DTM; sistem, diferansiyel denklem, fark denklemleri, gecikmeli diferansiyel
denklemler ve daha birgok denklem yapisi i¢in ¢Oziim olanagi saglamaktadir.

Literatirde DTM ile ilgili birgok makale ve tez bulunabilir.

Son olarak DTM “Adomians Decomposition Method” , “Homotopy
Perturbation Method” , “Homotopy Analysis Method” , “Variational Iteration
Method” v.b. yontemlerle hibrit edilebilen ve ¢ok daha iyi sonuglara ulasabilmeze

olanak saglayan bir yontemdir.

Bu c¢alismada, ¢Oziimii yaklasik yollarla hesaplanmis bazi kismi tlrevli
diferansiyel denklemlerin, DTM ile ¢6ziimii arastirilmistir. Muhendislik ve fizik
alanlarinda kullanimi yaygin olan varlik arastirmasina ihtiya¢ duymacagimiz bu

denklemler asagidaki gibidir;
1-Caudrey-Dodd-Gibbon Equation
2-Sawada-Kotera Equation
3- Korteweg-de Vries Equation
4- Inviscid-Burger Equation

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde; ydntemin ortaya cikis
sireci ve genel bir literatlir 6zetine yer verilmistir.

Ikinci boliimde; diferansiyel denklemlerim tanimi verilmistir.



Uciincii  béliimde; Diferansiyel Doniisiim  Yontemlerinin  tanimi  ve
ozelliklerine yer verilmistir.

Dérdiincii boliimde; bazi kismi tiirevli lineer olmayan diferansiyel denklemler
Diferansiyel Donilisim Yontemi yardimiyla ¢oziilmiis, elde edilen sonuglar diger

yontemlerle elde edilen sonuglarla karsilagtirilmastir.

Besinci boliimde; tezde elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Tammm Bir bilinmeyen fonksiyonu ve turevlerini iceren bir denkleme,

diferansiyel denklem denir.

2.1 Ornek Asagidaki denklemler, y bilinmeyen fonksiyonunu igeren

diferansiyel denklemlerdir.

Y _gxss 2.1)
dx
2
5 Y _ (cos )Y 4 2147 2.2)
dx dx

2.2 Tanmim Eger bilinmeyen fonksiyon sadece bir bagimsiz degiskene bagl

ise bu diferansiyel denkleme *“adi diferansiyel denklem” denir.

FOGY, YY"y ™) =0
seklinde gosterilir.

2.2 Ornek Asagidaki denklemler adi diferansiyel denklemlerdir.

vy = COS X (2.3)
dx
y+y=e" (2.4)

seklinde gosterilir.

2.3 Tammm Eger bilinmeyen fonksiyon iki veya daha fazla bagimsiz
degiskene bagli ise bu diferansiyel denklemlere “kismi diferansiyel denklemler”

denir.

Kismi diferansiyel denklemlerin bir¢ok ¢esidi ve siniflamasi vardir. Biz bu
calismada iki degiskene bagli diferansiyel denklemler ile islemler yapacagimizdan

dolay1 ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin tanimiyla devam edelim.

5



24 Tammm A, B, C, H ve u, x ve y bagimsiz degiskenlerinin herhangi bir
fonksiyonu olmak tizere u(X, y) *nin kismi tlrevlerini iceren asagidaki denklemine
ou’ ou’® ou’®

B C f(x,y,u,oul/ox,oul =H(x, 2.5
o B oot 8y2+ (X y oy)=H(xy) (2.5)

“ikinci mertebe kismi diferansiyel denklem” denir.

Ikinci mertebeden iki degiskene bagl kismi diferansiyel denklemler

parabolik, eliptik ve hiperbolik olmak Uzere (¢ kategoride incelenir.

2.5 Tammm Genel olarak “potansiyel adi verilen bir biiyiikliigiin bolge

icindeki degisimini temsil eden denklemlere Eliptik Denklemler denir.

2.6 Tammm Potansiyelin bir baslangic durumundan itibaren eristigi daimi
durum degerleri gosteren denklemlere Parabolik Denklemler denir. Bu yiizden bu

denklemlerin bagimsiz degiskenlerinden biri t-zaman degiskenidir.

2.7 Tammm Dalgalarin nasil yayildigmmi ifade etmek i¢in kullanilan
denklemleri ifade eden yapilara da Hiperbolik Denklemler denir. Parabolik
denklemler gibi Hiperbolik Denklemler de bagimsiz degiskenlerinden biri t-zaman

degiskenidir.

Diferansiyel denklemin, hangi smifta yer alan bir denklem oldugunu bulmak

icin (2.5) denklem kullanilarak agagidaki sinama yapilabilir;

B -4AC <0 eliptik
B?—4AC =0 parabolik
B> —-4AC >0 hiperbolik

(2.5) denkleminde smir kosulu; u cinsiden verilmis ise bu diferansiyel
denkleme Dirichlet tipi, u’nun tiirevleri cinsiden verilmis ise Neuman tipi, bu ikisi

cinsiden verilmis ise Karisik tipte diferansiyel denklem denir.



3. YONTEMLER

Diferansiyel deklemleri ¢6zmek igin birgok numerik ve analitik yontem
kullanilmaktadir. Bu boéliimde iki ana baglikta sik kullanilan diger yontemler ve

Diferansiyel Doniisiim Y ontemi agiklanmaistir.

3.1 Diger Yontemler

Bu bolimde 4. Bolum’de yer alan Diferansiyel Doniisiim Yontemi ile
¢Oziilmiis diferansiyel denklemlerin karsilastirlldigi  yontemlere kisaca yer

verilmistir.

3.1.1 Varyasyonel iterasyon Yontemi (VIM)

3.1.1.1 Tamm Varyasyonel Iterasyon Yéntemi (Variational Iteration Method,

VIM) uygulanmasinda asagidaki temel denklem ele alinir;

Lu + Nu = g(x) (3.1)

Burada yer alan L lineer operatdr, N lineer olmayan operatér ve g(x) homojen

olmayan terimlerdir. (3.1) denkleminden yararlanilarak asagidaki denklem elde

edilir.

Uy.1 () = U, () + [ A{Lu, (£) + NG, (£) - g(£)}d¢ (3.2)

Burada yer alan A4 hesaplanabilir  genel  Lagrange  ¢arpanidir,

J MLu, (&) +Nua, (&) -g(5)}E integrali diizeltme olarak adlandirilir ve G, nin
0

sinirlanmis bir varyasyonu olarak kabul edilir. Baglangi¢ kosulu u, olarak segilerek
baglanir ve diger adimlar bulunarak islem devam eder. Elde edilen u, ler

toplandiginda seri ¢oziim ortaya ¢ikmis olur. Bu ydnteme Varyasyonel terasyon
Yontemi denir, (He, 1997) .



3.1.2 Adomian Ayrisim Yoéntemi (ADM)

3.1.21 Tanmm Adomian Ayrisim Yontemi (Adomian Decomposition
Method, ADM) uygulanmasinda asagidaki temel denklem ele alinir. F hem lineer

hem de lineer olmayan terimleri iceren adi diferansiyel operator olmak tzere;

Fu(x) = g(x) (3.3)

denkemi ele alinsin. (3.3) denklemi lineer olan ve olmayan terimlerine ayristirilirsa,

Lu+Nu=g (3.4)

seklinde yazilir. Burada yer alan L verilen diferansiyel denklemin en yuksek
mertebeden tlrevi, N lineer olmayan terim ve R lineer operatériin kalan kismi
olarak ifade edilir. L lineer ve terslenebilir bir operatérdir. Bu durumda;

Lu=g—-Ru—-Nu (3.5)
(3.5) esitliginin her iki tarafina L™ operatdrii sol taraftan uygulanirsa,
L'Lu=L"g-L"Ru-L"Nu (3.6)

esitligi elde edilir. L operatérinun ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir
operator oldugu kabul edilsin. Bu durumda (3.6) esitligi;

u=u(0)+tu(0)— L*Ru—L"*Nu (3.7)

elde edilir. (3.7) denkleminde Nu lineer olmayan terimleri,
Nu=> A (3.8)
n=0

olarak gosterilir. Burada yer alan A, pollinomlar1 6zel polinomlardir ve Adomian

Polinomlar1 olarak adlandirilir. Bu polinomlar ile ilgili bilgileri daha detayli bir
sekilde Adomian’in (Adomian, 1990) makalesinde incelemek mumkundr.

(3.7) esitligindeki u ayristirilmis bir seri ¢ozim fonksiyonudur. Bu seri
¢cozum fonksiyonun birinci terimi olan u,, verilen baslangi¢ degeridir. Bu deger
denklemin sag taraf fonksiyonunun integrali alinmak {izere,

u, =a+bt-L"g (3.9)

seklinde bulunur.



Ayristirtlmis seri ¢oziim fonksiyonu serinin yakinsak oldugu diistintilecek

olursa;

Zw:un =U, — L‘lRZw:un -~ L‘liﬁ (3.10)
n=0 n=0

n=0
seklinde elde edilir. (3.10) esitliginden yararlanilarak,

u, =—-L"*Ru, — LA,

u, =-L"Ru, - L*
2 : 1 /Ai (3'11)

u,,=-L"Ru, —L'A ,n>0

seri ¢0zum elde edilir. Bu yonteme Adomian Ayrisim Yontemi denir, (Adomian,
1990) .

3.1.3 Homotopy Pertirbasyon Yontemi (HPM)

3.1.3.1 Tamim Pertlirbasyon teorisi ve topolojinin temel kavramlarinda biri
olan homotopi kavaramini birlestirerek, diferansiyel deklemlerin seri ¢oziimiini
aragtiran bir yontemdir. Homotopi Pertlirbasyon Yonteminin inceledigi denklem

yapilar1 Q bir bélge olmak lzere;

Afu(r)]-f(r)=0, FreQ

3.12
B(u,a—uj:o, rel ( )
on

seklindedir. (3.12) esitliginde A lineer ve lineer olmayan operatér; B smir
operatdril; T'; Q bélgesinin siur1 ve f (F) bilinen analitik bir fonksiyondur. A

operatérii L , lineer, N lineer olmayan operatorler seklinde A=L+ N olarak
parcalanir.

pe[0,1] ve u, f (F), (3.12) denkleminin simr kosullarim saglayan baslangig degeri
ve Ve Rolmak tzere H (v(F; p); p) = 0 homotopisi;

H:Rx[0,]]—>R

3.13
H(v; p) = (L= p) {L[V(F; P)] - L[u, (M)]} + P{A[v(F; p)] - f(F)} =0 &1

olarak tanimlanir. (3.13) denkleminde,



p=0= L[v(F;0)]-L[u,(F)]=0 (3.14)

p=1= A[v(F;p)]- f(F)=0 (3.15)

olarak bulunur. Burada aranan ¢6zum p =1 i¢in saglanmaktadir. Bu durumda p

parematresi 0 ’dan 1’e dogru degistikge U, () da, u(r) ’ye dogru degismektedir. p
paremetresi [0,1] araliginda pertiirbasyon a¢ilimi uygulanirsa,

V(F; p) = PV (F; )+ PV, (F; ) + P2V, (F5 p) +... = Z pvi(fip)  (3.16)

bi¢imide yazilir. (3.15) denklemini p =1 ¢6zlimii yaklasik bir seri ¢6ziimii verir, bu
durumda u(r) "nin ¢6zumi;

u(F) =limv(F; p) = lim( p"vy (F; p) + P (F; p) + PV, (Fi p) +...)  (317)

olarak bulunur. Bu yonteme Homotopi Pertiirbasyon Yontemi denir, (He, 1999).

3.2  Diferansiyel Doniisiim Yontemi (DTM)

Diferansiyel Doniisim Yontemi (Differential Transform Method, DTM);
O0zdeger problemleri, lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler ve sistem

¢Oziimleri i¢in kullanilabilmektedir.

DTM, bir boyutlu, iki boyutlu, ¢ boyutlu ve n boyutlu olmak Uzere dort
farkli grupta incelenir. Bu calismada iki boyutlu Diferansiyel Doniistim Ydntemi,
kismi tiirevli lineer olmayan yiiksek mertebeden diferansiyel denklemlerin

¢oziimiinde kullanilmistir.

DTM kullanilirken; Taylor serisi, Taylor serisinin kismi toplamlar dizisi,

diferansiyel operator ve diferansiyel operator 6zelliklerinden yararlanilmistir.

3.2.1 Tamim Tirev operatérinin fonksiyon hali olarak tanimlanan yapiya

Diferansiyel operatori denir ve

—=D=D (3.18)

seklinde gosterilir.
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n. mertebeden diferansiyel operator;

d n
dx"

=x" =D"x (3.19)

seklinde tanimlanir. (Branson, 2009)

Diferansiyel operatoriin bazi temel 6zellikleri;
1) Dy(x)=y'(x)
2) Dy(x)=D(Dy(x)) = Dy'(x) = y"(x)

3) D"y(x)=y"(x)

4) V= o2 j+ 9% nabla diferansiyel operatorii
oX oy 0z
o o¢ o
5) A=V.V=V?=—+—+— Laplace diferansiyel operatorii
ox® oy° oz

6) o keyfisabit i(u(x) +av(X)) = i(u(x)) + ai(v(x))
dx dx dx

3.2.2 Tanmm f (X), « ’y1 bir i¢ nokta olarak kabul eden ve acik bir aralikta

her mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

R0
() = Y kf“)(x—a)k
o K ” o (3.20)
= f(a)+ f'(a@)(X—a)+ fZ(I“) (X—a)? +.. 4 nf“) (X—a)" +..

serisine f(X)’in X = a noktasindaki Taylor Serisi denir. (George & Thomas,
2010)

3.23 Tamm f(x) fonksiyonunun, X=0 noktasindaki Taylor Serisi

acilmina f(Xx) fonksiyonunun Maclaurin Serisi denir ve

11
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N
=

f(x)
(3.21)

f (0) + f'(O)(x)+%(x)2 +...+@(x)” .

seklinde gosterilir. (George & Thomas, 2010)

3.24 Tanmm f(Xx,y) ve f(x,y) 'nin (n+1) inci mertebeye kadar kismi
threvleri, merkezi (a,b) ’de olan bir R agik yuvarda siirekli olsunlar. Bu durumda,

R’de,

f(a+h,b+k) = f(ab)+(hf, +kf)

1
() +§(h2 fo +2hkf,, + k2 fo)l o +

ap) Tt (3.22)

1
a(hS f o +307Kf,,, +3hk*f,, +K°f, )
L1
@D " (h 1)1

(a+ch,b+ck)

L nZ ik Dyt
n!" ox

Lk Dy g
oy OX

%y

serisine f (X,y)’in (a,b) noktasindaki Taylor Serisi denir. (George & Thomas,
2010)

325 Tanm f(x) fonksiyonunun, X=0 noktasindaki Taylor serisi

aciliminin kismi toplamlar dizisi;

10
f,(x) = Zf—W)(X—Ol)k (3.23)

i k!

seklinde tanimlanir. f (X)’e f(X)’in « civarinda n. dereceden Taylor Polinomu
denir. (George & Thomas, 2010).

3.2.1 Bir Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Bir boyutlu diferansiyel donilisiim yontemi, bir degisken igerdigi i¢in adi
diferansiyel denklemlerin ve adi diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6zimi igin

kullanilabilir.

3.2.1.1 Tanim W(X) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu W (k)

olmak Uzere;

12



W (k) = %{(?TW(X)} (3.24)

seklinde tanimlanir. W (k) fnksiyonuna w(x)’in doniisiim fonksiyonu denir, (Chen
& Ho, 1996).

3.2.1.2 Tammm W (k) 'nin diferansiyel ters dontisiimii;

w(x) = S W (k)x" (3.25)

seklinde tanimlanir, (Chen & Ho, 1996).
3.2.1.2 Tamim (3.25) esitliginde (3.24) esitligi yerine yazilarak
W(x) = ii iW(x) e (3.26)
k| dx* o

esitligi elde edilir. (3.26) denklemine Diferansiyel Dontisiim Y o6ntemi denir, (Chen &
Ho, 1996).

(3.26) de yer alan esitlik Taylor Serisini genislemesinden yola ¢ikilarak elde

edilmistir.

(3.24) ve (3.25) esitliklerinden islemlerinden yararlanilarak Tablo 3.1

dontigiim fonksiyonlarini elde edilir.
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Fonksiyon

Doniisiim Fonksiyonu

w(x) =
w(x) =

w(x) =
w(x) =
w(x) =
w(x) =
w(Xx) =
w(X) =
w(x) =
w(x) =
d
W(X) = Uu(x) —V(X)
dx
w(x) = iu(x)iv(x)
dx
w(x) = u(x)v(x)s(x)
W0 = UOVO) - 5()
dx
w(x) =

w(x) =
w(x) =
w(x) =

w(x) =

w(x) =

y(x)+2(x)
Ay (X)

y(x)z(x)

dy(x)
dx

Xm
e}Lx
sin(wx+a)

cos(wx+a)

iu(x)dx

d"y(x)
dx™

2

dx
2

w/lx

e/lx+h

sh(4x)

ch(2x)

®
g(x)

[9(x)]

W (K) =Y (k) £
W (K) = AY (k)

Z(k)

W (k) = Zk:Y(r)Z(k -r)

W (K) = (k +1)Y (k +1)

waozaw—m)z{’

W(k)_.’Ik

1, k=m
0, k#m

.7k
W(k) = ES”](?'F a)

" 7k
W (k) = ﬂcos(7+ a)

W(k) =

U (k —1)
k

k>1

W (K) = (k +2)(k +2)...(k + m)U (k +m)

\Nw)=§]k—r+aw—r+nuu»uk—r+a

r=0

\Nw)=§yr+nw—r+nua+nvw—r+n

k—r

Wi(k) =

W (k) =

- 2

ﬂ
I
=~ o

A

W (k) = (k

ﬂ/k
Wi =e

Jr
W (k) =1 k!’
0,

ZU(r)V(t)S(k—r—t)

)

k tek ise

k ¢ift ise
k tek ise

—, kgcift ise

0,
W (k) {ﬂk

k!

Wik= G(O){

W (k) = -{Ez(b

Fk)- ZH(m)G(k m)}

G(0),
+1)m-—k

kG(0) G(MW (k —m),

(k r—t+22U(rV (S —r—t+2)

k=0

k>1

(Chen & Ho,
(Chen & Ho,

(Chen & Ho,
(Chen & Ho,
(Chen & Ho,
(Hassan & 1.,

(Hassan & I.,

(Hassan & 1.,

(Arikoglu &

(Chen & Ho,
(Chen & Ho,
(Chen & Ho,
(Chen & Ho,
(Chen & Ho,

(Chen & Ho,

(Chen & Ho,

(Chen & Ho,

(Chen & Ho,

(Chen & Ho,

(Chen & Ho,

1996)
1996)

1996)
1996)
1996)
2002)
2002)
2002)

Ozkol, 2006)

1996)
1996)
1996)
1996)
1996)

1996)

1996)

1996)

1996)

1996)

1996)
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Table 3.1: Bir degisken i¢in DTM doniisiim fonksiyonlari



3.2.2 1ki Boyutlu Diferansiyel Déoniisiim Yontemi

Iki boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi, X,y degikenler olmak iizere iki

degisken icerdigi i¢in iki degikene bagli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ve

denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in kullanilabilir.

3.2.2.1 Tanmmm w(X,y) fonksiyonunun iki degiskene bagli diferansiyel
dontisiim fonksiyonu W (k,h) olmak Uzere;

Wik )—k,lh,[aak;h w(x y)} 27)

seklinde tanimlanir. W (k, h) fonksiyonuna w(X,y) ’in doniisiim fonksiyonu denir,
(Zhou, 1986).

3.2.2.2 Tammm W (K, h) 'nmin diferansiyel ters doniisiimii;

wix,y) = 3 3 W (K, hxy" (3.28)

k=0 h=0

seklinde tanimlanir, (Zhou, 1986).
3.2.2.3 Tamim (3.28) esitliginde (3.27) esitligi yerine yazilarak agsagidaki
0 o ak+h .
w(x, y)=ZZk,h, wix,y) | X'y (3.29)

kA
= X" oy

esitligi elde edilir. (3.29) denklemine iki degiskenli Diferansiyel Doniisiim Y ontemi
denir, (Zhou, 1986).

(3.27) ve (3.28) esitliklerinden yararlanilarak Tablo 3.2 deki doniisiim
fonksiyonlarini elde edilir.
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Fonksiyon

Doniisiim Fonksiyonu

W(X, y) =u(x, y) V(X y)
w(x, y) = au(x, y)

wix,y) = 240

w(x,y) = a”(ayx’ y)
W(X,y)=u(x,y)v(X.y)

w(x, y) =x"y"

w(x,y) = 22 A Y)
w(x, y) = %%
w(x,y) = W%
W(X,Y)=Uu(X,y)V(x,y)z(x.y)
i) =u(x, ) S
wix, y) = %;y”)
w(x, y) = x"e"
w(x,y)=e""

W(X,y)=x

W (k, h) =U (k, h) £V (k, h)
W (k, h) = aU (k, h)

W (k,h) = (k +DU (k +1,h)

W (k, h) = (h+1U (k, h+1)

W(k,h)=Zk:_zh:U(r,h—s)V(k—r,s)
1, k=mh=n
W(k,h)=6(k-m,h—n) =5k -m)s(h—n) ={0' aksi halde

W (k, h) :Zk(;zh;(r+1)(k—r+1)u(r+1,h—s)V(k—r+1, 5)
\N(Kh)=j;j;@+4xh—s+nU(nh—s+DV(k—ns+n
W(k,h):Zkt;zh(;(k—r+1)(h—s+1)U(k—r+1,s)V(r,h—s+1)
W(k,h)=zk(;22h(}hzzU(r,h—s— PV (t,$)Z(k—r —t, p)
W(k,h)=Zk;‘zh;‘(k—r+2)(k—r+l)U(r,h—s)V(k—r+2,s)

W (K, h) = (K +1)(k +2)...(k + r)(h+1)(h +2)...(+ S)U (K + 1, h +5)
wagmz%%ak—m

VV(k,h)::%%gi%%i

W(k,h) = 5(k -1)

(Zhou,
(Zhou,

(Zhou,

(Zhou,
(Ayaz,
(Ayaz,
(Avyaz,
(Avyaz,
(Ayaz,
(Ayaz,
(Ayaz,
(Ayaz,
(Avyaz,

(Avyaz,
(Avyaz,

1986)
1986)

1986)

1986)
2003)
2003)
2003)
2003)
2003)
2003)
2003)
2003)

2003)

2003)
2003)

Table 3.2: Iki degisken icin DTM déniisiim fonksiyonlar1

3.2.3 Uc Boyutlu Diferansiyel Déniisiim Yontemi

Ug boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi, X, Y,tdegiskenler olmak izere ¢

degisken icerdigi i¢in ii¢ degikene bagh kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ve

denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in kullanilabilir.

3.2.3.1 Tanm w(X,Y,t) fonksiyonunun iki degiskene bagli diferansiyel

dontisiim fonksiyonu W (k,h,m) olmak Uzere;
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k+h+m
W (k, h,m) = — {a

k!him!| ox*oy"oy™ wix, y,t)} (3.30)

x=0,y=0,t=0

seklinde tanimlanir. W (k, h,m) fonksiyonuna w(x, y,t) ’in doniisiim fonksiyonu
denir, (Ayaz, 2004).

3.2.3.2 Tammm W (k, h, m) 'nin diferansiyel ters doniisiimii;

wix,y.0) = 33 W (k,h, mxty"t” (3.31)

k=0 h=0 m=0
seklinde tanimlanir, (Ayaz, 2004).

3.2.3.3 Tamm iki boyutlu DTM’de oldugu gibi (3.31) esitliginde (3.30)

esitligi yerine yazilarak

kK+h+m

AN 1 ky,hgm
hz;mzo k!h!m!{axkayhaym Wi, y,t)} A (3.32)

x=0,y=0,t=0

wix,y.) =Y

0
k=0

esitligi elde edilir. (3.32) denklemine iki degiskenli Diferansiyel Doniisiim Y ontemi
denir, (Ayaz, 2004).

(3.30) ve (3.31) esitliklerinden yararlanilarak Tablo 3.3 deki doniisiim
fonksiyonlarini elde edilir.

Fonksiyon Doniisiim Fonksiyonu

w(x, y,t)=u(x, y,t)xv(x,y,t)  W(k,h,m)=U(k,h,m)xV(k,h,m) (Ayaz, 2004)

w(x, y,t) = au(x, y,t) W (k, h,m) = aU (k, h,m) (Ayaz, 2004)

w(x, y,1t) =% W (k,h,m) = (k +DU (k +1, h, m) (Ayaz, 2004)

w(x y,t):w W (k,h,m) = (h+DU (k, h+1, m) (Ayaz, 2004)

w(x, y,1) :W W (k, h,m) = (m+DU (k, h,m+1) (Ayaz, 2004)
_oUPu(x, v, t) _(k+r)t(h+s)! (m+ p)!

w(X, y,t)_W W(k,h,m) = o T o Uk+r,h+s,m+p) (Ayaz, 2004)

w(x, y,t) =u(x, y,t)v(x, y,t) Zklzhlzmlu(r,h—s,m— p)V (k—r,s, p) (Ayaz, 2004)

ou(x, y,t) ov(x, y,t) &S & &
w(x, y,t) = ™ Y D> k=r+D)(h—s+DU(k—r+1s, p\V(r,h—s+L,m-p) (Ayaz, 2004)

Table 3.3: Ug degisken icin DTM doniisiim fonksiyonlari
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3.24 n - Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Yontemi

N - boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi, n tane degiskene bagl olarak, iki
ve ili¢ boyutlu DTM gibi genellenebilir, bu sayade yiliksek mertbeden n degiskenli

kismi tlirevli denklemlerin ve sistemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilabilir.

3.24.1 Tamm W(X,X,,X,,...,X,) fonksiyonunun n degiskene bagh

diferansiyel doniisim fonksiyonu W (k, K, , Ks,...,K,) olmak Gzere;

Ky +Ky +Kg+...4K
1 a 1K T3 n

T K YK Lk 1| X ox, 2% . Ox

W (K, Ky Ky k)

Ry

w(xl,xz,x3,...,xn)} (3.33)
X =0

12,0

seklinde tanimlanir. W (k;, K, ,K;,...,Kk,) fonksiyonuna w(x,, X,,X,,...,X;) ’in doniisim
fonksiyonu denir, (Kurnaz, et al., 2005).

3.2.4.2 Tammm W (k, h,m) 'nin diferansiyel ters doniistimii;
WX X X Xy ) = D0 Do D WK Ky K K XX xS (3.34)
k=0k,=0  k,=0
seklinde tanimlanir, (Kurnaz, et al., 2005).

3.2.4.3 Tamim Iki ve (i¢ boyutlu DTM’de oldugu gibi (3.34) esitliginde (3.33)

esitligi yerine yazilarak asagidaki

0 0 1 ak1+...-%—kn k k
M WX, X, b X (3.35)
oreo %) k2> knz_;)kl!...kn! X ox (% )L X,

esitligi elde edilir, (Kurnaz, et al., 2005).
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4. BULGULAR VE KARSILASTIRMALAR

Bu bolimde, daha once farkli yontemlerle ¢ozlilmiis ya da niimerik
iterasyonlar disinda ¢oziimlenmemis kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin, DTM
ile belirli adimlarda ¢6zlimleri arastirilmis ve elde edilen sonuglar diger yontemlerle

elde edilen sonuclarla karsilastiriimigtir.

41  “K(2,2) Equation” Cozumi ve Karsilastirilmasi

4.1.1 Tamim Uglincii mertebeden

Uy + (%), +(U*),, =0 (4.1)

XXX

kismu tiirevli diferansiyel denkleminine K(2,2) diferansiyel denklemi denir.

(4,1) denklemi; kuantum mekanigi, dalga hesaplari, lazer optigi, plazma fizigi
ve daha birgok muhendislik ve fizik alanlarinda énemli rol oynadigini bilinen bir
denklemdir. (Farshad , et al., 2013) iteratif bir yontem kullanarak ¢esitli baslangic
sartlartyla sonuglar elde etmislerdir. Bu c¢alismada bir baslangi¢ sartiyla ¢dzim
arastirtlmis ardindan (Farshad , et al., 2013) ¢6zimi ile DTM ile bulunan ¢ztimler

karsilastirilmistir.

4.1.1 Ornek

u, +(u?), +u?, =0
4.2)
baslangi¢ kosulu, u(x,0)=x

Ustlii ifadeleri agtigimizda lineer olmayan u, +2uu, +6u,u, +6uu,, =0
denkleminin, u(x,0)=x baslangi¢ sartin1 kullanarak Diferansiyel Dontisiim
Yontemi ile ¢6zimi; u(x,t) ’nin diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k,h) olmak

Uzere Tablo 3.2’deki doniisiimlerden yardimiyla;
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(h+1)U (k,h+1)

(k—r+1J(r,h-s)u (k—r+1,s)j

(r+1)(k—r+2)(k-r+2ju(r +1,h_s)u(k_r+213)j (4.3)

5
1M
M- i D

.‘
I
o
o
Il
o

(k—r+3)(k—r+2)(k—r+1)u(r,h—s)u(k—r+3,s)j

seklinde yazilabilir.

u(x,0) = x baslangi¢ kosuluna 3.2.2.2 Tanim uygulanirsa;
X=0+X+0+0+..=> U(k,0)x"

U(0,0)=0

U@L0)=1 1 k=1

bu durumda U (k,0) = .
0 aksi halde

U(n,0)=0
U (1,1) adiminin degerini bulmak igin (4.3) denkleminde k =1,h =0 alinirsa;

U (L1)+4u(0,0)U (2,0)+2(U (1,0))’

(4.4)
+72U (1,0)U (3,0)+24(U (2,0))° +144U (0,0)U (4,0)=0

(4.4) denkleminde U (k,0) degerleri sirasiyla yerine yazilirsa;
ULD+2 =0 (4.5)

degeri bulunur. Benzer islemler k =0,...,6 ve h=0,...,6 i¢in tekrarlandiginda

U (0,1)+2U(0,0)U (1,0)+12U (1,0)U (2,0)+36U (0,0)U (3,0)=0

2U (0,2)+2U (0,1)U (1,0)+2U (0,0)U (1,1)+12U (1,1)U (2,0)

+12U (1,0)U (2,1)+36U (0,1)U (3,0)+36U (0,0)U (3,1)=0

U (L1)+4U (0,0)U (2,0)+2(U (1,0)) +72U (10)U (3,0)

)=

+24(U (2,0))° +144U (0,0)U (4,0)=0



seklinde devam eder, U (k,h) degerleri, Maple yardimiyla yerine yazilirsa istenen
seri ¢Ozum;

10 10

u(x,t) = > > Uk, t)x“t"

k=0 h=0

u(x,t) = x(1- 2t +4t* - 8t> +16t* —32t° + 64t° +...)

Buldugumuz sonucu (4.2) diferansiyel denkleminin Farshad’in (Farshad , et
al., 2013) makalesindeki ¢oziimiiniin seri agilimiyla karsilagtiralim;

Farshad’in (Farshad , et al., 2013) makalesindeki ¢ozimd;

X
1+ 2t

u(x,t)

Farshad’in (Farshad , et al., 2013) makalesindeki ¢ozimnln Taylor Seri agilimi;
u(x,t) = x(1- 2t + 4t 8> +16t" —32t° + 64t° +...)

bicimindedir. Asagida DTM k=0,...,10 ve h=0,...,10 ve (Farshad , et al., 2013)’1n
¢OzUiminln Taylor-(10,10) seri agilimi sartlari altinda grafigi verilmistir.

%S
SRS
oS

50

o tely
C0NS,
052
‘0‘0:::::::\\‘\
TS\

Sekil 4.1: K(2,2) d. icin DTM Sekil 4.2: Farshad, 2013 K(2,2) d.
k=0,...,10 ve h=0,...,10 adimda ¢6ziimii ~ ¢6zUmunun Taylor-(10,10) seri agilim1

Buradan anlagilacagi iizere birinci mertebeden lineer olmayan (4.2)
diferansiyel denklemin DTM ile ¢céziiminden elde edilen sonugclar, (Farshad , et al.,
2013)‘nin ¢6ziim ile aynidir.
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4.2  *“Caudrey-Dodd-Gibbon Equation” Coziimii ve Karsilastirmalari
4.2.1 Tamm «, S,y ve wkeyfi degiskenler olmak iizere,

2
u, + ol +aul,, +puu, +yuu, =0 (4.6)

XXXXX

kismu tiirevli diferansiyel denklemine, besinci mertebe Korteweg—de Vries (KdV)

kismu tiirevli diferansiyel denklemi denir.

4.2.2 Tammm (4.6) daki keyfi degiskenler & =30, =30,y =180 ve w=1

olarak secilirse asagidaki denklem elde edilir.

u, +U,., +30uu, +30uu, +180u’u =0 (4.7)

t XXXXX

(4.7) denklemine Caudrey-Dodd-Gibbon diferansiyel denklemi denir, (Caudrey, et
al., 1976).

Caudrey-Dodd-Gibbon diferansiyel denklemi, lazer optigi ve plazma fizigi
alanlarinda 6nemli rol oynadigini bilinen bir diferansiyel denklemdir. Jin (Jin, 2010)
makalesinde “Variational Iteration Method (VIM)” yontemini kullanarak c¢esitli
baslangi¢ sartlartryla CDG diferansiyel denklemini ¢6zmistiir. Daha sonra Safari
(Safari , 2011) makalesinde bu diferansiyel denklemi “Variational Iteration Method
(VIM)” ve “Adomians Decomposition Method (ADM)” ile birlikte ¢ozerek iki

yontemin sonuglarini karsilagtirmistir.

Bu calismamizda ilk olarak farkli bir baslangi¢ sartiyla CDG diferansiyel
denkleminin DTM ile ¢ozimu arastirtlmis ardindan Jin ve Safari’nin kullandigi
baslangi¢ sartlar1 kullanilarak DTM ile ¢6ziilmiis ve bu ¢dzim Jin ve Safari’nin

cozimleri ile karsilastirilmastr.

421 Ornek (4.7) denklemine u(x,0)=x baslangic sarti kullanilarak
Diferansiyel Donilisiim Yontemi uygulansin. u(X,t) ’nin diferansiyel doniisiim
fonksiyonu U (k,h) olmak tzere Tablo 3.2’deki doniisiimlerden yardimiyla asagidaki

dontisiim fonksiyonlar1 yazilabilir.
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u, . (h+DU(k,h+1)

(k+5) K9 (k +5,h)

XXXXX !

k h

30uu, ZZ —r+3)(k-r+2)(k—r+DU(r,h—s)U(k—r+3,s)
r=0 s=0
k

h
30u,u,, , 30 r+)k—r+2)(k-r+)U(r+L,h-s)U(k—r+2,s)
=0
k k=r h
180u’u, 1802 D (k—r—t+)U(r,h—s—pU(t,s)U(k—r—t+1p)
Sonug olarak (4.7) de verilen denkleme ait diferansiyel doniisiim fonksiyonu;

(h+DU (K, h+1) +

“‘:5) Uk +5,h) +
BOZk:Zh:(k—r+3)(k—r+2)(k—r+1)U(r,h—s)U(k—r+3,s)+

rkO shO (48)
30 D (r+Dk—r+2)(k—r+DU(r+Lh-sU(k—r+2,s)+

r=0 s=0
K k-=r h h-s
180> > > > (k—r—t+DU(r,h-s—pUt,sHUK-r-t+1p)=0

r=0 t=0 s=0 p=0

seklinde yazilir.

u(x,0) = x baslangi¢ kosuluna 3.2.2.2 Tanim uygulanirsa;

X=0+X+0+0+..= > U(k,0)x"
k=0

U (0,0)=0
U(@0)=1 1 k=1,
( ,) bu durumda U (k,0) = .
: 0 aksi halde
U(n,0)=0

U (1,1) adiminin degerini bulmak i¢in (4.8) denkleminde k =1,h =0 alinirsa;

U (1,1) + 720U (6,0)U (4,0) + 360U (1, 0)U (3,0) +
120U2(2,0) + 360U 2(0,0)U (2,0) + 360U (0,0)U 2 (1,0) = 0
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U (1,1) =0 olarak bulunur.

Ayni islemi, k =0,...,6 ve h=0,...,6 icin uygulanirsa Maple yardimiyla elde

edilen sonuclar;

IR
[
[
cC
—~~
=
Z
><T
-

u(x,t)

)x+U (2,0)x* +U (3,0)x* +U (4,0)x* +U (5,0)x° +
)x®+U (0,1)t+U (2,3)x*t* +U (4,4) x*t* +U (4,3)x"t° +
)Xt +U (4,2)x"t? +U (3,6)x°t° +U (2,1) x*t +U (0,3)t° +
)X°t? +U (4,6)x“t° +U (3,4)X°t* +U (6,2)x°t* +

)Xt° +U (3,3)x°t° +U (4,5)x*t° +U (6,5) xt* +U (0,2)t* +
)x°t* +U (0,5)t° +U (3,5)x°t” +U (6,4)x°t" +U (1,2) xt* +
)x°t+U (31)x°t +U (L1)xt +U (5,5)x°t° +U (0,6)t° +

u(x,t)

I

u(x,t) = 5400t* — 525929760000t° + x —9720000.xt* +
1833258874000000.xt° —180x°t +11547360000x°t* +
64800x°t* —11715321600000x°t> — 29160000x*“t® +
10940598720000000.x"t® +14696640000x°t* —
7936185600000 x°t° + ...

olarak bulunur.
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Sekil 4.3: DTM ile CDG denkleminin u(x,0) = x *deki seri ¢6zimu

4.2.2 Ornek (4.7) denklemine u(x,0) = 15+3—0 '105—tanh2(x) baslangig sarti

kullanilarak Diferansiyel Doniisiim Yontemi uygulansin. Bu durumda (4.7)
denklemine ait diferansiyel donlisim fonksiyonu, denklem degismedigi igin

4.2.10rnek’teki fonksiyon ile ayn1 olacaktir.

m+nuwm+n+(kL®iuk+am+
BOZk(;Zh(;(k—r+3)(k—r+2)(k—r+1)U(r,h—s)U(k—r+3,s)+

30220 +)k-r+2)Kk-r+DU(r+Lh-s)U(k —r+2,5)+ 9
180ik_r h hZ_i(k—r—tﬂ)U(r,h—s— DU (t,5)U (k= —t+1,p) =0

o

r=0t

0 s=0 p=0

(4.8) denklemi (4.9) denklemi aynidir.

—tanh®(x) baslangi¢ kosuluna 3.2.2.2 Tanim uygulanirsa;

15++/105
U0 =—=—

15+3—o 105 _ tanh2 (x) = U (k,0)x" (4.10)
k=0

denklemi elde edilir, (4.10) denkleminin sol tarafi Taylor Serisine agildiginda,
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15++105) , (0
30 ) "\u

)l

1

)
41

)

—272) .
I X+

i
— X+
5! 6

(4.11)

S U (K, 0)x"

esitligi elde edilir. Ayni dereceli X ’li terimlerin katsayilarini 6zdeslestirdigimizde,

151105
30

L

3

X
5

+...=U(0,0)+U (L0)x+U (2,0)x* +

(4.12)

U (3,0)x* +U (4,0)x* +U (5,0)x° +U (6,0)x° +...

seri acilimdaki diger terimleri i¢in kullanilacak baglangic degerleri Maple yardimiyla
hesaplandiginda,

U (0,0) _ 15 ++/105
30
U(1,0)=0
U(2,0)=-1
U(3,0)=0
2
U(4,0)==
(40)=2
U (5,0)=0
17
U(6,0)=-—
( ) 45
U(7,0)=0
62
U(8,0)=——
( ) 315
U(9,0)=0
U (10,0)= - 2382
14175
U(11,0)=0
U (12,0) = 2184
467775

olarak bulunur. U (L,1) adiminin degerini bulmak i¢in (4.9) denkleminde k =1,h =0

alinirsa;

U (1,1) + 720U (6,0)U (4,0) + 360U (1, 0)U (3, 0) +
120U2(2,0) + 360U 2(0,0)U (2,0) + 360U (0,0)U2(1,0) = 0
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U (1,1) = 434.0659216 olarak bulunur.

Ayni islemi, k =0,...,5 ve h=0,...,5 i¢in uygulanirsa Maple yardimiyla elde edilen

sonuglar 4.2.1 Ornek’teki sonuglara benzer bir sekilde;

u(x,t) = ZS:ZS“U(k,t)x"th

k=0 h=0

u(x,t) = 0.5000000000 +1/ 30+/105 + 231200.9316t> +
141108235100000.0t* + 434.0659216xt +
17147355250.0xt° —8.432990653 x 10" xt® — X2 +
5055669.133%°t” — 3177739576000000.0X%t* —

605.8303928x°t —118272066400.0x°t> —

5.219658388 x10” x°t° —%X" ~12774308.01x"t* +

170342913500000000.0x“t* —3332.676257 x°t —
4565090670000.0x°t* —5.567376106 x10* x°t°

olarak bulunur.

4% 107

2. % 10%—

20

X
%
Q)

o

()
)
(XD
X%

-2, % 10%—

0
X
%

X
)
X
Q”"

()

%5

)

()
¢
O

&
L)

-4, % 10%—

&
&0
XX
XX
X
%%,

<S8

&

—tanh?(x) *deki seri

Sekil 4.4: DTM ile CDG denkleminin u(x,0) = 15+3—0 V105

¢O0zumu
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Buldugumuz sonucu CDG diferansiyel denkleminin Jin’in (Jin, 2010)
makalesindeki VIM ile ¢bzimdindn seri agilimiyla karsilastiralim;

Jin’in (Jin, 2010) makalesindeki ¢6zimu;

15 +\/105 _(
30

u(x,t) = tanh (x))2 + (44 - 4@)t(sech (t))2 tanh(x) (4.13)

bicimindedir.
Bu ¢oziimiin seri agilimi,

u(x,t) =1/2+1/304105 — x? +(44—4\/105)tx+ 2/3x" +

(—44+4\/105)xt3 +[—4—34+ 4/3\/105)x3t T

(4.14)

cozlimlerin benzer olduklari goriiliir.

15+ /105
30

Sekil 4.5: VIM ile CDG denkleminin u(x,0) = —tanh?(x) *deki seri

¢Ozumu

4.3 “Sawada-Kotera Equation” Coziimii ve Karsilastirmalari

4.3.1 Tammm (4.6) deki keyfi degiskenler o =15, =15,y =45 ve w=1

olarak secilirse asagidaki denklemi elde edilir.
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U, +U,, +15uu , +15uu  +45u°u, =0 (4.15)

t XXXXX

Bu diferansiyel denkleme Sawada-Kotera Denklemi diferansiyel denklemi denir,
(Sawada & Kotera, 1974).

Caudrey-Dodd-Gibbon Denklemi gibi Sawada-Kotera Denklemi de KdV
denkleminin bir versiyonu olup, lazer optigi ve plazma fizigi alanlarinda énemli rol
oynadig bilinen bir denklemdir. Bu diferansiyel denklem (Biazar, et al., 2009) ve
(Ghasemia, et al., 2011) makalelerinde “Homotopy perturbation method (HPM)”

yontemini kullanarak c¢esitli baslangic sartlariyla ¢oziilmiistiir.

Bu calismamizda ilk olarak farkli bir baslangi¢ sartiyla SK diferansiyel
denkleminin DTM ile ¢6ziimii arastirilmis ardindan denklem (Biazar, et al., 2009) ve
(Ghasemia, et al., 2011) makalelerinde verilen baslangi¢ sartlariyla DTM yontemi
kullanilarak ¢6ziilmiis ve bu ¢oziim Biazar ve Ghasemia c¢ozumleri ile

karsilastirilmistir.

4.3.1 Ornek (4.15) denklemine (4.8) denklemine benzer sekilde u(x,0) = X

baslangic sarti kullanilarak Diferansiyel Dontlisim Yontemi uygulayalim. Bu
durumda elde edilecek denklem katsayilar haric 4.2.1 Ornek’teki gibi olacaktir.

u(x,t) 'nin diferansiyel dontisiim fonksiyonu U (k,h) olmak Uzere Tablo 3.2’deki

doniistimlerden yardimiyla asagidaki doniistim fonksiyonlari elde edilir.

u, , (h+)U(k,h+1)
I
uXXXXX 1 %U (k + 57 h)
k h
15Uy, 15D > (k—r+3)(k-r+2)(k—r+DU(r,h—s)U(k—r+35)
r=0 s=0
k h
1500, , 155 (r+)k-r+2)Kk-r+DU(r+Lh-s)U(k—r+2,5)
r=0 s=0
K k-r h h-s
4500, , 45> > 3 M (k—r—t+DU(r,h—s—pU(t,sHU(k-r—t+1 p)

I
o
o

r=0 t=0 s=0 p=0
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Sonug olarak (4.15) de verilen denkleme ait diferansiyel doniisiim fonksiyonu;

(k+5)

(h+ DU (k,h+1) + Uk +5,h) +

k h
153 (k=r+3)(k—r+2)(k—r +)U(r,h—s)U (k- +3,5) +
r:O S;O (4'16)
1522(r+1)(k—r+2)(k—r+1)U(r+1h SUK—-r+2,5)+
r=0 s=
K k=r h h-s
45553 (k—r—t+)U(r,h—s-pU(t, )UKk —r—t+1p) =0
r=0 t=0 s=0 p=0
seklinde yazilir.

u(x,0) = x baslangi¢ kosuluna 3.2.2.2 Tanim uygulanirsa;

X=0+X+0+0+..=> U(k,0)x"
k=0

u(0,0)=0
Uu@o) =1 1 k=1
( ,) bu durumda U (k,0) = .
: 0 aksi halde
U(n,0)=0

U (1,1) adiminin degerini bulmak igin (4.16) denkleminde k =1,h =0 alinirsa;

U (1,1)+90U?(0,0)U (2,0)+90U (0,0)U(1,0) +180U (1,0)U (3,0)+
60U 2(2,0) +360U (0,0)U (4,0)+720U (6,0) =0

U (1,1) =0 olarak bulunur.

Ayni islemi, k =0,...,6 ve h=0,...,6 i¢in uygulanirsa Maple yardimiyla elde

edilen sonuclar;

u(x,t) = ZG:ZG:U(k,t)xkt“

k=0 h=0
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u(x,t) = 675.0t* — 2054413125.0t> + x —303750.0xt* +
5338273964000.0xt° — 45.0x°t + 90213750.0x°t* + 4050.0x°t* —
22881487500.0x°t°> — 455625.0xt> + 259838845000000.0xt° +
57408750.0x°t* —37316698710.0x°t° + ...

olarak bulunur.

Sekil 4.6: DTM ile SK denkleminin u(x,0) = x "deki seri ¢ozimdi

4.3.2 Ornek Bu 6rnekte (4.15) denklemine u(x,0) = 2¢* sech®(cx), ce R,
baslangi¢ sarti kullanilarak Diferansiyel Doniisiim Yontemi uygulansin. u(X,t) 'nin
diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k,h) olmak (zere Tablo 3.2’deki

dontisiimlerden yardimiyla asagidaki doniisiim fonksiyonlari yazilabilir.

U, . (h+DU (K, h+1)
U+ LU 5h)

15uu,,, 152k: (kK=r+3)(k-r+2)(k—r+D)U(r,h=s)U(k —r+3,s)

r

i

k
15u.u,, 152 (r+D)k-r+2)(k-r+DU(r+Lh—-s)U(k —r+2,s)
=0

r

O

7«“”

h-s

450°u, 452k: Zh:Z( k—r—t+)U(r,h—s—p)U(t,s)U(k—r—t+1 p)

r=0 t=0 s=0 p=0

=
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Sonug olarak (4.15) de verilen denkleme ait diferansiyel déniisiim fonksiyonu Ornek

4.3.1 ile aynidir;

m+nu¢m+n+ﬂﬁéﬂuw+am+

Zk“zh:(k—HS)(k—r+2)(k—r+1)U(r,h—s)U(k—r+3,s)+
r:Os;O (417)
DI (r+Dk-r+2)(k-r+DU(r+Lh-s)U(k—r+2,s)+

k—r

Zh: (k=r—t+DU(r,h—s-pu(,s)U(k-r—-t+1p)=0

seklinde yazilir.

u(x,0) = 2¢® sech®(cx), ¢ =1; baslangi¢ kosuluna 3.2.2.2 Tanim uygulanirsa;

04240-2x +0+ 2% 102240 10+ 12450 L o 2704 s +0+...= > U(k,0)x¢
3 45 315 14175 pary

U(0,0)=0
U(L,0) =2
U(2,0)=0
U (3,0) = -2
U(4,0) =9

U@@:%

U (6,0) =0

34
U(7,0)=-"

U (L1 adiminin degerini bulmak i¢in (4.17) denkleminde k =1,h =0 alinirsa;

U (1,1)+90U(0,0)U (2,0)+90U (0,0)U?(1,0)+180U (1,0)u(3,0)+
60U 2(2,0) +360U (0,0)U (4,0)+720U (6,0) =0

U (4,1) = 720 olarak bulunur.
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Ayniislemi, k =0,...,2 ve h=0,...,2 i¢in uygulanirsa Maple yardimiyla elde

edilen sonuclar;

u(x,t) = zz:ZZ:U(k,t)xkt“

k=0 h=0

u(x,t) = =160t — 777840t* + 2x + 720.xt + 6022947884.xt* +1544x°t + 21091419700%°t* +...

olarak bulunur.

Buldugumuz sonucu SK diferansiyel denkleminin Biazar’in (Biazar, et al.,
2009) makalesindeki HPM ile ¢6zimdindin seri agilimiyla karsilastiralim;

Biazar’in (Biazar, et al., 2009) makalesindeki ¢6zim;

u(x,t) = 2(sech(x))2 + 64tanh(x)(sech(x))2 t +512(sech(x))4 (2(cosh(x))2 —3)t2 +...

bicimindedir.
Bu ¢6ziimiin seri agilimi;

u(x,t) =2—-2x* +64xt —512t*> +4/3x" —2—:6tx3 +2048X°t% +...

¢cOziimlerin benzer olduklar1 goriiliir.

Sekil 4.7: SK denklemi igin
DTM k=0,...,2 ve h=0,...,2 adimda
¢ozumu

Sekil 4.8: Biazar’in SK d. ¢6zimunun
Taylor-(2,2) seri agilimi
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4.4  Lineer Olmayan Kismi Turevli Diferansiyel Denklem Cozami ve

Karsilastirilmasi

4.4.1 Ornek Ikinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklem ve

baslangig sart1;

—u,° -U, =——, u(x,0) = x (4.18)

olarak verilsin. u(x,t) ’nin diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k,h) ve olmak Uzere
Tablo 3.2°deki doniisiimler yardimiyla;

1Zklzhl(r(k—r+l)+l)u(r +Lh-s)u(k-r+1s)-
2r:0 s=0 (419)

(h+1)u(k.h+1) :—%5(k—m,h—n)
doniisiim fonksiyonu yazilabilir.

u(x,0) = x baslangi¢ kosuluna 3.2.2.2 Tanim uygulanirsa;

X=0+X+0+0+..=> U(k,0)x"
k=0

u(0,0)=0
Uu@o=1 1 k=1,
( ,) bu durumda U (k,0) = .
: 0 aksi halde
U(,0)=0

olarak bulunur. Benzer bigcimde &(k —m,h—n) fonksiyonun terimleri m=2,n=0
icin;

1 k=2h=0

6(k=2,0)=5(k-2)5(0) = {o aksi halde

olarak bulunur.

(4.19) denkleminde k =0,...,6 ve h=0,...,6 degerleri sirasiyla yerine yazilirsa;
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1 2 1
S(U(0) =U(01)--5(0,0)

gu (1,0)U (2,0)=U (1,1)—%5(1,0)
U(L1)U (1,0)=2U(0,2)-1/25(0,1)
gu (L1)U (2,0)+§U (L0)u (2,1)=2U (112)—%5(111)

2U (L1)U (3,0)+2U (1,0)U (3,1)+2U (2,1)U (2,0) = 2U (2,2)—%6(2,1)

gu (L2)u (2,0)+gu (L1)U (2,1)+§u (L0)U(2.2)-30 (13)-35(1.2)

seklinde devam eder, U (k,0) ve 6(k —m,h—n) degerleri Maple yardimiyla yerine

yazilirsa istenen seri ¢oziim;

u(x,t) = ZﬁliU(k,t)xkth

k=0 h=0
u(x,t) = X+ =t + Lt Ext2 Lo Lep sy £xt4 s Ly ﬂxt6 +
2 2 8 8 12 128 320 60 15360
Diferansiyel Donilisim Yontemi ile (4.18) diferansiyel denkleminin ¢6zim,
Yanovsky’nin (Yanovsky, 2005) ¢alismasindaki ¢6ziim ile karsilagtirildiginda;

Yanovsky’nin ¢ozimd,

2

1(x+sin(t)) sin(t)
2 cos(t)

u(x,t) = xcos(t) +%sin(t)cos(t)+

bicimindedir.
Yanovsky’nin ¢6ziminin Taylor Seri agilimi;

u(x,t) = x+1t+lx2t +£xt2 +1t3 +£x2t3 +ixt4 +it5 +ix2t5 +Ext6 +£t7 +...
2 2 2 6 6 24 15 15 720 630
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Sekil 4.9: (4.18) denklemi igin Sekil 4.10: Yanovsky,2005 ¢6ziminun
DTM k=0,...,2 ve h=0,...,2 adimda Taylor-(2,2) seri agilimi
¢OzUmdii

Sekil 4.11: (4.18) denklemi igin Sekil 4.12: Yanovsky,2005 ¢ozimunin
DTM k=0,...,6 ve h=0,...,6 adimda ¢6ziimii Taylor-(6,6) seri agilimi

(Sekil 4.9) ile (Sekil 4.10) den yola ¢ikarak (Sekil 4.11) ile (Sekil 4.12)
incelendiginde, adim sayist artikca seri ¢O0ziimiim ideal degerine ulastigi

g6zlenmektedir.

45 Kismi tiirevli “Inviscid-Burger” Denkleminin CoézUmi ve

Karsilastirilmasi

4.5.1 Tamm Iki degiskenli kismu tiirevli Inviscid-Burger Denklemi o keyfi

sabit olmak Uzere,

u, +auu, =0 (4.20)
olarak tanimlanair.
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4.5.1 Ornek Ikinci mertebeden lineer olmayan (4.20) denkleminin bir formu

u, —uu, =0 (4.21)

2
denkleminin, u(X,0)=X? baslangi¢ sartin1 kullanarak Diferansiyel Doniisiim

Yontemi ile ¢6zimi; u(x,t) ’nin diferansiyel doniisim fonksiyonu U (k,h) olmak

Uzere Tablo 3.2’deki doniisiimlerden yardimiyla;

(h+1)U (k,h+1)= Zk:(zh: k—r+1J(r,h- s)U(k—r+1,s)j (4.22)

r=0 \ s=0
doniistim fonksiyonu yazilabilir.

2
u(x,0) = X? baslangi¢ kosuluna 3.2.2.2 Tanim uygulanirsa;

2 2

X?=0+O+X?+O+...=ZU(k,O)Xk
K=

U(0,0)=0
U(0,0)=0 1,
U(2,00=1} bu durumda U(k,0)=15 ’

: 0 aksi halde
Uun0)=0

olarak bulunur.

(4.22) denkleminde k =0,...,10 ve h=0,...,10 degerleri sirasiyla yerine yazilirsa;
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U( 1)=U(0,0)U(10)
20(0,2)=U (0,2)U (1,0)+U (0,0)U (1.1)
3U(0,3)=U (0,2)U (1,0

)+U(01)U(11)+U(0,0)U(1,2)
0

U (1,1)=2U(0,0)U (2,0)+(U (1,0))’
2,0)+2

2U(3,2)=2U(0,2)U(2,0) ( 0)U (2,1)+2U (L1)U (1,0)
3U(1,3) = 2U (0,2)U (2,0) +2U (0,1)U (2,1) +2U (0,0)U (2,2) +2U (1,2)U (1,0) + (U (1.1))’
U (2,1) =30 (0,0)U (3,0)+3U (1,0)U (2,0)

U (3,0)+3U (0,0)U (3,1)+3U (L1)U (2,0)+3U (1,0)U (2,1)

20(2.2)=30(0.)

seklinde devam eder, U (k,0) degerleri Maple yardimiyla yerine yazilirsa istenen seri

¢Ozum;
10 10
u(x,t) = > > Uk )xe"
k=0 h=0
u(x,t) =1/5x? +£tx3 +1/25t°x* +£t3x5 +£t“x6 +£t5x7 +
25 625 3125 15625

429 tox® + 286 t7x9+ﬂt8xm...
78125 78125 1953125

olarak bulunur.

Buldugumuz sonucu Inviscid-Burger diferansiyel denkleminin Zwillinger’in
(Zwillinger, 1997) calismasindaki ¢0zUmunin seri agilimiyla karsilastiralim;

(k) = 1— (0.4)tx — (0.5)+/25— 20tx

(0.4)¢2

bicimindedir. Zwillinger’in ¢ézimundln Taylor Seri agilima;

u(x,t) =1/5x? +£tx3 +1/25t*x* +£t3x5 +£t“x6 +£t5x7 +
25 625 3125 15625
429 (538 4 286 30 4 4862 8300
78125 78125 1953125

oldugu goriiliir. Buradan anlasilacag lizere birinci mertebeden lineer olmayan (4.21)
diferansiyel denklemin DTM ile ¢6ziimdiinden elde edilen sonuglar, Zwillinger‘in
¢cozim ile aynidir. Asagida iki ¢oziimiin DTM k=1...10 ve h=1...10 ve Zwillinger,
1997 ¢6zUminin Taylor-(10,10) seri agilimi sartlar1 altinda grafigi verilmistir.
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Sekil 4.13: Inviscid-Burger denklemi Sekil 4.14: Zwillinger, 1997 ¢6zUmunin
icin DTM k=0,...,10 ve h=0,...,10 Taylor-(10,10) seri agilim1
adimda ¢oziimii

39



5. SONUC VE ONERILER

Diferansiyel denklemler; giinliilk hayatta genis bir kullanim alani olan

neredeyse tiim bilim dallarinda biiyiik bir 6neme sahip denklem ¢esitleridir.

Yiiksek mertebelerden ve lineer olmayan yapilardan olusan diferansiyel
denklemlerin gercek ¢oziimiine ulasmak her zaman mumkin olamayabilir. Ozellikle
gercek ¢o6zumi bilinmeyen fakat bilim icin gercek ¢o6ziimi oldukga 6nemli olan

diferansiyel denklemleri DTM kullanarak hesaplamak mumkuandr.

Bu c¢alismada iki ve daha yiliksek mertebelerden iki degiskene bagli lineer
olmayan ve yari-lineer diferansiyel denklemlerin farkli baslangi¢ sartlar1 altinda
¢Oziimii arastirilmis elde edilen ¢oziimler farkli yontemlerle hesaplanmis sonuglarla
karsilastirilmistir. Elde edilen sonuglardan da anlagilacagi iizere DTM ile yapilan
cOziimlerde hata pay1 birgok iteratif yonteme gore daha azdir. Ayrica DTM, tiirev
yapilarim1 basit cebirsel ifadeler yardimiyla inceledigi i¢in diger birgok yaklasik
hesap yapan yonteme gore daha kolay kullanilabilir bir yapiya sahiptir. Basit
denklemlerin bilgisayar programlari yardimiyla hesaplanmasi c¢ok daha kolay
olacagindan DTM’yi diferansiyel denklemlerin hesaplamalarinda kullanmak
zamandan ve maliyetten tasarruf saglamaktadir. Ornek 4.1.1, Ornek 4.2.1, Ornek
4.2.2, Ornek 4.3.1, Ornek 4.3.2, Ornek 4.4.1, Ornek 4.5.1, de elde edilen sonuglar
birer seri agilimdir ve bu calismanin 4. Boliimiinde DTM ile elde edilen sonuglar
ayni Orneklerin diger yontemlerle elde edilmis sonuclart ile karsilagtirilmistir.
Karglilastirmadan da anlasilacagi tizere DTM, diferansiyel denklem ¢6zumleri igin

kullanigh bir yontemdir.

DTM kullanilarak bu calismada ve ¢alismada yer alan kaynaklarin disinda
daha bircok kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimii yapilabilir ve var olan
¢oziimlerle karsilagtirilabilir. Diger yontemlerin (VIM, HPM, HAM, ... ) olumlu
yanlarin1 alarak DTM’nin kolay kullanilabilir yapisin1 birlestirmek daha hassas
cozimler yapmak igin bir baslangig noktasi olabilir. Bu sayede baslangic sarti
olmadan, DTM kullanilarak hata pay1 en aza indirilmis ¢éztimlere ulasmak miimkiin

olabilir.
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