T.C.
BALIKESIR UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI

SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR

YUKSEK LISANS TEZi

BUSRA SERAN

BALIKESIR, OCAK - 2016



T.C.
BALIKESIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR

YUKSEK LISANS TEZi

BUSRA SERAN

Jiiri Uyeleri : Yrd. Dog. Dr. Pinar METE (Tez Danismani)
Dog¢. Dr. Firat ATES

Yrd. Dog. Dr. Celal Cem SARIOGLU

BALIKESIR, OCAK - 2016



KABUL VE ONAY SAYFASI

Biisra SERAN tarafindan hazirlanan “SIMETRIK SAYISAL
YARIGRUPLAR” adli tez ¢alismasmim savunma sinavi 27.01.2016 tarihinde
yapilmis olup asagida verilen jiiri tarafindan oy birligi / oy ¢oklugu ile Balikesir
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans
Tezi olarak kabul edilmistir.

Jiri Uyeleri imza
Danisman

Yrd. Dog. Dr. Pinar METE

Uye

Dog. Dr. Firat ATES

Uye

Yrd. Dog. Dr. Celal Cem SARIOGLU

Jiiri iiyeleri tarafindan kabul edilmis olan bu tez Balikesir Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulunca onanmugtir.

Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirii

Dog. Dr. Necati OZDEMIR



OZET

SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR
YUKSEK LISANS TEZi
BUSRA SERAN
BALIKESIR UNIiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: YRD. DOC. DR. PINAR METE)
BALIKESIR, OCAK - 2016
S bir sayisal yarigrup ve F(S), S’nin Frobenyus sayisi olmak ilizere z € S
tamsayisit F(S)-z € S olmasmi gerektiriyor ise S’ye simetrik sayisal yarigrup denir.
Simetrik sayisal yarigruplar kullanislt 6zelliklere sahip olmalarindan dolay: literatiirde
oldukea calisilmislardir.
Bu tez caligmasi, simetrik sayisal yarigruplar iizerine bir derlemedir. Bu tezde

olaganiistii 6zelliklere sahip olan simetrik sayisal yarigrup aileleri ve degismeli cebirin
onemli tekniklerinden biri olan yapistirma kavrami incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Sayisal yarigrup, simetrik sayisal yarigrup, yapistirma.



ABSTRACT

SYMMETRIC NUMERICAL SEMIGROUPS
MSC THESIS
BUSRA SERAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. PINAR METE)
BALIKESIR, JANUARY 2016
A numerical semigroup S with Frobenius number F(S) is symmetric, if every

integer z ¢ S implies F(S)-z € S. Symmetric numerical semigroups have been
extensively studied because of their very useful on the properties.

This thesis study is a survey on the symmetric numerical semigroup with
extraordinary properties and the concept of gluing which is one of the most important
tecniques in the commutative algebra have been investigated.

KEYWORDS: Numerical semigroup, Symmetric numerical semigroup, Gluing.
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SEMBOL LIiSTESI

S
g*
m(S)
G(S)
G(S)
Ap(Sn)
<A>
e(S)
F(S)
c(S)
PF(S)
SG(S)
t(S)
R[S]
RI[S]]
Maximal<, Ap(S,n)
M(X)

#p

Sayisal yarigrup

S’ nin sifir olmayan elemanlari kiimesi
S’ nin katlilig1

S ’nin bogluklari

S’ nin cinsi

S sayisal yarigrubunun n’ye gore Apery kiimesi
A trete¢ kiimesi

S’ nin gdmme boyutu

S’ nin Frobenyus sayisi

S’ nin kondiiktorii

S’ nin S6zde-Frobenyus sayisi

S’ nin 6zel boslugu

S’ nin tipi

S’ nin Sayisal yarigrup halkasi

S’ nin formal yarigrup halkasi

Ap(S,n) kiimesinin <s bagintisina gére maximal elmanlar1

X tizerindeki serbest monoid

p temsilcisinin eleman sayisi
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1. GIRIS

a1, ..., Gy, 0beb(ay, ..., a,) = 1 olan pozitif tamsayilar olsun.
< Ay enny Ay >= {xl cayF et Xy Ay | T, X, € N}

kiimesi bir sayisal yarigruptur ve tiim sayisal yarigruplar bu formdadir. Bu nedenle
sayisal yarigruplar1 calismak pozitif katsayili homojen olmayan bir lineer denklemin
negatif olmayan tamsay1 ¢coziimlerini ¢calismak demektir. Bu klasik problemin ¢aligsmasi
literatiirde genis yer bulmustur [1], [2], [3], [4], [5], [6]. Sayisal yarigruplar ile ilgili

bilinen ilk problemlerden birisi,
S =<a,..a, >

sayisal yarigrubunda olmayan en biiyiik tamsayiy1 aq, ..., a,’ler cinsinden belirlemektir.
Bu, Frobenyus(1849—1917) un derslerinden birinde 6ne siirdiigii bir problem oldugundan
literatiirde Frobenyus problemi olarak bilinir. Sayisal yarigruplardaki invaryantlardan
Frobenyus sayis1 ve cins bu gruplarda 6zel bir rol oynamaktadir. Bununla birlikte diger
invaryantlar; katlilik, gdmme boyutu, kondiiktor, Apery kiimeleri, S6zde-Frobenyus sayisi
ve tiptir.

Bu tezde amag, oldukca genis calisma alani bulunan simetrik sayisal yarigruplari
calismaktir. Simetrik sayisal yarigruplarin calisilmasinda bu yarigruplarin halka teori ile
baglantisinin verildigi Kunz’un [7] makalesi Onciiliik etmistir.

Tezin 2. boliimiinde sayisal yarigruplar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tezin 3. boliimiinde tezin ana konusunu olusturan simetrik sayisal yarigruplar rnek-
lerle birlikte anlatilacaktir.

Tezin 4. boliimiinde yapistirma kavrami agiklanacak ve simetrik sayisal yarigruplar ile

baglantis1 kurulacaktir.



2. SAYISAL YARIGRUPLAR

2.1 Monoidler ve Uretecler
2.1.1 Tanim. G # @ bir kiime ve "x" bir ikili iglem olsun.

(i) Va,b,c € G igin

ax(bxc)=(axb)xc
ise (G, *) ikilisine bir yarigrup,
(i) G bir yarigrup ve Va € G igin
axe=exa=a
olacak sekilde e € G birim eleman1 varsa GG yarigrubuna bir monoid,
(iii) G bir monoid ve Va € G icin
axa S =a  *xa=e
olacak sekilde ™! € G ters elemani var ise

G monoidine grup ad verilir.

@ # H, G’nin bir alt kiimesi olsun. Va, b € H icin
axb e H

ise, H kiimesine G’nin alt grubu denir.
2.1.2 Ornek. Z tamsayilar kiimesi, "+ toplama islemine gore bir yarigruptur.

2.1.3 Tanim. (G, *) bir monoid ve S C G olsun.
(i) ee S,
(i) Va,b € Sigcinaxb e S

ise S” ye G’ nin alt monoidi denir.



2.1.4 Tanmm. N dogal sayilar kiimesi ve S C N alt kiimesi olsun.
i) 0e€ S,

(i1) Va,b € Sicin
a+beS

ise S kiimesine N’nin alt monoidi denir.

2.1.5 Ornek. {0} ve N, N’'nin alt monoidleridir: S = {0} alalim.
(i) 0 e Sve
(i) 0 € S icin
0+0=0€S

oldugundan {0}, N’ nin alt monoididir.

2.1.6 Ornek. S bir alt monoid ve 0 # a € S olsun. Vd € N igin
a+a+ ... +a=daes

elde edilir.Bu durumda, S sonsuz bir kiimedir.
2.1.7 Tanim. S, N’nin bir alt monoidi ve (G, Z tamsayilar kiimesinin S ile liretilen

alt grubu,
G:{Z)\iai|n€N, N\ €7, aiES}
i=1

olsun. Eger 1 € GG ise .S alt monoidine sayisal yarigrup denir.
2.1.8 Onerme. [8] S, N’nin bir alt monoidi olsun. Bu durumda S’nin bir yarigrup

olmast i¢in gerekli ve yeterli kogul N\ .S’nin sonlu bir kiime olmasidir.
Ispat: = S bir sayisal yarigrup, G C Z ve G, S ile iiretilen bir grup olsun. Tanim 2.
1.7.’den 1 € G oldugundan baz1 \; € Z ve a; € S igin,

k
1= Z /\Z-ai
i=1

dir. Genelligi bozmadan, Ay, ....\; < 0 ve A\j41,....\x > 0 oldugunu kabul edebiliriz.
S =N = s ise,

seSvel = Zle \a; = 22:1 Aia; + ZLH A;a; oldugundan

k
1+s= ZAiaieS

1=[+1



elde edilir.

Hern > (s—1)-(s+1)icinne Sn>(s—1)-(s+1)ven=q-s+r0<r<s
olsun.

n=q-s+r>(s—1)-s+(s—1)=(s—1)
oldugundan

¢g=z(s=1)=r

Boylece,
n=gq-s+r

S (st (=) s
=r-(s+1)+(¢g—r)-s

Sonugta, n € S elde edilir. Boylece N\'S sonlu bir kiime olur.

< N\ S’nin sonlu elemanli oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
s+1e€S
olacak sekilde s € S vardir. Boylece;
l-(s+1)+(-1)-s=1eG

elde edilir. Bu S’nin sayisal yarigrup olmasi demektir. 0

2. 1. 8. Onermesi bize sayisal yarigruplari asagidaki gibi tanimlayabilecegimizi soyler.

2.1.9 Tamim. S, N’nin bir alt monoidi olsun. .S kiimesi,
(i) 0esS,
(i) Vx,y € Siginzx +y € S,
(iii) N\ S sonlu,

sartlarin1 sagliyor ise, S ’ye bir sayisal yarigrup denir
2.1.10 Ornek. S —< 3,5 >= {3 o145 @ | @, Ts € N}
S kiimesi, 2.1.9 Tanimindaki 6zellikleri saglar. A¢ikca gosterecek olursak
i 0esS
(i) Ve,y e S, x=3-x1+5-x2vey =3 -y, + 5 -y, olacak sekilde x1, x9,y1, 72 € N
vardirve x +y = 3- (z1 +y1) +5- (22 +12) € S dir. Ote yandan Vn > 8 tamsayisi

icin 3 - x; + 5 - x5 = n Diofant denkleminin (3,5) = 1 ve 1|8 oldugundan dogal
sayilarda ¢6ziimii vardir. Dolayisi ile S = {0, 3,5,6,8,9,10, — } elde edilir.
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(i) N\S = {1,2,4,7} sonlu

kosullarini sagladigi icin bir sayisal yarigruptur.
Simdiki Onerme N’nin alt monoidleri yerine neden sayisal yarigruplar fikrine

odaklandigimizi agiklamaktadir.
2.1.11 Onerme. [8] S, N’nin bir alt monoidi olsun. Bu durumda S bir sayisal

yarigruba izomorfiktir.
ispat: obeb(S) = d olsun. Buradan, d elemani, Z’de S tarafindan iiretilen grubun

iireteci olur.

si={slses}
bir sayisal yarigruptur:

G, S ile iiretimis bir grup olsun. Bu durumda,
G = {Z?’:l/\i-aﬂneN,)\i EZ,aiES}

yazabiliriz.
Simdi 1 € G oldugunu gorelim.
obeb(S) = d ise,

d=X-S1+ ...+ X, Sn, Sn €S

yazabiliriz. Boylece,
I=MA-5+ .+

elde edilir ki, bu 1 € G demektir. Boylece S bir sayisal yarigrup olur.

¢ZS—>51

N
S —
d

doniisiimiinii alalim.

S1, So € Sigin

¢(81+82):¥:%+%

= P(s1) + B(s2)



oldugundan ¢ bir monoid homomorfizmasi olur. 0

Her s1, s5 € S icin

S1 = So

elde edilir. Boylece ¢, birebir bir homomorfizmadir. Yine, Vs; € S icin,

S
sl-d:a-deS

oldugundan

¢(s) = ¢(s1.d)

elde edilir. Buradan,

yazilir.
2.1.12 Not. Herhangi bir sayisal yarigrup sonsuz elemanli olmasina ragmen, sonlu

tane elemant tarafindan tanimlanabilir. Bunun nedeni, yarigruptaki sonsuz elemanin sonlu

tanesinin bir lineer kombinasyonu ile elde edilmesidir.

2.1.13 Tamim. S bir sayisal yarigrup ve A C S olsun. Va € S i¢in,

r
a = E )\i-ai
i=1

olacak sekilde ay,...,a, € A ve A, ..., A\, € Nelemanlar var ise S, A ile tiretilir denir

ve
S=<A>
ile gosterilir.
2.1.14 Onerme. [8] Sayisal yarigruplar sonlu iiretilmistir.

Ispat: A, S’nin iireteclerinin bir listesi olsun. m, S’ nin sifir olmayan en kiigiik
elemani olsun. Bu durumda

me A

olur. a,a’ € A, a < d,

a=dad (mod m)

oldugunu varsayalim. Buradan

d=k-m+akecZ"



yazabiliriz. Boylece A kiimesinden o’ elemanini ¢ikarabiliriz. Bu sekilde devam edersek
bu islemlerin sonunda herbiri m modiiliine gore ayn1 denklik sinifinda olan bir tek eleman
elde edilir. Bu A kiimesini sonlu elemanli segilebilecegimiz anlamina gelmektedir.  [J

A ve B kiimeleri Z tamsayilar kiimesinin alt kiimeleri olsun.
A+B:{a+byaeA,beB}
olarak tanimlidir. .S sayisal yarigrubu i¢in
S* = S\{0}
S’nin sifir olmayan elemanlarinin kiimesidir.
S* 4+ 5" = {81+82 | 51,892 € S\O}
2.1.15 Yardimci Teorem. [8] S, N’nin bir alt monoidi olsun. Bu durumda,
S*\ (S*+57)

S’nin bir iireteg sistemidir. Ustelik, S’nin tiim iireteg sistemleri bu sistemi igerir.

Ispat: s € S* alalim. Eger
s¢ ST\ (S"+957)
ise,
s=z+vy, x,y<s
olacak sekilde x,y € S* elemanlar1 vardir. Ayni1 prosediir x ve y elemanlar1 icinde tekrar
edilirse, sonlu adimdan sonra

S=81+ S+ ...+ 8,

olacak sekilde s1, s9, ..., s, € S\ (S*+ 5*) elemanlarini bulabiliriz. Bu S*\ (S*+.5*)’in
S’nin bir tirete¢ sistemi oldugunu ispatlar.

Simdi S* \ (S* 4+ S*) sisteminin, S’nin tiim irete¢ sistemi tarafindan kapsandigini
ispatlayalim.

A, S’nin bir bagka iirete¢ sistemi olsun.
S*\N(S*+S5")CcA

oldugunu gorelim.



x e ST\ (S + 5%
olsun. Buradan,

rT=M-a;+ ..+, ay

olacak sekilde, n € N\ {0}, aj,...,a, € A, A\,..,\, € Nvardir. z ¢ S* + S*

oldugundan bir 7 € 1, .., n icin

olur ki, bu z € A demektir. O

2.2 Kathlik, Cins, Bosluklar

Bu boliimde, sayisal yarigruplar ile ilgili temel tanimlar verilecektir.
2.2.1 Tanmm. S bir sayisal yarigrup ve n; < ng < .... < ny,, S’nin bir minimal iireteg

kiimesi olsun. 0 # n; € S elemanina, S’nin katlilig1 denir ve
m(s) =ng
ile gosterilir.
2.2.2 Ornek. S=<3,5,7>
- {3-)\1+5->\2+7-/\3 | A, Ao, Ag eN}
- {3,5,6,7, 8.9.10, — }
{3, 5, 7} kiimesi, S nin minimal iirete¢ kiimesidir ve m(s) = 3 diir.
2.2.3 Tanim. S bir sayisal yarigrup olsun
N\ S
kiimesine S’nin bosluklart denir ve G(.5) ile gosterilir. N \ S’deki eleman sayisina S’ nin
cinsi denir ve g(.5) ile gosterilir.
2.2.4 Ornek. S=<3,5,7> olsun.
—{3,5,6,7.5,9,10 > }
N\ S = G(S) = {1,2,4}
9(5) =3
2.2.5 Not. S bir sayisal yarigrup olsun. 2.1.8 Onerme’den N \ S sonludur. Boylece,

bir sayisal yarigrubun cinsi her zaman sifir olmayan bir tamsayidir.

8



2.3 Apery Kiimeleri

Sayisal yarigruplar ile ilgilenenler i¢in Apery Kiimeleri 6nemli araclardan biridir.

2.1.14 Onermesinin ispatinin temelindeki fikir bizi siradaki tanima gotiiriir.
2.3.1 Tamim. n € S* olsun.S sayisal yarigrubunun n’ye gore Apery kiimesi Ap(S,n)
ile gosterilir ve
Ap(S,n) = {s€S|3—n§§S}
olarak tanimlanir.
2.3.20rnek. S =<5,7,9 >= {O, 5,7,9,10,12,14 — } sayisal yarigrubunu

alalim.

n=>5¢€ S*olsun
Ap(S,5) = {seS|s—5§éS}
_ {0,7,9, 16, 18}
233 Ornek. S =< 3,7 >= {0, 3.6,7,9,10,12,13 — } sayisal yarigrubunu

alalim.

n =3 € S*olsun
Ap(5,3):{565|5—3¢5}

- {0,7, 14}

Simdiki Yardimci Onerme Ap(S,n) kiimesinin tam olarak n tane elemani oldugunu

sOyler.
2.3.4 Yardimc1 Teorem. [9] S bir sayisal yarigrup ve n € S* olsun.Her: € 1,2, ...,n
icin, w(i),
w(i) = i(modn)
olacak sekilde S’nin en kiiciik elemani olsun. Bu durumda,

Ap(S,n) = {0 =w(0),w(1),...,w(n —1)}

olur.

ispat: 0 <7 <n — 1 olsun. Tanimdan,

\



= n|(w(i) - 1)
= w(i) —i=nkke(2)
= w(i)—i=n+nk—-1),ke (2)
=w(i)—n=i+nk—-1),ke (2)
= w(i) —n =i(modn)
elde edilir. w(i), S sayisal yarigrubunun
w(i) = i(modn)

olan en kiiciik eleman1 oldugundan bu
w(i) € S
anlamina gelir. Boylece Ap(S,n)’ nin tanimindan,
w(i) € Ap(S,n)

elde edilir.

Simdi a,b € Ap(S,n) olsun. Ap(S,n)’nin tanimindan,
a—né¢sS
b—n¢S

olur. a,b € S ve S yarigrup olmasindan a + b € S.
a = b(modn)

oldugunu varsayalim.
= n|(a—0b)
=a=b+n-kkeZ
=a=b+n+n-(k—1),keZ
=a-n=b+n-(k—1)

b€ S, a e S ve son esitlikten,

a—ncsS

olur. Bua € Ap(S,n) olmast ile ¢elisir. Boylece Ap(S,n) kiimesi i¢inde
a = b(modn)
olacak sekilde a, b € Ap(S,n) elemanlart yoktur.

10



2.3.50rnek. S =<5,7,9 >= {O, 5,7,9,10,12,14 — } sayisal yarigrubunu

alalim. 2.3.4 Yardimci1 Teoremden,

Ap(S,5) = {o — w(0), w(1),w(2), w(3), w(4)}

w(2) = 2(modb) = w(2) =7
w(3) = 3(mod5) = w(3) = 18
w(4) = 4(modb) = w(4) =9

Buradan,

Ap(S,5) = {0,7, 9,16, 18}
elde edilir.
2.3.6 Ornek. S =< 5,6,8 >= {O, 5,6,8,10,11,12,13,14 — } sayisal yarigrubu

icin 2.3.4 Yardime: teoremini kullanarak Ap(S, 8) kiimesi,
Ap(8,8) = {0 = w(0), w(1), w(2), w(3), w(4), w(5), w(6), w(T)}
w(l) = 1(mod8) = w(1) = 17
w(2) = 2(mod 8) = w(2) = 10
w(3) = 3(mod8) = w(3) =11
w(4) = 4(mod 8) = w(4) = 12
w(5) = 5(mod8) = w(5) =5
w(6) = 6(mod8) = w(6) = 6
w(7) = T(mod 8) = w(7) = 15

Buradan,

Ap(S,8) = {0,5,6, 10,11,12, 15, 17}

seklinde hesaplanir.

11



Simdiki 6nerme, sayisal yarigruptaki elemanlar1 tek bir sekilde temsil etmek icin

Apery kiimelerinin nasil kullanildigin1 gosterir.

2.3.7 Onerme. [8] S bir sayisal yarigrup ve n € S* olsun. Her s € S igin,
s=k-n+w

olacak sekilde bir tek
(k,w) € N x Ap(S,n)

ikilisi vardir.

Ispat: s € S olsun.s € Ap(S,n) ise,
k=0, w=s

alirsak,

s=0-n+w
olacak sekilde

(0,s5) € N x Ap(S,n)
elde edilir. s ¢ Ap(S,n)ise Ap(S,n) kiimesinin tanimindan
s1=8—n
olur. Simdi s; elemant ile baglayalim. Bu durumda,
sk =s—k-ne€ Ap(S,n)
olacak sekilde £ € N vardir.
s=ky-n+w, ki € N, w; € Ap(S,n)

olsun. &y # k oldugunu yani s elemaninin

s=kn+ s

=Fki-n+w
olacak sekilde iki tiirlii yazildigim varsayalim. Ustteki 1. esitlikte

Sp =W
alabiliriz. Bu durumda
ki #k=0%# (ki —k) - n=w—uw
= w = w;(modn)

bulunur. w, w; € Ap(S,n) oldugundan bu bir celigkidir. O
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2.3.8 Tanim. S bir sayisal yarigrup ve A C S olsun. Eger,
S=<A>

ve A’nin higbir 6zalt kiimesi bu 6zelligi saglamiyor ise A kiimesine S yarigrubunun

minimal iirete¢ kiimesi denir.
2.3.9 Teorem. [8] Her sayisal yarigrubun bir tek minimal iirete¢ kiimesi vardir. Bu

minimal iirete¢ kiimesi sonludur.

Ispat: S bir sayisal yarigrup olsun. 2.1.15 Yardime1 Teoremden
S*\(S* +5%)
S icin bir minimal iirete¢ sistemidir. 2.3.7 Onermeden, her n € S* icin
S =<Ap(S,n)U{n} >

elde ederiz. Ap(S,n) U {n} sonlu bir kiime oldugundan ve 5*\(S* 4+ S*) minimal iireteg
kiimesini icereceginden
sonlu bir kiime olmak zorunda kalir. U

2.1.11 6nermesi N’nin tiim alt monoidlerinin bir sayisal yarigruba izomorfik oldugunu

sOyler. Bu onerme ve 2.3.9 Teoreminden siradaki sonuglar1 elde ederiz.
2.3.10 Sonu¢. M, N’nin bir alt monoidi olsun. M sonlu bir kiime ve bir tek minimal

tirete¢ kiimesine sahiptir.

Ispat: obeb(M) = d olsun.

T:{gydeM}

kiimesi, M nin 0beb(T) = 1 olan bir alt kiimesidir. 2.1.11 Onermesinin ispatindan, 7" bir
sayisal yarigruptur. 2.3.9 Teoremden, 7" bir minimal iirete¢ sistemi vardir. A, 7”nin bir
minimal iirete¢ sistemi ise,

{d.a|aec A}

kiimesi de M i¢in bir minimal iirete¢ kiimesidir. 0

2.3.11 Sonu¢. M, N’nin dogal sayilar kiimesinin

{O#m1<m2<...<mp}
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ile iiretilen bir alt monoidi olsun. Bu durumda, {ml, mo, ..., mp}, M’ nin minimal iirete¢

sistemidir ancak ve ancak m; 1 ¢< mq, ..., m, >.
2.3.12 Tamim. S bir sayisal yarigrup ve {nl <ng <..< np}, S’nin bir minimal

iirete¢ sistemi olsun. n; sayisina, S’nin bir katlilig1 denir ve m/(.S) ile gosterilir. Minimal

tirete¢ kiimesinin eleman sayisi olan p’ye S’nin gomme boyutu denir ve e(S) ile gosterilir.

2.3.13 Onerme. [8] S bir sayisal yarigrup olsun. Bu durumda,
() m(S) =m(S\{0})
(i) e(S) < m(S)

Ispat: (i) S bir sayisal yarigrup oldugundan, 2.3.9 Teoremden S’nin bir minimal

iretec kiimesi Vard1r:{n1 <ng < ... < np} kiimesinde 7, S’nin katlili§1 oldugundan
m(S) = ny = min(S\{0})
elde edilir. 2.3.10 sonugun ispatindan,
S =< {m(S)} UAp(S,m(S))\{0} >
ve bu minimal iirete¢ kiimesinin eleman sayisi m(.S) dir. Boylece,
e(S) <m(S)

olur. U

2.4 Frobenyus ve Sozde-Frobenyus Sayilari
ai, ...a, ler pozitif tamsayilar ve
obeb(ay, ...a,) =1

olmak tlizere,

a-xr1+...+a, x,=1

denkleminin ¢6ziimii olmayan en biiyiik tamsay1 i¢in bir formiil bulma problemi ilk defa

Frobenyus tarafindan 6ne siiriilmiistiir. Bu,

S=<ay,..a, >
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sayisal yarigrubunda olmayan en biiylik tamsayinin hangisi oldugu problemine denktir.
Bu sebeple
maz(N\S)

sayis1 S nin Frobenyus sayis1 olarak bilinmektedir.

2.4.1 Tanmim. S sayisal yarigrup olsun.
F(S) = max(N\95)

sayisina, S’nin Frobenyus sayisi,

sayisina, S’nin kondiiktorii denir. N\ S kiimesine S nin bogluklari denir ve
G(S) =N\S
ile gosterilir. G(S) kiimesinin eleman sayisina S’nin cinsi denir ve
9(5)

ile gosterilir.

242 Ornek. S —< 3,4,8 >— {o, 3.4.7.8.9,10 — }
G(S) =N\S =1,2,5,6

g(5) =4
F(S) =max(N\S) =6
c(S)=F(S)+1=6+1=7
2.4.3 Onerme. (Selmer Formiilleri) [5] S bir sayisal yarigrup ve n € S* olsun

(i) F(S) =max(Ap(S,n)) —n

(i) 9(S) = 7 (X weapsnm W) — T

15



ispat: @)
Ap(S,n) = {sGS|s—n¢S}

tanimindan

max(Ap(S,n)) —n ¢ S
elde edilir.

x > mazx(Ap(S,n)) —n
ise,

z +n > mazx(Ap(S,n))

olur. w € Ap(S,n) oyleki

w = x + n(modn)

olsun. z + n > w olmasindan

(x+n)—w=gqn

olacak sekilde q pozitif tamsayist vardir.
=szr=w+(qg—1)n

=zxrcs

elde edilir. Bu maxz(Ap(S,n)) — n’den bilyiik sayilar S yarigrubunda demektir. Boylece
N\S = max(Ap(S,n)) —n

olur. Bu,

F(S) = max(Ap(S,n)) —n

demektir.
(i)

w € Ap(S,n)ise, heri € 1,....,n, w(i), S nin,
w(i) = i(modn)
olacak sekilde en kiiciik eleman1 oldugunda
Ap(S,n) = {0, w(i), ..,w(n —1)}

esitliginden
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olacak sekilde k; pozitif tamsayis1 vardir. Boylece,
Ap(S,n) = {0, ki -n+1,. k1 -n+(n— 1)}

elde edilir. z € N ve

x = i(modn)

oldugunu varsayalim.

reSsw(i) <z

oldugunu ispatlayalim. x = i(modn) oldugundan,
r=¢q -n+i,q €

=z—w(i)= (¢ -n+i)— (k- -n+1

= (g —ki)-n
Buradan,
wi) <z ek <g
Srv=(q¢—k) ntwieS
Bu,

r¢Ser=q-n+i, ¢ <k

anlamina gelir.
9(8) = ki + ko + ... + ks
. k1n+k2n++kn_1n

n
7kl-n+k32-n+...—|—k:n_1.n+1+2+...+(n—1)_(n—l)
- n n 2

1 n—1
—[(k:1-n—|—1)+...+(kn_1-(n—1))]—( )
n 2
n—1
= ( w) — 5

esitligini elde ederiz.
2.4.4 Onerme. [6] a ve b, obeb(a, b) = 1 olan pozitif tamsayilar olsunlar.
(i) F(<a,b>)=a-b—a—>b
(i) g(5) = «+=5>+

ispat: [6]
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2.4.50rnek. S =< 4,7 >={0,4,7,8,11,12,14,15,16, 18 — }
G(S)=N\S = 1,2,3,5,6,9,10, 13,17
9(5) =9
F(S) = max(N\S) = 17

oldugunu o6nceki bilgilerimizle bulabiliriz. Simdi ©rnegimizi yukaridaki Onermeyi
kullanarak ¢ozelim:
F(<4,7>)=47—-4-17
4.7-4-17)+1
9(s) = ( )L

2
2.4.6 Tamm. S bir sayisal yarigrup olsun. = ¢ S ve her s € S* i¢in,

9

r+seS

oluyor ise x € N sayisina Sozde-Frobenyus sayis1 denir. S6zde-Frobenyus sayilarinin
kiimesi PF'(S) ile gosterilir. PF(S) kiimesinin eleman sayisina S’nin tipi denir ve ¢(.5)

ile gosterilir. Sozde-Frobenyus tanimindan,
F(S) = max(PF(S))
oldugu aciktir. a,b € N olsun. S iizerinde ” < ” bagintisi,
b—aeS<sa<;b

ile tanimlansin. Bu baginti, S sayisal yarigrubu iizerinde bir siralama bagintisidir: a € S
vea—a=0¢€S < a<,aBoylece, <, yansimaldir.

a,b € Sigina <;bwveb <, aolsun.
a<,b&sb—ae S

b<,asa—-beSs

S sayisal yarigrup oldugundan,
b—aecSvea—beS

iken a = b olmahdir. Bu, ” <, ” bagintisinin ters simetrik oldugunu gosterir.
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a,b,c € Sigcina <, bve b <, colsun.
a<;bsb—aes
b<,c&c—-be S
sayisal yarigrup oldugundan,
b—a)+(c—b)=c—a€f

elde edilir. Boylece, <, bagintist ge¢cismelidir.

2.4.7 Onerme. [8] S sayisal yarigrup olsun.
PF(S) = mazx< (N\95)
Ispat: = € S olsun.2.4.6 Tanimdan,
r¢ vexr+S5TCS

olur.

yeN\Sver <,y

oldugunu varsayalim.

r#ysy—cr=seS”
Sy=r+secx+S5<S

Syes

Bu y € N\S ile ¢elisir. Boylece x = y yani z € maz<,(N\S) elde edilir.

x € mazr<, (N\S) olsun. Birs € S*i¢in, z + s ¢ S ise,
(x+s)—x=s€S

oldugundan

r<,x+S5

elde edilir. Bu z’in maximal olmas ile ¢eligir. Bu durumda = ¢ S i¢in,
r+s€S

elde edilir. Boylece x € PF(S)

Tersine

n

Simdi, S6zde-Frobenyus sayilarinin Apery kiimelerini kullanarak nasil karakterize

edildigini gorelim.
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2.4.8 Onerme. [10] S bir sayisal yarigrup ve n € S* olsun. Bu durumda,
PF(S)={w—n | w € maz< Ap(S,n)}
Ispat: z € PF(S) olsun. S6zde-Frobenyus tanimindan,
r¢ Svex+nes

yazilir. Ap(S,n) tanimi ve

(x+n)—n=zeS

olmasindan,

r+n e Ap(S,n)

elde edilir. 7 4 n’nin Ap(S,n) iizerindeki <, bagitisina gore maksimal oldugunu

hesaplayalim: w € Ap(S,n) 6yleki  + n <, w olsun.
>w—r—n=s€S

w—m=I+Ss

olur.s € S*ise, x + s € S. Buradan,
w—n€S
elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Boylece,
rz+n<;w
olamaz. Yani x + n maksimaldir. Tersine, w € max<, Ap(S,n) ve s € S* olsun.
w+s—n¢gS
ise w + s € Ap(S,n) olmast w’nun maksimal olmast ile ¢eligir. Bu durumda,
(w=—n)+seS

=w—n € PF(S)

bulunur. ]
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2.4.9 Ornek. S =< 5,9,21 >= {0, 9,9,10,14,15,18,19, 20,21, 23 — }

sayisal yarigrubunu alalim. Buradan,

< 5,9,21,27 >=<5,9,10,21 >=< 5,9, 21 > oldugundan minimal {irete¢ sistemi

<5,9,21 >
olur.
e(S)=3
m(S) =
G(S) = N\S = {1, 2,3.4,6,7,8,11,12,13, 16, 17, 22}
9(5) =13

F(S) = maz(N\S) = {22}
(S)=F(S)+1=22+1=23

PF(S) = {16 22}

t(S) =2

F(S) = max(PF(S)) = 22

O

seklinde bulunur.

2.5 Saysal Yarigrup Halkalar

Bu boliimde, 6zel tipten halkalar ele alacagiz. Grup halkalari, klasik cebiririn
nispeten yeni konularindan biridir. Halkalarin, gruplara nazaran daha fazla cebirsel

ozelliklere sahip olmasi fikrinden ortaya ¢cikmislardir.

2.5.1 Tanim. S bir yarigrup ve R bir halka olsun.
={f:S+~— R| f(0)sonlu}
kiimesini alalim. Bu kiime iizerinde, toplama ve ¢arpma iglemleri, f, g € R[S] i¢in
f+g:S— R, s+— f(s)+g(s)

fg9:8— R, s > f(tr).f(ta)
iises

olarak tanimlansin.

(R[S],+,.) bir halkadir. Halka olma sartlarindan bazilarin1 gosterelim:
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f,g € R[S],s € Sigin

(f +9)(s) = f(s) +9(s) = g(s) + f(s) = (g + f)(s)

oldugundan
frog=g9+f

dir. Benzer sekilde, f, g, h € R[S] igin
f+lg+h)=(f+g) +h
oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla "+" islemi birlesmelidir.

0:5— R

s+——0p
fonksiyonu, f € R[S] i¢in
0+ f)(s) = O(s) + f(s)
= 0r+ f(s) = f(s)
oldugundan ” + ”igleminin birim elemanidir.

—f:S—R

s— —f(s)
ile taniml fonksiyon da, f € R[S] igin
(f +(=£)) = f(s) + (=f)(s)
= f(s) = f(s) = 0(5)

oldugundan, — f, f’nin ters elemandir. Béylece, (R[S], +, .) bir degismeli gruptur.
f,g,h € R[S], s € Sigin

(F(gh))(s) = Dot yms F (1) (gh)(ta) = 324 4y F(E1)- D04, 4y, S (22)-N(E3)
= Ztl_tQ_t3.t4:S f(tl)'(g(tQ)‘h(tf%)

f(t1), g(t2), h(t3) € R ve R’nin halka olmasindan

= 37 (f(t)g(t)) hts)

t1.tg.t3.t4=s

= S Ft)glta)) i)

ts.t3=s t1.to=ts
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= 3 (F.9)(ts) hlts)
~ ((F.9)h)(s)

Boylece R[S], "-" islemine gore birlesmelidir.

fvgthR[S],Se Slgln

(flg+m)(s) = > f(t)-(g+h)(ts)

~+

= Z f(t1)-(g(t2) + h(t2))
S ft)glts) + 3 F(t)-h(t)
(f.9)(s) + (f.h)(s)
Benzer sekilde,
((g+h).f)(s) = (9-£)(s) + (h-f)(s)
elde edilir.

R][S] halkasina, S yarigrubunun R halkasi tizerindeki yarigrup halkasi denir.

R bir halka ¢ bir degisken olmak iizere, katsayilar1 R halkasinda olan polinom halkasi
R[t] ile gosterilir.

Simdi R[t] ile R[S] arasindaki bagintry1 gorelim.

S yarigrubu olarak (Z=°, +) grubunu alalim.

f:9S—R

s — f(s)

doniisiimiiniin ¢ kuvvetlerinin katsayilarin1 diizenledigini diistinelim. Bu durumda f

doniisiimil

> fG)t

1>0
polinomunu temsil eder. Bu sonsuz toplam, f’nin iizerindeki f~'(0) sonlu kosulundan
dolay1 sonlu olmak zorundadir.
Sonugta, yarigrup halkalarinin notasyonlarini kullanarak, S = (Z=°, +) secildiginde,
R tizerindeki polinom halkasi elde edilmektedir. R[S] halkasinin elemanlari genellikle

Zf(s)-xS,SGS, f(s) €R

seS

formunda yazilir. R[S] iizerindeki iglemler polinomlar halkasi tizerindeki toplama ve
carpma islemleri ile celisir. Bu nedenle yarigrup halkalar1 genellestirilmis polinom

halkalaridir.
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2.5.2 Tanim. Sy, S, iki yarigrup ve
Q : Sl — SQ

olsun. Va, b € S;
pla+b) = p(a) + ¢(b)
ise, ©’ye yarigrup homomorfizmasi denir. ¢ homomorfizmasi 1 — 1 ise, monomorfizma,
orten ise epimorfizma ve hem 1 — 1 hemde Orten ise izomorfizma adini alir.
S =< ny,...,n, > bir sayisal yarigrup ve k[zy, ..., z,| k cismi tizerindeki zy, ..., z,
degiskenli polinomlar halkasi olsun. k[S], k cismi iizerindeki sayisal yarigrup halkasi

olmak tizere

Y klxy, .., xp) — k]S

Tt =1,...,D
doniigiimiinii alalim. v bir yarigrup homomorfizmasidir:
p1, D2 € k[z1, ..., ) olsun. Bu durumda,

i
D1 = E 7’,1 :vl LT

ip;-
ip
g Szl L Ty

olur.

_ i1 7
p1+p2 = E (Til,...ip + Sz‘l,...z'p)-% Xy
ipyit

olmasindan,

7vb(pl +p2) = 1/}( Z (Til » T Sll ) xl xzp)

ipyeril

= Z (Tir,.iy + Siy i) (E") (") € K[S]

ipﬂ-wil

ve k[S] halka oldugundan,

= Zrh ()LL) Z Sy (") (£ )

= (p1) +¢(P2)
elde edilir.
¢6k¢ = {f(fﬂh "'>$p> S k[mlv "-73:]?] | ¢(f) = 0}
= {f(21,....,p) € kw1, ..., zp) | f(E™..4") = 0}
elde edilir.
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2.5.3 Tanim. ) homomorfizmasinin ¢ekirdegi ¢ek)’ye S’yi tanimlayan ideal denir.
Y k[x, .., xp) — k]S
doniistimii
klxy, ..., x| /cek = k[S] = k[t"...t"7]

izomorfizmasini verir.

2.6 Formal Yarigrup Halkalar:

Bu boliimde R bir halka ve S bir yarigrup olmak iizere, R[[S]] formal yarigrup

halkasinin kurulusunu anlatacagiz.

f:S—R

STy

bir doniisiim olsun. Yine, tipki yarigrup halkalarindaki gibi
R[S ={f|f:S— R}

R[[S]] halkasinin elemanlarini yine ) _.7s € S (sonsuz olabilen) formal toplam ile

ses
temsil ediyoruz. Toplama islemi, karsilik gelen katsayilarin toplanmasi ile tanimlanirken

carpma islemi

(er.s).(z ry.s) = Z( Z rs.ry).t

seS ses S

S.SIES

olarak tanimlanir.
Tipki yarigrup halkalarindaki gibi benzer izlemlerle R[[S]| i¢in halka sartlari

saglanabilir. Bu halkaya, .S yarigrubunun formal yarigrup halkas1 ad1 verilir.

S ={af", .., ak | (k... k,) € N'}
yani p degiskenli tiim tek terimlilerin kiimesi oldugunda, R[[S]] yerine
R[[z1, ..., 7]

notasyonu kullanilir.
2.6.1 Tamm. R([[x, ..., z,]] halkasina R halkasi iizerindeki ( formal) kuvvet serileri

halkas1 denir.
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3. SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR

Simetrik sayisal yarigruplar muhtemelen literatiirde en ¢ok calisilmis konulardan
biridir. Bunun baglica nedenlerinden biri bu sayisal yarigruplarin olaganiistii 6zellikleri
saglamasidir. Bir digeride de8ismeli cebirdeki pek ¢ok problemin coziilmesinde arag
olarak kullanilmasin saglayan halka teori ile baglantisidir. [7]

Simetrik sayisal yarigruplar, tek say1 olan Frobenyus sayisina sahiptirler. Cift say1
olan Frobenyus sayisina sahip sayisal yarigrup kavrami bizi s6zde simetrik sayisal
yarigrup tanimina gotiiriir. Bu yarigruplarda simetrik sayisal yarigruplar ile benzer giizel
ozelliklere sahiptir. S6zde-simetrik kavrami, simetrik kavraminin bir ¢esit genellemesidir.

Indirgenemez sayisal yarigruplar bu iki aileyi biraraya getirir.

3.1 Indirgenemez Sayisal Yarigruplar

Sayisal yarigruplar, sonlu sayida indirgenemez sayisal yarigruplarin kesisimi
olarak ifade edilebilmektedir. Bu yarigruplar, simetrik ve sdzde-simetrik siniflarina
ayrilmigtir. Bu kavramui ilk olarak Rosales ve Branco [11] tarafindan ortaya konulmustur.

Literatiirde genellikle simetrik ve sozde-simetrik kavramlari birbirinden bagimsiz
calistlmistir. Indirgenemez sayisal yarigruplar, bu iki aileyi bir araya getirmektedir.

Bu boliimde, indirgenemez sayisal yarigruplari tanittiktan sonra, ayristirildig: simetrik

ve sozde-simetrik siniflarinin karakterizasyonunu verecegiz.

3.1.1 Tanim. S bir sayisal yarigrup ve S, Sy
SCS, SCSyvesS=5nN5
ozelliklerine sahip sayisal yarigruplar olsun. Bu durumda,
S=5,1=1,2

ise S’ye indirgenemez sayisal yarigrup denir. Bir bagka ifadeyle, bir .S sayisal yarigrubu,
kendisini kapsayan S; ve Ss sayisal yarigruplarinin kesisimi olarak yazilamiyor ise, S’ye

indirgenemezdir denir.
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3.1.2 Yardima1 Teorem. [12] N # S bir sayisal yarigrup ve F'(S), S nin Frobenyus

sayist olsun. Bu durumda,

SU{F(S)}

bir sayisal yarigruptur.
Ispat: S U {F(S)} nin bir sayisal yarigrup oldugunu gostermek icin 2.1.9 Tanimi
kullanalim:

S bir sayisal yarigrup oldugundan,
OGS#OESU{F(S)}

olur.

z,y € SUF(S) alalim.
t4+y>F(S)=a+yeSU{F(S)}

elde edilir.

z,y € Sicin z + y € S oldugundan
z+yeSU{F(9)}

bulunur.

Son olarak
N\(SU{F(9)}) = (N\S) N (N\{F(S)})
esitliginden , N\ S’nin sonlu N\ { #(S) }'nin sonsuz olmasindan,

N\(SU{F(5)})

kiimesinin sonlu oldugu goriiliiyor. U

3.1.3 Teorem. [11] S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidaki ifadeler denktirler:

(i) S indirgenemezdir.

(ii) S, S’yi kapsayan ve Frobenyus sayilar1 F'(.S) ile ayni olan tiim sayisal yarigruplar

kiimesi icerisinde maksimaldir.

(iii) S, S”yi kapsayan ve Frobenyus sayilar1 F'(S)’ yi igermeyen tiim sayisal yarigruplar

kiimesi icerisinde maksimaldir.
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Ispat: (i) = (ii) T, F(S) = F(T) kosulunu saglayan bir sayisal yarigrup olsun.
S C T ise,
TN(SUF(S)=(TNnS)U(TNF(S))

=(T'NS)U(T'NF(T))
=SUQ
=S
dir. ve S # S U F(S) oldugundan, TN (S U F(S)) = S esitlignden

S=T

sonucuna varilir.

(13) = (i4d) T, F(S) ¢ T ve S C T olan bir sayisal yarigup olsun.
Ty=TU{F(S)+1,F(S)+2,..}
alalim. F'(S) ¢ T oldugundan,
F(Th) = F(5)

oldugu aciktir. 77’in sayisal yarigrup oldufunu gosterelim: 7' bir sayisal yarigrup

oldugundan, 0 € 7" ve boylece 0 € T} dir. x,y € T} alalim.
z+y>F(T)=F(S)=x,y>F(S)+1
ve 17 tammmindan
rTt+yeE Ti

elde edilir. x,y € T icin z 4+ y € T oldugundan
r+y el

olur. N\(T'U {F(S) + 1, F(S) + 2,...}) kiimesinin sonlu oldugunu gdsterelim: N\ (7" U
{F(S)+1,F(S)+2,..}) = (N\T)N(N\{F(S) + 1, F(S) + 2,...}) yazilr. T sayisal
yarigrup oldugundan, (N\T') sonludur. (N\{F(S) + 1, F(S) + 2,...}) kiimeside sonlu
oldugundan arakesit kiimeside sonlu bir kiimedir. S C 7T olmasindan S C 77 dir. (ii)

hipotezinden

S - T1
olur. Her k£ > 1igin F(S) + k € S oldugundan ve
Ty =TU{F(S)+1,F(S)+2,..}
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esitliginden,
elde edilir.
(13i) = (i1) Sy ve S,
SCS5,85C Sy, S=5N5;
olacak bigimde iki sayisal yarigrup olsun. S’nin indirgenemez oldugunu gostermek igin
S=5,1=1,2
oldugunu gostermeliyiz.
F(S)¢ S= F(S)e S veya F(5) € S,

F(S)€ S, = F(S) ¢ Sy

ve (iii) hipotezinden,

elde edilir. Benzer sekilde,

ve (iii) den

olur. ]

3.2 Simetrik ve Sozde-Simetrik Sayisal Yarigruplar

Bu boliimde, simetrik ve s6zde-simetrik yarigruplarinin tanimlarini verdikten sonra,

bu yarigruplarin bazi karakterizasyonlarin1 verecegiz.
3.2.1 Tanim. S indirgenemez bir sayisal yarigrup olsun. Bu .S sayisal yarigrubuna
F(S) Frobenyus sayisi tek ise simetrik yarigrup, ¢ift ise sozde-simetrik yarigrup denir.
3.2.2 Onerme. [13] S bir sayisal yarigrup olsun.

H:{xEZ\SlF(S)—$¢Sa$7&@}
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kiimesinin bos kiime olmadigim varsayalim. h = maxz{H } ise, S U {h} Frobenyus sayis1
F(S) olan bir sayisal yarigruptur.
Ispat: S bir sayisal yarigrup oldugundan

0eS=0eSuU{n}

elde edilir. a,b € SU {h} i¢in

a,b € S ise S sayisal yarigrup oldugundan
a+beS

=a+beSU{h}

bulunur. a € S* olsun. h = max{H } olmak iizere,
a+heSU{h}

oldugunu géstermek yeterli olacaktir. a + h ¢ S U {h} oldugunu varsayalim.

a+h¢S=a+heZ\S
elde edilir. F/(S) — (a+ h) ¢ S olsayd1 H nin tanimindan,

a+heH
olurdu. Bu, 2’nin maksimum olmasi ile c¢elisir. Bu durumda,
F(S)—(a+h)esS

bulunur. Dolayist ile

F(S)—h=a+F(S)—a—heS

olur. Bu A’nin tanimu ile celisir. Boylece

a+hesS
olmalidir. Bu
a+heSU{h}
oldugu anlamina gelir. 2h ¢ S ise,
2h € Z\S

olur. h’nin maksimal olmasindan,
2h¢ H= F(S)—2heS
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F(S)—2h=s,s€8
= F(S)~h=s+heS

elde edilir. Bu, /2’nin tanimiyla celisir. Sonugta,
2h € S

olur.
N\(SU {n}) = (N\S) N (N\{#})
sonlu bir kiimedir. Boylece,
Su{h}
bir sayisal yarigruptur. U
3.2.3 Tanim. S bir sayisal yarigrup olsun.

F(5)

{zeZ\SU=) | F($)—a ¢ 5}

kiimesinin bir maksimum eleman: var ise, bu elemana 6zel bosluk denir ve SG(S5) ile

gosterilir.
3.24 Ornek. S =<7,9,11,17 >= {0,7,9,11,14, 166, 17,18, 20,21 — }

S’nin bogluklari,
G(S)=1{1,2,3,4,5,6,8,10,12,13,15,19}

olur.

F(S) =19

oldugundan

T < gve 19—x¢S8S
H(S) ={4,6,13,15}

elde edilir. Boylece,
maxH(S) =15

bulunur.
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3.2.5 Onerme. [8] S bir sayisal yarigrup olsun.

(i) S simetriktir. < Her x € Z\S i¢in F'(S) —x € S

(ii) S sozde-simetriktir < Her x € Z\S i¢in F'(S) — x € S veyax = @

Ispat: (i) (=): S’nin simetrik oldugunu varsayalim.
F(S)—x¢S

olacak sekilde = € Z\S elemani oldugunu kabul edelim. S’nin simetrikliginden, F'(.S)
bir tek sayidir.
F(S)

H(S)={z € Z\S |2 # —~}

oldugundan ve x € H’den H # @ dir. Boylece 3.2.2 Onermeden
T =SU{h=maz{H}}

F(S) = F(T) olan bir sayisal yangruptur. Ayrica S C 7’dir. Bu durum S’nin

indirgenemez olmasindan 3.1.3 Teoreminin (ii7) 6zelligi ile ¢elisir. Sonugta her = € Z\S
F(S)—zeS

elde edilir.
(«<): Her x € Z\S i¢in F(S) — = € S oldugunu kabul edelim. S’nin simetrik
oldugunu gostermek i¢in ilk 6nce F'(.S) Frobenyus sayisinin bir tek say1 oldugunu gorelim:

F(S) € S bir ¢ift say1 oldugunu varsayalim.

F(5) F(S)
Kabuliimiizden,

elde edilir. Bu ¢ift say1 olarak Frobenyus sayisinin S’ye diismesi anlamina gelir. Bu bir
celigkidir. Bu durumda F'(.S) bir tek sayidur.

Simdi S’nin indirgenemez oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 3.1.3 Teoreminin
dogrultusunda, S’nin F'(S)’yi icermeyen tiim sayisal yarigruplar icerisinde maksimum
oldugunu ispatlayalim.

S CT = xeT\S alabiliriz.

Hipotezden,

F(S)—2xeS=F(S)—zeT
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F(S)eT
Bu bir celigkidir. Bu durumda,
S=T
elde edilir ki, bu S’nin indirgenemez oldugu anlamina gelir. 0

3.2.6 Ornek. S =< 3,8 >= {0,3,6,8,9,11,12,14, — } sayisal yarngrubunu
alalim.

G(S) ={1,2,4,5,7,10,13}
F(S) = 13 Frobenyus sayisi tek ve her = € Z\ S i¢in F'(S) —x € S oldugundan 3.2.1
Tanim ve 3.2.5 Onermeden S sayisal yarigrubu simetriktir.

3.2.7 Onerme. [14] S bir sayisal yarigrup olsun.

F(S)+1

Ssimetriktir < ¢(S5) = 5

ispat: [14]
3.2.8 Ornek. S =< 7,8,12 >= {0,7,8, 12,14, 15,16, 19, 20, 21, 22,23, 24,26 — }

sayisal yarigrubunu alalim.

G(S) ={1,2,3,4,5,6,9,10,11,13,17,18,25}

g(S) =13
F(S) =25
Ssimetriktir < ¢(S5) = Bl 13

2

2.4.4. Onerme ve 3.2.7 Onermeden asagidaki sonucu elde ederiz.
3.2.9 Sonug. [8] S bir sayisal yarigrup olsun. Gomme boyutu 2 olan tiim sayisal

yarigruplar simetriktir.

Ispat: S, e(S) = 2 olan bir sayisal yarigrup olsun.
S =< a,b> ve obeb(a,b) = lolur.

Onerme 2.4.4.’ten F(< a,b >) =a-b—a — bve g(S) = “=2LH oldugunu biliyoruz.

Burada ¢(S) = % dir. bu durumda 3.2.7 Onermeden S simetriktir denir.
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3.3 Apery Kiimeleri ve Simetriklik

Indirgenemez sayisal yarigruplarin Apery kiimeleri 6zel formlara sahiptirler.
Bu boliimde, Apery kiimelerini kullanarak indirgenemez sayisal yarigruplarin nasil

karakterize edildigini gosterecegiz.
3.3.1 Yardimci Teorem. [8] S sayisal yarigrup ve n € S* olsun.

r,y€ Svexr+y e Ap(S,n)ise z,y € Ap(S,n).

Ispat: S sayisal yarigrubunun n € S*’a gore Apery kiimesinin
Ap(S,n)={se S|s—n¢ S}

oldugunu biliyoruz.

y ¢ Ap(S,n) oldugunu varsayalim. Dolayisi ile
=y—nmeSs

dir. x € S oldugundan,
(x+y)—nelsS

=az+y¢ Ap(S,n)
elde edilir. Bu, = + y € Ap(S, n) olmast ile ¢elisir. Boylece

y € A(S,n)

elde edilir. Benzer sekilde x € Ap(S,n) olur. O

3.3.2 Onerme. [9] S bir sayisal yarigrup ve n € S* olsun. n € S icin
Ap(S,n) = {O =qp<a; <..< an_l}
kiimesidir. Bu durumda,
S simetriktir < Vi € {0, L...in— 1)} icina; + a,_1_; = ap_1

Ispat: = S’nin bir sayisal yarigrup oldugunu biliyoruz. 2.4.2 Onermesi, ile verilen
Selmer Formiiliin’den

F(S) =max(Ap(S,n)) — n

oldugunu biliyoruz. Boylece,

F(S)=an-1—mn
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olur. 0 <7 < n — ligina; € Ap(S,n) ve Apery kiimesi tanimindan,
a;—né¢S

= a; —n €Z\S

S simetrik oldugundan 3.2.5 Onermeden
F(S)—(a;—n)=F(S)—a;+n

=Qp_1—N—a;+n
=an_1—a; €S

elde edilir. a,,_; — a; = s € S diyelim.
= a,_1 =a;+s € Ap(S,n)

3.3.1 Yardimci Teoremden,

elde edilir. Bu durumda,

olacak sekilde j € 0, ....(n — 1) bulunabilir.

Her 0 < ¢ < n — 1ic¢in bu dogru oldugundan
j=n—1—1

elde ederiz.

<Heri€0,...,(n—1)icin,
a; + Qp—1—; = Qp—1
oldugunu varsayalim. Hipotezden,
max< Ap(S,n) = a,—1
S’nin simetrikligini ispatlamak i¢in
VeeZ\S = F(S)—x €S
oldugunu gorelim. 2.4.5 Onermeden,
PF(S) ={w—n|w € max<, Ap(S,n)}
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= {an1 —n}
= {maa:(Ap(S, n)) — n}
dir
Selmer Formiillerinden,

PF(S) = {F(5)}

bulunur.
2.4.4. Onermeden,
PF(S) = max< (N\S) = F(S)

olur.

re€Z\S=x¢95
= < F(9)
< stralama bagintisinin tanimindan,
F(S)—zeS

elde edilir.
F(S) nin tekligi icin 3.2.5 Onermesinin ispatindaki argiiman aynen tekrarlanabilir. (]
Simdi, simetrik sayisal yarigruplarin tipi 1 olan sayisal yarigruplar oldugunu
ispatlayacagiz.
3.3.3 Sonug. [8] S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidaki ifadeler denktirler:
(1) S simetriktir.
(i) PF(S) = F(S)

(iii) #(S) =1

Ispat: (i) < (ii) S simetrik sayisal yarigrup olsun. Bu durumda, 3.3.2 Onermenin

ispatindan,

esitligi elde edilir.

(11) < (idi) t(S), PF(S) kiimesinin eleman say1s1 oldugundan
t(S)=1
bulunur. (]
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2.4.8 Onerme ve 3.3.3 Sonugtan asagidaki sonucu elde ederiz.

3.3.4 Sonug. [8] S bir sayisal yarigrup ve n € S* olsun.
S simetriktir < Maximal< Ap(S,n) = {F(S) +n}

3.3.5 Ornek. S =< 4,6,7 >= {0,4,6,7,8,10,11,— } sayisal yarigrubunun

simetrikligini yukaridaki sonuca gore inceleyelim.
G(S)={1,2,3,5,9} ve F(5)=9

Ap(S,4) = {0 = w(0),w(1), w(2), w(3)}
Ap(S,4) ={0,6,7,13}
Mazximal<, Ap(S, 4) kiimesini hesaplayalim.

0<:6,0<:,7,0<,13

6%, 7, 6<,13
7<,13

Buradan Maximal< Ap(S,4) = {13} bulunur. Bu durumda,

S simetriktir < Mazimal< Ap(S,4) = {13} = {F(S) =9+ 4 =13}
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4. SAYISAL YARIGRUPLARI YAPISTIRMAK

Sayisal yarigruplar karsilik geldigi varyetenin, tam kesisim olmak gibi 6zelliklerini
incelemek icin de literatiirde oldukca calisilmisti.  Delorme makalesinde [15] bir
sayisal yarigrubun tam kesisim olmast i¢in gerekli ve yeterli kosulun bu sayisal
yarigrup, iki tam kesisim sayisal yarigrubun yapistirmasidir onermesini ispatlamigtir.
Rosales doktora tezinde [16] Delorme’nin karektarizasyonunu tekrardan yazarak, sayisal
yarigruplarin yapistirilmasi kavramini tanitmistir. Daha sonra bu tanim afin yarigruplar
icin genellestirilmistir ve bir afin yarigrup tam kesisimdir ancak ve ancak bu yarigrup iki

afin yarigrubun yapistirmasidir, 6nermesi yapistirma fikri kullanilarak ispatlanmistir. [16]

4.1 Serbest Monoidler ve Temsilcileri

4.1.1 Tamm. @ # X bir kiime olsun. X iizerinde bir ikili islem, X * X’in bir calt

kiimesidir. (a,b) € o ise zoy yazariz ve X,y ile o-bagintilidir denir.
Her a, b, c € X igin;
aca ise o yansimali,
acb iken boa ise o simetrik,

acb ve boc iken aoc ise o gecismeli bagint1 oluyor ise o bir denklik bagintisidir denir.

4.1.2 Tanim. a € X ve o bir denklik bagintist olsun. a’nin o— sinifi
], = {b € X | aob}

olarak tanimlanir.

éz{[a]ﬂaGX}

kiimesine X’in ¢ ile boliim kiimesi denir ve bu kiimeye X ’in bir parcalanisi denir.
4.1.3 Tanim. M bir monoid ve o M iizerinde bir denklik bagintist olsun.

Her a,b,c € M igin

acb iken (a + ¢)o(b + c)
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ise 0’ya M monoidi iizerinde bir kongriians denir.

M

g

4.1.4 Yardimci Teorem. [8] M bir monoid ve o M {izerinde bir kongriians olsun.

kiimesi iizerinde toplama islemi

[a]o + [b]o = [a + ],
olarak tanimlansin. (%, +) bir monoiddir.
Ispat: (M, +) bir monoid oldugundan "+" islemi M iizerinde birlesmelidir ve M/ nin
"+" islemine gore birim eleman vardir.

Ik 6nce "+" isleminin % kiimesinde iyi tanimli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

[al, = [c], ve [b], = [d], iken [a], + [b]s = [c¢]s + [d], esitligini buna ek olarak
la+ b, = [c+d],

esitligini gosterecegiz. [a], = [¢], ise ¢ € [a], = aoc
b, = [d], ise d € [b], = bod
o bir kongriians oldugundan

(a+b)o(c+d)

= [a+0b], =[c+d],

elde edilir.
"+" islemi %’da birlesmelidir:

V(a]s, [blo, [c]s € 2 igin
([alo + [b]o) + [clo = ([a + blo) + [c]o
=[(a+b)+cs
a,b,c € M ve (M, +) bir monoid oldugundan
=la+(b+c),

= lalo + ([b+ c][alo)
= lalo + [b]lals + [c]lals

olur.

M degismeli bir monoid oldugundan her a, b € M igin

[a]a + [b]a = [a + b]a = [b + a]a
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= [blo + [alo
"+" islemi %’da degismelidir.
0 € M iken [0], € & olur ve her [a], € & i¢in
la]s + 0] = [a + 0], = |a],

esitliginden [0],, 2 nin birimidir.
4.1.5 Tanm. f: X — Y bir monoid homomorfizmasi olsun. Bu durumda,

her z,y € X igin
fle+y) = fz)+ fy) ve fa) =0
olur. f homomofrizmasinin cekirdek kongriians
ek(f) = {(a,b) € X « X | f(a) = f(b)}

kiimesidir.
¢ek(f) bagmtist, X iizerinde bir kongriianstir:

a,b,c € X olsun.

a(ek f)b olsun
= f(a) = f(b)
= fla)+ f(e) = F(b) + f(¢)
= fla+c)= f(b+c)
= (a+ c)gekf(b+c)
elde edilir.

4.1.6 Tanim. f : X — Y bir monoid homomorfizmasi olsun.

Gor(f) = {f(a)]an}

kiimesine f’nin goriintiisii denir. Gor f Y nin bir alt monoididir.

4.1.7 Tanmm. @ # X bir kiime olsun. X iizerindeki serbest monoid,
M(X) = {/\1 T ORI B VAR, o7 | k EN,/\l,...,)\k eN, zy,.x2 € X}

kiimesi olarak tanimlanir.

M (X) tizerindeki toplama islemi,

ATy F e+ AT, p1.1 A+ e+ e € M(X)
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elemanlari igin (A1.x1 + ... + Ap.xg) + (1.1 + oo+ e z) = A+ 1)z + oo+ (AN +
fir)-xy) olarak tanimlanir.

(M(X),+) bir monoiddir.

4.1.8 Yardimci Teorem. [8] M, {m;...,,my} C M ile iiretilen bir monoid ise,
o: M(X)— M

ATy 4+ )\kxk — Amy o+ /\kmk

doniistimii bir monoid epimorfizmasidir. Boylece
Gor(p) =M

dir.
Ispat: \i.z1 + ... + N\e.p, (.21 + oo + 1. Tp € M (X)olsun

O((A.x1+ o+ Apeg) + (121 + oo+ ppzg)) = (A 4 1)1 + oo + (A + 1g) - Tk)

(A1 + 1) my + oo+ (A + )
(Aomg 4 oo+ Apekr) + (romg + oo+ ppamy)
O(A1.21 F o+ Nek) (T F o pgTy)
©(0) = p(0.21 4+ ... + 0.2) =0.my + ... + 0.my, = 0

Boylece ¢ bir monoid hommorfizmasidir.

©’nin Orten oldugunu gosterelim:

)\1.m1 + ...+ )\kmk e M

olsun.

WA+ o+ Apg) = Army o+ Apmy,
olacak sekilde A\;.zq + .... + Az, € M (X) bulunacagindan ¢ ortendir. Bu,
Gor(p) =M

demektir. 0

Simdi bir kiime ile iiretilen kongriians kavramini tanitalim.

4.1.9 Tanim. X bir kiime ve
pC M(X)xM(X)
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alt kiimesini alalim. M (X) iizerinde p’yu kapsayan tiim kongriianslarin ara kesitine p ile
iiretilen kongriians denir ve Kong(p) ile gosterilir.

Bu kiimedeki elemanlar1 gorelim.
A(X)={(z,2) |z € S}

ikili islemine X iizerinde diyagonal(kdsegen) denir. X kiimesi iizerindeki p ikili islemi
icin

pt={(b.a) | (a,) € p}
kiimesine p’nin ters bagintis1 denir.

4.1.10 Onerme. [16] @ # X bir kiime ve p C M (X) * M(X) olsun.
P’ =pUpt UAM(X))

pt={v+uw+u)|(v,w)€p’ueMX)}
olarak tanimlansin. Bu durumda Kong(p), & € N ve vy, ..,v; € M(X) Oyleki her
0<i<k-—1igin
vo = v, 05 = w, (v;,V341) € p'
olacak sekilde
(v,w) € M(X) * M(X)

ikililerinin bir kiimesidir.

ispat: [16]

4.1.11 Tammm. o = Kong(p) ise o kongriiansina p ile iiretilir denir. p’ya da o’nin

tiretecler sistemi adi verilir. Eger o kongriiansinin bir sonlu iirete¢ sistemi var ise o’ya

sonlu iiretilmistir denir.

4.1.12 Tammm. M sonlu iiretilmis bir monoid olsun. A ’nin temsilcisi bir sonlu X
kiimesi icin
M = M(X)|Kong(p)

olacak sekilde M (X) kiimesi tizerinde bir kongriianstir.
4.1.13 Tamim. S minimal iirete¢ kiimesi nq, ...n; olan bir sayisal yarigrup ve

X = {nl, nl} her i # j i¢in x; # z; olan kiime olsun. Eger p,
o M(xy,..x;) — S

a1.21 + ... +ap.x; — ar;.ny + ... +a;.ny
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doniistimiiniin ¢ekirdek kongriiansinin bir minimal bagintist ise p’ya minimal temsilci

denir.
4.1.14 Teorem. [16] S bir sayisal yarigrup olsun. e(S) S’nin gomme boyutu olmak
iizere, S’nin minimal temsilcisinin eleman sayisi e(.S) — 1’den biiyiik veya esittir.
ispat: [16]
4.1.15 Tamim. S bir sayisal yarigrup olsun.S’nin minimal temsilcilerinden birinin

eleman sayisi e(S) — 1 ise S’ye tam kesisimdir denir.

4.2 Yapistirma Kavram

Bu boliimde bir monoidin iirete¢ kiimeleri olarak alinan pozitif tamsayilar kiimesinin,
iki ayristminin yapistirilmasi olarak nasil elde edildigini anlatacagiz. Bunun icin 6Ncelikle
bazi notasyonlar tanitalim.

A= {ml, mT} pozitif tamsayilar kiimesinin bir alt kiimesi ve X = {xl, :c,,}

olsun.

p: M(X)—N
a,.x1 + ... + ar.xt, — ag. My + ... + a. My,

olsun. ¢ bir monoid homomorfizmasidir.

¢’nin ¢ekirdek kongriiansi,

gekp = {(a,b) € M(X)* M(X) | p(a) = o(b) }

ve 0 = ¢eky ile gosterelim. Bu durumda ,

ach & p(a) = ¢(b)

B C A alalim.

oldugundan

oldugu aciktir.

M(Xpg) — Nve op = ¢ekpp olarak tanimlanir ve

o Co
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Bu notasyonlari kullanarak yapistirma kavramlarini verelim.
4.2.1 Tanim. A, A,, A kiimesinin bir parcalanigi olsun. p; C g4,, p2 C 0a,,
D #a€ M(Xa,)ved#be M(Xy,)iken o’nin
p=p1Up2U(a,b)
olacak sekilde p iireteg sistemi var ise, A’ya A; ve Ay nin yapistirmasidir denir.

4.2.2 Tanim. C,N’nin bir alt kiimesi ve z €< C' > \0 olsun. Bir z elemaninin bir C'

kiimesine gore Apery kiimesi,
Ap(Cz)={re<C>|s—ze<C>}

olarak tanimlanir.
Yapistirma kavrami pek c¢ok farkli sekilde karakterize edilebilmektedir. Biz burada

Rosales’in tezindeki [16] karakterizasyonu vermekteyiz.
4.2.3 Teorem. [16] A, pozitif tamsayilar kiimesinin bir alt kiimesi ve A;, A, A

kiimesinin bir parcalanist olsun. Asagidaki ifadeler denktirler:
(1) A, A; ve As’nin yapistirmasidir.
(i1) dy = obeb(Ay) ve dy = obeb(As) ise,
ekok{dy,dy} €< Ay >N < Ay >
olur.
(iii) f: Ap(A,d) x Ap(As,d) — Ap(A,d)
(S1,52) — s1+ s9
doniisiimii 1-1 ve orten olacak sekilde,
FAde< Ay >N< Ay >
elemani vardir.
(1v) p1 ve py sirasiyla o4, ve 04, nin Ureteg sistemi olmak iizere,
p1 U paU(a,b)
o’nin bir iireteg sistemi olacak sekilde @ # a € M (X 4,) ve @ # b € M(X4,) olan
(a,b) € o
vardir.

44



ispat: [16]
4.2.4 Ornek. S, A = { 85,187,221, 60, 80, 90} kiimesi ile (minimal) tiretilen bir
sayisal yarigrup olsun.
Ay = {85,187,221} ve A, = {60,80,90} alalim.
obeb(Ay) = 17 ve obeb(Ay) = 10
okek(10,17) =170 €< A; >N < Ay >

Bu durumda 4.2.3 Teoremden, A, A; ve Ay nin yapistirmasidir.

4.3 Sayisal Yarigruplarin Yapistirilmasi

Bu bolimde yapistirma kavraminin, sayisal yarigruplarin yapistrilmasinda nasil
kullanildigin1  gosterecegiz. Sonrasinda ise Delorme’nin karakterizasyonunu bu
terminoloji cinsinden tekrar veren Rosales’in sonuglarini vercegiz. Tiim bunlarin

sonucunda ise tiim tam kesisim sayisal yarigruplarin simetrik oldugu sonucu verilecektir.
4.3.1 Tanim. S; ve S; minimal iirete¢ kiimeleri ny, ..., n, ve n,. 1, ..., n; olan iki

sayisal yarigrup olsun. obeb(\, ) = 1 olacak sekilde,

A€ Si\{ni,...,n.} ve p € So\{ny1,...,n}

olsun. Boylece

S =< gy ey Ny NN 15 o, A1y >

Sp ve Sy yarigruplarinin bir yapistirmasidir.
Ik olarak bu tamim ile pozitif tamsayilarin alt kiimelerinin yapistirilmasi arasindaki

baglantiy1 inceleyelim.

4.3.2 Yardimc1 Teorem. [16] S; ve Sy minimal iirete¢ kiimeleri {n;,...,n,.} ve

{nr41,...,n;} olan iki sayisal yarigrup ve obeb(A, 1) = 1 olan
A€ Sl\{nl, ...,nr} ve [ € SQ\{”T+1, ...,nl}
alalim.
(1) S minimal iirete¢ sistemi
{,u.nl, ey My A1y ey )\.nl}
olan bir sayisal yarigruptur.
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() {pna, ooy e, Aonyga, o, Ay},
{,u.nl, ...,,u.nr} ve {)\ﬂr+1, ey )x.nl}
kiimelerinin bir yapistirmasidir

Ispat: (i) obeb(j.ny, ..., 1.1, Ay, ..., Ag) = obeb(p, \) ve obeb(u, \) = 1
oldugundan S bir sayisal yarigruptur.
Simdi,
{u.nl, YT £ R N ¢ P S /\.nl}

kiimesinin S’nin minimal iirete¢ kiimesi oldugunu gosterelim.

pny = as(p.ng) + ... + ap.(pn,) + a1 (Angeyr) + o+ a(Any)
oldugunu varsayalim.

arp1(Anpg1) + o+ a(Any) = png — as(png) — ... — ap.(un,)

= u(ny —agng — ... — a,.n,)

oldugundan y’nun bir katidir. Ayn1 zamanda,
ari1 (A1) + oo+ ag(Amy) = Mapor.npg1 + ..+ apny)

olmasindan A\’ninda bir katidir.

Bu durumda bir k& € Z* igin,
wng = as(p.ng) + ... + ap.(un,) + Au(k)

yazabiliriz. Buradan,

Ny = ag.Ng — ... — Q. Ny + Ak

elde edilir. Fakat A € S ve ny, S’nin minimal tireteci oldugundan bu bir ¢eligkidir. Bu

S’nin tiim elemanlar i¢in benzer sekilde kullanilir ise,

{,u.nl, ey ey A1y ey )\.nl}

kiimesinin S’nin minimal iirete¢ kiimesi oldugu ispatlanir.
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(i)
{,u.nl, vy Ty ATy 1y e /\.nl}

kiimesi 4.2.3 Teoremden, {g.nl,...,u.nr} ve {)\.nrﬂ,...,)\.nl} kiimelerinin bir

yapistirilmasi oldugunu gostermek icin
A E Ny oy oMy > N < AMypiqy ooy ANy >

oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

obeb(p.ny, ..., u.n,.) = ve obeb(\, ) =1
okek(\, p) = A.p
elde edilir.
okek(A, ) = Apt €< g, ooy e > N < AMygqy oony Ay >

olur ki, bu ispat1 tamamlar. J
4.3.3 Onerme. iki tam kesisim say1sal yarigrubun yapistirmasi da bir tam kesisimdir.

ispat: S1 ve S, iki tam kesisim sayisal yarigruplar ve S’de, S; ve Sy’nin bir

yapistirmast olsun. 4.3.2 Yardimc1 Teoremden
G(S) = G(Sl) + 6(52)

olur. p; wve po, sirasiyla Sy ve S, sayisal yarigruplari i¢in minimal temsilciler olsunlar.

4.1.14 Teoremden, i € {1, 2} icin

4.3.2 Yardimci Teorem ve 4.2.3 Teoremden, S’ nin
p=p1UpyU{a,b}
formunda bir temsilci olur. Boylece,
fp=1tp1+p2+1

=(e(S)—1)+(e(S)—1)+1
=e(S)—1

4.1.14 Teoremden S bir tam kesisimdir. 0
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Ustteki onermenin tersi de dogrudur. Ispat1 vermeden 6nce bir kac notasyonu tekrar
hatirlatarak ispatta kullanilan bir dnermeyi ispatsiz olarak verelim.

S, minimal trete¢ kiimesi A = {nl, ...,ne} olan bir sayisal yarigrup ve X =
{z1,..., 2.} olsun.

p: M(X)— N
1.T1 + ... + Qe.Te —> 1.1 + ... + Ae.Ne
bir monoid homomorfizmasi, ¢ = ¢ekyp ve p, o’nin bir iirete¢ sistemi olsun. Yine,

P,,, A’nin bir pargalanist ve ,,, p’nun belli kosullar1 saglayan bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda, asagidakiler saglanir.

4.3.4 Yardimci1 Teorem. (i) v, = e — 1P,
(i) Py ={B,..., B} ise v, Cop, U..Uop,
(i) p<e—1vethP, > 2ise, {P,1 =P, — 1
ispat: [8]
4.3.5 Teorem. [16] S, N disinda bir sayisal yarigrup olsun. S bir tam kesigimdir

ancak ve ancak, .S, tam kesisim iki say1sal yarigrubun bir yapistirmasidir.
Ispat: < Onerme 4.3.3
=S, A = {ni,...,n.} minimal iirete¢ sistemine sahip bir tam kesigim sayisal yarigrup
olsun. .S bir tam kesisim oldugundan S’nin
fp=e—1
olan bir p temsilcisi vardir. 4.3.5 Yardimci Teoremin ispatindan

Pe = {A}7 Pe,1 = {A17A2}

Ye—1 € 04, U0,

sonucu elde edilebilir. Boylece, A, A; ve Ay nin bir yapistirmasi olur.
A1 = {nl, ceey nr} ve AQ = {nr+17 ey ne}

oldugunu varsayalim.

dy = obeb(Ay) ve dy = obeb(As)

olsun.

n Ny Npriq Ne
yeey = > V€ Sy =<

S| =< — e, — >
L dy 7 dy
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olarak tanimlayalim. Bu durumda,

ni ny Ny Ne
{d—17,d—1} Ve{ d2 ,...,d—Q}

sirastyla, S7 ve So’nin minimal iirete¢ sistemleridir. A, A; ve Ay’ nin bir yapistirmasi

oldugundan, 4.2.3 Teoremden,
dy.de = okrek‘{dl,dQ} ESNY, ey Ny >N < Nypgiqy eeey N >

Boylece,
dy 652U€d2652

elde edilir. Biri € {1,...,r} i¢in

oldugunu varsayalim. Bu durumda,
dl.dg =n,; €< Npg1y ooy Ne >
elde edilir ki, bu A’nin, S’nin bir minimal iirete¢ sistemi olmasiyla ¢elisir. Bu,

d2 ¢ {nl, ...,nr}

olmasim kanitlar. Benzer sekilde

dy ¢ {nr—l—h --ﬂ%}

ispatlanir. Bu, S’nin S} ve Sy’nin bir yapigtirmasi olmasini soyler.
Simdi, S; ve Sy’ nin bir tam kesisim olduklarini ispatlayalim.

pi=04,0p, S 1€ {1, 2} icin bir temsilcidir.
fp1 +f8p2 =e—2

ve 4.1.14 Teoreminden,

fopr>r—1vefpy>e—r—1

olmasindan,

fpp=r—1vefpp=e—r—1

sonucuna varilir. Bu, S7 ve Sy’nin bir tam kesisim olmalar1 demektir. O
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4.3.6 Yardimci Teorem. [16] Simetrik sayisal yarigruplarin yapistirmasi da

simetriktir.

Ispat: S, ve S, sirasiyla
[y ooy} Ve {fras s 1ie)
minimal iiree¢ sistemlerine sahip iki sayisal yarigrup olsun.
obeb(\, ) =1

olacak sekilde
S Sl\{nl, ...,nr} ve | € SQ\{n7-+1, ...,ne}

Ve

S = {u.nl, ey ey ATt )\.ne}

olsun. 4.3.2 Yardimc1 Teoremden,

{u.nl, ey My AT g ey )\.ne}

{u.nl, e u.nr} ve {)\.nrﬂ, ey )\.ne}’nin bir yapistirmasidir.
4.2.3 Teoremden,

Ap(S,n) = {81 + 89 | 81 € Ap(A1, A\p), 9 € Ap(Ag,A.u)}
elde edilir. Boylece,
Ap(S, A.p) = {Xwy + paws | wy € Ap(S1, ), wa € Ap(Sa, p) }

olur.

Ustteki Onerme, simetrikligin yapistirma altinda aynen korundugu anlamina gelir.
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5. SONUC

Sayisal yarigruplar, ay, as, ..., a,, b’ler negatif olmayan tamsayilar olmak iizere,
a1'$1+....+an'$n:b

formundaki Diofant denklemlerin negatif olmayan tamsayr ¢Oziimlerinin calisilmasi
sirasinda kendiliginden ortaya ¢cikmistir. Yine, sayisal yarigruplar degismeli cebirdeki
problemlerin ¢6ziimiinde sik sik kullanilan bir aragtir. & bir cisim ve k[t™,...t%"]
polinomlarin bir k-cebiri olmak {iizere aq,as,...,a,’ler tarafindan iiretilen sayisal
yarigrubun 6zelliklerinden bu halka ile ilgili bilgiler elde edebilmektedir. Tam kesisimler,
dolayisiyla Gorenstein yarigrup halkalariyla baglantili olan pek cok sayisal yarigrup ailesi
vardir. Bu sebeple Gorenstein halka 6rnekleri aranirken, bir tam kesisim sayisal yarigrup
tizerindeki yarigrup halkalari ile ilgilenilmektedir.

Bu tezde, ilk olarak sayisal yarigruplar ve temel Ozellikleri agiklandiktan sonra
olaganiistii 6zelliklere sahip olan simetik sayisal yarigrup aileleri ve degismeli cebirde

onemli tekniklerden birisi olan yapistirma kavrami detaylica caligiimistir.
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