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OZET

POLINOMLARIN SIFIRLARI iCIN HALKA BOLGELER
YUKSEK LiSANS TEZi
PELIN DEMIR
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. NiHAL YILMAZ OZGUR)
BALIKESIR, KASIM - 2015

Bu tez galismasinda polinomlarin sifirlarini igeren yeni halka bolgeler
belirlemek amaciyla genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi kullanilarak yeni bir
0zdeslik elde edilmistir. Daha sonra bu 6zdeslik yardimiyla yeni bir halka bolge
elde edilerek bu bolgenin bilinen bolgelerle kiyaslamasi yapilmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde tez konusu tanitilmistir.

Ikinci boliimde tezin daha kolay anlasilmasi icin gerekli olan temel
tanimlara, 6nermelere, teoremlere ve ¢esitli orneklere yer verilmistir.

Uciincii  béliimde polinomlarm  sifirlari  iceren halka  bolgeler
incelenmistir. Bu halka bolgelerin kiyaslamasi 6rnekler lizerinde yapilmistir.

Dordiincii boliim orijinal olup genellestirilmis Fibonacci sayr dizisi
kullanilarak yeni bir 6zdeslik elde edilmistir. Bu 6zdeslik yardimiyla polinomlarin
sifirlarint igeren yeni bir halka bélge bulunmustur. Bulunan yeni halka bolgemiz
ile bilinen halka bolgelerin kiyaslamasi drnekler ile yapilmistir. Sonug olarak elde
etmis oldugumuz yeni halka bélgenin bilinen halka bélgelerden daha kesin oldugu
gorilmiistiir

ANAHTAR KELIMELER: Polinomlarin sifirlari, Fibonacci sayilari, Lucas
sayilari, genellestirilmis Fibonacci sayilari, genellestirilmis Lucas sayilari.



ABSTRACT

ANNULI FOR THE ZEROS OF POLYNOMIALS
MSC THESIS
PELIN DEMIR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. NIHAL YILMAZ OZGUR))
BALIKESIR, NOVEMBER 2015

In this thesis, a new identity is obtained to determine new annuli
containing all the zeros of polynomials using generalized Fibonacci number
sequence. Then a new annulus obtained using this identity and a comporison is
made with the know regions of this region.

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced.

In the second chapter, in order to make understanding easy some basic
definitions, propositions, theorems and various examples are given.

In the third chapter, known annuli containing all the zeros of polynomials
are investigated. Comporasion of these annuli is made by examples.

The fourth chapter is orginal and in this chapter, a new identity is obtained
using the generalized Fibonacci number sequence. A new annulus containing all
the zeros of polynomials is found using this identity. Comporasion of the new
annulus with known annuli is made by examples. Consequently we see that this
new annulus is more certain than the known annuli.

KEYWORDS: Zeros of polynomials, Fibonacci numbers, Lucas numbers,
generalized Fibonacci numbers, generalized Lucas numbers.
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ONSOZ

Bu c¢alismada, polinomlarin sifirlarini igeren halka boélgeler ile ilgili
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1. GIRIS

Polinomlar bir¢ok bilimsel calismada adindan c¢okca soz ettiren bir konu
olmustur. Ozellikle polinomlarm sifir yerlerinin geometrisi; miihendislik,
matematiksel kimya ve matematik gibi farkli disiplinlerde; bu alanlar uygulamali
matematigin kontrol teori, sinyal isleme, iletisim teorisi, kodlama teorisi, kriptografi

ve matematiksel biyoloji gibi pek ¢ok alaninda uygulamasi olan 6nemli bir alandhr.

Polinomlarin sifir yerlerinin belirlenmesi problemi Gauss ve Cauchy
zamanindan beri yogun bir sekilde ¢alisilmaktadir. Bu ¢alismalarda ele alinan temel
problem, bolgenin nasil oldugu ve nasil elde edilecegidir. Ozellikle polinomlarin
sifirlarini igeren halka bolgelerin belirlenmesiyle ilgili pek ¢ok calisma vardir. Bu tip
halka bolgeleri bulabilmek i¢in Fibonacci say1 dizisi ve Lucas say1 dizisi gibi say1
dizileri kullanilarak baz1 06zdeslikler elde edilmistir. Bulunan bu o6zdeslikler

yardimiyla da polinomun sifirlarini igeren yeni halka bolgeler olusturulmustur.

Polinomlarin sifir yerlerinin belirlenmesi ile ilgili ilk g¢alisma Cauchy
tarafindan yapilmistir [1]. Cauchy yapmis oldugu bu c¢alismada polinomlarin

sifirlarini igeren bir disk elde etmistir.

Cauchy’nin bolgesinden daha iyi bolgeler elde etmek icin ¢esitli ¢aligmalar
yapilmustir. Yapilan bu ¢aligmalar sonucunda elde edilen yeni bolgelerin 6rnekler

tizerinde Cauchy’nin bdlgesinden daha iyi oldugu goriilmuistiir.

J. L. Diaz-Barraro 2002 yilinda Fibonacci say1 dizisi ve Binom katsayisinin
kullanildig1 6zdeslikler yardimiyla polinomlarin sifirlarin1 igeren yeni bir disk
bulmustur [2]. Bulmus oldugu bu diskin Cauchy’ nin bolgesiyle kiyaslamasini drnek

tizerinden yapmustir.

J. L. Diaz-Barraro 2002 yilinda Fibonacci say1 dizisini kullanarak bir 6zdeslik
elde etmistir [3]. Elde edilen bu 6zdeslik yardimiyla polinomlarin sifirlarini igeren
yeni bir halka bolge vermistir. Daha sonra J. L. Diaz-Barraro ve J. J. Egozcue 2004

yilinda yeni bir halka bdlgenin smirlarini belirlemek i¢in bir sayir dizisini



genelleyerek yeni bir 6zdeslik bulmuslardir. Bu 6zdeslik sayesinde de bilinen bazi

halka bolgelerin bir geneli olarak yeni bir halka bolge elde edilmistir [4].

M. Bidkham ve E. Shashahani 2011 yilinda k -Fibonacci say1 dizisini
kullanarak yeni bir 6zdeslik tanimlamistir ve bu 6zdeslik yardimiyla polinomlarin

stfirlar1 i¢in uygun bir halka bolge elde etmistir [5].

M. Bidkham, A. Zireh ve H. A. Soleiman Mezerji 2013 yilinda
genellestirilmis Fibonacci sayi1 dizisini kullanarak J. L. Diaz-Barraro ve J. J. Egozcue
tarafindan 2004 yilinda yapilan ¢alismay1 [4] genelleyerek polinomlarin sifirlarin
igeren yeni bir halka bélge bulmuslardir [6].

N. A. Rather ve S. G. Mattoo 2013 yilinda daha 6nce yapilan ¢aligsmalara
benzer sekilde yeni bir say1 dizisi tanimlayarak yeni bir 6zdeslik elde etmislerdir [7].

Bu 6zdeslikten faydanilarak yeni bir halka bolge bulmuslardir.

A. Dalal ve N. K. Govil 2013 yilinda 1<k <n i¢in

A >0 vezn:Akzl

0zdesligini saglayan herhangi bir dizi yardimiyla polinomlarin sifirlarini iceren yeni
bir halka bolge elde edilebilecegini gostermislerdir [8]. Elde edilen bu halka bdlgenin

daha once bulunan halka bolgelerden daha genel bir yapida oldugu gosterilmistir.

Sonu¢ olarak bu calismalarin hepsinde sayr dizileri yardimiyla cesitli
Ozdeslikler tanimlanmis ve bu 6zdeslikler yardimiyla polinomlarin sifirlarini igeren
yeni halka bolgeler elde edilmistir. Bulunan halka bolgelerin daha 6nceden bulunan
halka bolgelerle kiyaslanmasi Ornekler iizerinde yapilmigtir. Fakat yapilan bu
calismalarda her polinom igin elde edilecek halka bolge kesin degildir. Yani her bir
polinom i¢in polinomun sifirlarini igeren en iyi halka bolge farkli teoremlere karsilik
gelmektedir. Bu nedenle polinomun sifirlarini igeren kesin bolgeler belirlenmedikge

yeni bolgelerin arastirilmasi 6nem kazanmaktadir.

Bu tezde daha onceden bulunan diskler ve halka bolgeler incelenmis ve

genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi kullanilarak yeni bir 6zdeslik bulunmustur. Son



boliim orijinal olup bu bdliimde bulunan bu yeni 6zdeslik yardimiyla polinomlarin
sifirlarini igeren yeni bir halka bolge edilmistir. Bilinen halka bolgeler ile bu ¢alisma
da elde edilen halka bélgenin karsilastirmasi 6rnekler yardimiyla yapilmistir. Sonug
olarak elde etmis oldugumuz halka boélgenin bilinen halka bolgelerden daha iyi

oldugu goriilmiistiir.



2. ON BILGILER

Bu bolimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve

kavramlar verilecektir.

2.1 Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Dizileri

2.1.1 Tamim: [9]

k ve t herhangi pozitif reel sayilar olsun. Genellestirilmis Fibonacci sayilari,

her n>1 tamsayisi igin, baslangig kosullart K, , =0, F ., = 1 olmak {izere

I:k,t,n+1 = k I:k,t,n +1 I:k,t,n—l n Zl (21)

bagintisi ile tanimlanir. Burada F_, | * ye n.k, t- Fibonacci sayisi denir.

2.1.2 Sonug: Ozel olarak t = 1 ve k herhangi pozitif reel sayisi olmak iizere

Fooa=KF,+F.,: n=1, F,=0,F,=1seklinde tanimlanan n. k-

Fibonacci say1 dizisi elde edilir.

2.1.3 Sonug: Ozel olarak k=t=1i¢in F ,=F +F _, n>1, F,=0,F =1
seklinde tanimlanan n. Fibonacci say1 dizisi elde edilir.
2.1.4 Sonug: Ozel olarak k = 2, t = 1 i¢inP,, =P, +P_, n>1,P, =0,

n+l —

P, =1 seklinde tanimlanan n. Pell say1 dizisi elde edilir



2.1.5 Tanim: [9]

k ve t herhangi pozitif reel sayilar olsun. Genellestirilmis Lucas sayilari,

baglangig kosullan L, =2, L ;; =1 olmak iizere

I—k,t,n+1 =k I—k,t,n +1 Lk,t,n—l (n 2 1) (22)

bagintisi ile tanimlanir. Burada L, , * ye n. k - Lucas sayis1 denir.

2.1.6 Sonug: Ozel olarak t = 1ve herhangi bir k pozitif reel sayis1 olmak iizere

n. k- Lucas sayr dizisi L ,=2 ve L,=1 baslangig kosullaryla,

Lona =k L, +L 4 (n>1) seklinde tanimlanr.

2.1.7 Sonug: Ozel olarak k =t = 1 olmak iizere n. Lucas say1 dizisi L, =2 ve

L, =1 baslangi¢ kosullariyla, L, =L +L, , (n=1) seklinde tanimlanir.

2.1.8 Teorem: [9] (Binet Formiilii)

k ve t herhangi pozitif reel sayilar olsun. X —kx—t=0 Karakteristik

k ++k?+4t k — k2 + 4t

denkleminin kokleri @ =——— ve = 5 dir . Genellestirilmis

Fibonacci sayilari igin

n n
a —
Feon = a-b (2.3)
il a _ ﬁ
esitligi saglanir. Benzer sekilde genellestirilmis Lucas sayilari igin
Lin=0a"+ 8" (2.4)

esitligi saglanir.



2.2 Reel Katsayih Polinomlar

Denklemler teorisi, polinom denklemlerin koklerinin yapisi ve kokleri bulma
metodlart ile ilgili birgok calisma yapilmistir. Bu g¢alismalar matematik ve fen
bilimlerinin her dalinda uygulama alanma sahiptir. Polinom denklemler iizerinde
yapilan yogun calismalar, baz1 gézlemlere ve teoremlerin dogmasina yol agmustir.
Bunlardan biri Descartes igaret kuralidir. Bu kural kisaca, bir polinom denklemin
koklerinin karakterini (pozitif, negatif ya da sanal) belirlemeye yardimci bir arag

olarak gelistirilmistir.

8y, 8y, &y, ..., a, # 0 reel sayilar olmak iizere

P(x)=ax"+a _X""+..+aXx+a, (2.5)

n. derece gergel katsayili polinomunu dikkate alalim. Cebirin temel teoremine gore n.
dereceden bir polinomun (kompleks diizlemde) n tane kokii vardir. Bu durumda
Descartes isaret kurali ile tam veya rasyonel katsayili bir denklemin tam ve rasyonel

kokleri hakkinda ¢esitli ¢alismalar yapilmistir.
2.2.1 Teorem: [10] (Descartes Isaret Kurali)

8y, 8,,8,,...,a, # Oreel sayilar olmak iizere (2.5) de tanimlanan P(z) n.

derece  gercel katsayili polinomunun pozitif koklerinin sayis;; ya denklemin
katsayilar1 arasindaki isaret degisiminin sayisina esit ya da isaret degisimi sayisinin
bir ¢ift tam say1 eksigi kadardir. Negatif kokler i¢in (2.5) denkleminde X yerine —Xx
koyarsak pozitif koklerdeki ayn1 durum negatif kokler i¢cin de gegerlidir. Descartes
isaret kurali, bir bakima, denklemin pozitif (negatif) koklerinin sayisinin
maksimumunu vermektedir. Karmasik kok igin; n. dereceden bir polinom n koke

sahiptir. Buna gore polinomun sahip oldugu minimum karmasik kok sayisi ise p

pozitif kok sayis1 ve g negatif kok sayist olmak tizere N —( p+ q) esittir.



2.2.2 Ornek:

4x* —5%* +6=0 denklemini ele alalim. Katsayilarin isareti sirasiyla

+,—,+olup, katsayilar arasindaki isaret degisimi 2 defa ger¢eklesmektedir. O halde
pozitif koklerin sayis1 ya 2 ya da O dir. Negatif kok sayis1 denklemde X yerine —X

koyarsak —4x> —5x? +6 =0 denklemi bulunur ve denklemin katsayilar arasindaki

isaret degisimi 1 dir. O halde 1 tane negatif koke sahiptir.

2.3  Kompleks Katsayilh Polinomlar

Polinomlarin sifirlarini igeren bdlgelerin arastirilmas: ile ilgili ¢alismalar

Gauss’un asagidaki sonucu ile baslamistir.
2.3.1 Teorem: [1]
P(z)=a,z" +a,,2"" +...+ 82 +a, kompleks katsayili bir polinom olsun.

1
R= m(ax{ N2 \ak\ }k olmak iizere P(z) polinomunun biitiin sifirlari
<k=<n

C,={zeC:|z|=R} (2.6)

kapal1 diski disinda yer almaz.

Cauchy 1829 yilindaki ¢alismasinda asagidaki teoremi ispatlayarak Gauss’un

yukaridaki sonucunu gelistirmistir [11].



2.3.2 Teorem: [11]

P(2)=2"+ an_lz“‘l +...+&Z +a, kompleks katsayil1 bir polinom olsun.

M:max{|ak|}ve77

0<k<n-1
2" —la, | 2"" —...—|a|z—|a,| =0 (2.7)

reel katsayili denklemin pozitif kokii olmak tizere P(z) *nin biitiin sifirlart
C,={zeCz|<1+ M} (2.8)

diski icerisinde yer alir.

Cauchy’ nin iyi bilinen bir ¢alismasidir [1].

2.3.3 Teorem: [1]

P(z) = ath + an_lz“‘l +...+&Z+a, kompleks katsayil1 bir polinom olsun.

O zaman r sayisi
|2 [ 2" —.—[a2—[a|=0 29)
n n-1 al aO '
denkleminin pozitif kokii olmak iizere P(z)’ nin biitiin sifirlari
C,={zeC:lz|<r| (2.10)

diski igerisinde yer alir.
Ispat:

P(z)=a,z"+a,,2"" +..+az+a, olsun.

IP(z)| 2

az"

an_lz”‘1+...+alz+a0‘ dir. (2.11)
Ispat1 (2.11) esitsizliginden elde edecegiz.

Kabul edelimki ‘z‘ > I olsun. Buna gore ‘Z‘ > T igin (2.3.4) denkleminin sol

tarafi negatif olur. Bu yiizden (2.11) esitsizliginin sag tarafi pozitif elde edilir. P(z)



polinomu (2.11) esitisizligine bagh oldugundan |z|>r icin [P(z)|>0 dir. Yani
‘Z‘> r i¢in P(z)#0 dir. Buna gore P(z) polinomunun biitin sifirlar

C, ={z e C:|z|<r}diski iginde yer alr.

Dikkat edilirse (2.9) denkleminin Descartes kurali geregince bir tek pozitif
koki vardir. o

2.3.4 Ornek:

Teorem 2.3.3 kullamlirsa P,(z) =2°+0.22*+0.32+0.7 polinomunun

biitiin sifirlarnm C; = {Z eC: ‘Z‘ S1.079l} diski igerisinde yer aldig1 elde edilir.

Koklerin geometrik dagilimi Sekil 2.1 de goriilmektedir.

Sekil 2.1: B,(z) polinomunun sifirlarini igeren bdlge.

J. L. Diaz-Barrero 2002 yilinda yapmis oldugu calismada asagidaki

Ozdesliklerden faydalanarak polinomlarin sifirlarin1 igeren yeni bir bolge elde
etmistir [2].



2.3.5 Onerme: [2]

C(n,k) Binom katsayisi ve F, n. Fibonacci sayisi olmak iizere

n
> Kk’C(n,k) =2"?n(n+1) (2.12)
k=1
ve
n
> C(nk)2“F =F, (2.13)
k=0

0zdeslikleri elde edilir.

2.3.6 Teorem: [2]

n
P(2) :Zaiz'sabit olmayan kompleks bir polinom olsun. O zaman P(z)
i=0

polinomunun biitiin sifirlari, sinirlar

Uk
_ 2"1C(n+1,2)
rl_gg]{—kzc(n,k) |an_k|} (2.14)
ve
. Uk
= 1% e i | 219

olan C,, = {ZGC |z|<r} veyaC,, = {ZE(C |Z|<I’2} diski iginde yer alir.
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2.3.7 Ornek:

J. L. Diaz-Barrero’nun teoremi kullanilirsa
P,(z)=2°+0.32+0.22+0.8

polinomunun biitiin  sifirlari, siirlart - sirasiyla =24 ve r,=1.7 olan
C,={zeC:|z|<2.4} veya C,, ={z € C:|z|<1.7} diski iginde yer alir. Dikkat

edilirse bu &rnekte P,(Z) polinomunun sifirlari her iki diskin de iginde yer

almaktadir (Sekil 2.2).

Sekil 2.2: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren bolge.

Simdi bu son iki bolgeyi 6rnekler tizerinde karsilastiralim.

2.3.8 Ornek:

P,(z) =0.21z" —0.001z° + 22> 0.5z +5

polinomunun biitlin sifirlarini iceren bolgeyi elde etmek icin J. L. Diaz-Barrero’nun

teoremi  kullanilirsa  smirlart  swrasiyla  1=2.5819 ve r,=3.4641 olan

C,,={2eC:|z|<2.5819} veya C,, ={z e C:|z|<3.4641} diskleri elde edilir.
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Dikkat edilirse bu drnekte P;(Z) polinomunun sifirlart her iki diskin de i¢inde yer

almaktadir (Sekil 2.3). Simdi Cauchy’nin teoremi kullamlirsa P;(Z) polinomunun

sifirlar1 st 1= 3.4896 olan C3={ZEC:|Z|S3.4896} diski igerisinde yer

almaktadir (Sekil 2.3). J. L. Diaz-Barrero’nun teoremini kullanilarak elde etmis

oldugumuz sinir Cauchy’nin teoremi kullanilarak elde edilen sinirdan daha iyidir.

Dolayistyla P;(Z) polinomunun biitiin sifirlari i¢in elde edilen C,, bdlgesi daha iyi

bir bolgedir (Sekil 2.3) (burada P;(z) polinomunun sifirlarnin  modiilleri

|2,|=2.558, |z,|=2.558, |z,|=1.9075 ve |z,|=1.9075 dir)

0

o0

w

Sekil 2.3: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren bolgeler.

2.3.9 Ornek: [2] numarali alismada yer alan
P,(z)=2°+0.1z° +0.52 +0.7

polinomunu dikkate alalim. Bu polinomun biitiin sifirlarin1 igeren bolgeyi elde etmek

icin J. L. Diaz-Barrero’nun teoremi yardimiyla sinirlart sirasiyla 1= 1.2312 ve
r,=1.1902 olan C,,={zeC:|z|<1.2312} ve C,,={zeC:|z]<1.1902]

diskleri elde edilir. Dikkat edilirse bu &rnekte P,(z) polinomunun sifirlart her iki
diskin de iginde yer almaktadir (Sekil 2.4). Simdi Cauchy’nin teoremini kullanilirsa

st ;= 1.1135 olan C; = {Z eC: |Z| 31.1135} diski elde edilir (Sekil 2.4). Fakat

12



bu son smir [2] nolu kaynakta yanlis hesaplanmistir. Cauchy’nin  teoremini
kullanilarak elde etmis oldugumuz bdlge J. L. Diaz-Barrero teoremi kullanilarak

elde edilen bolgelerden daha iyidir. Dolayisiyla P,(z) polinomunun biitiin sifirlari

iin elde edilen C, bolgesi daha iyi bir bolgedir (Sekil 2.4).

Sekil 2.4: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren bolgeler.

13



3. POLINOMLARIN SIFIRLARINI ICEREN HALKA
BOLGELER

Bu boliimde polinomlarin sifirlarin1 igeren halka bolgeler incelenecektir. Bu
bolgeleri belirlemek igin bilinen sayr dizileri yardimiyla uygun 6zdeslikler elde
edilmis ve bu 6zdeslikler kullanilarak Cauchy’nin sinirin1 daha iyi hale getirmek i¢in

yeni halka bolgeler elde edilmistir.

3.1. Polinomlarin Sifirlarim iceren Halka Bélgelerin Elde Edilmesi

Bu béliimde polinomlarin sifirlarini iceren halka bolgeler hakkinda yapilan
caligmalar yer alacaktir. Gauss ve Cauchy’ nin elde etmis oldugu sinirlart daha iyi
hale getimek i¢in ¢esitli caligmalar yapilmistir. Bu ¢alismalar ile Gauss ve Cauchy’
nin smurlar arasinda karsilastirmalar yapilarak elde edilen alt sinirlarin en biiytik ve
ist sinirlarin en kii¢lik olmasi amaglanmistir. Bu konu hakkinda Diaz- Barrero 2002
yilinda yaptig1 calismada Fibonacci sayilar1 ve binom katsayilarini iceren asagidaki
Ozdeslikten yararlanarak polinomlarin sifirlarini igeren bolgeyi halka bolge olarak

elde edilmistir.

3.1.1 Onerme: [3]

F, n. Fibonacci sayisi ve C(n,K) binom katsayisi olmak iizere

n
> 2"*3R.C(nk) =F,y, (3.1)
k=1

Ozdesligi elde edilir.
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[3]’ de Diaz-Barrero Cauchy’nin klasik sonucundaki bolgeyi daha iyi hale
getirmek icin yukaridaki 6zdeslik yardimiyla halka bdlgenin sinirlarini agagidaki
teoremde elde etmistir. Bu teoremin ispati, yontemin agiklanmasi amaciyla

verilmistir.

3.1.2 Teorem: [3]

n
A(z):Zaizi (L<i<n, a #0) sabit olmayan kompleks bir polinom
i=0

olsun. O zaman A(Z) polinomunun biitiin sifirlar1 sinirlar:

1k
3 . n
=~ min 2'RC(nk) |8 (3.2)
2 1<k<n Fun a,
ve
vk
F. An_g
I, = = Max § o— 3.3
2 3Kksn{2” FCMK) | a } (3.3)
olan
C,={zeC:ir<|z<r,} (3.4)
halkasi i¢inde yer alir.
. k _ 2"*3*FC(nk _
Ispat: rl < % ;ﬁ yazabIIIrIZ.
" k

|Z| < I, oldugunu varsayalim. Bu durumda sirasiyla ‘X‘ —M < HX‘ —\yH < ‘X + y\ ,
|X + y| < |X| +|y| ve |xy| = |x||y| esitsizlikleri ve (3.1) 6zdesligi kullanilirsa

Zn:aizi
=

[A@)]=

n n-1
anz +an_1z +...+alz+a0‘

> [ay| —‘aiz +..+a 2" +az"
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2|%|—(|a12|+...+ a_z"+a,z" )
C k
>[ao|- > [a/|2
k=1
C k
> [ao] - > _[a[n
k=1
S
>la | 1= =%
\ao\_ Z‘ao 1}

i

Q; | 2 *3“F.Cc(nk)
1— i |27 3" RC(n.k)
>|a0|_ kZ:: a, Fan Ay }

— |y 1—2%;“”“}:0

n
k=1

yani |A(Z)| > 0 elde edilir. Buna gore {Z eC: ‘Z‘ < rl} icinde A(z) polinomunun

stfirlar1 yoktur.

A(z) polinomunun biitiin sifirlarmin modiilleri Cauchy’nin teoreminden

dolay1

G(@) =ay| 2" ~[an 4| 2" .. ~[a| 2= [ay|

denkleminin tek pozitif reel kdkiine esit veya daha kiigiiktiir. Dolayisiyla G(r,) >0

oldugunu gosterirsek ikinci boliimii ispat etmis olacagiz. (3.3) geregince

-k
an

Uk
1 ndan > 4n n zabiliriz.
} oldugundan r, 2 S F R CMK) a ‘ yazab

r. —Emax Fan
27 31cken | 2"RC(nK)

Buradan

k 2" RC(NK) a,
= >
4n a

n

rZ
elde edilir. Buna gore (3.1) 6zdesligi kullanilarak

G(rz) = |an| rzn _|an71| rzn_l _---_|a1| I _|ao|
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:|an| - 2 TR

| n |an71| r n-1 |a1| |a0q

>a, |l 1" —Zn:rzkwrn—k

= F4n 2
n C 2"*3KF.C(nk) . n
>|a,|| 1" - D =y,
i=
n C 2" k3K R .C(n k)
>[a, 1| 1- Y L peon
i=1

=0
elde edilir. Buna gore G(I,) >0 oldugunu gostermis olduk. Dolayisiyla ispat
tamamlanmigtir. A(Z) polinomunun sifirlari C, = {Z eCirp< Z| < I’Z} halkas1

igerisinde yer alir. o

3.1.3 Ornek:

J. L. Diaz-Barrero’nun teoremi kullanilarak
P.(z) =10z° —4z* -2z +30

polinomunun  biitlin  sifirlarinin, simirlan - =104 ve r1,=2 olan

C, = {Z eC:1.04< |Z| < 2} halkasi iginde yer aldig1 sonucu elde edilir (Sekil 3.1).
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Sekil 3.1: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bélge.

Diaz-Barrero 2004’ te [4] numarali ¢aligmasinda asagidaki Ozdeslikten

faydalanarak yeni bir halka bolge elde etmistir.

3.1.4 Onerme: [4]

a ve b pozitif reel say1 olmak iizere x> —ax—b=0 ikinci dereceden

denklemin kokleri r ve s olsun. O zaman ¢ ve d reel katsayilar olmak iizere

n
A, =cr"+ds" ve B, = r*s"** alalm. Bu durumda
k=0

(N n—k k
Z K (ij—l) Bj A :Ajn (3.5)
k=0
dir (burada r =s ise B, =n s"tve r#s ise B, :% alinacaktir).
r—s
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3.1.5 Teorem: [4]

A(z)=) az' (1<i<n igin a #0) sabit olmayan kompleks bir polinom
i=0

olsun. j>2 igin A(z) polinomunun biitiin sifirlari, smirlari

1k

n _
Dom,reia,
r, =min ha (3.6)
1<k<n Ajn a,
ve
1k
A
r, = max I a“‘k| (3.7)
1<k<n an ‘

"B ) B
Moo, 0

olan C; = {Z eCirp< |Z| < I’Z} halkas1 i¢inde yer alir.
3.1.6 Ornek:

Diaz-Barrero ve Egozcue’ nin teoremi geregince j = 2 igin

P,(z)=2°+0.2z°+0.32+0.9

polinomunun  biitin  sififlart  siurlan = =05 wve 1,=1.5939 olan
Ce= {Z eC:05< |Z| S1.5939} halkast1 icinde yer alr. a=b=1 icin

J5 1+5

x> —x-1=0 ikinci dereceden denklemin kokleri r = 1_7 ve S= T dir. O

n n n
r —s
A : . _ N n _ Kan-1-k __
zaman C=d =1 reel katsayilar1 i¢in A, =r"+S" ve B, = E r's R
k=0 -

dir,
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Sekil 3.2: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bolge.

M. Bidkman ve E. Shashahani 2011 de [5] numarali kaynakta k-Fibonacci
sayist ve binom katsayisindan faydalanilarak elde eldilen asagidaki O6zdeslik

yardimiyla asagidaki teoremde yeni bir halka bolge elde etmislerdir.
3.1.7 Onerme: [5]

F. ., n. k-Fibonacci sayis1 olmak iizere

S (k2 + 1)K+ 2K) F,, mz Fon (3.8)

i=1
0zdesligi elde edilir.

3.1.8 Teorem: [5]

n
P(z) = Zaiz' (L<i<n, a #0)n. derece sabit olmayan kompleks polinom
i=0

ve k herhangi pozitif reel sayisi olmak iizere
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(K2 +1)" (K +2K)'F, m

A= (3.9)
|:k,4n
olsun. O zaman P(z) polinomunun biitiin sifirlar1, sinirlari
Vi
G:min{ﬂ,‘ &} (3.10)
1<i<n ai
ve
1 Vi
r, = max{— h} (3.11)
1<i<n j_,l a,

olan C, = {Z eCin< |Z| < r2} halkasi iginde yer alir.
3.1.9 Ornek:
k = 3 i¢in M. Bidkham ve Shashahani’nin teoremi kullanilirsa

P,(z) =20z° +4z% + z+50

polinomunun  biitin  sifirlar;,  smurlann [=1.0593 ve 1,=9.44  olan

C, = {Z e C:1.0593< |Z| < 9.44} halkas1 iginde yer aldig1 goriiliir (Sekil 3.3).

Sekil 3.3: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bélge.
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M. Bidkham, A. Zireh ve H. A. Soleiman Mezerji 2013’ de [6] numaral
kaynakta genelestirilmis Finocacci say1 dizisi yardimiyla asagidaki ozdesligi
kullanarak polinomlarin sifirlarin1 igeren yeni halka bolgenin smirlarini asagidaki

teorem de elde etmistir.
3.1.10 Onerme: [6]

ka n. k, t - Fibonacci sayisi olmak tizere

Z(?j(u:k't’zj‘l)n_i (kaj )I Fkvt'i - Fk,t,zin (3.12)

i=0
0zdesligi elde edilir.

3.1.11 Teorem: [6]

P(z)=a,z"+a, 2" +..+az+a, (L<i<n icin a #0) n.derece sabit
olmayan kompleks polinom ve k ve t herhangi pozitif reel sayilar olsun. j >1 olmak

tizere P(Z) polinomunun biitiin sifirlar1, sinirlart

Vi
n i n—i
( | J I:k,t,i (Fk,tyzj ) (tFk,t,Zj—l)

= min % (3.13)

=N I:k,t,zjn &

ve
Ui
F i a
_ kt,2'n n—i

r, = max a, (3.14)

1<k<n n i i
( ; j Fk,tvi (Fk,t,zj ) (tFk,t,zl?l)

olan Cg = {Z eCir< |Z| < r2} halkasi iginde yer alir.
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Bu teoremde k =2 ve t =1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

3.1.12 Sonug: [6]

n
P(z) = Zaiz' (L<i<n igin & #0) n. derece sabit olmayan kompleks bir
i=0

polinom, k ve t herhangi pozitif reel sayislar olsun. j >1

i
n i n—i
(JR(PZ,-) (P,)
I, =min % (3.15)
1 1ci<n P a
- 2in i
ve
Vi
P, .
r, = max 2in i % (3.16)
an

I<i<n n i i
(ije(aj) (P,i)

olmak iizere P(Z) polinomunun biitiin sifirlari Cy = {Z eCir< |Z| < r2} halka

bolge icerisinde yer alir.

3.1.13 Ornek:

M. Bidkham , A. Zireh ve H. A. Soleiman Mezerji’nin teoremi ile

P,(z)=2z"-0.052° + 0.7z - 0.2z + 0.6

polinomunun biitiin sifirlart j = 2, k = 2 ve t = 1 igin smirlar1 1;=0.0382 ve
r,=3.9236 olan Cg={Ze@:0.0382£|2|£3.9236} halkas1 i¢inde yer aldig

goriiliir (Sekil3.4).
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Sekil 3.4: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bélge.

N. A. Rather ve S. G. Mattoo 2013 de [7] numarali kaynakta, polinomlarin
sifirlarin1  igeren bolgeyi belirlemek i¢in asagidaki o6zdeslikten yararlanarak,

asagidaki teoremdeki sinirlar elde etmistir.
3.1.14 Onerme: [7]

a, b, ¢ herhangi pozitif reel sayilar olmak iizere F,**® =0, F®"9 =1

ve

(a,b,c) (a,b,c) H
Fn(a'bw:{aﬁl HORe MO sy (317)

bF _,@*) 4 cF @29 n tek’

olsun. Bu durumda (k) =k — ZLEJ olmak iizere

n K
D (ab+c)"*(ab+2c)<a® (ab)Mcnk F (P9 = F, @29 (318)
k=1

dir.
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3.1.15 Teorem: [7]

P(z)=az"+a, 2" +..+az+a, (1<i<n icin & #0) n. derece sabit
olmayan kompleks bir polinom , a, b, ¢, u, v ve w her hangi pozitif reel sayilari,

ReP9 =0, F®" =1ve

n>?2

(a,b,c) (a,b,c) .
F @bo) _ aF, , +cF , , n cift
n - (a,b.c) (a,b.c) !
bF._, +cF, , n tek

k
F_ @29 tanimlansin ve &(k) =k — ZLEJ olsun. s herhangi bir pozitif reel sayist

olsun. O zaman P(Z) polinomunun biitiin sifirlar1, sinirlar:
1k

" (uvw+ w? )n s (UV)L%J F (v
2w LIk a -
Y uvw 4 WA tsken F v 2, _
ve
Uk
— abc—+c2 max Fabe) a . 520
2 - .
ab+2c =k=n |(n (abc L2 )n as® (ab)w F@vo | @
K K

olan C, = {Z eCir < |Z| < I’Z} halkasi iginde yer alir.
3.1.16 Ornek:

N. A. Rather ve S. G. Mattoo’nun teoremi kullanilarak

P,(z)=2°+0.52° +0.32 +2

polinomunun biitin ~ sifirlarinin,  siirlari 1,=0.8568 ve 1,=4.5178 olan
Clo:{ZGC:O.8568S|Z|S4.5178} halkas1 iginde yer aldigi goriiliir (burada
1 1

1 3
a=b==,c=—,u=v==,W=— alinmistir).
2 10 2 8
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Sekil 3.5: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bolge.

A. Dalal ve N. K. Govil, 2013’ de [8] numarali kaynakta yukaridaki tiim

calismalar1 genelleyen asagidaki teoremi elde etmislerdir:

3.1.17 Teorem: [8]
1<k <n i¢in A >0 ve Z A =1 olsun. Eger

n
P(z) = Zakz" (I<k<n,a, #0) kompleks katsayili sabit olmayan bir polinom
k=0

ise P(z) nin biitiin sifirlari, sinirlart

1<k<n

I, =min {Ak

1/k
& } (3.21)
ve

1la,,

0
ak
1k
rf@%{g = } (3.22)

a
olan C, = {Z eCir< |Z| < r2} halkasi i¢inde yer alir.

n
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3.1.18 Sonug: [8]

P(z)=a,2"+a, 2" +..+az+a, (1<i<n igin & #0) n. derece sabit

olmayan kompleks katsayili polinom olsun. L, n. Lucas sayisi olmak iizere P(Z)

polinomunun biitiin sifirlari, sinirlar

2
a'k

-
.

L
L=mny——m-—
1<k<n Ln+2 -3

ve

a'—k

n

{Lmz -3
I, =maxXq——
a

n

n
olan C, = {Z eCin< |Z| < I‘z} halkasi i¢inde yer alir (burada Z L. =L,

k=1
0zdesligi kullanilmistir).

3.1.19 Ornek:

Sonug 3.1.18 kullanilirsa

P,(2) =2°+0.22° +0.12+0.7

polinomunun  biitin  sifirlarmm, smrlart [=0.7047 ve 1,=1.6

(3.23)

(3.24)

-3

olan

C,= {Z eC:0.7047 < |Z| < 1.6} halkas1 i¢inde yer aldig1 goriiliir (Sekil 3.6).
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Sekil 3.6: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bélge.

3.1.20 Sonug: [8]

P(z)=az"+a ;2" +..+az+a, (L<i<n igin @ #0) n. derece sabit

C(2k,K)

olmayan kompleks katsayili bir polinom olsun. C, = Catalan sayist olmak

tizere P(z) polinomunun biitiin sifirlari, sinirlari

1k
I, =min CiaCoi | (3.25)
1<k<n Cn a,
ve
C 1k
r, =max{ —-_— G (3.26)
Leksn Ck—lCn—k an
C(2k,k)

olan C, = {Z eCir< |Z| < rz} halkast i¢inde yer alir (burada C, = 1
+

n
Catalan say1s1 yardimryla ZCk_lCn_k = C, 6zdesligi kullanilir).
k1

28



3.1.21 Ornek:

Sonug 3.1.20 kullanilirsa
P,(z) =62°+3z% +z+1000

polinomunun  biitin  sifirlart  smurlann [ =4.0548 ve r,=7.469 olan

C,, ={2eC:4.0548 <|7|<7.469} halkasi iginde yer aldig goriiliir (Sekil 3.7).

Sekil 3.7: Pn(z) polinomunun sifirlarini i¢eren halka bolge.

3.2 Bolgelerin Karsilastirilmasi

Yukarida verdigimiz tiim caligmalarda elde edilen yeni bdlgelerin bilinen
bolgelerle kiyaslanmasi Ornek {izerinden yapilmistir. Bu boéliimde polinomlarin
sifirlarin1 igeren halka bolgeler arasinda karsilagtirmayr bir 6rnek yardimiyla
yaparak, elde edilen teoremlerin alt ve ist sinirlar1 kiyaslayacagiz. En iyi halka

bolgeyi belirleyecegiz.
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3.2.1 Ornek:
P,(z) =2°+0.6z* +0.1z° +0.02z2* - 0.3z +10

polinomunun sifirlari igin Teorem 3.1.2, Teorem 3.1.5 (a=b=c=d =1ve j=2),
Teorem 3.1.8 (t = 2), Teorem 3.1.11 ( j=2, k=1 ve t=2), Teorem 3.1.15

1 2 1
(a=b=g, ng,u :V:E, Wzg), Sonug 3.1.18 ve Sonug 3.1.20 de elde edilen

halka bolgeleri ¢izerek karsilastiralim.

Tablo 3.1: B,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bdlgelerin degerleri

Bolge r r, Bolgenin alant
C, 1.1242 16 894
C, 0.9779 14 681
C, 0.0781 255 205744
Cq 0.1931 103 33694
Cp 1.0505 3.6849 39
Cp, 1.282 15 759
Cp; 1.1868 1.9743 7.8209
1 G
Cs
3 3 1 C,
Cs
" Cp
i C,
-r i Cl3

Sekil 3.8: P, (2) polinomunun sifirlarimi igeren halka bolgeler.
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Burada polinomun sifirlarini igeren yeni halka bolgelerin alt sinirlarini ve st

smirlarint  karsilagtiralim. Hedefimiz en iyi halka bolgeyi elde etmektir. Bunun igin

de ilk olarak alt smirlar1 karsilastiralim. Amacimiz burada polinomun sifirlarina en

yakin alt sinir1 bulmaktir. Yani burada en biiyiik alt sinir1 bulmaliyiz. Tablo 3.1 e

bakilirsa C;, halka bolgesinde en iyi alt smir elde edilmistir. Ikinci olarak iist

siirlart karsilastiralim. Buradaki amacimiz polinomlarin sifirlarini i¢ine alan st

siirlarin en kiigiigiinii bulmaktir. Tablo 3.1 den de goriilebilecegi gibi polinomlarin

sifirlarina en yakin ist simir C, halka bolgesinin iist smiridir. Bolgelerin alanlart

dikkate alimrsa P,,(Z) polinomunun sifirlarini igeren en iyi halka bdlge Tablo 3.1

den de goriilebilecegi gibi C,; halkasidir (Sekil 3.8).

3.2.2 Ornek:

P,(z) =50z° +0.6z* —0.01z° +0.05z° —0.002z +10

polinomunun sifirlart i¢in Teorem 3.1.2, 3.1.5 (a=b=c=d=1vej=2), 3.1.8

(t=3), 3.1.11 ( j=2, k=1 ve t=2), 3.1.15 (a=h=

1 2 3
—,C=—,Uu=V==,W=—), Sonug
5 5 8

1
2

3.1.18 ve 3.1.20 teoremlerinde elde ettigimiz halka bolgeleri ¢izerek karsilagtiralim.

Tablo 3.2: B;(2z) polinomunun sifirlarini igeren halka bolgelerin degerleri

Bolge n r, Bolgenin alani

C, 0.5141 1.0217 2.4493
Cs 0.4472 0.8513 1.6488
C, 0.6638 48.1179 7272.46
Cq 0.4557 2.0712 12.8252
Cp 0.4804 1.6851 8.19

C,, 0.6102 0.8608 1.1582
Cp; 0.5818 0.9028 1.4975
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Sekil 3.9: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bdlgeler.

P5(z) polinomu igin en iyi ist smir, alt siir ve halka bdlgenin hangisi
oldugunu belirleyelim. Tablo 3.2 incelenirse C, halka bdlgesinde en iyi alt sinir elde
edilmistir. P,;(Z) polinomunun sifirlarma en yakin iist stnir C,, halka bdlgesinin iist
stniridir. Alani en kiigiik olan halka C,, bolgesidir. Buna gore P;(z) polinomunun

sifirlarini igeren en iyi halka bélge C,, dir.

Bu oOrnekler karsilastirildiginda her bir polinom i¢in polinomun sifirlarim
iceren en 1yi halka bolgeler farkli teoremlere karsilik gelmektedir. Bu bdlgelerin
sinirlarinin optimalligini belirlemek i¢in ¢esitli sayisal metotlar mevcut olmasina
ragmen elde edilen bolgelerin kesinligi ile ilgili ¢ok az ¢aligma vardir. Burada
bolgenin kesinliginden kastimiz, polinomun sifirlarindan birinin halka bélgenin

sinirlart lizerinde yer almasidir.
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4, POLINOMLARIN SIFIRLARI iCiN YENi BiR HALKA
BOLGE

Bu bélimde polinomlarin sifirlarini igeren yeni bir halka bolge belirleyerek
bu bolgenin sinirlarin1 3. boliimde verilen bolgelerin sinirlar ile karsilastiracagiz.
Bunun i¢in genellistirilmis Fibonacci sayilar1 kullanilarak elde edecegimiz yeni bir

0zdeslik kullanacagiz.

4.1 Polinomlarin Sifirlarim I¢eren Yeni Halka Bolge

Ilk olarak genellestirilmis Fibonacci sayilarini kullanarak asagidaki énermeyi

ispatlayalim.
4.1.1 Onerme: [12]

k ve t herhangi pozitif tamsayilar ve F_, =~ n. k t - Fibonacci sayis1 olmak

uzere

Zktn_i sz,t,i = FeonFetnn (4.1)
i1

0zdesligi elde edilir.

Ispat:

/.2 _Je2
:k+k—+4t ve ﬂ:u 0|up

2 2
K=a+ f , t=—af oldugu kolayca goriilebilir. (2.3) deki Binet formiilinden

2.1.8 Teoremi geregince «
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dir.

ilk olarak n’nin tek olma durumunu inceleyelim. Gerekli sadelestirmeler

yapildiginda

C n-ip-2 _n _ n-i ai_ﬂi i
iz_l‘,kt Fei —iz_l:(a"‘ﬂ)( ap) (—a—ﬂj

n (_1)n—i (an+i+1ﬂn—i —20{n+lﬂn +an—i+l n-+i +an+iﬂn—i+1 _Zanﬂn+l +an—i n+i+l)
= Z g
=1 (0! - IB)

_+(an+2ﬂn—l _zanﬂﬁn +0£nﬁn+l +an+1ﬂn _Zanﬂnﬂ +anflﬂn+2)
_(an+3ﬂn—2 —26‘(”+1ﬂn +an—1ﬂn+2 +an+2ﬂn—l _Zanﬂml +an—2ﬂn+3)
+(an+4ﬂn—3 _zan+1ﬂn _l_an—z n+3 +an+3ﬂn—2 _Zanﬂnﬂ +an—3ﬁn+4)

_(an+5ﬂn—4 _ 2an+1ﬂn + an—3ﬂn+4 + 0[n+4,8n_3 _ zanﬂnﬂ + an—4ﬂn+5)

Ha® 2B =20 B+ B+ @ B - 20" Bk o BP0
_(azn-zﬂs ~2a™p" ¢ a4ﬂ2n—3 +a2n—3ﬂ4 ~2q" g —I—a3ﬂ2n_2)

+(0{2n_1,82 _ 2an+1ﬂn +0(3,6’2n_2 +a2n—2ﬂ3 _ zanﬂml +0£2,6’2n_1)

—(aznﬂ— 20" " +a2ﬁ2n—l +a2n4ﬂ2 _2g" " +aﬁ2n)
H(a? - 2an+118n +0(,82n +a2nﬁ_2anﬂn+1 +ﬂ2n+1)

_ (a_lﬂ)z :a2n+1 _Zanﬂﬂn +anan+1 +an+lﬂn _Zanﬂml +ﬂ2n+1:'
_ (a _]-ﬂ)z [a2n+l _an+1ﬂn _anﬂnﬂ _+_182n+1:'
—F,.F

k,t,n" k,t,n+1-

34



n
Buradan n tek iken Zktn_' sz,t,i = F ¢ nFitna Ozdesligi elde edilir.

i=1

N ’nin ¢ift olmas1 durumunuda yine gerekli sadelestirmeler yapilirsa

S, S oy (222

B i (_1)n—i (an+i+lﬂn—i _ 2an+lﬁn +an—i+1 n+i + an+iIBn—i+1 _ Zanﬁm—l +an—ian+i+l)
- 2
=1 (a _ﬂ)

__(an+2ﬂn—l —20[n+1,8n +C¥nﬂn+1 +an+1ﬂn _zanﬂml +an—1ﬂn+2)
_|_(an+3ﬂn—2 _ 2an+1'8n + an—lﬁn+2 + an+2ﬂn—1 _ 20[”,8“+1 +an—2ﬂn+3)
_(an+4an—3 —20{n+1ﬂn +an—2ﬂn+3 +an+3 n-2 _Zanﬂnﬂ +an—3ﬁn+4)

+(an+5ﬂn74 _ 2an+1ﬂn +an73ﬁn+4 +an+4ﬂn73 _ ZanIBn+1 +an74ﬂn+5)

_(a2n72183 _ 2an+1ﬁn +a4182n73 +a2n73ﬂ4 _ Zanﬂml +a3ﬂ2n72)
_l_(aanlIBZ _ 2an+1ﬂn +a3182n72 + a2n72ﬂ3 _ zanﬂr‘Hl +a2ﬂ2n71)
_(aznﬂ_ 20!n+1ﬂn +a2ﬁ2n_l _I_aZn—lIBZ _zanﬂn+l -I-O(ﬂzn)

+(a2n+1_2an+lﬂn +0[,32n +a2nﬂ_2anﬂn+1+ﬂ2n+l)

_ [a2n+l_a,n+1 n _anﬂn+1+ﬁ2n+1]

(a=pB)
=F . .F

k,t,n" k,t,n+1

n
Buradan n cift iken > Kt"'FZ ;= F,

i=1

t.nFic t.n1a 0zdesligi elde edilir.

Sonug olarak n’nin tek ve ¢ift olma durumlarinin her ikisinde de
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Z kt" |:kz,‘t,i = Fk,t,n Fk,t,n+1
i—1

0zdesligi elde edilir. o

Simdi bu 6zdeslik yardimiyla yeni bir halka bolge elde edecegiz.

4.1.2 Teorem: [12]

n. dereceden sabit olmayan kompleks katsayili

P(z)=az"+a 2" '+..+az+ (1<i<n i¢in & #0)
n n-1 ai a‘O i

polinomunu dikkate alalim. k ve t herhangi pozitif tamsayilar olmak iizere P(z)

polinomunun biitiin sifirlari, yaricaplari

; Vi
| k"R,
I, = mm{¢ &} (4.2)
t=i=n | B onFiotne | &
ve
E = Vi
r, = max | —tn kinit | S (4.3)
ke | KUTRG | &,

olan iki gemberin olusturdugu C,, = {Z eCip< ‘Z‘ < r2} halkasi igerisinde yer

alir. Burada Fk,t,n’ n. k,t-Fibonacci sayisidur.

Ispat: (4.1) 6zdesligini kullanacagiz.

8

A
I = mln{—"‘t"
q

Vi
_ olsun. Bu durumda
L<i<n I:k,t,n I:k,t,n+1

; 1i .
kt""' Rl | kt"RZ,
I, < {$ i} yazilabilir ve buradan da ;' < {¢ Sl eide
I:k,t,n I:k,t,n+1 ai k,t,an,t,n+1 ai

edilir.

|Z| < I, oldugunu varsayalim. Bu durum da sirastyla ‘X‘ —M < HX‘ —\yH < ‘X + y\ ,

|X + y| < |X| +|y| ve |xy| = |x||y| esitsizlikleri kullanilirsa
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P@)|=

n-1

Zn:aiz‘ =
i=0

"t +az +a0‘

2\%\—‘a12+...+an_12”*1

n-1
a, Z |+

)

2|a0|—(|a12|+...+

>[ag| - 2 a2

i=1

>la| = 2 Jail

i=1

-l - 32

d

N

kt"™ Isztl dy :l I: 0kt szti :|
aO — | = 1— _— :O
| ||: I:|<tn|:ktn+l |a0| ZFktantm—l

yani |P(Z)| > 0 elde edilir. Buna gore {Z eC: ‘Z‘ < rl} icinde P(z) polinomunun

stfirlar1 yoktur.

P(z) polinomunun biitiin sifirlarinin modiilleri Cauchy’nin teoreminden dolay1
-1
G(2) =[a|2" —[a, 42" —..~[a|z~[a|
denkleminin tek pozitif reel kokiine esit veya daha kiigiiktiir. Dolayisiyla G(r,) >0

oldugunu gosterirsek ikinci boliimii ispat etmis olacagiz.

Hipotezden
F F 1/i F F 1/i
r, = max | —tnnt [Bui 1 o1qugundan r, > { kst 8ol L yazaniliriz,
ksn | Kt"TRS n Kt"™ RS n

Buradan

- F. F . ~ kt"'F2 )
) > Jen Tkt Bl e kti > 18nsi| olde edilir. Buna gore

kt I:k,t,i an |:k t,n |:k t,n+1 an
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G(rz) = |an| rzn _|an71| rzn_l _"'_|a1| I _|a0|

B o al Iaol}
=lalr rt— r,— ol
| |_2 |an| 2 |a|2 |an|
) X
=lallr." = | nil o n-i
SRS }
Z‘an‘ r2n_iri ktniisztu rn—i
I:ktantn+l

v
P
I\)ﬁ

M

ktn IsztI rn:|
i=1 I:ktantn+l

kt"'F,

>a,|r,"|1 Z

i=1 ktn ktn+1

Elde edilir. Dolayisiyla G(I,) >0 oldugunu gdstermis olduk. Sonug olarak P(2)

polinomunun stfirlar1 C, = {Z eCir< |Z| < I’z} halkasi igerisinde yer alir. o
4.1.3 Ornek: [12]

P,(z) =5z°-0.002z* —0.03z° +0.05z° —0.01z +100 polinomunun
biitiin sifirlar1 sinirlart yukaridaki 4.1.2 teoreminden yararlanarak k=1 ve t=11 igin
L=15001 ve r,=2.2093 olan C, = {Z e C:1.5001< |Z| 2.2093} halkas1

icinde yer alir.
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Sekil 4.1: P,(2) polinomunun biitiin sifirlarini igeren halka bolge.

4.2 Karsilastirma

Bu bélimde Teorem 4.1.2 de elde edilen C,, halka bdlgesini daha 6nceden

bilinen halka bolgeleri 6rnekler yardimiyla karsilastiracagiz.
4.2.1 Ornek: [12]

P, (z) =52° —0.002z* —0.03z% + 0.05z% — 0.01z +100

polinomunun sifirlart igin Teorem 3.1.2, Teorem 3.1.5 (a=b=c=d=1 ve j=2),

Teorem 3.1.8 (t=3), Teorem 3.1.11 (k=1 , t=2 ve j=2), Teorem 3.1.15

(azbzé, c:g,u =V=1,W=g), Teorem 4.1.2 (k=2 ve t=1), Sonug 3.1.18 ve

5 2
Sonug 3.1.20 de elde edilen C,, C,, C,, C;, C,, C,, ve C;halka bolgelerini C,,

halka bolgesi ile karsilagtiralim.
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Tablo 4.1: B,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bdlgelerin degerleri

Bolge r r, Bolgenin alani
C; 1.2914 2.5665 15.4543
Cs 1.1233 2.1385 10.4032
C, 1.6675 1.9876 3.6749
Cq 1.1448 2.8950 22.2125
Cp 1.2067 4.2328 51.7136
C 1.5328 2.1623 7.3078
Cy; 1.4614 2.2679 9.4489
Cu 1.7533 1.8903 1.5679
4k
1 C,
Ce
. '. , 1 C,
_4 | 4
Cs
" Cp
I I C,
1 C;
-4t B C,

Sekil 4.2: Pl4(2) polinomunun biitiin sifirlarini igeren halka bolgeler.

P4(z) polinomu igin en iyi {ist smnir, alt siur ve halka bdlgenin hangisi
oldugunu belirleyelim. ilk olarak. alt sinirlar1 karsilastiralim. Tablo 4.1 incelenirse

Teorem 4.1.2 kullanilarak elde edilen C,, halka bélgesinde en iyi alt sinir elde
edilmistir. Ikinci olarak iist smirlar1 karsilastiralim. Pl4(Z) polinomunun sifirlarina
en yakin iist simr Teorem 4.1.2 kullamlarak elde edilen C,, halka bdlgesinin iist

smiridir. En son olarak Tablo 4.1 incelenirse alani en kiigiik olan halka bolge C,,
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bdlgesidir. Buna gore B,(Z) polinomunun sifirlarini igeren en iyi halka bolge C,,

dir.
4.2.2 Ornek: [12]

P.(z) = 2°-0.1z* - 0.062° + 0.001z* + z + 20

polinomunun sifirlar1 i¢in Teorem 3.1.2, Teorem 3.1.5 (a=b=c=d=1 ve j=2),
Teorem 3.1.8 (t=3), Teorem 3.1.11 (k=1 , t=2 ve j=2), Teorem 3.1.15

(azbzé, c=§,u:v=%,W=g), Teorem 4.1.2 (k=1 ve t=3), Sonug 3.1.18 ve

Sonug 3.1.20 de elde edilen C, Cy, C,, C,, C,, C,, ve C ;halka bolgelerini C,

halka bolgesi ile karsilagtiralim.

Tablo 4.2: B:(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bdlgelerin degerleri

Bolge r r, Bolgenin alani

C, 0.7095 2.8187 23.3795
Cs 0.8130 2.1385 12.2909
C, 0.0049 400 505128
Cq 0.1158 17 935

Cp 1.2067 3.6885 38.1678
C, 0.7692 2.6 19.3782
Cp; 0.1851 2.2679 16.0511
Cu 1.5687 2.1128 6.2932
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Sekil 4.3: P.(z) polinomunun biitiin sifirlarim igeren halka bdlgeler.

Tablo 4.2 incelenirse Teorem 4.1.2 kullanilarak elde edilen C14 halka
bolgesinde en iyi alt smirm elde edildigi gorilir. Yine P:(z) polinomunun

sifirlarna en yakin iist sinir, Teorem 4.1.2 kullanilarak elde edilen C,, halka

bolgesinin tist siniridir. Son olarak Tablo 4.2 den alani en kiigiik olan halka bolgenin

C,, bolgesi oldugu goriilmektedir. Buna gore P(Z) polinomunun sifirlarimi igeren

en iyi halka bolge C,, dir.
4.2.3 Ornek: [12]

P,(2) = 2z° +0.007z* —0.062° +0.02z* —0.013z + 50

polinomunun sifirlar1 i¢in Teorem 3.1.2, Teorem 3.1.5 (a=b=c=d=1 ve j=2),
Teorem 3.1.8 (t=3), Teorem 3.1.11 (k=1 , t=2 ve j=2), Teorem 3.1.15

(a:b:%, c:g,u:v:%,W:g), Teorem 4.1.2 (k=1 ve t=1), Sonug 3.1.18 ve

Sonug 3.1.20 de elde edilen C,, C,, C,, Cg, C,, C,, ve C ;halka bolgelerini C,,

halka bolgesi ile karsilagtiralim.
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Tablo 4.3: P,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bdlgelerin degerleri

Bolge r r, Bolgenin alani
C, 1.3503 2.6836 16.8971
Cs 1.1745 2.2361 11.3745
C, 0.9591 14.0344 615
Cq 1.1971 3.0271 24
Cp 1.0445 4.5089 60
C 1.6027 2.2610 7.99
Cy; 0.7462 2.3714 15.9178
Cu 1.7328 2.0912 4.3059

4l

1 G

Cs

1 C,

"

Cs

" Cp

i C,

1 Cyps

i 1 Cy

Sekil 4.4: P(z) polinomunun biitiin sifirlarini igeren halka bolgeler.

Tablo 4.3 incelenirse Teorem 4.1.2 kullanilarak elde edilen C;, halka
bolgesinde en iyi alt sir elde edilmistir. Yine Pg(z) polinomunun sifirlaria en
yakin iist smir, Teorem 4.1.2 kullanilarak elde edilen C,, halka bdlgesinin {ist
simiridir. Son olarak Tablo 4.3 den alani en kiigiik olan halka bdlgenin C, bolgesi

oldugu goriilmektedir. Buna gore B, (z) polinomunun sifirlarini iceren en iyi halka

bolge C,, dir.
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4.2.4 Ornek: [12]

P,(z) =z°—-0.07z* -0.003z° + 0.062° + 0.4z +10

polinomunun sifirlar1 igin Teorem 3.1.2, Teorem 3.1.5 (a=b=c=d=1 ve j=2),
Teorem 3.1.8 (t=3), Teorem 3.1.11 (k=1 , t=2 ve j=2), Teorem 3.1.15

%,u :v:%, W:%), Teorem 4.1.2 (k=1 ve t=2), Sonug¢ 3.1.18 ve

Sonug 3.1.20 de elde edilen C,, C,, C,, C;, C,,, C,, ve C;halka bolgelerini C,,

2
a=b==,c=
( 7

halka bolgesi ile karsilagtiralim.

Tablo 4.4: B,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bdlgelerin degerleri

Bolge r1 r, Bolgenin alani
Cs 0.8869 2.2342 13.2117
Cs 0.9779 1.8616 7.8841
C, 0.0062 280 246301
Cq 0.1448 12 452
Cp 0.6682 3.4823 36
C,, 0.9615 1.8824 8.2275
Cp; 1.2722 1.9743 7.1609
Cu 1.3926 1.8037 4.1278
1 C,

C,

s LR e

/ CS

1 Cp

1 Cp

_3k I C13

1 C,

Sekil 4.5: P-(z) polinomunun biitiin sifirlarmi igeren halka bélgeler.
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P (z) polinomunun sifirlarina en yakin alt siir Tablo 4.1 incelendiginde
Teorem 4.1.2 kullamilarak elde edilen C,, halka bolgesi oldugu goriiliir. Yine P, (z)

polinomunun sifirlarina en yakin iist sinir Teorem 4.1.2 kullanilarak elde edilen C,,

halka bolgesinin tist siniridir. Son olarak Tablo 4.1 den alanmi en kiigiik olan halka

bolge ise C,, bolgesidir. Buna gore P,(Z) polinomunun sifirlarini igeren en iyi

halka bolge C,, dir.

4.2.5 Uyar:

42.1, 42.2, 423 ve 4.2.4 dmeklerine bakilirsa B,(z), Pg(z), Pg(z) ve
P,(z) polinomlarmin sifirlarini igeren en iyi halka bdlge Teorem 4.1.2° de
genellestirilmis Fibonacci sayilari yardimiyla elde edilen C, halka bolgesidir. Sonug

olarak Teorem 4.1.2 deki C,, halka bdlgesi i¢in uygun k ve t parametreleri segilmesi

durumunda polinomlarin sifirlarini iceren daha iyi halka bolgeler elde edilebilir.

Asagidaki ornekte k parametresi sabit tutulup t* nin bazi degerleri igin

Teorem 4.1.2 yardimiyla elde edilecek halka bolgelerin kiyaslamasi yapilacaktir.

4.2.6 Ornek: [12]

Pg(z) = 2° +0.09z° —0.32z" - 0.132° +0.62° + 0.4z +10

Tablo 4.5: Bg(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bdlgelerin degerleri

k degeri t degeri I r, Bolgenin alani
1 1 0.2403 9 254
1 2 0.5434 4.2497 55
1 3 0.5898 3.91 46
1 4 0.6022 3.8348 45
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Asagidaki Ornekte t parametresi sabit tutulup k> nin bazi degerleri igin

Teorem 4.1.2 yardimiyla elde edilecek halka bolgelerin kiyaslamasi yapilacaktir.

4.2.7 Ornek : [12]

P, (z) =52° —0.002z* —0.03z% + 0.05z% — 0.01z +100

Tablo 4.6: B,(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bdlgelerin degerleri

k degeri t degeri I r, Bolgenin alani
2 1 1.7533 1.8903 1.5679
2 2 1.7110 1.9370 2.59
2 3 1.6806 1.9721 3.3450
2 7 1.6106 2.0579 5.1551

4.2.8 Ornek: [12]

Po(2) =100z" +22° +92° -0.32z* —0.132% +0.62° + 0.4z + 40

Tablo 4.7: Py(z) polinomunun sifirlarini igeren halka bdlgelerin degerleri

k degeri t degeri r r, Bolgenin alani
1 7 0.7561 2.62 19
2 7 0.71 3.41 34
3 7 0.18 11 380
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde polinomun sifirlarini iceren disk ve halka bolgeler ile ilgili yapilan
bazi caligmalar incelenmis ve son boliimde polinomlarin sifirlarini igeren yeni bir
halka bolge elde edilmistir. Bilinen halka bolgeler ile bu ¢alismada elde edilen yeni
halka bolgenin karsilagtirmasi 6rnekler yardimiyla yapilmistir. Sonug olarak uygun k
ve t parametresi se¢ildiginde elde etmis oldugumuz halka bolgenin bilinen halka

bolgelerden daha iyi oldugu goriilmiistiir.
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7. EKLER

EK A: Genellestirilmis Fibonacci dizisinin ilk 20 terimi

I:ktO

Fktl

F ., =k
Fies = K+t

Feos =K+2kt

Fo .. = k43 K t+t?

X

1.5

Fepo= K+ K 43kt

Feor = K45 K 146 K 24

Feis =K+6 K t+10 K* P+4 k t°

Fero = KH7 K t+15 K* 410 K 3+t

Fo 0= K+8 K t+21 K° 2420 K 45 k t*

Fo oz = K0+ KB t+28 kO 435 k* £4+15 K2 t*+£°

Feorr = K'+10 K t+36 k' 2456 k° t°+35 K* t*+6 k t°

Fooas = K241 K t+45 K 2484 k° £3+70 k* t*+21 K? £2+(°

Fipaa = KP+12 kK 455 K° 4120 k' £%+126 K t*+56 k° t°+7 k t°

Fe s = KH+13 k' 466 k' £+165 K® t°+210 k° t*+126 k* t>+28 k* >+t

Froas = KPo+14 kP t+78 kM 24220 k° £2+330 k' t'4252 k° t°+84 K* t*+8 k t/

Fo oy = K15 k™ t+01 k2 24286 k' £3+495 K® t+462 K° 1°+210 k* *+36 K? t'+t°
Frois = K7+16 k' t+105 k' t2+364 k™ *+715 k° t*+792 K’ *+462 k® t*+120 K®
t'+9 k ®

Feeao = K®+17 k™ t+120 k* £+455 k*? *+1001 k™ t*+1287 k® t+924 k° t°+330 k*
t'+45 K *+t°

Fe 00 = K%+18 K17 t+136 k'° 2+560 k' t*+1365 k' t++2002 K® t*+1716 K £°+792 K°
t'+165 kK 2+10 k t°

~
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