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OZET

GENISLETILMIS GENEL HECKE GRUPLARI
DOKTORA TEZI
BILAL DEMIR
BALIKESIiR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZDANISMANI:DOC. DR. OZDEN KORUOGLU)
BALIKESIR, MAYIS - 2015

Hecke gruplarmi kapsayan genel Hecke gruplari PSL(2, R) nin ayrik alt
gruplarmin  bir smifidir. Genel Hecke gruplarina iki mertebeli yansima
doniistimiiniin eklenmesiyle genigletilmis genel Hecke gruplar1 elde edilir.
Boylece genel Hecke gruplari, genisletilmis genel Hecke gruplarmin iki indeksli
normal alt grubu olurlar. Bu ¢alismada genel Hecke ve genisletilmis genel Hecke
gruplar1 incelenmistir.

Bu tez yedi boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde ¢alisma tanitilmistir.
Ikinci boliimde ¢alisma igcin gerekli bazi temel kavramlara ve sonuglara yer
verilmistir.

Tezin iiglincii bolimiinde H,, genel Hecke gruplar1 ve H, , genisletilmis
genel Hecke gruplarindaki sonlu mertebeli elemanlarin konjuge smiflart elde
edilmistir.

Dérdiincti boliimde H,, , ve H, ., (4) genel Hecke gruplarinmn cinsi sifir
olan sonlu indeksli normal alt gruplarmin simgeleri elde edilmistir. Ayrica bu
sekildeki normal alt gruplarin sayisida hesaplanmistir.

Besinci bolimde H), , genel Hecke gruplarmimn iki indeksli bir normal alt
grubu olan ¢ift alt grubun sunusu ve simgesi elde edilmistir. Benzer yontemle
H, , genisletilmis genel Hecke gruplarmnin ¢ift alt grubu incelenmistir.

Altinc1 boliimde ikinci tip Hecke gruplarmin genellemesi olan H,, ., (1) ve
ﬁp,oo (A) gruplarmin kuvvet ve komiitator alt gruplarmin sunuslari elde edilmistir.

Tezin yedinci boliimiinde calisma kapsaminda elde edilen sonuglar
tartisilmistir. Ayrica ileride yapilacak calismalar i¢in acik problemler ve Oneriler
verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: genel Hecke gruplari, genisletilmis genel Hecke
gruplari, konjuge smiflari, sifir cinsli alt gruplar, ¢ift alt grup, komiitator alt grup,
kuvvet alt grup.



ABSTRACT

EXTENDED GENERALIZED HECKE GROUPS
PH.D THESIS
BiLAL DEMIR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. OZDEN KORUOGLU)

BALIKESIR, MAY 2015

Hecke groups are included in generalized Hecke groups, a class of discrete
subgroups of PSL(2, R). Extended generalized Hecke groups can be obtained by
adding two ordered reflection map to generators of generalized Hecke groups.
Hence generalized Hecke groups are normal in extended generalized Hecke
groups with index 2. In this work generalized Hecke groups and extended
generalized Hecke groups are studied.

This thesis consists of seven chapters. In the first chapter the study is
introduced. Some basic definitions and results that are necessary to this study are
briefly recalled.

In chapter three, the conjugacy classes of finite ordered elements in
generalized Hecke groups H, , and extended generalized Hecke groups H,, , are
obtained.

In chapter four the signatures of normal genus O subgroups of H, , and
H, ., (4) are obtained. Also their total number is calculated.

In chapter five the presentation and signature of the even subgroup, the
normal subgroup of generalized Hecke groups with index two, is determined. It is
investigated the even subgroup of extended generalized Hecke groups by the same
method.

In chapter six, presentations of commutator subgroups and power
subgroups of generalized Hecke groups H, .,(1), the generalization of Hecke
groups of second kind, and extended generalized Hecke groups H,.(4), are
obtained.

In chapter seven the results obtained from this study are discussed. Also
open problems and suggestions for further studies are given.

KEYWORDS: generalized Hecke groups, extended generalized Hecke groups,
conjugacy classes, subgroups of genus 0, even subgroup, commutator subgroup,
power subgroup.
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1. GIRIS

Calismanin ilk kismi olan bu boliimde, ¢alismanin gelisimi ve tezin boliimleri

tanitilacaktir.

Mobius doniistimlerinin dnemli bir alt grubu olan Hecke gruplari, Alman
matematik¢i Erich Hecke tarafindan [1] nolu c¢alismasiyla tanitilmistir. Hecke

gruplar1 sabit bir A pozitif reel sayis1 igin;

T(z)=—% , Ulz)=z+2

reel katsayil kesirli lineer doniistimleri tarafindan tretilir. Erich Hecke bu gruplarm
Fuchsian grup olmasi i¢in gerekli ve yeter kosulun A1 > 2 seklinde bir reel say1 veya;

q = 3 bir tamsay1 olmak {izere;

T
/1=/1q=2cos—
q

seklinde olmasmi ispatlanustir. Burada A = A, seklinde secilerek elde edilen Hecke
gruplarina birinci tip Fuchsian grup, 4 = 2 durumunda ise ikinci tip Fuchsian grup
denir. Birinci tip Hecke gruplar1 H, veya H (4,) sembolleriyle gdsterilir. Ikinci tip

olanlar i¢in ise H(A) sembolii kullanilir.

Hecke gruplarmin iireteclerii¢cin S = T. U alinirsa,

1
z+ A
dontisiimii elde edilir. Boylelikle birinci tip Hecke gruplari, iki mertebeli ve g

S(z) =—

mertebeli iki devirli grubun serbest carpimina izomorf olur. Ikinci tip Hecke gruplar
i¢in S(z) doniisiimii sonsuz mertebeli olacagindan, iki mertebeli ve sonsuz mertebeli

iki devirli grubun serbest ¢arpimina izomorftur.

En c¢ok calisilan Hecke grubu g = 3 degerine karsilik elde edilen H; =T
modiiler gruptur. Genel olarak bir Hecke grubu igin H, € PSL(2,Z[2,]) dzelligi

saglanirken sadece modiiler grup i¢in bu kapsama ¢ift yonliidiir. Diger 6nemli Hecke



gruplar1 ise H, ve H, Hecke gruplaridr. Bu iki grubun elemanlarinin yapisi tamamen

bilinmektedir.

Hecke gruplarinin  elemanlari,  genisletilmis  kompleks  diizlemin
otomorfizmalarindan olugur. Hecke gruplarma;

R(z) =1

anti-otomorfizmasmin eklenmesiyle genisletilmis Hecke gruplar1 elde edilir.

Genisletilmis Hecke gruplarini Bizim ve Sahin [2] nolu ¢alismada tanitmuglardr.

Hecke ve genisletilmis Hecke gruplarinin kuvvet, komiitator, ¢ift, denklik,
temel denklik ve serbest alt gruplar1 ve birbirleriyle olan iliskileri arastirmacilar

tarafindan [2-21] nolu kaynaklarda ¢aligilmistir.

Lehner ve Newman, 1965 yilinda modiiler grubun sunuslarini incelemisler ve
bu sonuglari Hecke gruplarma genellemislerdir [22]. Aymi yil [23] nolu
calismalarinda, iki sonlu devirli grubun serbest ¢arpim grubunu ¢alismislardir. Tim
bu ¢aligmalarin tizerine Lehner [24] ¢alismasinda, Hecke gruplarmi kapsayan daha
genel bir Fuchsian grup ailesini tanitmustir. Lehner; 2 <p <o ve p+q> 4

esitsizliklerini gergekleyen p ve q tamsayilari igin;

1
X(2) = -
@ ==

, V(2)=z+1,+4,

dontigtimlerinin trettigi grubu dikkate almistir. Bu gruplar genel Hecke gruplari

olarak isimlendirilir ve H, , sembolii ile gosterilir. Burada Y = X.V doniisiimii;

Y = —
(2) Z+/1q

seklinde elde edilir. Boylece p ve g sayilarnin sonlu degerleri i¢in genel Hecke

gruplar1 p mertebeli ve g mertebeli ki devirli grubun serbest ¢arpimi olurlar.

Tim birinci tip H, = H,, Hecke gruplari, H,, genel Hecke gruplari
igindedir. Ayrica H, , seklinde bir grup bulunmadigma dikkat edilmelidir.



Lehner q = o i¢in 1, = 2 olarak belirtmis ve H,. gruplarmi tamtmistir.
Tim A, =1 =2 degerleri i¢in H,, gruplarmm birbirine izomorf olduklari
bilinmektedir. Fakat her biri farkli elemanlardan olustugu i¢cin bu ¢alismada Hy, (1)

gruplarmm tanmmi verilmistir. Boylece ikinci tip Hecke gruplar1t da bu smifta

kapsanmus olur.

Genisletilmis Hecke gruplarma benzer olarak genisletilmis genel Hecke
gruplar1 da iki mertebeli yansima doniisiimii yardimiyla tanimlanabilir. Boylelikle
genel Hecke gruplari, genisletilmis genel Hecke gruplari i¢inde iki indeksli bir

normal alt grup olurlar.
Tezin diger boliimlerinde yapilanlar asagida kisaca tanitimistir.

Calismanin ikinci boliimiinde tezde elde edilen sonuglar i¢in bazi tanimlar,

yontemler ve teoremler verilmistir.

Tezin {igiincii bolimiinde H,, ve H,, gruplarindaki sonlu mertebeli
elemanlarin konjuge simflar: elde edilmistir. Boylelikle H,, , grubundaki tim eliptik
elemanlar i¢in ve Hp,q grubundaki yansima ve eliptik elemanlar i¢cin bir parcalanig
elde edilmistir. Ayrica bu konjuge smiflart yardimiyla burulmal normal alt gruplar

ile ilgili sonuglar da elde edilmistir.

Dérdiincti bolimde H, , genel Hecke gruplarmmn cinsi sifir olan sonlu

indeksli normal alt gruplarmin simgeleri elde edilmistir. Ayrica p Ve q sayilarmin
degerlerine gdre H,, Qrubundaki sifir cinsli normal alt gruplarm sayisi
hesaplanmistrr. Ardindan bu alt gruplardan burulmasiz olanlar smiflandirilmistir.

Daha sonra benzer durumlar H,, ., (4) gruplar1 i¢in incelenmistir.

Tezin besinci bolimiinde Calta ve Schmidt [25] tarafindan genel Hecke
gruplar1 i¢in verilen tek ve ¢ift eleman tanimlarindan hareketle H, , genel Hecke
gruplarmm ¢ift alt gruplarinin yapist incelenmistir. Cift alt gruplarm komiitator alt

gruplarla iligkilerine dair sonuglar da aynibélimde verilmistir.



Altinc bolimde H, (1) ve leoo (A) gruplarmin sonlu indeksli kuvvet alt
gruplar1 ve komiitatér alt gruplarmin grup sunuslari elde edilmistir. Bunun igin

Reidemeister-Schreier metodundan yararlanilmistir.

Yedinci boliim tezin son bolimiidiir. Bu boliimde tezde elde edilen sonuglar
kisaca Ozetlenmis ve literatiirdeki ¢alismalarla karsilastirilmistr. Ayrica daha sonra

yapilacak ¢aligmalar i¢cin bazi agik problemler ve Oneriler verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tezin ilerleyen kisimlarinda elde edilecek sonuglar icin gerekli

bazi tanim ve kavramlara yer verilecektir.

2.1 Mobius Doniisiimleri

Bir z kompleks degiskeninin Mobius doniigimii veya kesirli lineer
donistimii, a,b,c,d € C, ad — bc # 0 sartim1 saglayan kompleks sayilar olmak

lizere;

az+ b

2.1
cz+d 1)

f(2) =

olarak tanimlanir. Buradaki ad — bc degerinin neden sifira esit olamayacagini

anlamak i¢in asagidaki esitligi incelemek yeterlidir:

(ad—bc)(z—z")
(cz+d)(cz' +4d)
Yukaridaki esitlikte ad — bc = 0 olmas1 f fonksiyonunun sabit doniisiim olmasi

f@)=f(z") =

anlamma gelir. Bu sebeple Mdbius doniisiimleri taniminda ad — bc # 0 sart1

gereklidir. ad — bc degerine f doniisiimiiniin determinanti ismi verilir.

Bir Mobius doniisiimii birden fazla yolla ifade edilebilir. Yani verilen bir
Mobius doniisiimiiniin katsayilar1 kesin olarak belirlenemez. Ayni katsayilarm

sifirdan farkli skaler bir kat1 ile elde edilen doniigiim de ayn1 Mobius doniisiimiidiir.

(2.1) de tanimlanan f fonksiyonu z = —d/c noktasinda tanimh degildir.
Buradan tiim Mobius doniisiimlerinin tanimh olabilecegi C kompleks sayilar

kiimesinin bir alt kiimesini bulmak miimkiin degildir [26].

2.1.1 Tamm : [26] C,, = C U {00} kiimesine genisletilmis kompleks sayilar

kiimesi denir.O



R3 iizerindeki S? kiiresi ile genisletilmis kompleks diizlem arasinda
tanimlanan stereografik iz diisiim doniisiimii bir topolojik es yap1 doniisiimiidir. Bu
doniistim altinda kiirenin kuzey kutbunun goriintiisii oo olacaktir. Boylelikle
genisletilmis kompleks diizlem kompakt olur. Kompleks sayilar kiimesine oo un
eklenmesi ile kompakt topolojik uzay elde edilmesi tek nokta kompaktifikasyonudur.
Bu topolojik uzaym acik kiimeleri C nin agik kiimeleri ve C nin agik kiimelerine oo

un eklenmesiyle elde edilen kiimelerdir [27].

Yukarida tanimlanan C_, kiimesi iizerinde Mobius doniisiimleri birebir 6rten

ve meromorf fonksiyonlardir. Boylece asagidaki teorem elde edilir.

2.1.2 Teorem : [27] Genisletilmis kompleks diizlem C, un tim

otomorfizmalarmin kiimesi Aut(C_ ), Mobius doniisiimlerinden olusur.o

2.1.3 Teorem : [28] Aut(C,) kiimesi fonksiyonlarm bileske islemi altinda

bir gruptur. o

Mobius dontistimleri ile kompleks katsayili 2 X 2 matrisler arasinda yakm bir

iliski vardir. Soyle ki,

@: GL(2,C) - Aut(C,)

(2.2)

b
(? Z)_):zz:li-d

seklinde tanimlanan doniisiim bir grup epimorfizmasidir. Ancak bu esleme birebir

degildir. Cilinkii bir (i;l Z) matrisi ile bu matrisin skaler bir kat1 olan farkh bir

matrisin ¢ altindaki goriintiisti ayn1 Mobius doniliglimidir. Bu baglamda ¢

epimorfizmasinin ¢ekirdegi;

_f(A 0 .

)= ((§ 9 12¢ ]
seklinde birim matrisin katlarindan ibarettir. Burada elde edilen GL(2,C)/ker(¢)
boliim grubuna projektif genel lineer grup ismi verilir ve PGL(2,C) ile gosterilir.

Ayrica birinci izomorfizma teoreminden;

PGL(2,C) = Aut(C,)
6



elde edilir.
Bir matrisin determinant1 tanimini kullanarak;

det: GL(2,C) - C*
doniisitimii olusturulabilir. Bu doniisiim islem koruyan 6rten bir doniisiim oldugu igin
bir grup epimorfizmasidir. Cekirdegi ise determinanti 1 olan matrislerden olusur.
Boyle matrislerin kiimesine 6zel lineer grup denir ve SL(2,C) ile gosterilir. Dikkat
edilirse (2.2) de tanmimlanan ¢ doniisiimi SL(2,C) grubunu da Aut(C,) lizerine

orten olarak resmeder. Yani SL(2,C) nin boliim grubundaki resmi olan projektif 6zel

lineer grup PSL(2,C) elde edilir.
2.1.4 Teorem : [27] Aut(C,,) = PGL(2,C) = PSL(2,C)o
2.1.5 Tamm :[27] a,b,c,d € Cve ad — bc # 0 olmak iizere;
az+b

cz+d

tipindeki dontisiimlere, C, kiimesinin anti-otomorfizmalar1 denir.o

Iki anti-otomorfizmanmn bileskesi bir otomorfizma iken bir otomorfizma ile
bir anti-otomorfizmanin bileskesi bir anti-otomorfizmadir. Boylelikle tiim
otomorfizmalar ve anti-otomorfizmalarin olusturdugu kiime bileske islemi altinda bir

grup olup otomorfizmalar bu grubun iki indeksli bir normal alt grubudur.

2.1.1 Mobius Doniisiimlerinin Geometrik Simflandiriimasi

Mobius doniistimleri genisletilmis kompleks diizlem {izerinde 3-gecisli
hareket eden bir gruptur. Bu durum bazi geometrik smiflandrmalar1 beraberinde
getirir. Bu boliimde verilen tanim ve teoremler igin detayli bilgilere [26, 27, 29, 30]
kaynaklarindan ulagilabilir.

2.1.1.1 Tamm : f(z) = ::Z donistimii igin a + d sayisina f doniistimiiniin

izi denir ve tr(f) ile gosterilir.o



az+b . Cge 1. v e e e s
p—y bir kesirli lineer dontistimii i¢in;

2.1.1.2 Tamm : f(z) =

f(2) =z (2.3)
denkleminin ¢oziimlerine f doniisiimiiniin sabit noktalaridenir. o
(2.3) denklemi incelenirse;
cz?+[d—alz—b=0 (2.4)

esitligi elde edilir. Bu denklemin ¢dzlimlerinin kag tane olacagi f doniisiimiiniin izi
ile yakindan ilgilidir. Omegin tr(f) > 2 durumunda (2.4) denkleminin ki farkh
reel kokii olacaktir. Benzer sekilde tr(f) = 2 durumunda tek bir reel kok elde
edilecektir. tr(f) < 2 ise (2.4) denkleminin birbirinin eslenigi 2 kompleks ¢6ziimii
olacaktir. tr(f) degerinin reel olmadig1 durumda ise denklemin ¢dziimleri kompleks
sayilar kiimesinde aranacaktir. Boylece agsagidakitanim elde edilir:

az+b
cz+d

2.1.1.3 Tamm : [27] f(2) = bir Mdobius donisimii ve tr(f) de f

doniigiimiiniin izi olmak iizere;
1) 0 < tr’(f) < 4 ise f doniisiimiine bir eliptik eleman,
2) tr*(f) =4 ise f doniisiimiine bir parabolik eleman,
3) tr’(f) >4 ise f doniisiimiine bir hiperbolik eleman,

4 tr’(f) <0wveyatr’(f) ¢ R ise f doniisiimiine bir laksodromik eleman
denir.o

2.1.1.4 Teorem : [27] Birim doniisiimden farkli bir Mobius doniisiimiiniin

sonlu mertebeli olmasi i¢in gerek kosul dontistimiin eliptik eleman olmasidr. o

2.1.1.4 Teoremde verilen sartin yeter olmadigmma dikkat edilmelidir. Yani her
eliptik eleman sonlu mertebeli degildir. Bu durum yalnizca Fuchsian gruplar i¢in
gecerlidir. Bagka bir ifadeyle Fuchsian gruplardaki tiim sonlu mertebeli elemanlar

eliptik elemanlardir.



2.2  Reel Katsayih Lineer Doniisiimler

Bu caligmada reel katsayili Mobius dontistimleri ile ilgilenileceginden bu

dontistimlerle ilgili 6zelliklere ihtiya¢ duyulacaktir.

PSL(2 R)—{a“b
" ez + d

kiimesine reel sayilar ilizerinde projektif 6zel lineer grup denir. Bu grup Mdbius

| a,bc,d € R, ad—bc= 1}

doniisiimlerinin bir alt grubudur. Ayrica;

!

az+b

{ — | a,b,c,d €R, ad—bc=—1}

cz+d

kiimesi de  reel katsayih  anti-otomorfizmalardan  olusur.  Bdylece;
G = PSL(2,R) U G’ grubu elde edilir. G grubunun elemanlari reel katsayili oldugu

icin reel sayilar kiimesini kendi iizerine resmeder.

2.2.1 Teorem : [31] Herhangi bir kesirli lincer  doniisiimiin
U ={z € C| im(z) > 0} iist yar1 diizlemi kendi lizerine resmetmesi igin gerek ve

yeter kosul bu doniisiimiin G grubunda bulunmasidir. o

2.1.1 kesiminde Mdbius doniisiimleri i¢in yapilan siniflamadan hareketle
PSL(2,R) grubundaki doniisiimler parabolik, hiperbolik veya eliptik elemanlardir.
Bu gruba dahil olan parabolik bir doniigiimiin reel eksen iizerinde bir tek sabit
noktasi, hiperbolik bir doniigiimiin reel eksen iizerinde iki sabit noktas1 vardir. Eliptik
dontistimlerin ise birbirinin kompleks eslenigi olan iki farkli karmagik sabit noktasi

vardir.

G' grubuna dahil olan bir anti-otomorfizmanin ya iki farkli reel sabit noktasi
vardir ya da merkezi reel eksende olan bir gemberi tamamen sabit birakir. Bu durum

anti-otomorfizma doniislimiiniin izi ile ilgilidir. (2.3) denklemine benzer olarak;

=z (2.5)

denkleminin ¢6ziimleri x,y € R olmak {izere z = x + iy i¢in incelenirse;

cx*+y)+d-a)x—b =0 (2.6)



(a+d)y=0 (2.7)

seklinde iki denklemle karsilagilir. Burada iki olasilik mevcuttur. Sayet (a +d) # 0
ise bu durumda y = 0 olmahdir. Yani anti-otomorfizmanin reel eksen tizerinde iki
farkl1 sabit noktas1 vardr. Bu tip doniisiimler kayan-yansima(glide-reflection) olarak
adlandrilir.

Aksi durumda ise anti-otomorfizma (%,0) merkezli ve 1/|c| yarigapli bir

cemberi tamamiyle sabit birakir. Bu tip doniisiimlere ise yansima(reflection) denir.

Boylece G grubunun parabolik, eliptik, hiperbolik, yansima ve kayan-yansima olmak

tizere bes tip elemani vardir [31].

2.3 Konjuge Simflar

Herhangi bir G grubunda g ve h gibi ki eleman i¢in g = aha™?!

esitligini
gercekleyen bir a € G varsa g ve h elemanlarma konjugedirler denir. Bir grup
iizerinde bu sekilde tanimlanan konjugelik bagmntis1 bir denklik bagintisidir. Bu
denklik bagntisinin olusturdugu denklik smiflarina ise konjuge siniflar1 ismi verilir.
Birgok durumda bu siniflarm belirlenmesi grubun daha iyi taninmasi agisindan

gereklidir.

Bir Mobius doniigiimiiniin izi 2.1.1 kesiminde tanimlanmisti. A ve B
herhangi ki Mobius doniisiimiinii temsil eden iki matris olmak {izere basit bir

hesaplama ile;

tr(A.B) =tr(B.A)
esitligi goriilebilir. Boylelikle birbirine konjuge olan A ve BAB™! elemanlar1 igin;

tr(BAB™Y) = tr(B™'BA) = tr(4)
saglanir. Buradan tiim konjuge elemanlarin ayni ize sahip oldugu, dolayisiyla ayni
tipten eleman oldugu ve nihayet aym sayida sabit noktaya sahip oldugu yorumu

yapilabilir.

Bir 1 € C* i¢in U(z) = Az doniisiimiiniin matris temsilcisi;

10



U—(ﬁ 0)
7 \o 12

seklindedir. Bu doniiiimiin izi tr(U,) = VA + 5—7 dr [27].

Bir T parabolik elemanmnin z, € R seklinde tek bir reel sabit noktasinm
oldugu bilinmektedir. Mobius doniisiimlerinin C,, tlizerinde gecisli olmasmdan
hareketle z, noktasini oo a resmeden bir doniisiim bulmak miimkiindir. Bu doniigiim
S ise STS™! doniisimii sonsuzu sabit birakan bir doniisiimdir. Yani
T, = STS™!(z) = z+ t bigimindedir. Ayrica V(z) = z/t i¢in; VT,V (z) =z +1
olup tiim parabolik Mdbius dontisiimlerinin z + 1 doniisiimiine konjuge oldugu

goriiliir.

Benzer sekilde sayet T bir eliptik veya hiperbolik bir eleman olsayd1 z, ve
z, gibi iki farkh sabit noktas1 bulunacakti. Bu durumda W(z,) = 0ve W(z,) =
eslemelerini gercekleyen bir W doniisiimii i¢in WTW ™! = Az olacaktr. Boylelikle

asagidaki teorem elde edilir.
2.3.1 Teorem :[27] Birimden farkli bir Mobius doniisiimii;
Az, A=#1
Up(2) = {z+1; 1=1

dontistimiine konjugedir.o

Reel katsayili otomorfizma ve anti-otomorfizmalar grubu olan G grubundaki
konjuge siflar1 da asagidaki tabloda 6zetlenmistir.

11



Tablo 2.1: G grubundaki elemanlarm konjuge smiflan [31].

G Grubundaki Ogeler Bulundugu Kiime Konjuge Oge
. . Az
Hiperbolik Elemanlar PSL(2,R)
A>0,1%#1)
Parabolik Elemanlar PSL(2,R) z+1
i(1+e)z+e? —1
Eliptik Elemanlar PSL(2,R) (1—e®)z+i(1+e?)
0 +2km, k€’
Az
Kayan-yansima G’
A<0,1+1)
Yansima G' —Z

2.4  Fuchsian Gruplar

Bu kesimde PSL(2,R) grubunun alt gruplarinin 6nemli bir sinifi olan
Fuchsian gruplar hakkinda bazi tanim ve Ozellikler verilecektir. Ancak bu
aciklamalara gegmeden Once siireksiz grup ve ayrik grup kavramlari incelenecektir.

Fuchsian gruplar hakkinda detayh bilgi i¢in [30-37] kaynaklarina basvurulabilir.

241 Tamm : [36] T < PSL(2,R)ve birzeCve a €C olsun. V,(z) >«
olacak bigimde terimleri birbirinden farkli {V,} fonksiyon dizisi ' iginde
olusturulabiliyorsa « € C ye I' grubunun bir limit noktasi denir. Sayet « € C bir
limit noktas1 degilse siradan nokta olarak adlandirilir. Bir I' grubu i¢in tiim limit

noktalarmin kiimesi L ile; tiim siradan noktalarn kiimesi ¢ ile gosterilir.o

242 Tamm : [36] [ <PSL(2,R) grubununda ¢ # @ ise I' grubuna

stireksiz grup denir. O
243 Tamm :[36] ' < PSL(2,R) icin;

I'(2) ={V(z)| Ver}

kiimesine z noktasinin yoriingesidenir.O
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2.4.4Sonu¢ : Yukardaki iki tanmu dikkate alarak ' < PSL(2,R)
grubunun siireksiz olmasi, Vz € C i¢in z noktasmin enaz bir e-komsulugu ile z nin

yoriingesinin arakesitinin bos olmasidir [33]. Yani;

['(z) N B,(e) = 0.

.....
........
.
. L
o .,

Q
D
.
.
.
.
. d
.
.
.
.
.
3
ey
e
.,
‘e
0
.
. .
LT L

Sekil 2.1: Siireksiz bir grupta yoriinge.

245 Tamm : (X,d) bir metrik uzay ve x € X olmak iizere x noktasinin en
az bir komsulugu ile X kiimesinin arakesiti bos ise x noktasina ayrik(izole) nokta
denir. Baska bir deyisle Vy € X i¢cin d(x,y) > & sartin1 saglayan 36 > 0 sayis1 varsa

x noktasma ayrik nokta denir. o

2.4.6 Tamm : (X,d) bir metrik uzay ve Y € X i¢cin Y kiimesinin her bir

noktasiayrik nokta ise Y kiimesine ayrik kiime denir.o

PSL(2,R) lizerinde ayriklik tanimini verebilmek icin bu grup ilizerinde bir

metrik tanimlanmahidir. Bunun i¢in;

a,z+b,
c,z+d;’

a,z+ b,

B,

)21 (Z) =
doniigiimleri i¢in;
d(Yll VZ) = min {” (all b1: Clr dl) - (a2rb2’ Cz: d2)||,
| (ay,by,¢y,dy) — (—ay,—by,—cy, —dy) [}
metrik fonksiyonu tanmlanir. Buradaki ||.|| notasyonu R* iizerindeki Euclid

metrigidir. PSL(2, R) grubunun alt gruplarinin aykligi bu metrik ile incelenmektedir
[35].
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Stireksiz gruplar ile ayrik gruplar arasindaki iligkiyi asagidaki teorem ifade
eder.

2.4.7 Teorem : [36] Bir T' grubunun siireksiz olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul ayrik olmasidir.o

Tiim bu kavramsal ¢er¢evenin ardindan Fuchsian grup tanim asagidaki gibi

verilebilir.

2.4.8 Tamm : PSL(2,R) grubunun ayrik alt gruplarina Fuchsian grup ya da
Fuchs grup denir.o

2.4.9 Ornek : I' = {z + n| n € Z}kayma doniisiimlerinin grubu Fuchsian bir
gruptur. Burada n € R olursa I’ grubunun siireksizlik 6zelligi yok olur. Boylece I

Fuchsian grup olmaz.o

2.4.10 Lemma : [37] Bir Fuchsian grubun her alt grubu da Fuchsiandir.o

2.4.1 Bir Fuchsian Grubun Simgesi

Bir I' Fuchsian grubu U = {z € C| im(z) > 0} st yar1 diizlemi kendi tizerine
resmeder. Boyle bir Fuchsian grup verildiginde kenar-esleme doniigtimleri

yardimiyla U /T boliim uzayi olusturulabilir. Bu uzay istiine konulabilecek uygun

bir analitik yaptile U /T bir Riemann yiizeyi olur [8].

Iki boyutlu bir X uzayi icin en dénemli topolojik invaryantlardan biri Euler

karekteristigidir.

2.4.1.1 Tamm: [35] iki boyutlu bir X uzay1 sonlu ¢oklukta gokgensel yiiz
olacak bigimde katlanabilir. Varsayalim bukatlama V adet koseyle, E adet kenarla
ve F adet yiiz ile yapilmis olsun. Bu takdirde X uzaymin Euler karekteristigi;

XX)=V—-E+F
seklinde tanimlanir.o

14
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Sekil 2.2: Bir tor yiizeyinin katlanmasi.

Sekil 2.2 de, bir tor yiizeyinin katlanmasi gorinmektedir. Burada V =1,
E =2 ve F =1 oldugu ¢in Euler karekteristigi X = 0 olarak hesaplanir.

Euler karakteristigi bir uzay igin bagka Onemli bir kavram olan cins
kavramimin dogmasina sebep olur. Genel olarak bir kiirenin cinsi 0, bir tor ylizeyinin
cinsi 1 dir. Topolojik olarak bir yiizeyin cinsi yiizeyin kireye ilistirilebilecek
kulplarinin sayisidir. Bu ise bagka bir tabirle yiizey boyunca var olan delik sayisidir
[35].

2.4.1.2 Lemma : [35] Ikiboyutlu bir X uzaymin cinsi g ise;

XX)=2-2g
seklindedir.o

Bir I' Fuchsian grubu i¢in, I’ grubunun iizerinde siireksiz olarak etki ettigi
U/T  Riemann ylizeyinin cinsinden bahsedilebilir. Bununla birlikte asagida
tanimlanacak olan bir Fuchsian grubun simgesi kavramiyla karsilagilacaktir. Bu
simge I' grubunun geometrik 6zellikleri ile cebirsel dzellikleri arasinda ilisgki kuran

bir kavramdir.

2.4.1.3 Tamm : [38-39] Herhangibir I' Fuchsian grubunun iiretegleri;

a;, by, a5, by, ..., a4, by (Hiperbolik iretegler)
X1 X5 e, Xy (Eliptik tretegler)
D1 D2s - Pr (Parabolik tiretegler)
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hy,h,, .., h (Hiperbolik sinir elemanlart)

u
olmak tizere bu liretecler arasinda;

g r t u
=] Joosa[ o[ T =1
j=1 k=1 1

i=1 j =

bagntilar1 gergekleniyorsa I' Fuchsian grubunun;
(gsmy,my, ...,m; G u) (2.8)

seklinde bir simge gosterimi vardir. Buradaki g sayist ' grubunun iizerinde

stireksiz olarak etkiettigi U /I' Riemann ylizeyinin cinsidir.

Bir I' Fuchsian grubunun temel bélgesinin hiperbolik alani, 2y (I") olmak

luzere;

l

- 1
,u(F)=2g—2+Z(1—;)+t+u
i=1

esitligi saglanir. Bu esitlik sayesinde I' grubu i¢cin g sayist hesaplanabilir. Ayrica I7,

I' grubunun sonlu indeksli bir alt grubu olmak {izere;

()
=

esitligi ile indeks bulunur. Buson esitlige Riemann-Hurtwitz Formiilii denir. [3, 39]0

2.5  Hecke Gruplan

Hecke gruplar1 Alman matematik¢i Erich Hecke’ nin [1] nolu ¢alismasiyla

literatiire girmistir.

2.5.1 Tamm : Pozitif, sabitbir 1 € R igin;

T(z) = —; ve Uz)=z+ 2

fonksiyonlariyla iretilen gruplara Hecke gruplari denir. Hecke gruplari H(A) ile

gosterilir.o
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Hecke gruplarmin ireteclerinin reel katsayili oldugu distiniliirse, bu
gruplarm PSL(2,R) grubunun bir alt grubu oldugu goriilir. Bu durumda Hecke
gruplarmm hangi sartlar altinda Fuchs grup olacagi akla gelen en Onemli

sorulardandr. Erich Hecke bu soruyu asagidaki teorem ile cevaplamustir.

2.5.2 Teorem: [1] A =2 birreel say1 veya q = 3 bir tamsay1 olmak {lizere;

T . o . .
A=2,= 2cos; seklinde tanimlandiginda H (1) grubu bir Fuchsian gruptur. o
Hecke gruplarmimn iiretegleri i¢in;

5@ =T = -~

donistimii elde edilir. Buradaki A says1 sayet A, = 2cos§ seklinde tanimlanirsa S

eleman1 H(4,) grubunda g mertebeli eliptik bir eleman olur. T iiretecinin ise 2

mertebeli oldugu agiktir. Boylece T ve S elemanlarmin tirettigi devirli gruplarin;

<T>={,T}=7Z,

<§>={,S5S5%..,517}y =1,
oldugu goriiliir. Ayrica H(4,)grubunda T ve S elemanlarmin birbiri arasinda higbir
iliski bulunmadig1 i¢in H(A,) grubu 2 mertebeli ve g mertebeli iki devirli grubun

serbest ¢carpimina izomorfolur. Boylelikle asagidaki teorem elde edilir.

2.5.3 Teorem: [3] H(A,) Hecke grubunun sunusu;

H(A,)=<T,S| T*=51=1>=17, 1,

seklindedir. O

2.5.4 Sonug : [40] A = 2 reel sayss1 i¢in elde edilen H(A) Hecke grubunun

sunusu;

HA) =<T,S| T*=S*=1>=17, 1
seklindedir.
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H(A,) Hecke grubu, 2 mertebeli ve g mertebeli iki eliptik eleman tarafindan
tiretildigi i¢in simgesi (0;2,q, ) bigimindedir. Benzer olarak H(A) gruplarinin

simge gosterimi ise (0; 2, 00,00) seklindedir.

H(A,) ve H(A) Hecke gruplarinin bazi normal alt gruplar1 [3,6,8-12,14,17-
20] calismalarda incelenmistir. Ayrica bu gruplarm stirekli kesirler, ikili kuadratik

formlar ile iliskileri ile ilgili calismalar da mevcuttur.

2.6 Genisletilmis Hecke Gruplar

Genisletilmis karmasik diizlem €, un, otomorfizmalart ve anti-
otomorfizmalarinin grubu olan G grubunun ayrik alt gruplarma Eucidean olmayan
kristalografik grup (non-euclidean cyristallographic) veya kisaca N.E.C. grup denir
[31].

Bu bolimde Hecke gruplarma, bu gruplarda bulunmayan bir anti-

otomorfizma ekleyerek G grubunun bir N.E.C. alt grubu elde edilecektir. Bunun i¢in;

1

R(z) =

yansima doniisiimiinii dikkate alalim. R doniisiimii -1 determinanthi ve 2 mertebeli

bir yansima doniigtimiid{ir.

2.6.1 Tamm : [2] Hecke gruplarma, R(z) =§ yansima donistiimii eklenerek

elde edilen gruplara genisletilmis Hecke gruplari denir ve A sayisinin degerine gore

H(A,)veya H(A) simgeleriyle gdsterilir.o

2.6.1 Tanimda gegen R doniisiimiiniin H(4,) Hecke grubunun iretegleri ile

iliskileri incelenirse;

TR =RT

ve

SR = RS71
esitlikleri goriiliir. Boylelikle T ve R elemanlar1 tarafindan tiretilen grup;
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<T,R|T?=R?=(TR)*=1>=D,

seklinde iki mertebeli dihedral gruba izomorfolacaktir. Benzer sekilde;

<SR |Sq=R2=(SR)2=I>EDq
oldugu goriilir. Ayn1 R elemani her iki grupta da yer almaktadir. Sonu¢ olarak
H(4,) genisletilmis Hecke gruplar1 2 mertebeli ve g mertebeli iki dihedral gruoun R

tarafindan iiretilen 2 mertebeli devirli grup altinda karigimli serbest carpimina

izomorftur [2].
2.6.2 Teorem : [2] H(A,) genisletilmis Hecke gruplari;

H(2,) =<T,S,R|T?=S9=R*=(TR)*> = (SR)* =1 >= D, *, D,

grup sunusuna sahiptir.o
2.6.3 Sonuc : [6] H(A) genisletilmis Hecke gruplarinin grup sunusu;

HQ) =<T,S,R|T*=5%=R*=(TR)*> = (SR)*> =1 >= D, *; D,
seklindedir.o

Hecke gruplarma tek bir eleman ekleyerek elde edilen genisletilmis Hecke
gruplari;

H(A) =HA) UR.H()
seklinde iki kosetin birlesimi olarak yazilabilir. Buradan H(A) Hecke gruplarmm
H(A) genisletilmis Hecke gruplarinda iki indeksli bir normal alt grup olarak
kapsandig1 goriilir. Ayni durum H (Aq) gruplari icin de gegerlidir.

Genisletilmis Hecke gruplarmin bazi normal alt gruplarmin cebirsel yapilari

[2, 6,7, 13,15, 16, 21] calismalarinda incelenmistir.

2.7 Genel Hecke Gruplari

Lehner [24] nolu ¢alismada, Hecke gruplarmin kapsandigi daha genel bir smif

olan genel Hecke gruplarini tanitmistur.
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271 Tamm : [24] 2<p<q<o Ve p+q>4 ecsisizliklerini

gercekleyen p ve g tamsayilari igin;

X(z)=—Z_1 s V(2)=z+1,+4, (2.9)

Ap

dontigtimleri ile tretilen gruplara, genel Hecke gruplaridenir ve H,, , ile gosterilir.o

Acik olarak yukaridaki tanimda p = 2 degeri i¢in;

H,,=H,=H(4,)
Hecke gruplari elde edilir. Ancak bu tammda H,, seklinde bir grup olmadigma
dikkat edilmelidir. Ayrica p = q se¢ildigi takdirde elemanlar1 Hecke grubunun

elemanlarindan olusan H,, grubu elde edilir H,, gruplart H(4,) Hecke

b,p

gruplarmda kapsanir [24].

Genel Hecke gruplarinin (2.9) da verilen ireteglerinde g < oo degerlerine
karsihik Y = XV alnirsa;

1
Z+/1q

Y(z2)=XV(z)=—

dontistimii elde edilir. Buna ek olarak X ve Y elemanlarinin trettigi devirli alt

gruplar;
<X >=<X|XP=1>=1I,

<Y >=<Y|YI=1>=7,
seklindedir. Ayrica H, , gruplarinda X ve Yelemanlarinin birbirleri ile bir iligkisi
olmadigindan H,, grubu p ve g mertebeli iki devirli grubun serbest garpimina

izomorf olur.

2.7.2Teorem :2<p<qg< oo Ve p+q> 4 tam say1 degerlerine karsihk
elde edilen H,, , genel Hecke grubunun sunusu;

Hy, =<X,Y|XP =Y9=1>=17,+1,

seklindedir. H,, , genel Hecke gruplarinin simge gosterimi ise;
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(0;p, q, )
olarak elde edilir.o

Lehner [24] ¢alismasinda q = oo degerine karsilik 4, =2 kabul etmis ve
elde edilen gruplar1 H,, ,, simgesi ile temsil etmistir. Bu sekilde elde edilen gruplarm
p mertebeli ve sonsuz mertebeli iki devirli grubun serbest carpimina izomorf

oldugunu belirtmistir. Burada A, degeri yerine A = 2 degerleri i¢in elde edilebilecek

tim genel Hecke gruplarmin izomorfizma anlaminda ayni oldugu sodylenebilir.
Ancak tiim bu gruplarin elemanlar1 birbirinden farkli oldugu i¢in asagidaki tanima

ihtiya¢ duyulmustur.
2.7.3 Tamm : [41] p = 2 bir tamsay1 ve A = 2 bir reel say1 olmak iizere;

Hy((D) =< X,Y|XP =Y® = >=T7 *L

olarak tanimlanir. Bu tip genel Hecke gruplarmim simgesi;

(0; p, 00, 0)
seklindedir.o

Genel Hecke grubunun elemanlarmin katsayiari 4, ve A, sayilarmin
tamimina gore Z[4,,4,] halkasinda yer almaktadir. Ancak Hecke gruplarinda oldugu
gibi katsayilar1 Z[4,,4,] halkasindan olan herhangi bir Mgbius doniigtimiiniin genel

Hecke grubunda kapsanacagini soylemek dogru degildir.

Lehner [24] nolu ¢alismasinda reel katsayili Mobius doniisiimlerinden olusan

bir G Fuchsian grubu igin;

az +b
cz +d
parametresini tanimlamistir. Bu parametre yardimiyla genel Hecke gruplarma

¢o(G) = min {Icl #0 : € G}

konjuge olan Fuchsian gruplarmn yapisini incelemistir.

Lehner ve Newman [22] ve [23] nolu cahismalarinda modiiler grup ve
herhangi ikidevirli grubun serbest ¢arpim gruplarmin konjuge olabilecegi gruplardan

hareketle miimkiin olabilen sunuslarini incelemislerdir.
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Knopp ve Newmann [42] nolu cahsmasinda p >3 bir tamsayr ve

.., = 4cos? g olmak tizere K(4,,4,) gruplarmi tanttmislardir. Bu gruplarin ayrik

olmasi i¢in bir karakterizasyon elde etmislerdir. Ayrica hangi durumlarda bu

gruplarin Hecke gruplarina konjuge olacagmi da ispatlamiglardr.

Tsanov [43] calismada (p, q, o) Giggen gruplarinin geometrik 6zelliklerini,
hiperbolik diizlem tizerindeki davraniglarini ve bazi alt gruplarinin cebirsel yapilarmi

incelemistir.

2.8 Genisletilmis Genel Hecke Gruplan

Kesim 2.7 de tanmmlanan genel Hecke gruplar1 iist yar1 diizlemin
otomorfizmalarindan olusan bir Fuchsian grup smifidir. Bu gruplara genisletilmis

Hecke gruplarmin elde edilisine benzer olarak;

Ni| =

R(z) =

yansima doniisimii eklenerek {ist yart diizlemin otomorfizma ve anti-

otomorfizmalarindan olugsan bir N.E.C. grup olusturmak miimkiindyir.

2.8.1 Tamm : Genel Hecke gruplarma R(z) = ; yansima doniistimii
katilarak elde edilen gruplara genisletilmis genel Hecke gruplari denir. Bu gruplar 4,

ve A, sayilarmimn tanimma gore M, , veya i, (1) sembolleriyle temsil edilir.o

Oncelikle H, , grubunun yapisini inceleyim. H,, genisletilmis genel Hecke

grubu X, Y ve R elemanlar1 tarafindan fretilir. Bu elemanlardan X ve R

elemanlarini tirete¢ kabul eden grubun yapist;

<X,R|X? =R*= (XR)*=1>=D,
seklinde elde edilir. Benzer olarak Y ve R elemanlarinin iirettigi grup da q mertebeli

dihedral grup yapisinda olacaktir.

<Y,R|Y9I=R?=(YR)’=1>= D,
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Her iki grupta da yer alan R elemani kendibasina iki mertebeli bir devirli grup tiretir.
Boylece H,, grubu, elde edilen bu iki dihedral grubun iki mertebeli devirli grup

altinda karigimh serbest ¢arpimina izomorf olur.

2.8.2 Teorem : Hp’q genisletilmis genel Hecke grubunun sunusu asagidaki
gibidir.

Hp,q =<< X;Y;Rl XP =Y49=R? = (XR)Z = (YR)Z =] >= Dp *Zz Dq

Benzer olarak H,,,(1) grubunun yapisi da p mertebeli ve sonsuz mertebeli
iki dihedral grubun iki mertebeli devirli grup yardimiyla karigmmli serbest carpim

bi¢ciminde olacaktur.
2.8.3 Teorem : ﬁp‘oo (A) genisletilmis genel Hecke grubunun sunusu;

H, (1) =<X,Y,R| XP =Y® =R? = (XR)? = (YR)2 = >= D, % D,

Genel Hecke gruplari, genisletilmis genel Hecke gruplar1 icinde kapsanan iki

indeksli bir normal alt gruptur.
2.8.4 Lemma : Genisletilmis genel Hecke gruplarinda

XR = RX?1
YR=RY™!

bagintilar1 ger¢eklenir.o

Calismada  kullanillacak  gruplarn  tantilmasindan sonra ¢alismada

kullanilacak bazi metotlar verilecektir.
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2.9 Permiitasyon Metodu

Permiitasyon metodunu Singerman [38-39] nolu ¢alismalarinda tanitmustir.
Bu metod ile bir Fuchsian grubun sonlu indeksli normal alt gruplarinin simgeleri

hesaplanabilir.

29.1 Teorem : [38] Bir I Fuchsian grubunun simgesi

(g;my,m,,...,m;t;u) olmak iizere T grubunun N indeksli ve

(L TP TR (IS NS PP (SN T LD
simgesine sahip bir I'; alt grubu olmas: igin gerek ve yeter kosul asagidakilerin

gerceklesmesidir:

1) ' grubundan N nokta iizerinde ge¢isli bir permiitasyon grubu olan G
grubuna asagidaki sartlari tastyan bir 8: T — G epimorfizmasi su iki kosulu saglar;

i) 6(x;) permiitasyon, uzunluklari m; den kisa olan p; devirden

olusur. Ayrica budevirlerin uzunluklari;

_] - LEx} _]
Mjy Nz Nyp,
kadardrr.
i) Her bir 6(y) permiitasyonundaki devirlerin sayis1 §(y) olmak
lizere;

S t
=) 8@ t=)h
k=1 k=1

esitlikleri saglanir

2) 2mu(T) hiperbolik alan olmak {izere, : ((FF)) = N dir.
1

2.9.2Sonu¢ :[39]T; (g; my;,m,,..m;) simgesine sahip bir Fuchsian grup

ve I, T iinde N indeksli bir normal alt  grup  olsun.
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x; (i=1,2,... k) tireteclerinin boliim grubundaki mertebe karsiliklari [; olmak {iizere

I, grubunun simgesi;

(o ()" 3™ )

seklindedir. Buradaki g’ sayis1 Riemann-Hurtwitz formiilii ile hesaplanir.o

2.10 Ucgen Gruplar

Bu kesimde Hecke ve genel Hecke gruplarinin da i¢inde bulundugu iiggen
grup smifindan bahsedilecektir. Her biri 2 den biiyik esit olan p, g ve r tamsayilar

icin agilar1 g,g,% olan hiperbolik {icgen ve bu iliggenin kenarlarina gore yansimalar

asagidaki sekilde gosterilmistir.

Sekil 2.3: Hiperbolik iiggen.

Yukaridaki sekilde yer alan oy, 0, Ve o; yansmmalar1 iki mertebelidir. Bu ti¢

yansima doniigtimiiniin tirettigi grup;

I'* =< 0a,,0, 05| (6))%*= (0,)* = (03)* = (0,05)F = (030,)? = (0,0,)" =1 >
seklinde bir sunusa sahiptir. I'* grubu biinyesinde hem ydn koruyan hem de yon
korumayan doniigiimler bulundurur. Sadece yOon koruyan dontistimler kendi
aralarinda bir alt grup olustururlar. Bu alt grup I ile temsil edilsin. O halde

0,0; = a, 030, = bVve 0,0, = ¢ degisken atamalar1 yapilirsa;

['=<a,b,c|la’ =bl=c"=1>
alt grubun sunusu elde edilir. Bu grubun (p, q,7) seklinde bir temsili vardr. Bu
sekilde temsil edilen gruplara tiggen grup denir.
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Hecke gruplar1 (2,q, o) liggen gosterimine sahip iken genel Hecke gruplar1

(p, q, ) gosterimine sahiptir.
2.10.1 Teorem : [44] (p,q, ) bir liggen grup olmak tizere;

1 1 1
—+—+=>1
p q T

esitsizligi saglaniyorsa grup sonlu mertebelidir. O

Caligmanin ilerleyen boliimlerde sik bahsedilecek olan sonlu iiggen gruplari

inceleyelim:

1) Devirli Gruplar : Sonlu mertebeli tek bir eleman tarafindan iretilen

gruplardir. Z,, sembolii ile gosterilirler. Grup sunuslari;

Z,=<x|x"=1>
olarak gosterilebilir. Grubun iiretecinin tersi de bir {iretegtir. Bu baglamda devirli

gruplarm tiggen gosterimleri (1,n,n), (n,1,n) veya (n, 1,n) seklindedir.

2) Dihedral Gruplar : iki mertebeli ve n mertebeli iki eleman tarafindan

tiretilen sonlu tiggen gruplardir. Bu gruplarin grup temsilleri;
D,=<x,ylx"=y?=(xy)*=1>=(n,2.2)
D, =<x,y|lx*=y"=(xy)*=1>=(2,n,2)

D,=<x,y|x*=y%=(xy)"=1>= (2,2,n)
seklindedir. D,, dihedral grubunun mertebesi 2n dir.

3) Simetrik ve Alterne Gruplar : Sonlu elemanl bir kiimenin kendi tizerine
birebir ve 6rten tiim fonksiyonlarmin kiimesi, bileske islemi altinda bir gruptur. Bu
sonlu kiime n elemanh ise S, il gosterilen bu grup simetrik grup olarak
isimlendirilir ve mertebesi n! dir. Simetrik bir grubun elemanlarina birer
permiitasyon denir. Permiitasyonlar transposizyonlarin sayisma gore tek veya g¢ift
olarak adlandirilir. Cift permiitasyonlar kendi aralarinda bir grup olustururlar. Bu
gruba alterne grup denir. Alterne grubun mertebesi n!/2 dir. Calismada ad1 gegen

tiggen gosterimli bazi simetrik ve alterne grup sunuslariasagida verilmistir.
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A, =<abla®=b*=(ab)?=1>=(233) = (3,23) = (33,2)

S,=<a,b|la®=b%=(ab)*=1>= (324) = (234) = (43,2) = (243)
= (4,2,3) = (34,2)

A; =<ab|a® =b? = (ab)s =1 >= (32,5) = (3,5,2) = (2,53) = (2.3.,5)
= (5,2,3) = (5,3,2)

2.11 Direkt Carpim Grubu

Iki grubun direkt ¢arpimi G = A X B seklinde tanmmlanir. Burada siral
ikililerin arasindaki islem ikiliyi olusturan elemanlarin bulunduklar1 grupta

tanimlanmig islemdir. Ayrintili bilgi i¢in [45] kaynagi1 incelenebilir.

2.11.1 Teorem: [45] A=< X|R, > ve B =<Y|R, > sunusuna sahip iKi
grup olsun. R, ve R, iireteclere ait bagint1 kiimeleridir. O halde A ile B nin direkt

carpim grubuy;

AXB =<X,Y |R,R,R; >
sunuguna sahiptir. Buradaki R; = {aba™'b™*:a € X ve b € Y} seklindedir.0

2.12 Serbest Carpim Grubu

Herhangi iki grubun serbest ¢arpimi iireteglerinin ve bagmtilarmin ayrik

birlesimi olarak tanimlanir. Soyle ki;

2.12.1 Tamm : [45] A =<X|R,> ve B =<Y|R, > sunusuna sahip iki

grup olsun. A ile B gruplarmm A * B seklinde gosterilen serbest ¢arpmmiu;

A*B=<XY|R,R, >
seklinde tanimlanir. Tiime varmm ile sayilabilir adet grubun serbest carpimi da

tanimlanabilir.o
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2.13 Kansiml Serbest Carpim Grubu

A ile B herhangi iki grup ve C < A olmak iizere ¢:C — B monomorfizmasi

yardimiyla karigimli serbest carpim grubu tanimlanabilir.

2.13.1 Tamm : [45, 46] A =< X|R,> ve B =<Y|R, > sunusuna sahip
iki grup olsun. A ile B gruplarmin A *. B seklinde gosterilen serbest carpimi;

Ax.B =<X,Y |R.,R, Ry >

olarak tanimlanir. Burada R; bagmnti kiimesi;

R; = {p(x)x~*|x,C altgrubunun treteci }

seklindedir.

2.14 Reidemeister-Schreier Metodu

Bu kesimde, bir grubun sonlu indeksli bir normal alt grubunun tireteclerini ve
dolaysiyla grup sunusunu elde etmek i¢cin kullanilacak olan Reidemeister-Schreier

metodu tanttilacaktir.

Bir G grubunun fiiretegleri {g; } ailesi olsun. H grubu G nin sonlu indeksli bir
normal alt grubu olmak iizere Reidemeister-Schreier metodu G / y bolim grubunun

temsili iizerinden ilerler. Oncelikle G / y bolim grubuna ait X Schreier transversali

asagidaki 6zellikleri saglayacak bicimde secilir.
)I€EX

ii) £ sagdan sadelestirme islemine gore kapalidir. Baska bir deyisle
9i,-9i, - 9; €Xise g; .g; ..g; €L dir

r—

Transversal kiimesi, bu sekilde olusturulduktan sonra H grubunu iireten

clemanlar asagidaki algoritma ile hesaplanir [3].

(2 nin bir elemani). (G nin bir iireteci). (6nceki carpimin koset gosterimi) !
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aeX ve b de G grubunun bir iireteci olmak iizere yukaridaki ¢arpim S, ile
gosterilir. H alt grubunun ireteclerini bulduktan sonra bu iiretegler arasindaki

bagmtilar1 bulmak i¢cin 7 fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

G =< ay,ay..,a, | R,R,, .., R, > ile temsil edilen bir grup ve e; = +1
.. €j .
icin W = az!.a;? ...ayj, olmak tizere;
_ ce e é;j
(W)= Stfavl'st;auz "'Stj]ay].
bigimindedir. Bu esitlikte e; =1 iken ¢; degeri W elemaninda a, den &nceki
parganin boliim grubundaki temsilcisidir. Eger e; = —1 ise t; degeri W elemaninin

a;il dahil a;il den Onceki parcasmm boliim grubundaki temsilcisidir. Su halde H alt

grubunun elde edilen tiretecleri arasindakibagmtilar;

T(tR;t™1)
goriintlilerinin hesaplanmasiyla elde edilir. Burada t, £ nin tiim elemanlarm tararken

R;, G grubundaki tiim bagntilar iizerinde deger alir [8].

2.15 Kuvvet Alt Gruplar

Bir G grubunun,m € Z* olmak iizere gruptaki tiim elemanlarin m. kuvvetleri

ile tiretilen alt gruba kuvvet alt grup denir. Bu grup G™ sembolii ile gosterilir.
G =< x7 x>

Kuvvet alt grubu bu sekilde tanimladiktan sonra, bu alt gruplarm bazi

ozelliklerini inceleyelim.
2.15.1 Teorem : [47] G bir grup m, n pozitif tamsayilar olmak tizere;
Gm"tc G™.

Ispat : G™" grubunda bulunan her bir x™" eleman1 (x™)™ biciminde

yazilabilir. Buradaki x™ elemani1 G grubunun da bir elemani1 oldugu i¢in G™ grubu

29



olusturulurken bu elemanm da m. kuvveti hesaplanacaktir. Yani (x™)™ € G™ olur

Ki ispat biter.o
2.15.2 Sonug : [47] G bir grup m, n pozitif tamsayilar olmak tizere;

Gm.n C (Gm)n

Kuvvet alt gruplarmmn normal alt grup olduklarmi sdyleyebilmek icin
asagidaki tanim gereklidir.

2.15.3 Tamm : [48] G bir grup H de G nin bir alt grubu olsun. Sayet
f:G — G tanimlanabilecek her endomorfizmasi i¢in f(H) € H oluyorsa H alt

grubuna tamamen degismez 6zellige sahiptir denir. O

Bir G grubunun G™ kuvvet alt grubunu ve G nin kendi iizerine tanimlanan

herhangi bir f endomorfizmasmni g6z dniine alalim.

vi(x™) € f(G™)
f™) =f)mea™

Yukarida yazilan 6nermeler f bir endomorfizma oldugu i¢in dogrudur. Buradan;

f(c™ c 6™

elde edilir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

2.15.4 Teorem : [49] Kuvvet alt gruplari tamamen degismez 6zellige sahiptir.

2.15.5 Teorem : [49] Tamamen degismez 6zellige sahip bir alt grup normal

alt gruptur.o
2.15.6 Sonug : Kuvvet alt gruplar1 normal alt gruptur. o

Genel Hecke ve genisletilmis genel Hecke gruplarmin m. derece kuvvet alt
gruplarinin sunuslarint elde ederken Reidemeister-Schreier metodu kullanilacaktir.
Oncelikle bdliim grubu olusturulacaktr. Bunun i¢in ana grubun sunusuna tiim

elemanlarin m. derecelerini birime esitleyen bagmtilar eklenir. Ardindan bolim
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grubu elemanlarmin  temsilcilerinden olusan transversal segilerek algoritma

uygulanir.

2.15.7 Omek : Reidemeister-Schreier metodunu kullanarak D, dihedral

grubunun ikinci derece, kuvvet alt grubunun sunusunu elde edelim.

D,=<ab|a*=b*=(ab)’*=1>
Tim elemanlarin karelerini birim elemana esitleyerek boliim grubu asagidaki gibi

elde edilir.
D4/ =< ab|a®=b*=(ab)>=b*>=1>
D4
Burada b* = b? = I bagintisindan b? = I elde edilir. Daha sade olarak;
D4/D2 =< a,b|a?=b?= (ab)? =1 >=D,
4

yazabiliriz. Bu haliyle 4 mertebeli boliim grubu i¢cin Schreier transversalini;

Y ={I,a,b,ab}
secebiliriz. Dort mertebeli dihedral grup, Klein-4 grubudur ve degisme 6zelligi

vardir. Ardindan Reidemeister-Schreier metoduna gore asagidaki tiretegler elde

edilir.
lLa(a)yt=1 Lb.(b)yt=1
a.a. (D=1 a.b.(ab) =1
b.a.(ab)™! = bab3a = baab = b? b.b.(I)~! = b?
ab.a.(b)"' = abab® = b*aab® = b? ab.b.(a)"' = abba = b?

Sonug olarak D2 kuvvet alt grubu iki mertebeli bir devirli grup olup;

D? =< b%| (b?)?=1>=17,

yapisidadir.o
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2.16 Komiitator Alt Gruplar

Bir G grubunda bulunan x, ve x, gbi iki elemanmn komiitatori,
[xq, %] = xp20,7 ;!
seklinde tamimlanir. Iki eleman icin verilen bu tanim tiimevarim ile sayilabilir sayida

elemana genellenebilir.

2.16.1 Tamm : Bir G grubunda tiim elemanlarin komiitatdrlerinin trettigi alt

gruba komiitator alt grup denir. Komiitator alt grup G' semboliiyle gdsterilir.o

2.16.1 Tanimda elde edilen birinci komiitatdr alt gruptur. Aym islemi
tekrarlayarak ikinci, liciincii vs. komiitator alt gruplar elde edilebilir. Bu sekilde elde

edilen grup dizisi i¢in;

G <MW < <6"<G6' <G
saglanir. Komiitatdr alt grup tamamen degismez Ozellige sahip alt gruptur. Bu

sebeple normalalt grup olur [49].

2.16.2 Teorem : [50] G bir grup G’ de birinci komiitator alt grup olsun. Bu
durumda boliim grubu olan G / G degismeli bir gruptur. o

2.16.3 Sonug : [50] G birgrup H de G ninbir normal alt grubu olsun. Eger
G/, degismeliise G' < H dir.o

Komiitator alt gruplarin bu o6zelliklerini dikkate alarak, genel Hecke ve
genisletilmis genel Hecke gruplarinin komiitatér alt gruplar1 ¢alismanin altinci
boliimiinde incelenecektir. Bunun i¢cin Reidemeister-Schreier metodu kullanilacaktir.
Oncelikle bdliim grubu olusturulacaktir. Komiitator alt grup ile elde edilen bdliim
grubu degismeli oldugu i¢in boliim grubunun sunusuy, ana gruba degismelilik 6zelligi
eklenerek elde edilir. Ardindan boliim grubu elemanlarmin temsilcilerinden olusan

bir transversal secilerek algoritma uygulanacaktir.

2.16.4 Omek : Reidemeister-Schreier metodunu kullanarak A, alterne

grubunun birinci komiitator alt grubunun sunusunu elde edelim.

A, =<a,bla*=b*=(ab)*=1>
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A“'/ A boliim grubunun elde etmek i¢in yukaridaki bagmtilara ek olarak degisme
4
ozelligini eklemek yeterlidir.
A4/A, —< a,b|a® =b? = (ab)® = I,ab = ba >
4

Burada I = (ab)® = ababab ve degisme oOzelliginden a =1 elde edilir. Bdylece

boliim grubunun sade hali asagidaki gibidir.
A ~
4/,4; =< b|b® =1>= 1,

Simdibdlim grubu temsilcilerinden olusan Schreier transversalini;

Y = {lI,b, b?*}
seklinde secebiliriz. Ardindan A} grubunun iiretegleri asagidaki gibidir.

Se=lLa(l=a Sp=1Lb.(b)1=1
S,a = b.a.(b)™! = bab? S,y =b.b.(b) =1
Sy2q = b%.a.(b?)~* = b2ab S,2, = b2.b.(D)7t =1

Elde edilen bu iiretegler arasindakibagintilar asagidaki gibi hesaplanir.

t(laal) = S,,S,, = a*
t(labababl) = S,,5,,S,aSppSp24Sp2p = @-bab?.b*ab = (ab)?
t(baab™) = S;,S,4SpeSy7, = (bab?)?
7(bbaab™*b™1) = 8,,5,,5,245 2451 Spi = (b?ab)?

Diger tiim bagmtilar bilinen bagmntilar olup a.bab? = b?ab esitligi elde edilir.

Sonug olarak A}, komiitator alt grubun sunusunu asagidaki gibi elde ederiz.

A, =<a,bab? | a* = (bab?)? = (a.bab?)* =1>= D,
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3. GENEL HECKE VE GENISLETIiLMIS GENEL HECKE
GRUPLARINDA KONJUGE SINIFLARI

Bu bolimde 6n bilgiler boliimiinde tanitilan H,, genel Hecke ve H,,

genigletilmis genel Hecke gruplarmdaki sonlu mertebeli elemanlarm, konjuge
smiflar1 caligilacaktwr. Elde edilen sonuglardan hareketle bu gruplarin burulmal

normal alt gruplar ile ilgili bir uygulamaya da yer verilecektir.

Bir grup lizerinde tanimlanan konjuge olma bagmtisinin bir denklik bagintis1
olmasindan dolay1 genel Hecke ve genisletilmis genel Hecke gruplarindaki sonlu
mertebeli elemanlar i¢in bir parcalanis elde edilmis olacaktir. Burada 3.3 ve 3.4

boliimlerindeki sonuglar ilk defa verilmis olup [51] yayina sunulmustur.

Oncelikle bu boliimle ilgili yapilmis ¢alismalara yer verilecektir.

3.1 Genisletilmis Hecke Gruplarinda Sonlu Mertebeden Ele manlarin

Konjuge Simflar

H, genisletilmis Hecke gruplar1 2 mertebeli ve q mertebeli iki dihedral

grubun 2 mertebeli devirli grup altinda karigimli serbest carpimina izomorftur [2].
H,=<T,S,R|T?=59=R?*=(TR)* = (SR)*> =1 >=D, *z, Dq 3.1)

Yimaz Ozgir ve Sahin [52] nolu calismalarinda, genisletilmis Hecke
gruplarinda bulunan sonlu mertebeli elemanlar konjuge siniflarini elde etmislerdir.
Ardindan bu ayrigimin burulmali normal alt gruplarla iligkisini iceren bir

uygulamaya da yer vermislerdir.

3.1.1 Teorem : [52] q = 3 bir asal say1 olmak iizere H, genisletilmis Hecke

grubundaki sonlu mertebeli elemanlarm konjuge smiflar1 toplam %5 tanedir.

Bunlardan {i¢ tanesi 2 mertebeli ve qz—l tanesi g mertebelidir. Iki mertebeli

olanlardan eliptik donilisiimler T elemanina; yansima doniisiimleri ise R veya
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TR elemanlarmdan birine konjugedir. Mertebesi q olan eliptik doniigiimler

q-1
S,8%,..,5 2 elemanlarindan birine konjugedir. o

Asal olmayan q degerleri i¢in daha farkli konjuge smiflarinin elde edilecegi

teorem asagida verilmistir.

3.1.2 Teorem : [52] Asal olmayan q degerleri igin H, genisletilmis Hecke

gruplarmdaki konjuge smiflar1 g sayisimm tek veya ¢ift olma durumu i¢in asagidaki

tabloda gosterilmistir.

Tablo 3.1: Genisletilmis Hecke gruplarinda konjuge smiflar1.

Konjuge
q | Simfimn | Mertebe Adet Temsilciler
Cinsi
q (p;q) sm,57,..,8 "L, 1=<i< %‘ o) =1
Eliptik 2 ! '
Tek
t; q—1 ¢(q) q/t-
_— = S i
Gl | 2 2
Yansmma 2 2 R,TR
q (p;q) sm,s7,..,8 Y, I= iS@; (rp@) =1
q
Eliptik 2 2 s
Cift
ti q @) e
PR 5
(t:1q)
Yansmma 2 2 R, TR
O

[52] nolu calismada ayrica, H, Hecke gruplari icin de sonlu mertebeli

elemanlarin konjuge smiflar1 elde edilmistir.

3.1.3 Teorem : [52] q asal bir sayr olmak iizere H, genisletilmis Hecke

grubunun burulmali her bir alt grubu sonlu indekslidir. o

3.1.4 Sonug : G < Hq olmak lizere G bilinyesinde en az bir eliptik eleman

veya yansima doniisiimii bulunduran bir normal alt grup ise |Hq : G| | 4qdur.o
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3.2  Hecke Gruplarinda Eliptik Olmayan Elemanlann Konjuge

Smiflan

Hecke gruplar1 arasinda literatiirde en sik karsimiza ¢ikan q = 3 degerine

karsihik elde edilen H; = I' modiiler gruptur. Modiiler grup;

1
z+1

kesirli lineer dontigtimleri tarafindan tretilir. Boylelikle modiiler grup 2 mertebeli ve

T(z) = —% ve S(z) = —

3 mertebeli iki devirli grubun serbest ¢arpimina izomorftur [53].
[=<T,S|T*=S3=1>=7,+1,

Fine [53] calismasinda modiiler gruptaki her elemanm TS ve TS? bloklar1 ile
yazilabildigini gostermistir. Bir elemanin bu bloklarin kuvvetlerinin ¢arpim olarak
ifade edilmis halini “Indirgenmis Blok Form (BRF)” olarak tanimlamistir. BRF
yardimiyla izi verilen bir sayidan daha kii¢iik olan tiim konjuge smiflarini elde etmek
igin bir algoritma gelistirmistir. Boylelikle I' grubundaki her bir elemanmn T, S, S?
veya bir BRF ye konjuge oldugunu ifade etmistir.

Schmidt ve Sheingorn, Hecke gruplarmin;

U(z) = ST(2) = quz—

olmak tizere;

Vi(z)=U/"'S(2); 1<j<q-1
elemanlar1 ile de tretilebilecegi fikriyle Fine’ in kullandigi algoritmayr Hecke

gruplar1 i¢in genellemislerdir [54].

Hoang ve Ressler [55] bu algoritmay1 kullanarak Hecke gruplarindaki eliptik
olmayan elemanlarin konjuge siniflarmni elde etmislerdir. Her bir konjuge sinifinin

temsilcisini karakterize eden agagidaki lemmay1 vermislerdir.

3.2.1Lemma :[55] g = 3 bir tamsayiolmak iizere H, Hecke grubundaki her

bir eliptik olmayan M elemam V; iireteglerinin bir carpimma konjugedir. Yani;
1<j,<p—-1, 1<k <t teZ' olmak iizere;
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M~W =V, .V, ..V,

Dahas1bu ¢apim devirsel permiitasyonlar diginda tek tiirliidiir. o

Ayrica belirli bir ize sahip sonlu ¢oklukta konjuge smifinin bulundugunu
ispatlamiglardir. Boylelikle konjuge smiflarinin kuadratik formlar ile iligkilerini

ortaya koymuslardir.

3.3 H,, Genel Hecke Gruplarinda Sonlu Mertebeli Elemanlarin

Konjuge Smmflan

Bu bolimde H,, genel Hecke gruplarindaki sonlu mertebeli elemanlarin
konjuge simflari elde edilecektir. H, , genel Hecke gruplarmin p mertebeli ve g
mertebeli ki devirli grubun serbest ¢arpimima izomorf oldugunu biliyoruz. Bununla
birlikte genel Hecke gruplarindaki sonlu mertebeli elemanlar hakkinda yorum
yapabilmek i¢in agagidaki teoreme ihtiya¢ duyulacaktir.

3.3.1 Teorem : [46] A ve B birer grup olmak tizere A * B grubundaki sonlu
mertebeli bir eleman A veya B gruplarindan birindeki sonlu mertebeli bir elemana

konjugedir.

Ispat : Sonlu mertebeli bir geA = B eleman olsun. Bu durumda g elemam
A * B grubunun f{ireteclerinin bir kombinasyonu olarak yazilabilir. Dahasi bu
kombinasyonun bir indirgenmis formu da vardr. Ispat1 bu indirgenmis formun

uzunlugu iizerinden tiimevarmm ile yapalim.

g elemanmimn indirgenmis formunun uzunlugu 0 ise g birim elemana esit
olacagindan ispat agiktr. Sayet uzunluk 1 olsaydi bu durumda g elemani biinyesinde
tek carpan icerip o ¢arpanin bulundugu gruba dahil olacakti. r bir dogal say1 olmak
tizere teoremin r — 1 uzunluklu g eleman i¢in gegerli olacagini kabul edelim.

Ardindan r uzunluklubir g elemani i¢in ispata devam edelim.

9 =919z - 9r
Varsayalim g, ve g, farkli gruplarin elemani olsunlar. Bunun sonucunda keZ” igin
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9% = (9192 - 9,)(9:9; - 9;) - (9192 - Gr)

seklinde olup gnin sonlu mertebeli olmasi1 ile ¢elisir. Dolayisiyla g, ve g, ayni

grubun elemani olmak zorundadwr. Bdylece g nin bir konjugesini;

9~91"99: = 9> - (9:91)
elde edebiliriz. Burada g, ve g, ayni gruptan oldugu i¢in bu ¢arpimimn sonucunu tek
bir eleman ile gostermek miimkiindiir. Yani g;'gg, elemanmnm indirgenmis
formunun uzunlugu r den kiigiktiir. Indikksiyon hipotezi geregi g;'gg, elemani
carpmmi olusturan gruplardan yalnizca birindeki sonlu mertebeli bir elemana konjuge

olup konjugelik bagintismin gecislilik 6zelliginden ispat sona erer.o

3.3.1 Teorem H,, genel Hecke grubundaki sonlu mertebeden konjuge

siniflarmi elde etmek i¢in kullanilacaktir. Soyle ki;

Hyy =<X,Y |XP=Y9=]>=17,*1L,

sunusunu g6z oniine alirsak bu gruba dahil olan sonlu mertebeli bir eleman ya;

G, =< X|XP =1>=1,

grubundaki bir elemana ya da;

G, =<Y|Vi=[>=1Z,

grubundaki bir elemana konjuge olmahdr.

Simdi H,, , genel Hecke grubunda sonlu mertebeli bir g elemanini g6z dniine

alalm. g sonlu mertebeli oldugu i¢in gelemanmin indirgenmis bi¢ciminde X ve Y
tireteglerinin her ikisi de bulunamaz. Bu durumda g = X%, 1<a<p-—1 weya
g =YP, 1< b <q-1durumlarindan yalnizca biri gecerlidir. Simdi bu smflar

detayl olarak inceleyelim:

G, grubundaki p mertebeli konjuge smiflar1 1 <i < ¢(p), (r;,p) = 1 0lmak

uzere;
X", X2, ..., X ew»

seklinde olacaktir. Geriye kalan kuvvetler ise t;|p olmak {izere;
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i
kai(1<ti<p, kt£<p>

1

seklinde t; mertebeli konjuge smiflardir. Boylelikle G, grubunda p — 1 adet sonlu

mertebeli konjuge smif1 mevcuttur.

Benzer olarak G, grubundaki konjuge smiflarini da inceleyelim. g mertebeli

konjuge smiflar1 1 < i < ¢(q), (s;,9) = 1 olmak tizere;
Y51,Y52, .., YSew@

seklindedir. Son olarak g sayisinin her bir m; bdleni icin m; mertebeli;

o q
Ymt(1<mi<q, kﬁ<q)

l

seklinde konjuge siniflar1 vardir. Boylelikle asagidaki teoremi verebiliriz.

3.3.2 Teorem : H, . genel Hecke grubunda p + q — 2 tane sonlu mertebeli

konjuge smifi vardir.o

3.3.3Sonu¢ : p Ve q asal sayilar olmak iizere H,, genel Hecke grubunda

sadece p mertebeli ve g mertebeli konjuge siniflart mevcuttur. O

3.3.4 Sonu¢ : H,, grubunda 2 mertebeli bir konjuge smifinin olmasi i¢in p

veya q sayilarindan en az birinin ¢ift say1 olmasi gerekir.

3.4 I_ip,q Genisletilmis Genel Hecke Gruplannda Sonlu Mertebeli

Ele manlann Konjuge Smiflan

Bu kisimda 3.1 kesimde verilen sonuglary, H, , genisletilmis genel Hecke
gruplarina genelleyen sonuglar elde edilecektir. I-Tplq genigletilmis genel Hecke

grubunun sunusundan hareketle bu bolimde ihtiyag duyacagmmiz iki lemmay1

verelim.
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3.4.1Lemma : H,, genisletilmis genel Hecke gruplarinda
X‘R = RXP™

Y™R = RYT™™

esitlikleri saglanir. Burada 1 <t <p—-1vw1<m <q—1dir.

Ispat : H, ; genigletilmis genel Hecke grubunun;

H,,=<XY,R|XP=Y%=R*=(XR)?= (YR)?=1>

grup sunusundaki bagmtilardan kolaylikla elde edilebilir. o

3.4.2 Lemma : H,, genisletilmis genel Hecke gruplarinda 1<t <p — 1ve

1 < m < q — 1 olmak {izere asagidaki onermeler saglanir.

1) pcift ve t tek bir tamsay1 oldugu durumda X*R~XR aksi durumlarda
ise X!R~R,

2) 1 <u <= olmak iizere X"~ XP7¥,

3) q ¢it ve m tek bir tamsayr oldugu durumda Y™R~YR aksi
durumlarda ise YT ~R;

4) 1<n< %1 olmak {izere Y™*~Y 17",

Ispat : 1) pcift ve t tek bir tamsay1 olsun. w = pkﬁ;il ve k degeri de w

sayisinin tamsay1 olmasimi saglayan bir tamsay1 olmak iizere;

X‘R~(XYR).X'R.(X¥R)™*
konjugeliginde 3.4.1 Lemmadaki esitlikler yardimiyla;

(X¥R).X'R.(X"R)™* = XWR.X'R.RXP™"
= XWR.Xt+P~W
— YWw+p-t-ptwp
= X2W-tR

pk+t+1

2—

=X ‘R

= XR
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elde edilir. p ¢ift ve t tek bir tamsay1 olmadigi durumlarda ise w = % ve k sayisi

da w degerinin tamsay1 olmasini saglayan bir tamsay1 olmak iizere X*R elemanin

soldan XY R ve sagdan (X" R) ™! ile ¢arparak elde edilen konjuge eleman R olacaktir.

2)1<u< ;:2;1 olmak {izere X" elemanini soldan ve sagdan R ile ¢arpalim.

X“~RX“R

Buradan 3.4.1 Lemma yardimiyla;

X¥~xpr-u
elde edilir.

qgk+m+1

3) q ¢ift ve m tek bir tamsay1 oldugu durumda v = ve k sayis1 da v

degerinin tamsay1 olmasini saglayan bir tamsay1 segilerek 1) dekine benzer olarak

qgk+m

ispat yapilir. Aksi takdirde v = almmahdir.

4)1<n< qz;l olmak tizere Y™ elemanini sagdan ve soldan R ile ¢arparak 2)

dekine benzer olarak ispat elde edilebilir.o

3.4.1 Lemma ve 3.4.2 Lemma H,, genisletilmis genel Hecke gruplarmm

sonlu mertebeli konjuge siniflarmin elde edilmesinde biiyiik kolaylik saglayacaktir.

Ik dnce p ve g sayilarinm asal oldugu durumu inceleyecegiz.

343 Teorem:pveq; 2<p<q, p+q > 4 sartlarin1 saglayan asal sayilar
olmak iizere H), , genisletilmis genel Hecke grubundaki sonlu mertebeli elemanlarin

konjuge siniflar1 asagidaki tablodaki gibidir;

Tablo 3.2: Asal p ve q degerleri igin I-_Ipyq gruplarinda konjuge smiflari.

Konjuge Smifin Cinsi Mertebesi Simif Temsilcileri
Eliptik p XX% .. X7
.. q-1
Eliptik q Y,Y? .., Yz
Yansima 2 R,X(»2-1R
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Ispat : H, , genisletilmis genel Hecke grubunun p mertebeli ve q mertebeli

ki dihedral grubun, iki mertebeli devirli grup altinda karigiml serbest ¢carpimina

izomorf oldugunu biliyoruz. O halde;

G, =<X,R|XP=R?=(XR)?=1>=D,

G, =<Y,R|Y1I=R*=(YR)?*=1>= D,
olmak iizere H,, = G, *; G, diisiinebiliriz. Bu durumda 3.3.1 Teoreme gore
Gy *z, G, grubundaki her bir sonlu mertebeli eleman G, veya G, gruplarmdan

birindeki tek bir elemana konjuge olmak durumundadirr. $imdi G; ve G,

gruplarindaki muhtemel sonlu mertebeli konjuge smiflarini inceleyelim.

Bir geG, *;, G, sonlu mertebeli eliptik eleman olsun. g elemanmin
ireteglerin kuvvetlerinin ¢arpimi formundaki yazilisini gz 6niine alalim. Bu formda

X veya Y den sadece biri bulunmalidir. Yani
g=Xt, 1<t<p-1
veya

g=Ym, 1<m<qg-1
olmahdir. Aksi takdirde g nin indirgenmis formunda hem X hem de Y olsayd: bu
durum g elemanmin sonlu mertebeli olmasiyla ¢elisirdi. Sayet g = X' igin G,
grubundaki sonlu mertebeli eliptik elemanlarin muhtemel konjuge siniflari

X, X%, ...,XP~1 olur. 3.4.2 Lemmaya gore bu smiflarm sayis1 yariya diiser ve

p-1
temsilcileri X,X?,...,X 2z seklindedir. Benzer sekilde g = Y™ olmas1 durumunda

G, grubundaki sonlu mertebeli eliptik elemanlari konjuge smiflari

seklinde elde edilir.

Eger g sonlu mertebeli birr yansima doniisimii olsaydi g elemanmin
indirgenmis formunda R eleman: sonda bulunurdu. Bu sekildeki bir eleman da G,

grubundaki

p-1
R,XR,X?R,.. , Xz R
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elemanlarmdan birine veya G, grubundaki

q-1
R,YR,Y?R,.. ,Y 2 R
elemanlarindan birine konjuge olur. 3.4.2 Lemmaya gore bu siniflarin tamami p # 2

durumunda R elemanimna konjuge olur.

p = 2 durumunda XR seklinde fazladan bir yansima konjuge sinifi daha elde

edilir.o

344 Ornek : H; =<XY,R|X*=Y=R*=(XR)*=(YR)?*=1>
grubundaki tiim sonlu mertebeli konjuge siniflar1 R, X,Y,Y? seklindedir. Yani 1-73,5
grubundaki her bir sonlu mertebeli eliptik eleman X,Y,Y? elemanlarindan birine;
her bir sonlu mertebeli yansima elemam ise R ye konjugedir. Buradan Hj
grubundaki sonlu mertebeli elemanlarm izleri hakkinda yorum yapmak da
miimkiindiir. Aym konjuge smifindaki elemanlarm izi esit olacagindan H, ¢ her bir

sonlu mertebeli eliptik elemanm izi —1, A5 veya A;°> — 2 olur. Benzer olarak her

sonlu mertebeli yansima doniisiimiiniin izi de 0 olacaktir. 0

p Ve q sayilarinin asal olmadigr durumlarda 3.4.3 Teoremdeki durumlardan
farklh mertebeli konjuge siniflar1 olacaktir. Bu durumlar1 p ve g nun tek veya g¢ift

olma durumlarma gore ayr1 ayr1 inceleyecegiz.

1. Durum: p Ve q tek say1 ise:

H, , genigletilmis genel Hecke grubundaki sonlu mertebeli bir g elemant
indirgenmis bi¢ciminde hem X hem de Y iiretecini bulunduramaz. Eger g elemanmin

mertebesi p ise; g, 3.4.1 Lemma ve 3.4.2 Lemmadan dolay11 <i < @, (r,p) =1

To(p) /

olmak lzere X"1,X"2,..,X 2 elemanlarmdan  birine  konjuge olmak

durumundadir. Benzer sekilde sayet g elemanmin mertebesi q ise; g indirgenmis

biciminde sadece Y fiiretecini bulunduracagindan g nin konjuge olabilecegi

N
elemanlar; 1 <j < @, (s;,q) = 1 olmak tizere Y*1,Y%2, ... ¥ @/, olacaktir.

Eger g elemani bir yansima doniisiimii ise g = RX® veya g = RY™ seklinde

bir indirgenmis bi¢cime sahip olacagindan g~R olacaktur.
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p Ve q tek say1 oldugundan, H,, , genisletilmis genel Hecke grubunda farkli

mertebeli elemanlar da vardir. Dolayisiyla bu elemanlarin konjuge simiflar1 farkli

kL A .
olacaktir. Va;|p i¢in temsilcisi X %; keZ, k£< p olan a; mertebeli bir konjuge

smifi vardir. 3.4.2 Lemmadan dolay1 bu sekildeki konjuge smiflarmimn sayis1 yariya

p—1-¢(p)

diisecektir. Bagka bir deyisle a; mertebeli konjuge smiflarinmn sayisi olur.

a
Ayrica Vbylq igin temsilcisi Y% keZ, kL <q oln b, mertebeli bir

q-1-¢(q)
2

konjuge smifi vardir. Bu sekildeki siniflarin sayis1 ise olup toplamda H,, ,

genisletilmis genel Hecke grubunda PT9 adet sonlu mertebeli konjuge smifi vardrr.
5 Jyug

2. Durum: p e q ¢ift say1ise:

pVve q mertebeli eliptik elemanlarin konjuge smiflar1 1. durum ile ayni

olacaktir. Bu durumda yansima doniisiimlerinin temsilcileri R, XR ve YR olan 3 adet
14
konjuge smnif1 vardir. Ayrica 1. durumdan farkli olarak eliptik elemanlarin Xz ve

q
Y2 seklinde iki adet konjuge sinifi elde edilir. Ek olarak p nin 2 den farkli her bir a;

L . 2 o :
boleni icin temsilcisi X %; keZ, kaﬁ< p olan a; mertebeli bir konjuge smifi
i

vardir. Bu smiflarm saysi ise %q)(p) adettir. Yine g nun 2 den farkh her bir b;

L I < -2 _
boleni i¢in temsilcisi Y ?i; keZ, kf < q olan b; mertebeli %‘p(q) adet eliptik

elemanlarin konjuge sniflar1 vardr. Boylelikle toplamda p ve g cift say1 iken leq

p+q+6

genisletilmis genel Hecke grubunda adet sonlu mertebeli konjuge smifi

vardr.
3. Durum : pcift ve q tek sayi ise;

Bu durumda q tek say1 oldugundan 2 mertebeli eliptik elemanlarin, temsilcisi

1
Xz olmak tizere tek bir konjuge smifi vardir. Ayrica 2. durumdan farkli olarak
herhangi bir sonlu mertebeden yansima doniisiimiiniin dahil olabilecegi 2 farkli
konjuge smifi olup temsilcileri R ve XR dir. Diger konjuge siniflar ise ikinci durum

p+q+3

ile aynidr. Yani toplamda adet sonlu mertebeli konjuge smifi vardir.
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NOT : Ugiincii durumda p = 2 ve q asal bir tamsay: segilirse H,, = H,
genisletilmis Hecke grubu elde edilir. 2 asal bir tamsay1 oldugundan 3.4.3 Teoremin

ispatma benzer olarak ﬁq grubundaki herhangi bir sonlu mertebeli elemanin konjuge

olabilecegi,

R,XR,YR,Y?R,Y3, ..., YI7IR

yansima elemanlar1 veya;

X,Y,Y%ys3, .., yat
eliptik elemanlar1 vardir. 3.4.2 Lemmadaki Y™R~R ve Y™~Y Y™™ bagntilari

kullanilirsa qzi adet konjuge snifi elde edilir. Bu smiflarm temsilcileri;

q-1
XY, Y2y3 ..,Yz2 R XR

seklindedir. Busonug¢ 3.1.1 Teorem ile aynidrr.
Sonolarak p nin tek ve g nun ¢ift say1 oldugu durumu inceleyelim.
4. Durum :ptek ve q cift say1ise;

Bu durumda iigiincii durumdaki sonuglara benzer sonuglar elde ederiz. Farkl

)
olarak 2 mertebeli eliptik elemanlarm konjuge smifi Yz ile temsil edilir. Sonug olarak

PX9* adet sonlu mertebeli konjuge smifi vardir.

Simdibu dort durumu 6zetleyen asagidaki teoremi verebiliriz.

3.45Teorem: 2 < p < qVep+q>4olmak iizere H, , genisletilmis genel

Hecke grubundaki sonlu mertebeli elemanlarin konjuge siniflar1 agagidaki tabloda

verilmistir.
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Tablo 3.3: H, , gruplarndakisonlu mertebeli konjuge smiflar.

Konjuge ) Konjuge Sumif
P q Mertebesi | Konjuge Simf Temsilcileri
Sinifimin Cinsi Sayis1
Eliptik p xmoxve, . x B "’T(p)
Eliptik @ £ P-l-¢®
2
Tek | Tek Eliptik g youyse, .y 52 @
Eliptik b, Vo a-1-e@
2
Yansma 2 R 1
Eliptik p xrxre L x 2R —(p;p)
Eliptik a Ku P=2-9®
2
Eliptik 51 yse e 2@
Cit | Cift P q YSLYS2, .Y 2 >
Eliptik b, v a-2-¢@
2
Eliptik 2 Xp/z,yq/z 2
Yansima 2 R, XR,YR 3
Eliptik p Xrxne, . x 22 ‘PTC”)
.. z 2=
Eliptik a; X a P o (p)
2
o s ¢ (q)
Gift | Tek Eliptik q vy, .y 2
_— q —1 —
Eliptik b, v 1 9(4)
2
Eliptik 2 X'l 1
Yansima 2 R, XR 2
Eliptik . xrxn | x 22 2®)
) ’ ) 2
. 3 —1 =
Eliptik a; i o p ¢(p)
2
L Sp(@) ¢ (q)
Tek Cift Eliptik q Ysiysz ... )Y 2 _2
L —2 —
Eliptik b, v 72— 9@
2
Eliptik 2 vy 1
Yansima 2 R, YR 2
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Burada 1 Sisg, (ryp) =11 SJ'S@» (s.q) =1, keL, k§<p

ve keZ, k % < q seklinde tanimlanmistir.o

3.4.5 Teorem, H,, genisletilmis genel Hecke gruplarindaki sonlu mertebeli

elemanlarin konjuge smiflarin1 ve cinslerini ifade eder. Tiim durumlardaki toplam

konjuge smif sayisii asagidaki sonugta gorebiliriz.
3.4.6 Sonu¢ Hp,q genisletilmis genel Hecke gruplarinda;

[[g]] + [[g]] +(2,p) +(2,9) -1

adet sonlu mertebeli elemanlarin konjuge smif1 vardir. o

3470mek :p=5ve q=09 icin elde edilen Hg, genisletilmis genel

Hecke grubunun sunusu;

Hyo=<X,Y,R|X*=Y°=R?= (XR)? = (YR)?=1>
seklindedir. 3.4.6 Sonuca gore H;, grubunda;

Eﬂ + Eﬂ +(25)+29-1=7

tane sonlu mertebeli konjuge sinifi vardr. 3.4.5 Teoreme gore bu gruptaki herhangi
bir g sonlu mertebeli elemanin mertebesi 2, 3, 5 veya 9 olabilir. 0(g) = 2 ise g bir
yansima doniisiimii olup R elemanina konjugedir. Sayet g nin mertebesi 3 ise g bir
eliptik eleman olup Y3 elemanina konjugedir. g nin mertebesinin 5 oldugu durumda
g nin dahil olabilecegi 2 farkli konjuge smifi vardir. Bu smiflarm temsilcileri
X ve X? dir. Son olarak o(g) =9 ise g eleman1 Y,Y?2, Y* elemanlarindan birine
konjugedir.

Bu ve benzeri birkac 6rnek asagidaki tabloda verilmistir:
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Tablo 3.4: H, , gruplarmdaki sonlu mertebeli konjuge smiflari i¢in 6mekler.

Grup Ele;‘_la_m“ Mertebesi | Simf Temsildsi Simif Sayis1
ipi
- - X
Eliptik 5
XZ
Y
_ L 5 9
Hg, | Eliptik 9 Y? H + H +025+29-1=7
Y4
Eliptik 3 Y3
Yansima 2 R
Eliptik 4
Eliptik 6
Eliptik 3 Y2
_ - X2 41 16
H,c | Eliptik 2 H + H +24)+@26)-1=38
y3 2 2
R
Yansima 2 XR
YR
X
X2
Eliptik 15
X4
X7
Eliptik 3 X®
X3
_ Eliptik 5 15 8
Hisg X© [[7]] + H +215)+28-1=13
Y
Eliptik 8
Y3
Eliptik 4 y?
Eliptik 2 y*
R
Yansmma 2
YR
Eliptik 2 X
Eliptik 6 Y
Eliptik 2 y3
— — 2 6
H, | Eliptik 3 Y? H + H +22+26e)-1=7
R
Eliptik 2 XR
YR
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Simdi A

pq genisletilmis  genel Hecke gruplarindaki sonlu mertebeli

elemanlarin konjuge smiflarinin bir uygulamasmi verecegiz.

3.4.8 Teorem :p ve q asal sayilar1 olmak iizere H,, genisletilmis genel

Hecke grubunun her burulmali normal alt grubu sonlu indekslidir.

Ispat : H,, genisletilmis genel Hecke grubunun burulmali bir normal alt

grubu G olsun. Bu durumda G, iginde en az bir tane sonlu mertebeli eleman
bulundurmalidir. Bu elemana g diyelim. Simdi g nin normal kapanis kiimesi olan
N(g) yi olusturalm. N(g); leq icinde g yi iceren normal alt gruplarm en

kiiciigtidiir. Bagka bir deyisle g yi iceren tiim normal alt gruplarin ara kesitidir.
N(g) = {x""gx | xeH, ,}

Normal kapanig tanimma goére N(g) S G olup |I7p,q:G| | |Hp,q:N(g)|

saglanir.

*

g® eleman g nin  herhangi bir  konjugesi olmak  iizere
|H,,:N(@)| =|H,q,:N(g")
|H,q:N(9")

oldugunu biliyoruz. O halde ispati tamamlamak i¢cin

indeksinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. 3.4.3 Teoremden tiim
p-1 q-1
sonlu mertebeli elemanlarm X, X?%,..,X 2 ,Y,Y? ..,Y 2z ,R oldugunu biliyoruz

Simdi g*elemanmin tim durumlari i¢in =~ P4 N(g") boliim grubunu inceleyelim.

Bolim grubunun sunusunu elde etmek igin H,, grubunun bagmtilarma g* =1

eklemek yeterlidir.

g" = R oldugu durumda;

H
P'Q/N(R) =<X,Y,R|X?P=Y91=R?= (XR)2=(YR)’=R=1>

sunusu elde edilir. R=1 ve p ile g nun asal olusu gdz Oniine alinirsa

XP =Y9=(X)?=(Y)? =1 bagntilarmdan tiim iireteclerin birim eleman oldugu
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goriilebilir. Bu durumda boliim grubu Hyq N(R) = {1} olacaktir. Yani |H,,:N(R)|

indeksi sonludur.

H
sunusunda (a,p) = 1 oldugu dikkate alinirsa X = I elde edilir. Boylelikle;

H
Pl nxay =< YV.R|Y?= R*=(YR)?=1>=D,

elde edilir. Bu durumda da boliim grubunun mertebesinin sonlu oldugu goriiliir.

g’ =Y’ 1<b<Tise;

H

r.q — P —vyvqd — p2 — 2 2 _yb —
N(ypy=<XY.R|XP=Y7=R*= (XR)* = (YR)’ =Y’ =1>

sunusundaki bagintilarda g sayismmn b ile aralarinda asal olduguna dikkat edilirse

Y=1 elde edilir. Buradan boliim grubunun 2p mertebeli dihedral gruba izomorf

oldugu elde edilir.

H
p.q — P — p2 — 2 _ ]~
/N(Yb)_<X’R|X =R*=(XR)*=1>=D,
Sonug olarak g* elemannin tiim durumlar1 i¢in N(g*); H,, iginde sonlu
indekse sahip olur ki ispat sona erer.o

3.4.9 Sonu¢  :p Ve q birer asal say1 ve G de H, , genisletilmis genel Hecke

grubunun burulmali bir normal alt grubu olsun. O zaman |Hp,q : G| | 2pq dur.o

Sonlu mertebeli elemanlarm konjuge smiflarinin burulmali normal alt

gruplarla olan iliskisi H,,, gruplar1 icin de kurulabilir.
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3.4.10 Sonug : p Ve g birer asal say1 ve G de H, , genel Hecke grubunun

’q

burulmali bir normal alt grubu olsun. O zaman |Hp'q : G| | pq dur.o

o1



4. GENEL HECKE GRUPLARININ CiNSi SIFIR OLAN
NORMAL ALT GRUPLARI

Calismanin bu boliimiinde H,, genel Hecke gruplarmin 0 cinsli ve sonlu
indeksli normal alt gruplarmin cebirsel yapilar1 incelenecektir. On bilgiler
boliimiinde de bahsedildigi tlizere her bir I' Fuchsian grubunun bir simgesi vardir.

Permiitasyon metodu ile bir I' Fuchsian grubunun sonlu indeksli alt gruplarmin

simgesi hesaplanabilir.

Oncelikle Hecke gruplari igin bu konuyla ilgili yapilmis caligmalardan kisaca
bahsedecegiz.

4.1 H , Hecke Gruplarimn Cinsi Sifir olan Normal Alt Gruplar:

Hecke gruplarinin O cinsli normal alt gruplar1 [3, 6, 8] nolu ¢alismalarda

incelenmistir. Oncelikle g > 3 tamsay1 degerlerine karsihk H, Hecke gruplarmm 0

cinsli normal alt gruplarma iliskin sonuglar1 verelim. Bu sonuglar hakkinda detayl

bilgilere [3, 10, 56] nolu ¢aligmalardan ulasilabilir.

Hecke gruplar1 (2,q, ) seklinde tiggen gruplardr. H, Hecke grubunun 0

cinsli bir normal alt grubu N ise Hq/N boliim grubu sonlu liggen gruplar olan
Z,,D,, A,,S,, As gruplarindan birine izomorftur.

4.1.1 Teorem : [3] H, Hecke gruplarmm O cinsli alt gruplarmin simgeleri
asagidaki tablodaki gibidir.
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Tablo 4.1: Hecke gruplarinm cinsi sifir olan alt gruplari.

q Homomorfik goriintii Normal Alt Grubun Simgesi
@
A= (233) T = (0:(3) o)
N q (8)
3lq S4=(234) T,(Ag) = (0; (§) , 0(6))
20)
Ag = (2,3,5) T3(Aq) = (0; (g) , 00(12)y
N NG,
4|q Sy = (2/4,3) Ty(Aq) = (0; (Z) , 00(®))
(12)
51q As=(253) Ts(g) = ((3) )
Z, = (1,n,n) Y (Ag) = (0; Z(n),%,oo)
nlq e
Dy =(2,1,2) Snq)=(0; () oo™)
~ q (n)
2|q Dn = (2:2: n) Wn(lq) = (O’ (E) , 00(2))

Yukaridaki teoremde q sayisinin ¢ift oldugu durumda H, Hecke grubundan

D, = (2,2,n) dihedral grubuna daima bir homomorfizma tanimlanabileceginden

W, (1,) tipinde sonsuz adet O cinsli normal alt grup vardr. Asagidaki teorem bu

durum diginda, q sayismin durumuna gore H, Hecke grubundaki O cinsli normal alt

gruplarin sayismi ifade etmektedir.

4.1.2 Teorem: [3] q sayismin pozitif bolenlerinin sayist d(q) olmak tiizere q

sayisinin durumlarina  gore H, Hecke grubunun O cinsli alt gruplarmmn sayisi

asagidaki tabloda ifade edilmistir.
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Tablo 4.2: Hecke gruplarinda sifir cinsli normal alt grup sayisi.

0 Cinsli Normal Alt Grup
q Sayisimin Durumu
Sayis1
(q,60) =1
2d(q)
(q,60) =2
(q,20) =1 ve 3|q
3+ 2d(q)
(q,20) =2 ve 3|q
(q,15) =1 ve 4|q
1+ 2d(q)
(q,12) =1 ve 5]q
(q,5) =1 ve 12|q
4+ 2d(q)
(g,4) =1 ve 15[q
(q,3) =1 ve 20|q 2+ 2d(q)
60|q 5+ 2d(q)

4.2  H(A) Hecke Gruplarimn Cinsi Sifir Olan Normal Alt Gruplan

A = 2 degerlerine karsilik elde edilen Hecke gruplarmin simgesi (2, 00,00)
seklindedir. Bu tip Hecke gruplarinn O cinsli normal alt gruplar1 ile ilgili baz1

sonuglar [6, 8] nolu ¢alismalarda bulunabilir.

Yilmaz Ozgir [8] nolu calismasinda A = +/5 degerine karsilik elde edilen
H(+/5)Hecke gruplarmm 0 cinsli normal alt gruplarmm simgelerini permiitasyon

metodu ile asagidaki teoremde verildigi gibi elde etmistir.

4.2.1 Teorem : [8] H(¥/5) Hecke grubunun cinsi 0 olan tiim normal alt
gruplar1 asagida yer alan tablodaki gibidir.
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Tablo 4.3: H(V/5 ) grubunun sifir cinslialt gruplari.

Homomorfik Goriintii Normal Alt Grubun Simgesi
Z, = (,n,n) (0; 20 00(2))
D,=(22,n

n ( ) (0' oo(n+2))
D,=(2,n2)
A,=(233) (0; 0(®)
S+= (2,43

a=( ) (0; Oo(14))
Sy =(2,34)
As = (235

5 ( ) (0, 00(32))
Ag = (2,53)

4.2.2 Sonuc : [8] H(+/5) grubunun sonsuz ¢oklukta sifir cinsli normal alt

grubu vardir. O

Koruoglu [6] calismasinda genel olarak A > 2 degerlerine karsilik Hecke

gruplarmm O cinsli normal alt gruplarmi incelemistir.

iireteci parabolik eleman oldugu i¢cin bu iki durumu ayriayri ¢caligilmistir.

4.2.3 Teorem : [6] A > 2 bir reel say1 olmak {izere H(A) Hecke gruplarmim

tiim sifir cinsli normal alt gruplar1 asagidaki gibidir.

Tablo 4.4: H(A) Hecke gruplarinin sifir cinsli normal alt gruplar1.

Homomorfik Goriintii Normal Alt Grubun Simgesi
Zyn = (1,n,n) YD) = (0;2™,00;1)
D, = (22,1n) W) = (0;0; 2)
D, = (2,n,2) S, () = (0;0;n)
A, =(233) T;(2) = (0;00™; 4)
S:=(243) T3(2) = (0;0');8)
S.= (239 T,(D) = (0;0®;6)
As=(235) T,(1) = (0;0(29;12)
As = (253) Ts(1) = (0;0(12);20)

A=2 iin S(z) = ——




4.2.4 Teorem : [6] A = 2 durumundaki H(2) Hecke grubunun tiim sifir cinsli
normal alt gruplar1 Y, (2) ve S,,(2) bigimindedir.o

425Sonu¢ : [6] A =2i¢in H(A) grubunun sonsuz ¢oklukta sifir cinsli

normal alt grubu vardir.o

Uyan :1>2 icin H(1) Hecke gruplar1 birbirine izomorf olduklarmndan
normal alt gruplari da ¢akisacaktir. Ancak A = 2 oldugu durumda H (2 ) grubunun

S(z) = —ﬁ tireteci parabolik bir eleman iken A > 2 durumundaki H(A) Hecke

grubunun S(z) = — ﬁ tireteci hiperbolik bir eleman olacaktir.

43 H,, Genel Hecke Gruplarimn Cinsi Sifir Olan Normal Alt
Gruplan

H, , genel Hecke gruplari (p,q, ) bicimli t¢gen gruplardr. 4.1 ve 4.2

boliimiinde kullanilan yontemle bu gruplarm O cinsli sonlu indeksli normal alt

gruplarinin yapis1 incelenecektir.

43.1 Teorem : pve q; 2<p<q Ve p-+q >4 sartlarmi saglayan iki

tamsay1 olmak iizere H, , genel Hecke grubundan Z, devirli grubuna tanimlanan

homomorfizma ile elde edilen O cinsli normal alt gruplar1 asagida ifade edilmistir. Bu
normalalt gruplar icin Y, ~ gdsterimi kullamlmistr.
1) g nun her bir n boleni icin H,, genel Hecke grubunun

H . . .
p'q/Y = Z, = (1,n,n) olacak bigimde ¥, = (O;p(”),%,oo) simgeli normal alt

ni

grubu vardir.

2) p nin her bir n bdleni i¢in H,, genel Hecke grubunun

H .. . :
M/Ynz = Z, = (n,1,n) olacak bi¢imde ¥, = (0;%,61(”),00) simgeli normal alt

grubu vardir.
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3) p Ve g nun her bir n ortak bdleni i¢in H, , genel Hecke grubunun

fy, =7, = ici 24 ™) simaeli
pq/yn3 =Z, = (n,n,1) olacak bigimde (0,;,;,00 n )sumgell normal alt grubu
vardir.

Ispat :n|g bir tamsay: olsun. Bu takdirde H,, = Z, = (1,n,n) devirli

grubuna X tiretecini birim elemana ve Y iiretecini de Z,, devirli grubunun iiretecine
resmetmek suretiyle bir homomorfizma tanimlanabilir. Bu homomorfizmanin

cekirdegi H,, , grubunun bir normal alt grubudur. Permiitasyon metodu ile simgesi

Y, =(0;p™,2,00) elde edilir.

n|p tamsayisi icin Z, devirli grubunun liggen gosterimini (n, 1, n) seklinde

alip X elemanini n mertebeli iiretece ve Y elemanmi birim elemana resmederek elde

edilen normal alt grubun simgesi Y, = (O;g, q("),oo) olur.

Benzer olarak Z,, = (n,n, 1) distiniilerek ve X elemanini n mertebeli iiretece,
Y elemanmi da X in gOriintiisiiniin tersine eslestirerek Yn3 = (0;%,%, oo(")) normal

alt grubu elde edilir. Bolim grubu birim eleman olacak sekildeki sifir cinsli alt

grubun her ti¢ 6nciilde de ayni olduguna dikkat edilmelidir. ©

4.3.2 Sonug : d(x), X tamsayssmmn | hari¢ pozitif bdlenlerinin sayismi ve N,

da H, , grubunun O cinsli alt gruplarmin says1 temsil etmek tizere;

Ny = d(p) +d(q) +d[(p,@)] +1

esitsizligi gerceklenir.o

4.3.3 Teorem : p Ve q tamsayilarindan en az biri ¢ift tam say1 olmak iizere

H . —
H,, genel Hecke grubunun P'q/N = D, olacak bi¢gimde O cinsli N normal alt
nk
grubu i¢in;

1. peiftve nlq igin N, = (o; (E)(") , (i)(z),oom)).

2. qgifive nlp igin N, = (o; (g)(z) , (g)("),oom)).



(m m)
3. p Ve qift tamsayilart igin N, = (0; (g) , (g) , oo(z)).

Ispat : Hipotezde verildigi iizere p Ve g tamsayilarindan en az biri ¢ift
oldugu takdirde 2n mertebeli D,, dihedral grubu H,,, grubunun homomorfik resmi
olarak distiniilebilir. Sayet p ¢ift ve n|q ise X elemanin1 2 mertebeli iiretece ve Y

elemanmi  n  mertebeli lretece eslemek  suretiyle H,, - D, =(2,n,2)

(m) 2
homomorfizmasi olusturulabilir. Boylelikle an = (0; (3) ) (i) ) oo(n)) normal

2 n
alt grubu elde edilir. Teoremin 2. ve 3. Onciillerinin ispat1 D,, = (n, 2,2) = (2,2,n)

g0z Oniine alarak elde edilebilir.O

NOT : Yukaridaki teoremin 3 Onciilinde sunulan O cinsli alt gruplardan

sonsuz tanedir. Bu alt gruplar bu calismada elde edilen sonuglarin diginda
tutulacaktir. Ayrica p ve q sayilarmm her ikisi de ¢ift iken bolim grubu

D, = (2,2,2) olacak sekildeki sifir cinsli alt grubun her ii¢ onciilde de ayni olduguna
dikkat edilmelidir.

4.3.1 Teorem ve 4.3.3 Teoremde H,, grubunda varligmdan s6z edilen 0
cinsli normal alt gruplardan bagka O cinsli normal alt gruplar da vardir. Bu alt

gruplarm yapisiu elde etmek igin A,, S, ve A5 sonlu ig¢gen gruplarmi  H, .

grubunun birer homomorfik goriintiisii olarak diisiinmek gereklidir. Simdi bu alt

gruplar1 inceleyelim:

Ik olarak p ¢ift bir tamsay1 ise H, ., genel Hecke grubunun en fazla 5 tane

daha O cinsli alt grubu vardrr.

1) Sayet 3|q ise A,, S,ve As gruplart  H,, grubunun homomorfik
goriintiisii olurlar. A, =< a,b| a® = b3 = (ab)?® =1>= (2,3,3) grubu igin X > a
ve Y ->b eslemesi ile elde edilen homomorfizmanmn  ¢ekirdegi

(6) (C)

(0;(5) (g) ,00®) simgesine sahip olur. Bu alt grubu T, ile gbsterecegiz.
Ayrica H,, grubundan S, = (2,3,4) simetrik grubuna, X diretecini 2 mertebeli

elemana ve Y iretecini de 3 mertebeli elemana esleyerek elde edilen

(12) (8
homomorfizmanmn ¢ekirdegi T, = (0; (g) , (g) , 08 simgeli bir normal alt
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(30) (20)
grup verir. Benzer olarak T, = (0;(2) (%) ,0012)) simgeli bir normal alt
grup da H, , - As = (2,3,5) homomorfizmasi ile elde edilir.
2) Eger 4 |q ise H,, grubundan sadece S, = (2,4,3) simetrik grubuna

orten bir homomorfizma tanimlanabilir. Bu durumdaki normal alt grup ise

(12) (6)
T, = (0; (g) ) (%) ,0®) yapisindadir.
3) Eger 5|q ise H,, grubundan sadece A5 = (2,5,3) alterne grubuna

orten bir homomorfizma tanimlanabilir. Bu durumdaki normal alt grup ise

Ts = (0; (g)@o) , (g)(n) , 029 yapisindadir.

Ikinciolarak p, 3 ile boliinebilen bir tamsay1 oldugunda 4 farkli durum vardr:

1) q cift say1 iken H, , grubundan 4, =< a,b| a®> = b* = (ab)®* =1 >
= (3,2,3)alterne grubuna, S, =< a,b| a® = b* = (ab)* = I >= (3,2,4) simetrik
grubuna ve A; =< a,b| a®> = b* = (ab)®> =1 >= (3,2,5) alterne grubuna X - a

ve Y = b eslemeleri ile birer homomorfizma tanimlanabilir. Boylelikle sirasiyla

Te = (0; (E)(@,(ﬂ)(@,oo(‘*)) , T, = (0;(”)(8),(3)(12),00(6)) ve son olarak

3 2 3 2
(20) (30)
Ty = (0; (g) , (g) ,00112)) simgeli normal alt gruplari elde edilir.
2) Eger 3|q ise H,, > A, =(332) homomorfizmasi X ve Y

elemanlarin1 3 er mertebeli tireteglere resmederek kurulabilir. Bu homomorfizma

N RN C R _
T, E(O;(g) (5) , 00 normal alt grubunu verir.

3) Eger 4|q ise H,, - S, = (3,4,2) homomorfizmas1 benzer sekilde

® ,,\(6
olusturularak Ty = (0;(2) ", (2) ", 0042)) normal alt grubu elde edilir.
4) Sayet 5|q ise; A = (3,5,2) grundaki 3 mertebeli eleman X in; 5

mertebeli eleman da Y nin gdriintiisii olarak diisiiniildigiinde A alterne grubu H,,

(20) (12)
grubunun bir homomorfik goriintiisii olur ve T, = <0; (g) ,(g) ,00(30))

simgeli normal alt grubu elde edilir.

Ucgiincii olarak p nin 4 ile boliinebildigi durumda 2 farkli durumla karsilasilir:
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1) q nun ¢ift oldugu durumda H,, grubunun ireteglerini sirasiyla

S, = (4,2,3) simetrik grubunun 4 ve 2 mertebeli lireteglerine resmederek elde

(6) (12)
edilen homomorfizma vasitasiyla T, = (0; (g) , (g) , 00(8)) normal alt grubu

elde edilir.
2) q nun 3 iin bir kat1 oldugu durumda yukaridakine benzer olarak

S, =(4,3,2) grubuna tanimlanabilecek Orten bir  homomorfizma ile

(6) ®
Ty = (0; (B) , (g) , 00(12) ) normal alt grubu elde edilmis olur.

4 3

Son olarak p nin 5 ile bolinebildigi durumda sadece As, H,, , grubunun bir
homomorfik goriintiisii olur ve ki farkli durum ortaya ¢ikar:

(12) (30)
1)  qgiftise A; = (5,2,3) ile Ty, = (o; (B) (z) ,oo<2°))ve

5 2

(12) (20)
2) 3|q ise Ag =(53,2) ile T,s = (0;(3) (1) ,00(30)) simgeli

5 3

normal alt gruplari elde edilir.

Boylelikle miimkiin olan tiim durumlar incelenmis olup tiim bu normal alt

gruplarin listesi agagidaki tabloda verilmistir.
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Tablo 4.5: Genel Hecke gruplarinda sifir cinsli olas1 tiim normal alt gruplar.

Normal Alt Grup Simgesi Béliim Grubu

'y = (0:10(").%,00) Z, = (1,n,n)

Y,, = (o;g g™, 00) Z, = (n1,n)

= (0’% 1 oo™) 7, = (nn1)

= (o, Z (n) % (2) oo<">> D, =(2,n,2)
N, = (0, % (2) 2 (n),oo(m) D, = (n,2,2)
E(O,(Z (6) ( w (4)> 4, = (233)

= <o,(§ " 3) i oo(6)> S, = (234)
(0,(2—’) 30),(2)(20) “2)) As = (2,3,5)

= (o,(z (12),(1)(6),00(8)) S, = (2,4,3)
nx(0:0) @) ew) | a=esy
= (o,(g (4),(2)(6), (4)> A, =(3,23)
= <o,( (8),(%)(12) > S, =(32,4)

| = (o,(Z)m) , (%)(30) (12)> A = (32,5)

) = (0, (Z w , (g)( (6)> 4, =(332)

= (o, (3 (8) , (%)( (12)> S, = (342)
L= (0, (Z)(ZOJ ,(%)(12) (3°)> As = (3,5,2)
T, = (o, (Z (6) , (%)(12) ) S, = (4,2,3)
= o,(Z (6),(%)( “”) S, = (43,2)

, = (0, (259)(12) ,(%)(30) (20)) A = (5.2,3)
Tys = < (’5))(12) ,(g)m) (3°)> As = (53,2)

434 Teorem:pveq; 2<p<gq, p+q > 4sartlarini saglayan iki tamsay1
olmak iizere; H,, grubunun daima en az d(p) +d(q) +d[(p,q)] + 1 tane O cinsli

normal alt grubu vardir. Dahasi p Ve ¢ nun durumlarma gore diger 0 cinsli alt

gruplarm sayisiasagidaki tablolarda verilmistir.
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Tablo 4.6: (p,60)=1 durumundaki 0 cinsli normal alt gruplar.

q

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal
Alt Grup Sayisi

(q,60) =1

(g,20) = 1ve 3|q

(q,12) = 1ve 5|q

(q,4) =1ve15|q

(q,60) =2

(g,20) = 2ve 3|q

(q,15) = 1ve 4|q

(q,5) =1ve12|q

(q,4) =2 ve 15|q

(q,12) = 2ve 5|q

(q,3) =1 ve20|q

60|q

2

d(p)

Tablo 4.7: (p,60)=2 durumundaki 0 cinsli normal alt gruplar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal Alt

1 Grup Sayisi
(q,60) =1 Ny d(q)
(q,60) = 2 Ny N, d(p)+d(g) — 1
(q,ZO) = 1lve 3|q an' T1'T2'T3 d(q) +3

(q,20) = 2 ve 3|q Ny Npyy Ty, T, T d(p)+d(q) + 2
(q,15) = 1ve 4|q Ny Ny, Ty

d(p)+d(q)
(q,12) = 2ve 5|q Ny, Ny, Ts
(q,12) = 1ve 5|q Ny, Ts d@) +1

(g,5) = 1 ve 12|q

N, ,N,,T;,T,,T5,T,

ny 'ny

(q,4) = 2 ve 15|q

Ny, Ny, Ty, Ty, Ty, T

ny 'ny

d(p)+d(q) + 3

(q,4) = 1 ve 15|q

Ny Ty, T3, T3 Ts

d(@ + 4

(q,3) = 1 ve 20|q

ananz' ’IZI-'TS

d(p)+d(q) +1

60|q

Ny, Ny Ty, Ty T, Ty, T

ny 'ny

d(p)+d(q) + 4
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Tablo 4.8: (p,20)=1ve 3Jp durumundaki O cinslinormal alt gruplar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

1 Alt Grup Sayisi
(q,60) =1 - 0
(q,60) =2 Ny Te, T7, Ty dlp) +3
(g,20) = 1ve 3|q Ty
(q,12) = 1ve 5|q T !
(g,20) = 2ve 3|q Ny, Te, Ty, Ty, Ty
(q,15) = 1ve 4|q Nug Te T7.Tg, Tr d(p) + 4
(q,12) = 2ve 5|q Ny, Te, Tz, Tg, Thg
(q,5) =1ve12|q Nny» T, T7,Tg, Ty, Tro
(q,4) =2 ve15|q Npy Te, T2, Tg, Ty, Ty dp) +5
(q,3) =1ve20|q Np,, Te Ty, T, Ty, Tig
(g,4) =1ve15|q Ty, Try 2
60|q Ny, T, T7, Tg, Tg, Tyo, T1y dp) +6

Tablo 4.9: (p,20)=2 ve 3|p durumundaki 0 cinslinormal alt gruplar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

q
Alt Grup Sayis1
(q,60) =1 Nn, d(q)
(q,60) =2 Nyyy Ny, T, Ty, T dlp) +d(g + 2

(g,20) = 1ve 3|q

Ny 1, T3, T3, Ty

d(@) +4

(q, 20) = 2ve 3|q ananZ!Tlr T2rT3rT9r T6r T7; Ts
(q, 3) =1 ve 20|q an;an;T4;T5; T6'T7'T8'T10'T11

dp) +d(@ +6

(g,15) = 1ve 4|q Ny Ny Ty T, T2y Tgy Ty

dp) +d(@) + 4
(g,12) = 2 ve 5]q Ny Ny T, Tg, Ty, Tg, Tig
(q,12) = 1ve 5|q Ny, Ts Ty d(g) +2

(q,5) = 1ve 12|q

Nyys Ny 11, T3, T3, Ty, Te, T2, Tg, To, T

(q,4) = 2 ve 15|q

Ny,

N,

ny’

Tl’ TZ 4 T3 4 TS’ T6' T7' TS' T9' Tll

dp) +d(@ +8

(q,4) = 1 ve 15|q

anl Tl; TZ ;T3r TS' T9’T11

d(g) +6

60|q

N,

ny

N,

np’

T, T,,1T;,T,,Ts Tg,

T7'T8'T9' T10JT11

d(p) +d(g) + 10
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Tablo 4.10: (p,15)=1 ve 4|p durumundaki O cinsli normal alt grup lar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

q
Alt Grup Sayis1
(q,60) =1 Npy d(q)
(g,60) =2 Ny Ny, Ty d(p) +d(q)
(q,ZO) = 1 ve 3|q anﬁTlﬂTZ!TSFTlg d(q) + 4’

(q,ZO) = 2ve 3|q an,an; 0,7, 13, 15, Th3 d(p) + d(q) +4
(g,15) = 1ve 4|q Ny Ny Ty Top dp) +d(g) +1
(q,12) = 1ve 5|q Ny, Ts dl@ +1

(q,12) = 2 ve 5|q

Nn1' Nn 2’ TS' T12

dp) +d(@ +1

(q,3) = 1 ve 20|q

Nyyy Ny T, Ts, To

dp) +d(g) + 2

(q,5) = 1ve 12|q

Ny,

N,

ny’

Tl'TZ ,T3 ,T4,T12 'T13

(q,4) = 2 ve 15|q

N,., N,

ny 'ny

Tl’TZ ’T3' TS’ T12'T13

dp) +d(@ +5

(q,4) = 1ve 15|q

Ny 10,15, 13,T5, Ty

dlg) +5

60|q

Npyy Ny T1, T3, T3, Ty, Ts, Trz, Tz

dp) +d(@ +6
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Tablo 4.11: (p,12)=1 ve 5|p durumundaki O cinsli normal alt gruplar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

q
Alt Grup Sayis1
(q,60) =1 -
0
(q,12) = 1ve 5|q -
(q,60) = 2
(g,15) = 1ve 4|q
anlT14. d(p) + 1
(q,12) = 2ve 5|q
(g,3) = 1 ve 20|q
(g,20) = 1ve 3|q
T15 1
(q,4) = 1 ve 15|q
(g,20) = 2ve3|q
(g,5) = 1ve 12|q
Ny, T14, Tos dlp) +2

(q,4) = 2 ve 15|q

60|q

Tablo 4.12: (p,12)=2 ve 5|p durumundaki 0 cinsli normal alt gruplar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

q
Alt Grup Sayisi
(q,60) =1 Ny, d(g)
(q,60) =2 Ny Niyoi Ty d(p) +d(@)
(q,15) = 1ve 4|q Ny o Ny, Ty, Tiy dip) +d(@ +1

(g,20) = 1ve 3|q

Nyp,y 11,13, T3, Tys

d(g) +4

(g,20) = 2ve 3|q

Ny T1, T T3, Tha s Ts

nyiny’

dp) +d(@ + 4

(q,12) = 1ve 5|q

N,

ny’

Ts

dl@ +1

(q,12) = 2 ve 5|q

an'anlTS'T14

dp) +d(@ +1

(g,5) = 1 ve 12|q

N,

ny’

T1'T2' T3' ’EPT14' T15

(q,4) = 2 ve 15|q

N,

np’

Tl’ TZ' T3' TSJ T14' T15

dp) +d(@ +5

(q,4) = 1 ve 15|q

Ny 11, T5,T3,Ts, Tys

d(@ +5

(g,3) = 1 ve 20|q

Np Ny Ty, Ts, Ty

dp) +d(@ + 2

60|q

N,

1,715,715, 14, Ts, Thg Trs

nyp

dlp) +d(@ +6
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Tablo 4.13: (p,5)=1ve 12|p durumundaki O cinsli normal alt gruplar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

q
Alt Grup Sayis1
(q,60) =1 Npy d(q)
(q,60) =2 Npyy Ny Tey Ty, Tg, T dlp) +d(q) +3

(q,20) = 1ve 3|q

N,

ny

Tl' TZ’ T3’T9’T13

d(@) +5

(q,20) = 2ve 3|q

N,

N Tl'TZ'T3'T6'T7' T8' T9'T12'T13'

dp) +d(g@ +8

ny Vng
(g,15) = 1ve 4|q Nyp Noy T3 Te, T2, Tg, Tho) Tz
dp) +d(@ +5
(q,12) = 2 ve 5|q Ny Ny T, Te, Tz, Tg, Tz, Thg
(q,12) = 1ve 5|q Ny Ts, Ty dlg) +2
N Ny T2, Ty, Ty, Ty, T,
(q,5) = 1ve 12|q e
T, Tg, Ts, Ty, Ty, T
7 Tgy To, T10, T2, Ti3 dG) +d(Q) + 10
N, ,N,,T;,T,,T3, T3,
(q,4) = 2 ve 15|q my g e s
Ts, Te, T7, Tg, To, Tiq, Tz
(q,4) = 1 ve 15|q Ny T, 13,13, Ts, To, Tyg, Trz dlg) +7
(q, 3) =1 ve 20|q anyanr 7:1,,T5r T(,; T7; Tg: T10;T11; T12 d(p) + d(q) +7

60|q

NpyoNoy T, Ty, T, T3, Ts, T, T,
TB' T9' TlO' Tll' T12 ’ T13

dp) +d(g) + 12

Tablo 4.14: (p,4)=1ve 15|p durumundaki O cinsli normal alt grup lar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

q
Alt Grup Sayisi
(g.60)=1 - 0
(q,60) =2 Npy Te, T7,Tg, Thg dlp) +4
(q,20) = 1ve 3|q Ty, Tys 2
(q, 20) = 2 ve 3lq Ny Te, T7, Tg, To, Tig, Ty
dp) +6
(g,3) = 1 ve 20|q N, Te, T2, Tgy Tho, T11, Tia
(q,15) = 1ve 4|q Nyy, Te, Ty, Tg, T10, Trg
dip) +5
(g,12) = 2 ve 5]q Ny, Te, T7, T, Ti1, Tig
(q,12) = 1ve 5|q Ti1 1
(q' 5 =1ve 12]q Ny Te Ty, Tg, To, Tho, Tha, Ths
dip) +7
(q,4) = 2 ve 15|q Npy T Ty Tg, To, Ty1, Tha Tas
(q,4) = 1 ve 15|q Ty, T11, T1s 3
60|q Ny Te T7, Tgy T, T1) T11, Tias Tis dlp) +8
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Tablo 4.15: (p,4)=2 ve 15|p durumundaki O cinsli normal alt grup lar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

q
Alt Grup Sayisi
(q,60) =1 Nny d(q)
(q,60) = 2 an'Nan T6'T7'T8'T14 d(p) + d(q) + 3
(q,ZO) =1ve 3|q anlT1rT2lT3rT9rT15 d(q) + 5

(q,20) = 2 ve 3|q

Npyy Ny T1, T3, T3, T, Ty, Tg, To, Trao T

dp) +d(g) +8

(q,3) = 1ve 20|q Ny Ny Ty, Ts, T, T, T, Tyg, Th, T dlp) +d(@ +7
(q,15) =1 ve 4|q an,an;T4;T6; T7; Tg; T101T14 d(p) + d(q) +5

(q,12) = 2 ve 5|q

Ny Ny T, Te, T7, T, Thg, Tha

dp) +d(@ +5

(q,12) = 1 ve 5|q

N,

ny

T5 Ty

d(q) +2

(q,5) = 1ve 12|q

N,

ny’

N,

np’

Ty, Ty T3, Ty,

T6'T7'T8'T9' T10'T14' TlS

d(p) +d(g) + 10

(q,4) = 2ve 15|q

ananzl Tll TZ' T3 1T51 T6r

T7'T8'T9' T11'T14' T15

d(p) +d(g) + 10

(q,4) = 1ve 15|q

N‘n.l' Tl'T2'T3 'TS' T9'T11'T15

dlg) +7

60|q

Ny Nup 11,15, T3, Ty, Ts, T, T
Te 19, T10, T11: 14, T1s

d(p) +d(@) + 12

Tablo 4.16: (p,3)=1ve 20|p durumundaki O cinsli normal alt gruplar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

q
Alt Grup Sayisi
(q,60) =1 Ny d(q)
(q,60) =2 an; an; Ti5,Tiy d(p) + d(q) +1
(q, 20) =1ve 3|q anle, T2r T3rT13;T15 d(q) + 5

(q,20) = 2ve 3|q

Ny Ny T1, 15, T3, Ty, Ti3, Ty, Tys

dp) +d(@ +6

(q,3) = 1 ve 20|q

N, ., N,

nyny’

T4' TS' T12' T14—

dp) +d(@ +3

(q,15) = 1ve 4|q

Ny o Ny Ty Tig, Ty

dp) +d(@ +2

(q,12) = 2ve 5|q

Ny Npyo T Tign Trg

dp) +d(@ +2

(q,12) = 1ve 5|q

an' TS

dlg) +1

(q,5) = 1ve12|q

Ny Ny Ty, T3, T3, Ty, Tiz) Trgy Trao Tis

dp) +d(@ +7

(g,4) = 2 ve 15]q

N, N,

ny -'ny

Tl' TZ ’ T3 ’ TS' T12’ T13 ’ T14—’ T15

dp) +d(@ +7

(g,4) = 1 ve 15]q

Nnp Ty T, T3, T, Tag Tis

ny

d(@ +6

60|q

N,., N,

ny 'ny

TS' T12’ T13 ’ T14—' T15

T, 1T;,T,,

dp) +d(@ +8
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Tablo 4.17: 60|p durumundaki 0 cinsli normal alt gruplar.

0 Cinsli Alt Grup

0 Cinsli Normal

(q,20) = 2ve3|q

T9' T12' T13' T14— ’ T15

q
Alt Grup Sayis1
(q,60) =1 Nn, d(q)
(q,60) =2 an:an;T6;T7;Tg; Ti5, Tiy d(p) + d(q) + 4
(q, 20) = 1ve 3|q an, Ter2rT3r Tng13; T15 d(q) + 6
Ny Ny Ty, T3, T3, To, T7, Tg

d(p) +d(g) + 10

(q,15) = 1ve 4|q

Ny Ny Tas Te T7,Tg, Tro, Trzs Tha

(q,12) = 2 ve 5|q

Ny Ny Ts, Te, T7, Tgy Tig, Tigs T

dp) +d(@ +6

(q,12) = 1ve 5|q

N,.,Ts5,T;

ny

d(@) +2

(q,5) = 1ve 12|q

Ny Nuo T, T, T3, Ty, T, T, Tg

’ T9' TlO'T12' T13'T14' T15

(q,4) = 2 ve 15|q

Ny Ny Ty, T3, T3, Ts, T, Tz, Tg

T9 ’ Tll' TlZ' T13’ T14' T15

d(p) +d(@) + 12

(q,4) = 1 ve 15|q

Nuy Ty, T3, T3, Ts, To, Tigs Tizo Tis

d(g) +8

(q,3) = 1 ve 20|q

Npyy Ny Ta, s, Te, T7,Tg, Troo Tr1: Tizs Tra

dp) +d(@) +8

60|q

Ny Nup T1, T3, T3, T4, Ts, T, T7, T, To

TlO' T11' T12' T13’ T14' T15

dp) +d(g) + 14

4.4 H,, Genel Hecke Gruplanmn Cinsi Sifir Olan Burulmasiz

Normal Alt Gruplan

Onceki boliimde p ve g sayilarinm aldig1 degerlere gore H,, , grubunun sifir

cinsli alt gruplarmin simgelerini elde ettik. Bu sonuglar1 dikkate alarak hangi p ve q

degerleri i¢in H, ; grubunun sonlu mertebeli eleman barmdirmayan 0 cinsli normal

alt gruplar1 icerdigi hesaplanabilir.
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4.4.1 Teorem : H,, genel Hecke grubunun burulmasiz O cinsli normal alt

gruplarmm indeksi ve yapist p Ve q nun degerlerine gore asagidaki tabloda

verilmistir.

Tablo 4.18 : H,, , gruplarmm cinsi sifir olan burulmasiz normal alt gruplar1.

Grtlglrjrr?zgiﬁgesi Hpa Indeks
(0; °°(4)) < H, s 12
(0; 00(®)) < H, , 24
(0;0012) 4 H, 60
(0;0®) <« H,, 24
(0;029) < H, s 60
(0; 00 @) < H,q 2q
(0; 0(®) < Hj 4 12
(0;0012) 4 H,, 24
(0;0069) < Hs s 60
(0;00P)) < Hy, p

4.4.2 Sonu¢ : H, , genel Hecke grubunun burulmasiz 0 cinsli normal alt

gruplarinin sayist;

Tablo 4.19 : H,, , gruplarmmn 0 cinsli burulmasiznormal alt gruplarnin says1.

Hp,q 0 Cinsli Burulmasiz Alt Grup Sayis1
Hy3 4
Hyy
' 2
Hs
Hyq 1
(¢ >5)
Hsz3 2
Hs,
1
Hss
Hpp 1
(p=g>3)
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45  H,,(4) Genel Hecke Gruplanmin Sifir Cinsli Olan Normal Alt
Gruplan

Bu kesimde H,, ,,(1) genel Hecke gruplarmin O cinsli sonlu indeksli normal

alt gruplarinin simgeleri elde edilecektir. Bu gruplar p mertebeli ve sonsuz mertebeli
iki devirli grubun serbest ¢arpimmna izomorftur. Kesim 4.3 de iki sonlu mertebeli
eliptik eleman tarafindan tretilen (p, g, 0) tli¢gen gosterimine sahip H, , gruplari
icin O cinsli alt gruplar incelenmisti. Simdi incelenecek olan genel Hecke gruplari ise
bir adet sonlu ve bir adet sonsuz mertebeli iki eleman tarafindan iiretilen gruplardir.
Sonsuz mertebeli elemanin cinsi A sayisinin durumuna gore degisecektir. Sayet
Lehner’ in tanimladigi gibi A =2 ise parabolik, 4> 2 ise hiperbolik eleman
olacaktir. Tiim durumlarda elde edilen genel Hecke gruplarinin birbirine izomorf

olduklar1 ancak farkl elemanlara sahip olduklarmi tekrar hatirlatmakta fayda vardir.

H, (1) gruplarmm O cinsli sonlu indeksli normal at gruplarmin simgeleri

permiitasyon metodu ile elde edilecektir. Eger N bdyle bir normal alt grup ise

H,,(4)/N kirenin otomorfizmalar1 grubuna izomorf olacagindan bolim grubu
sonlu ticgen gruplardan birine izomorf olmaldir. Bagka bir ifadeyle H, . (1)

grubundan sonlu liggen gruplara tanimlanabilecek her bir epimorfizma ile bir O cinsli

normal alt grup elde edilir.

H, (1) gruplarmin tggen gdsterimi (p, o, ) seklindedir. Oncelikle bu

grup ile Z,, devirli gruplar1 arasindaki homomorfizmalar incelenecektir. Ancak iki
mertebeli devirli gruplar iki mertebeli dihedral gruba izomorf olduklari i¢in bu

durum daha sonra incelenecektir.

4.5.1 Teorem : H,. (1) grubundan Z, devirli grubuna tanimlanabilecek
homomorfizma ile elde edilen 0 cinsli normal alt gruplar asagida belirtilmistir. Bu alt

gruplar Y, ile sembolize edilmistir.

1) vneZ i¢cin H,,(D/Y, =Z,=(1,nn) olacak  bi¢imde
Yy, = (0;p™,00,00) simgeli bir normal alt grup vardir. Bu bigimdeki normal alt

grup lar sonsuz adettir.
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2) Vn|p igin  H, o (D)/Y,, =L, = (n,1,n) olacak bicimde

Yy, = (0;%,00(”),00) simgeli bir normal alt grup vardr.

Z

IR
IR

n

3) Yukaridaki 2) onciile ek olarak yine Vnl|p igin H,.(1)/ Yo,

(n,n, 1) olacak bigimde ¥, = (0; %, 00,00(M™) simgeli bir normal alt grup vardir.

Ispat : 1) Genel Hecke grubundaki sonlu mertebeli iireteci devirli grubun
birim elemanma sonsuz mertebeli iireteci de devirli grubun {iretecine resmetmek

suretiyle bir homomorfizma elde edilebilir. Permiitasyon metodu ile elde edilen bu

alt grup 0 cinsli bir normalalt grup olup simgesi Y, = (0;p™, 00,00) seklindedir.

2) Vn|p tamsayisiigin Hy, ., (4) grubunun p mertebeli elemani devirli grubun
iiretecine, diger iiretec de birim elemana eslenirse elde edilen homomorfizmanm
cekirdegi Y,

nZE(O;%,OO("),OO) simgeli bir normal alt grup olur. Boylece

izomorfizma teoreminden bolim grubu Z, = (n,1,n) devirli grubuna izomorf

olacaktir.

3) Ispat 2) ye benzer olarak H,,,(4) = Z, = (n,n,1) homomorfizmas: ise

elde edilir. o

Genel Hecke grubu H,. (1) ile D, dihedral gruplar1 arasinda elde
edilebilecek homomorfizmalar yardimiyla da O cinsli normal alt gruplar elde
edilebilir. Bunun i¢in D,, dihedral gruplarinin (2,n,2), (n, 2,2) ve (2,2, n) seklindeki

ticgen gosterimleri ile permiitasyon metodu uygulanabilir.

Oncelikle p sayssinm ¢ift oldugu durumda D,, =< a,b | a® = b" = (ab)2 =1 >
grubuna; X - ave Y — b seklinde olusturulan doniisiim bir homomorfizmadr. Bu
homomorfizma orten bir homomorfizma olacagindan bolim grubu D, grubuna

izomorf olacak sekilde bir normal alt grup elde edilir. Bu alt grubu N, ile temsil

. . . p () (2) (n) . .
edelim. Permiitasyon metodu ile N, = (0; (E) ,00%% 00t simgesi hesaplanir. p

sayis1 ¢ift oldugu icin D,, grubunun bir diger tiggen gosterimi olan (2,2,n) ile benzer

bir homomorfizma tanimlanabilir. Bu durumdaki O cinsli normal alt grubun
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. . N o @ : .. :
simgesini N,, = (0;(;) , 00", 00%%) seklinde elde edebiliriz. Bu bigimdeki N,

ve N, mnormal alt gruplarinin sonsuz ¢oklukta olduguna dikkat edilmelidir.
Hp'oo(/’l) ile D,, dihedral grubu arasinda farkli bir diger homomorfizma elde
etmek igin n sayismm p saysmi bolmesi gerekir. Bu durumda H,, ., (1) = (n,2,2)

- = 0:(2)7 0™ oo™ simaeli bi i
esleme51sonucuNn3=(0;(;) , 00 00'™) simgeli bir normal alt grup elde edilir.

4.5.2 Teorem : H,, ., (1) genel Hecke grubunun boliim grubu dihedral gruba

izomorf olacak sekildekiO cinsli normal alt gruplariasagidaki gibidir.

1) p cift bir tamsay1 ise H, (1) /N .= D, =(2,n,2) olacak bigimdeki alt
imaesi N = (0 (2)™ 0@ o™y seklindedi -
grubun simgesi N. L= (0 (;) 004,008 geklindedir. Ayrica Hp o (1)/Ny, =

.. 7\ (W ) (DN o o
D, = (2,2,n) olacak bigimde N , = (0; (5) ,00™ 02y simgeli bir normal alt

grup da vardur.

2) Vn|p tamsays1 i¢in H, ,,(1)/N , =D, = (n,2,2) olacak bigimdeki alt

(2)
grubun simgesi N,, = (0; (%) , 00 00 seklindedir. o

Bu kesimin amaglarindan biri de p tamsayisinin durumlarina gore H,, o, (4)

genel Hecke grubunun sahip oldugu O cinsli sonlu indeksli normal alt gruplarin
toplam saywsint belirlemektir. Yukaridaki ki teoremden hareketle asagidaki sonug
elde edilir.

4.5.3 Sonu¢ : H, (4) genel Hecke grubunun Y., Ny, Ve N, alt gruplari

haricindeki O cinsli normal alt gruplarmm sayis1 N, olmak tizere;

N,>3d(p)+1

esitsizligi saglanir.o

Buraya kadar sadece Z, ve D, gruplarmi H,,(4) grubunun birer

homomorfik goriintiisii olarak diisiiniilerek islem yapilmigstir. Bunun disinda p

sayisimnm aldig1 degere gore diger sonlu liggen gruplar olan A4,,S, ve Ag gruplarmi
inceleyelim.
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1. Durum : Eger p ¢ift bir tamsayz ise;

Bu durumda yukarida bahsi gecen tiim iiggen gruplarda iki mertebeli bir
urete¢ bulundugundan A4,,S, ve Ac gruplar1 birer homomorfik goriintii olarak
diisiiniilebilir. Ik olarak A, =< a,b| a? = b3 = (ab)3 = I > grubu i¢in H,,() - A4,
homomorfizmast X - a ve Y - b seklinde tanimlanirsa bu homomorfizmanin
cekirdegi bir 0 cinsli normal alt grup wverir. Bu alt grubu T, ile gosterirsek A4,

grubunun tiggen gosteriminin (2,3,3) olusundan hareketle permiitasyon metodunu da

(6)
kullanarak T, = (0; (g) , 00 0¥ simgesi elde edilir.

Benzer sekilde H,.(4) grubundan (2,3,4) ve (2,4,3) iiggen gosterimine

sahip S, simetrik  grubuna  tanimlanabilecek  homomorfizmalar ile

(12) (12)
T, = (0;(5) ,00® 00y ve T, = (0;(5) , 00 00®Y)  normal alt gruplar

elde edilir.

Ayrica boliim grubu A; = (2,5,3) = (2,3,5) alterne grubuna izomorf olacak

(30) (30)
sekilde T, = (0; (g) ,00012) 00(20)y vg T, = (0;(5) ,00(20) 00(12)) simgeli 0

cinsli normal alt gruplar elde edilir.
2. Durum : Eger 3|p ise;

Bu durumda elde edilebilecek normal alt gruplar ile bdliim gruplari
A, =(3,2,3) =(3,3,2) alterne grubuna, S, = (3,2,4) = (3,4,2) simetrik grubuna
veya A = (3,2,5) = (3,5,2) alterne grubuna izomorf olur. Boylelikle permiitasyon

- : P\ 56 6@
metodu kullanarak bu alt gruplarin simgeleri sirasiyla T, = (0;(;) ,00'0) 0o(#)),

(8)

T, = (0; (g)”),oou),oo(e)) | Ty = (O; (g)(g),oo(u),oo(s)) Ty = (0; (g) ’00(6)’00(12))

(20) (20)
Tio = (0; (g) ,0030) 00(12)) e son olarak Ty; = (0; (g) ,00(12) 00(30)) normal alt

gruplar1 elde edilir.

3. Durum : Eger 4|p ise;
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Sadece S, simetrik grubu 4 mertebeli iiretece sahip oldugu igin H, ., (1)

grubundan S, = (4,2,3) = (4,3,2) grubuna epimorfizma tanimlanabilir. Boylece

. . L 2\ 12 ®
elde edilecek iki normal alt grubun simgesi T, = (0; (Z) ,0001%) 008y ve

(6)
Ty = (0;(2) , 00®,0002)) seklinde elde edilir.

4. Durum : Eger 5|p ise;

Bu durumda sadece A5 = (5,2,3) = (5,3,2) alterne grubu H, ., (1) grubunun

bir homomorfik goriintlisii olabilir. Dolayisiyla elde edilecek 0 cinsli normal alt

(12) (12)
gruplarin simgeleri Ty, = (0; (S) , 0080 0(20)) ve T,c = (0; (g) ,00(20) 50(30))

olacaktir.

Boylece tiim durumlar incelenmis olup miimkiin olabilecek O cinsli normal alt

gruplar ile boliim gruplarinin yapisi1 asagidaki tabloda 6 zetlenmistir.
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Tablo 4.20: H,,,,(4) grubunun O cinsli normal alt gruplar:.

Normal Alt Grup Simgesi

Boliim Grubu

Ynl = (OI p(n)!oo; OO)

Z, = (1,n,n)

Z, = (n,1,n)

Z,= (nn1)

P =
N, = (0,(5) ,o0?) oo(n)) D, =(2,n2)
) -
N,, = (0;(5) MOPNON D, =(2,2,n)
.(E LZ) o) D, = (n,22)
n

A, =(2,3,3)

2
(12) ~
T, = (0,(;) ,00(8),00(6)) A4- = (213;4)
(12) -
T, = (0;(2) 100© 00 (®) A, = (243)
(30) _
T, = (0; (g) ’00(12)’00(20)) A5 = (2,5,3)

As = (2,3,5)

, 00

4, = (323)

A, = (332)

8 ~
T, = (0; g) L0012 65(©)) S,=(3.24)
r =02 T ® 0012y S, = (3,4,2)
) 3 ) )
20 -
T, = (0; (13_’) ,00(30) o0(12) As = (3,2,5)
20J =
T,, = (0; (g_)) ’00(12)'00(30)) A5 = (3,5,2)
T, = (0; (E)( ,00(12),00(8)) Sy = (4,2,3)
4
(6) ~
T, = (0; (2_)) ’00(8)’00(12)) 54 = (4,3,2)
(

) 00(30)‘ o0(20))

A = (5,2,3)

) oo(zo)’ oo(30))

As = (53,2)
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4.5.4 Teorem : H, ,, (1) grubunun Y, . N

ny

ve N, mnormal alt gruplar

disindaki asikar olmayan sifir cinsli normal alt gruplarinin sayis1 p sayismnmn

durumuna gore asagida verilmistir.

Tablo 4.21: Hp_m(l) grubunun O cinslinormal alt gruplarinn sayist.

p 0 Cinsli Alt Grup 0 Cinsli Normal
Alt Grup Sayisi
(p,60) =1 Yoy Yy Nng 3d(p)
(»,60) = 2 Yoo Vg N T, T, T3, T, T 3d(p) + 5
(p, 20) = 1ve 3|p Ynz,Yn3;Nn3,T6,T7; Tg; T9| T10;T11 3d(p) + 6
Y, ,Y,.,N. ,T,,T,,T;,T,,Ts,
(p,20) = 2 ve 3|p marine e Tl T T8 TS 3d(p) + 11
TB'T7IT8'T9!T10'T11
(p,15) = 1ve 4|p Yo, Yoy Ny T1, 15, T3, T4, Ts, Thp, Tis
3d(p) +7
(p, 12) = 2ve 5|p Ynz;yna;Nn3; T1; Tz, T3;T4; Ts; T14; T15
(p,12) = 1ve 5|p Y Yoo Ny Tias Tis 3d(p) +2
(p,5) = 1ve 12|p Vg Yoy nge Tur T T Do T
Te,T;,Tg, Tg, Trg, Thq, Tia, T
6577849, %102 “11» 7122 £13 3d(p)+13
YnzlYn3’Nn31 T1; TZI T3’T4.; T5:
(p,4) = 2 ve 15|p
T6'T7'T8'T9'T10'T11'T14'T15
(p,4) = 1 ve 15|p Yoo Yoo Ny T, T7, Tg, To, Ty, Ty, Thg Tis 3d(p) + 8
(p,g) =1 ve 20|p Ynz'Yng'Nng' T1; Tz; T3;T4,T5, T12,T13T14;T15 3d(p) +9
Vo Vg N T Ty T3, Ty T,
60|p 3d(p) + 15
T6'T7'T8!T9’T10'T11'T12'T13'T14'T15
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5. GENEL HECKE VE GENISLETIiLMIiS GENEL HECKE
GRUPLARININ CiFT ALT GRUPLARI

Bu bolimde H,, ve H,, gruplarmmn Onemli bir alt grubu olan gift alt
gruplarmm yapisi elde edilecektir. Ardindan ¢ift alt grup ile komiitatér alt grup
arasindaki iligki incelenecektir. Bu boliim boyunca % kesirli lineer doniistimii

yerine onun matris temsilcisi olan (? Z

once bu boliimiin ¢alisilmasinda esin kaynagi olan caligmalara ait bilgiler ile

) kullanilacaktir. Ana sonuglara gegmeden

baglayalim:

elemanlar1 tarafindan tiretilen

H,=<T,S|T?=51=1>
Hecke grubunun katsayilar: Z[4,] halkasina aittir. Bu durumda H, Hecke grubunun

elemanlari iki sinifta incelenebilir.
5.1 Tamm :H, Hecke grubunun elemanlar1 asagidaki iki formdan birisi

bi¢imindedir.

c/lq d

a bi
< q) ad—bcd,> =1

atg b dr.?—bc=1
c da,) e TPCT

Bu temsillerden ilki ¢ift ikincisi ise tek eleman olarak isimlendirilir. Bu iki tip

elemanin birbirleriyle islemi tamsayilardaki toplama islemine benzer. Yani;
tek.tek = cift.cift = cift

cift.tek = tek.gift = tek
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Dikkat edilecek olursa Hecke grubunu iireten iki eliptik iiretecin de tek
eleman oldugu gorilebilir. Dolayisiyla H, Hecke grubunun tiim elemanlar
tireteglerin kuvvetlerinin bir kombinasyonu olarak yazilabileceginden bu iki formdan
biri bigimindedir. Ancak bu iki formdan birinden olan bir matris (matrisin temsil

ettigi doniistim) bu gruba ait olmayabilir.

5.2 Teorem : [3] Genel olarak g > 3 bir tamsay1 igin H, S PSL(2,Z[1,])
saglanir. =3 i¢in bu esitsizlik ¢ift taraflidir. o

5.3 Tamm : [3] q = 3 cift bir tamsay1 iken H, Hecke grubundaki gift

a blq
HEq— E = c)lq d :EeH,

bir alt gruptur. Bu alt gruba ¢ift alt grup ismi verilir.o

elemanlarin kiimesi;

5.4 Teorem : [3] Yukarida tanimlanan ¢ift alt grup HEq sayesinde H, grubu

ayrik ki kosetin birlesimi seklinde;
H, = HEq UT. HEq

yazilabilir. Boylece [H o H Eq] = 2 olur ki ¢ift alt grup bir normal alt gruptur.o

H, Hecke gruplarmm cift alt gruplari ve Hy arasmndaki iligkilere dair detayh

bilgilere [56] numarali kaynaktan erisilebilir.

5.1 H, , Genel Hecke Gruplanmn Cift Alt Gruplan

Bu bolimde H, , genel Hecke gruplarinin elemanlar i¢in Calta ve Schmidt

p.q g

tarafindan [25] numarali kaynakta tanmmlanan tek ve ¢ift eleman tanimlarini

kullanarak ¢ift alt grubu tanimlayip yapisini inceleyecegiz.

5.1.1 Tammm : [25] K, , = @[’1?/2 ,’LI/Z] genisletilmis cismi H,,, grubunun

izlerinin cismi olarak adlandmrilir (trace field). a, b, c, der, q olmak tzere;
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a b/1q 5
clq d ad—bc/lq =1

tipindeki elemanlara ¢ift eleman,

Yo D) ada—be=1
¢ da,) e TPCT

Q

tipindeki elemanlar ise tek eleman denir.o

Tek ve ¢ift elemanlar arasindaki carpma islemi H, Hecke gruplarinda oldugu
gibidir.

a,b,c, der,q ve b:i%% olmak tzere leq genel Hecke gruplarmin

q

iireteclerini;

¥ (O -1 ) v (0 —1)
1 (A-Db)4, 1 -4,
seklinde ifade edebiliriz. Bu halde iki irete¢ de tek elemandr. VWeH,, i¢in
W = X%yP1, X0nYbn (0<a,<p—1ve0<b, <q-—1;i=12,..,n)

formunda olacagindan asagidaki Lemmayi ifade edebiliriz.
5.1.2 Lemma : [25] VWeH,, , yatek ya da ¢ift elemandir.o

5.1.3 Tamm : p ve g ¢ift say1olduklarinda H,, , grubundaki ¢ift elemanlar;

Hg

a b/lq
a E = i, d :EeH,

bir alt gruptr. Bualt gruba ¢ift alt grup denir. O

5.1.4 Teorem : p ve q ¢ift say1 olmak iizere HEM ¢ift alt grubunun H,, ,
grubu igindeki kosetleri HEp L X.HEp . olur ki;
H,, = HEM UX.HEp‘

p.q q

Ayrica indeksin 2 olmasindan dolay1 ¢ift alt grup bir normal alt gruptur. o
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p Ve gsayillarindan en az biri tek oldugunda ¢ift alt gruptan s6z etmek
mimkiin degildir. Simdi ¢ift alt grubun yapisim ifade eden asagidaki teoremi

verebiliriz.

5.1.5 Teorem : p Ve g sayilarmin ¢ift say1 oldugu durumda H,, , genel Hecke

grubunun ¢ift alt grubu olan Hqu grubu p/z ve q/z mertebeli ikidevirli grup ile

sonsuz devirli bir grubun serbest ¢arpimina izomorftur.

Hy =<X?>x<Y?>x<XY >

p.q

Ve ¢ift alt grubun simgesi (0; p/z, q/z , 002 seklindedir.

Ispat : H Eyq ciftalt grubu H,, , genel Hecke grubu i¢inde iki indeksli oldugu

icin Mg g bolim grubu Z, = (2,2,1) devirli grubuna izomorftur. X iretecini 2
Epq

mertebeli elemana ve Y iiretecini de bu elemanin tersine resmettigimiz takdirde XY
carpmminin goriintiisii de birim eleman olacaktir. Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi ¢ift
alt grup olup simgesi permiitasyon metodu ile (0; P/Z ) q/z, 0?) seklinde
hesaplanabilir. Cift alt grubun grup sunusunu elde etmek i¢in Reidemeister-Schreier

metodunu kullanabiliriz. Bunun i¢in;

Hp.q
Hy =<XY|X*=Y2=XY=1>
p.q

boliim grubuna ait Schreier transverselini;

T ={I,X}

seklinde segelim. Boylelikle miimkiin olabilen tiim tiretegler;

S =1.X.(X)' =1 Sy =LY.(X)"' =yxr-1
Syx = X.X. (D! = X? Seyy = X.Y. (D' = XY

seklindedir. Burada x;, = X2, x, = YXP~!, x, = XY seklinde iiretegler elde edilir.
Bu iiretegler igin x,x, = YXP~1. XY =Y? elde edilir. Ardindan Reidemeister-

Schreier yontemi ile bagntilar agsagidaki gibi elde edilir.
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T(IXP]) = T<XX X) = SixSxx - SixSxx = xP/?

p tane

t(IYi) =1t <YY Y) =Sy Sxy - SyySxy = (x,x5)Y?

q tane

Ty A —1 _ p/2
T(XXPX" 1) =1 (XXX XX 1) = SixSxx - SixSixt = P

p tane

q tane

Burada bilinen bagintilarm disinda bir bagint1 elde edilemez. Boylelikle ¢ift

alt grubun sunusu;

He =< X3Y2XY | ()2 = (v))"a= (XV)° = >= Ty, +Za) T

seklindedir.O0

Bir G grubunda A ve B gbi iki elemanmin komiitatoriiniin
[A,B] = A.B.A™".B™" seklinde tanimlandigmni biliyoruz. Béylelikle H,, genel
Hecke grubundaki herhangi iki elemanin komiitatorii daima ¢ift bir eleman olacaktir.

Yani H, , grubunun birinci komiitatoriiolan H', , grubu gift alt grup i¢inde kapsanr.

[57] nolu galismadan H', , birinci komiitator alt grubun H, , icinde p.q

indeksli oldugunu biliyoruz. Cift alt grup da iki indeksli bir alt grup oldugu i¢in

[HE :H’p_q] - p'z—q

p.q

olacaktir. Boylece asagidaki teoremin ispatmi elde etmis olduk.

5.1.6 Teorem : p ve g ¢ift tamsayilar olmak tzere H,, grubunun birinci

q

komiitator alt grubuolan H' Hqu ¢ift alt grubu i¢inde pT indeksli bir normal alt

p.q’

gruptur.o

5.1.7 Senug : H',, , komiitator alt grubun herhangi bir alt grubu sadece cift

elemanlardan olusur.o
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5.2 H pq Genisletilmis Genel Hecke Gruplarimn Cift Alt Gruplari

Genisletilmis genel Hecke gruplarmi daha dnceki boliimlerde tanitmistik.

H,,=<X,Y,R|XP =Y7=R?=(XR)? = (YR)? =1>=D, %, D,

0 1
1 0

genisletilmis genel Hecke grubunun elemanlarinin determinantlarinin +1 oldugu

Burada R =( ) seklinde bir yansima doniisiimii idi. Boylece H,,

goriiliir. Ayrica TeH,, -1 determinanth bir eleman olmak {izere H,, grubunun

sunusundan hareketle uygun bir SeH,, , icin T = RS bi¢iminde yazilabilir.

521 Tamm : H,, grubunun elemanlar1 i¢in verilen ¢ift ve tek eleman

tanimlart Hp‘q icin de tanimlanabilir.
a ba
< ") ad — bcd,* = F1
c q

A, d

tipindeki elemanlara ¢ift eleman,

atg b dr 2 —bc=F1
c d/lq a q—c—+

tipindeki elemanlara da tek eleman diyecegiz.o

Dikkat edilecek olursa H, , grubunun tiim iretegleri tek elemanlardir. Ve
VTeH,, icin T =R®S, a=1,0 ve SeH, , olacagm biliyoruz. Sonu¢ olarak

VTeH,, i¢cinT yatek yada ¢ift olacaktir.

p ve g sayillarmm ¢ift tamsayr oldugu durumlarda Hp,q grubunun ¢ift alt

grubundan s6z edebiliriz.

5.2.2 Teorem : p ve q ¢ift birer say1 olmak iizere Hp’q genigletilmis genel

Hecke grubunun ¢ift alt grubu;

_ a b/lq _
HEp,q_ E = C/lq d .EEHp’q

H,, , grubunun 2 indeksli normal alt grubudur. Bu durumda
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H,,=Hg

» o UX.HEp

q
esitligi saglanir ve ¢ift alt grup x;, = X%,x, = XY, x;, = XR,x, = YXP~! elemanlar1

tarafindan uretilir.

Ispat : Tek ve ¢ift elemanlarm tanimlanis bigiminden ¢ift alt grubun iki
indeksli bir alt grup oldugu dolayisiyla bir normal alt grup oldugu kolaylikla
goriilebilir. X tek bir eleman oldugundan dolayr aranan diger koset X. HEp’qdur.
Simdi amacimiz ¢ift alt grubun fireteglerini bulmaktr. Bunun icin iki mertebeli

boliim grubuna ait Schreier transverselini;

S ={I,X}

seklinde secelim. Boylelikle miimkiin olabilen tiim tiretegler;

Sy =1X.(X)t=1I Syx =X X.(D'=X2=x,
Sy =1Y.(D"t=YxPl=x, Syy =X.Y.(D™1 = XY =x,
S,. =1.R.(X)™' = RXP~? Syr =X.R.(D™' = XR = x,

XR = RXP~! esitligi goz Oniine alarak Hqu cift alt grubundaki bagntilar

asagidaki gibidir.

TUXPT) = 8,8y xSy Sy o Sy = (X2)7 = (P2
TUYU) = Spy Sy SiySyy o Sy = (Y22 = (x,x,) V2
T(IXRXRI) = S,y SxrSixSxr = (XR)? = (x3)?
t(IYRYRI) = S;ySxrSiySxr = (YR)? = (x,x5)?

T(XXPX ™) = Sy SyxSixSxx o SxxSix = (X?)P/2 = (x,)P/?
T(XYIX™Y) = S, SyySiySxySiySxy Sy St = (XY2XP~1)4/2 = (x,x,)/?
T(XXRXRX™Y) = S;3SyxSirSxxSinSixt =1
T(XYRYRX™Y) = S;3SyySiSxySirSixt = 1

5.2.3 Teorem : p ve ( ¢ift tamsayilar olmak {izere Hp,q genigletilmis genel

Hecke grubunun birinci komiitator alt grubu Hy ;, H Epq ¢ift alt grubun 4 indeksli bir

q’

normal alt grubudur.
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Ispat : Komiitatdr elemanlar ¢ift eleman oldugundan komiitatér alt grubun
¢ift alt grup iginde kapsandig1 agiktw. Ayrica [57] nolu calismadan [H, ,:H,,] =8

oldugunu biliyoruz. Bu durumda gerekli indeks 4 olur. o

5.2.4 Sonug : Hz,),q komiitatér alt grubun herhangi bir alt grubu sadece cift

elemanlardan olusur.o
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6. GENEL HECKE VE GENISLETIiLMIS GENEL HECKE
GRUPLARININ KOMUTATOR VE KUVVET ALT
GRUPLARI

Bu boliimde 6n bilgilerde tanitilan g = oo degerine karsilik elde edilen
H, ., (1) genisletilmis genel Hecke gruplarmm komiitatér ve kuvvet alt gruplari

incelenecektir.

p =2 Ve q = o degerlerine karsilik elde edilen H (1) genisletilmis Hecke
gruplarmm komiitator ve kuvvet alt gruplar1 [6, 7, 12, 19, 20] nolu ¢ahismalarda
incelenmistir. Biz de bu bolimde [6] nolu cahsmada elde edilen sonuglari

genisletilmis genel Hecke gruplari i¢in elde etmeye ¢alisacagiz.

6.1 Hp,oo (4) Genisletilmis Genel Hecke Gruplarimn Komiitator Alt

Gruplan

H,, ve H,, guplarmm komiitatdr alt gruplarmm yapis: [57] nolu

calismada elde edilmisti. Bu gruplar sonlu mertebeli elemanlar tarafindan
iretilmistir. Bu boliimde ¢alisilacak gruplarin iireteclerinden biri sonsuz mertebelidir.
Bu sebeple bulunan sonuglar [57] nolu ¢alismadaki elde edilenlerden farkhidir. Bu
boliimdeki sonuglara [41] nolu kaynaktan da ulagilabilir.

6.1.1 Teorem : p = 3 tek bir tam say1 ve 4 > 2 sabit bir reel say1r olmak

iizere Hp,oo (A) genisletilmis genel Hecke grubunun birinci komiitatdr alt grubu olan
H, (1), p mertebeli iki devirli grup ile sonsuz mertebeli devirli gruoun serbest
garpimina izomorftur. Ayrica H, (1) komiitatér alt grubu H, (1) icinde 4

indekslidir. Komiitator alt grubun sunusu ise;

H () =< X,YXY LY XP = (YXY )P = (YD) = >= L, + L, * L

bi¢imindedir.
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Ispat : Oncelikle Hp o (4) / qr béliim grubunu olusturalim. Bunun igin
P

w0 (A)

H, ., (1) grup sunusuna tiim {iretegler igin degismelilik kosulunu eklemeliyiz.

Hp,w(/n/—, =<X,Y,R|XP=Y®=R?=[,RX = XP"'R,RY = YP7IR,
Hy o (1)

XR =RX,YR=RY, XY =YX >
Yukaridaki iligkilerden RX = XP"1R ve XR = RX bagmtilar1 elde edilir. Ek olarak
p sayisinm tek oldugu da goz 6niine ahnirsa X = I elde edilir. Ayrica RY = YP71R
ve YR = RY bagmtilarmdanda Y2 = [ elde edilir. dylece;

H,,
p, — = 2=R?2 = 2 = =
/H;;,oo(/D <Y,R |Y R (YR) I >= ZZ XZZ

elde edilir. Yani H,, (1) birinci komiitatér alt grup H,. (1) grubu iginde 4

indekslidir. Ayrica boliim grubunun elemanlar1 dikkate alinarak,

H,..(1) = H,,, () UY.H, (1) URH, (D) U YR H,, (1)

parcalanis1 yazilabilir.

Simdi Hj,,(4) alt grubunun sunusunu bulmak igin Reidemeister-Schreier

metodunu kullanalim. Bunun i¢in boliim grubunun bir Schreier transversalini,

S ={I,Y,R YR}

seklinde segelim. Boylece miimkiin olabilen tiim capmalar;

Sx=1X.(D"*=X Sy=LY.(Y) =1 Sg=LR.R)*=1
Syx=Y.X.() '=yvxy! Syy =Y.Y.(D'=Y2 Syr=Y.R.(YR)™* =1

Sex=R.X.(R)* = xP1 Sgy = R.Y.(YR) " =Y2 Ser=R.R.(D"t=1
Syrx = YR.X.(YR)"1=YXP~lY™1 S,y =YR.Y.(R)'=1I Syrr =YR.R.(Y)1 =1

seklinde elde edilir. Burada; X~ '=XxP"1; (vXy H)-l=vxrly-1 e
(Y"1 =Y"? iliskilerine dikkat edilirse komiitator alt grubun iireteglerinin
X, YXY ' ve Y? den ibaret oldugu goriilebilir. Ayrica bu iiretegler arasmndaki

bagintilar;
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T(IXPI) =1(XP) = Sy Six - Six = X
p tane

(YD) = 7(Y®) = Sy SyySiySyy . = (Y2)®
T(YXPY™Y) = S,y SyxSyySyy - Syx St = (YXY ~1)P

p tane

seklindedir. Reidemeister-Schreier yeniden yazma yontemine gore elde edilebilecek

diger tiim bagintilar agikar bagmtilardir. Sonug olarak;

H (D) =< X,YXY"LY2| XP = (YXY )P = (YD)® = >= L, + L, * L

elde edilir.o

6.1.2 Teorem : p = 2 ¢ift bir tamsay1 ve A = 2 sabit bir reel say1 olmak
lizere H,, (4) grubunun birinci komiitatdr alt grubu H, ., (1), 8 indeksli bir normal

alt grup olup;

171;,00(1) =< X2, YX?Y L XYXy-1v?Xxy?x-1 | (Xz)p/z = (YXZY‘l)p/z
= (XYxy bH~ = (Y2)°° = (Xy?xH®* =1>
EZp/Z *Zp/Z*Z*Z*Z

yapismdadir.

Ispat : Bir dnceki teoremin ispatma benzer olarak éncelikle boliim grubunu

olusturalim.

Hp.w(l)/—, =<X,Y,R|XP =Y® =R?=1,RX =XP"'R,RY = Y 'R,

XR =RX,YR=RY,XY =YX >
Yukardaki bagmtilarda p nin c¢ift br tamsayr oldugu g6z Oniine almarak;
RX = XP"'R ve XR = RX bagmtilarindan X? =[; aym sekilde RY =Y 'R ve
YR = RY bagmtilar1 ile de Y? = I elde edilir. Bu iki bagmntiy1 kullanarak bolim

grubunun en sade sunusunu;

Hp,w(/l)/—, =<X,Y,R|X*=Y?=R?=(XY)* = (XR)>=(YR)* =1 >
;. (D)

=7, XLy X1L,
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yazabiliriz. Simdi boliim grubuna dair Schreier transversalini;

L={LX,Y,R,XR,YR XY, XYR}

seklinde olusturabiliriz. Boylelikle Reidemeister-Schreier metoduna gore miimkiin
olabilen tliim ¢arpanlar;

Six=LX.(X)" =1
Syx=X.X.(N"1=x2
Syx=Y.X.(XY)"'=vxy 1xP1

Sy=LY.(") =1 Sp=LR.MR) =1
Syy=XY.(XV)" 1 =1 Syr =X.R.(XR)"1=1
Syy=Y.Y.(I)"1=v? Syr=Y.R.(YR) 1=1
Sgy =R.Y.(YR)"1=v"2 Ser=R.R.(D71=1
Sxry = XR.Y.(XYR) ' =Xy 2x 7!

Syry=YR.Y.(R) '=1

Sgx =R.X.(XR)~'=xP"?
Sxrx = XR.X.(R)™'=1
Syrx =YR.X.(XYR)"t=yx " ly7ix !
Syyx =XY.X.(Y)"'=xyxy~?!
Sxyrx = XYR.X.(YR) ' = Xyx 'y !

Sxrr = XR.R.(X)"'=1
Syrr=YR.R.(Y) 1=1
Syyy = XV.Y. (X)"1=xy2x1 Sxve = XY.R.(XYR) ' =1

Syyry = XYR.Y.(XR) "' =1 Sxver = XYR.R.(XY) ™' =1

Yukaridaki garpanlarda (X?)~! = X?P~2  (YXy lxP~1)-1 =xyxr-ly-1 |
(YX~ly"1X 1)t =Xyxy-l , (y3)"l=y-2

(Yxy'xHxrxy-tH =vx*y
asagidaki gibielde edilir.

, (Xy2x )"t =Xxy—2X"1 wve

iligkileri dikkate alinirsa diger bagmtilar

tIXPD =1 (XX X) = S1xSxxSixSxx - Sy = (X?)P/2

p tane

p tane

tAY*D = t(YY ...) =S,y Syy Sy Syy ... = (Y2)®

yxry V=< (YXX WXy 1

p tane

> = SiySyxSxyxSyx - SxyxSiyt = (YX2Y~1)P/2
TXY°X™ ) =7(XYY . X™1) = S Sy SxyySxy Sxyy - = XY2X71)®

Diger elde edilebilecek bagmtilar asikar oldugu icin H,,(4) birinci

komiitator alt grubunun grup sunusunu;

H, (D) =< X2, YX2Y =1, XYXY =1, Y2, Xv2x~1 | (X)), (YX2y )"/,

(XYXY ™), (Y™, (XY2X ™) = | >= Ty L) «L* L+

seklinde elde ederiz.o
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6.2 Genel Hecke ve Genisletilmis Genel Hecke Gruplannin Kuvvet
Alt Gruplan

Buboliimde g = oo degerine karsilik elde edilen genel Hecke ve genisletilmis
genel Hecke gruplarmin sonlu indeksli kuvvet alt gruplar1 incelenecektir. Kuvvet alt

gruplarna iligkin temel tanimlar 6n bilgiler bd liimiinde verilmistir.

Hecke ve genisletilmis Hecke gruplarmmin kuvvet alt gruplarmin cebirsel

yapilar1 [3, 6, 7, 9, 11-13, 19] nolu ¢alismalarinda incelenmistir. Bu kisimda [6, 12]
nolu ¢ahsmalarinda H(A) ve H(A) gruplarinin kuvvet alt gruplarina dair verilen

sonuglart Hy, ., (1) ve H, (1) gruplarma genellemeye calisacagiz.

Oncelikle H, (1) genel Hecke gruplar ile baslayalim. Burada 2. derece
kuvvet alt gruplarinin komiitator alt gruplarla iligkili sonuclar elde edildigi i¢in

oncelikle bu durumu inceleyelim.

6.2.1 Teorem : p > 2 tek bir tamsayr olmak tizere H,.(4) grubunun 2.

derece kuvvet alt grubu olan Hﬁ,oo (A); 2 indeksli bir normal alt grup olup;

H2o() =< X, YXY"LY?| XP= (YXY )P = (YD)* = >= L, L, + L

sunusuna sahiptir.

Ispat : Ispat1 Reidemeister-Schreier metodunu kullanarak yapalim.

Oncelikle bdliim grubunu olusturmaliyiz. Bunun igin Hy, . (1) grup sunusundaki

bagntilara ek olarak tiim elemanlarin 2. kuvvetlerini birime esitle meliyiz.

H, (1)
D, — P_yY® —_ V2 _y2 — 2 .. —
/Hﬁ,m(l)_<X’Y|X =Y =X=Y*=XY)=--=1>

Yukaridakisunusta p nin tek say1 olusu ve XP = X2 =1 esitliginden X = |
elde edilir. Ayrica Y® =Y?2 = ] esitlik takimmdan Y2 = [ oldugu goriiliir. Tiim bu

elde edilenleri boliim grubu sunusunda diizenlersek;

Hy () _ 2 e~
P /H,?,oo(/'l) <Y |Y2=]>=17,
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seklinde 2 mertebeli devirli gruba izomorf bir bolim grubu elde ederiz. Boylelikle
H} (2) grubu 2 indeksli bir normal gruptur. Ayrica bolim grubu elemanlar

yardimiyla H,, ., (1) genel Hecke grubunun bir pargalanigini;

Hy oo (1) = H2,0(A) UY.H2, (2)

seklinde yazabiliriz. Simdibdliim grubuna ait Schreier transversalini;

S ={LY}

olarak segelim. Boylelikle muhtemel tiim tiretegler asagidaki gibidir;

LX.(D1=X LY.(Y)t=1
Y.X.(Y) '=vXy? Y.Y. (D' =Y?

Ayrica boliim grubunun Z, = (1,2,2) olmasindan hareketle permiitasyon metodu ile
H; (1) alt grubunun simge gosterimini (0;p'*,00,00) seklinde elde ederiz.
Boylelikle yukarida elde edilen tiim tiretegler birbirinden farkli oldugu i¢in H;,oo(/l)

grubunun sunusu;

H2,() =< X,YXY"LY?| XP= (YXY )P = (YD)* = >= L, L, + L

seklinde elde edilir.o

6.2.2 Teorem : p = 2 ift bir tamsay1 olmak lizere H, ., (4) grubunun 2.

derece kuvvet alt grubu Hﬁ,oo (1); H,,(4) iginde 4 indeksli bir normal alt grup

olup, grup sunusu;

HZ,0(1) =< X2,YX?Y =1, XYXY~1,¥%, XY2X~1 | (x2) /2 = (vX2y~1)"/2 = (XYXY-1)=
— 2) oo — 2 y—1)oo — ~
= (Y2)* = (XY?Xx™1) —1>_Zp/2*Zp/2*Z*Z*Z

seklindedir.

Ispat : Reidemeister-Schreier metodunu uygulamak i¢in bolim grubunu

olusturalim.

H, (A)
D, — P—_—y® —y2 —y2_— 2 — ... =
/Hﬁlw@) =<X,Y |XP=Y"=X=Y*= (XY)* = I>
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p nin ¢ift bir tamsay1 olusundan hareketle X? = X% =1 ve Y* =Y? = [ esitlikleri

kullanilarak X2 = Y? = | elde ederiz. Boylece;

H, (1)
p,o0 — 2 _y2 _ 2 ~
/Hﬁ,oo(ﬂ) =<X,Y|X*=Y*=XY)*=1>=D,
seklinde boliim grubunun en sade sunusunu buluruz. Simdi Schreier transversalini;

S ={XY XY}

olarak se¢elim. Ardindan miimkiin olabilen tiim ¢arpanlar;

LX.(X)t=1 LY.(V) =1

X.X.(D™ = X2 XY.(xY) =1
Y.X.(XY)L =YXy -1x-1 Y.Y. (Dt =Y?
XY.X. (V)P =Xxyxy! XY.Y.(X)"! = Xy2x!

seklinde olur. Ayrica permiitasyon metodu ile H;_OO(A) grubunun simge gosterimi

.2(2) (2) o (2) . e .
(O, (2) ,00'%) oo ) olarak elde edilir. Yukaridaki tiim tiretegler birbirinden farkli

oldugu i¢in ngoo(/l) grup sunusunu;

HZ,, (D) =< X2, YX*Y~LXYXY~L,¥2,XyY2X 1 | (X0’ = (vx2y )"/
= (XYXYD)® = (Y?)® = (XY?X D)® =] >
EZp/Z*Zp/Z*Z*Z*Z

seklinde elde ederiz.o

6.23Sonu¢ :p =2 bir tamsayr olmak iizere H,, (1) genel Hecke
grubunun ikinci derece kuvvet alt grubu H? (1) ile H, (1) genisletilmis genel
Hecke grubunun birinci komiitator alt  grubu H, (1) cakisir.  Yani
H () =H,,(D.0

6.2.4 Teorem : H, ., (1) genel Hecke grubunun meZ* ve (m,p) =1 olmak
lizere H}', (1) kuvvet alt grubu m tane p mertebeli devirli grup ile sonsuz mertebeli

bir devirli grubun serbest ¢arpimidir.
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H, (D) =< X,YXY L Y2XY 2, Y3XY 73, .., Y™ Xy 1om y ™ | (X)P

= (YXY V)P = (Y2XY"2)P = .= (Y™IXYyI"")P = (Y")* =]
>EZP*ZP* Lk Zp*Z
m tane

Ispat : Hp’w(/l)/ m () bolim grubunu asagidaki gibi olugturalim;
b,

Hp (1)

b — o _ m — m _— m—-..:
HITOO(/D<X,Y|X =Y =X"=Y"=(XY)" = 1>

Yukaridaki bagmtilarda m ile p sayilarmin aralarinda asal olusu dikkate alinirsa,
XP = X™ = esitliginden X = [ elde edilir. Boylelikle boliim grubunun m mertebeli

devirli grup oldugu goriiliir.

H,. (1)
P, - m _— ~
Simdi ise boliim grubunun Schreier transversalini;

T={Y,Y3Y3 ., vy}
olarak olusturduktan sonra Reidemeister-Schreier metoduna gére miimkiin olan tiim

iiretecler agagidaki gibikarsimiza ¢ikar.

LX.(D'=X LY. (V) t=1
Y.X.(Y) ' =YXy? Y.Y.(Y?)t=1]
Y2.X.(Y?)t = y2Xy 2 Y2Y.(Y¥) t=1
Y3.X. (Y3t =y3xy 3 Y3.Y.(vH =1
ym-lx. (ym )=l = ym-ixyi-m ymly () t=ym

Sonug olarak m. derece kuvvet alt grubun grup sunusu;

HJ (D) =< X >*<YXY 7 >x< VXY 72 S>#< V3XY 73 S xS YT ™ S>x

<Ym>%Zp*Zp*...*Zp*Z

m tane

olarak elde edilir. Ayrica;
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H, . (A) = (p, o, o)

Hp,oo(/l)/ n (D =7 =(1,mm)

sonuglarmi permiitasyon metodunda kullanirsak H,'t,(4) alt grubunun simgesini

(g; p™,00,00) seklinde elde ederiz. Ardindan g sayismi bulmak igin Riemann-

Hurtwitz formulini kullanalim:

H, o () / _ u(Hp ()
Ho (D™ u(H, (DY’

) (2g—2)+m(1—%)+2

m_(2.0—2)+(1—}0)+1+1

esitliginden g = 0 elde edilir. Sonug olarak Hj,(4) kuvvet alt grubunun simgesi

(0;p™), 00, 00) bigimindedir.o

6.2.5 Ornek : Yukaridaki teoreme gdre Hj (1) kuvvet alt grubunun

sunusunu elde edelim. Bu normal alt grup ile elde edilen boliim grubu;

H; (D) 3 _ yoo_ y5 _ y5 _ 5 ..
/HSS’OO(/D<X,Y|X =Y =XS=YS=(XY)S = =1>

bigimindedir. Burada X3 = X° =1 esitliinden X =1 elde edilir. Bdylece bdlim
grubu daha sade olarak;

H; o (D) _ 5_ 1w~
/Hé’,m(/l) =<V |YVS=1>=1Z,

seklinde elde edilir. Bolim grubu icin Schreier transversalini asagidaki gibi

olusturalim.
»={Y,Y%Y3 Y%
Artik Reidemeister-Schreier metodunu uygulayabiliriz.

LX.(D'=X LY.(Y)t=1
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Y.X.(Y) ' =YyXy! Y.Y.(Y)l=1]

Y2.X.(Y3) ™t = y2xy -2 Y2Y. (Y3 t=1
Y3.X.(Y3) 1 =y3xy-3 Y3.Y.(YH =1
YAX. (Y4 1= yixy* YLY. ()t =Y5

Yukarida elde edilen tiretegler ile birlikte H 35:00 (1) grubunun sunusu;

HE (D) =< X,YXY"LY2XY "2, Y3XY 73, Y4XY % Y5 | X3 = (YXY~1)3
— (YZXy—Z)S — (Y3xy—3)3 — (Y4xy—4-)3 — (YS)OO =] >

bigimde elde edilir.o

Simdiye dek m =2 icin ve m > 2, (m,p) =1 durumlari i¢in H}',(2)

kuvvet alt gruplarinin  yapismi inceledik. (m,p) =d >1 durumu igin

Hp (1) / m (1) boliim grubunun yapisi bilinemediginden kuvvet alt gruplarmin

yapis1 hakkinda bir sonug elde edilememistir. Aynidurum Hp,m(l)/ Hm (D) bolim
p,00

grubu igin de gegerlidir. Bu sebeple H, (1) genisletilmis genel Hecke gruplarinin

kuvvet alt gruplar1 (m,p) = 1 durumu i¢in incelenmistir.

6.2.6 Teorem : meZ™* ¢ift sayr ve (m,p) =1 olmak iizere Hp’oo(/l)
genisletilmis genel Hecke grubunun m. kuvvet alt grubu Hy%, (1), 2m indeksli bir

normal alt grup olup grup sunusu;

HL, (D) =< X, YXY~LY2XY=2,Y3XY =3, .. ,ym-ixyl-mym | (X)P = (YXY~1)P
= (Y2XYy 2)p= .= (YmIxyl-m)p=(ym)*=1>
S Ly * Ly * cxLp* 1L

m tane

bigimindedir.

Ispat : Bolim grubunun sunusunda tiim elemanlarm m. kuvvetleri birim
elemana esit olacagindan ve (m,p) = 1 oldugundan X = I bagmntis1 elde edilir.

Boylece boliim grubu;
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H,.,A)
p,® — = m_— R2 = 2 — ~
A, (A <Y,R|Y R (YR)*=1>=D,,

seklinde elde edilir. Ardindan bu boliim grubu i¢cin Schreier transversalini;
T={LY,Y3Y3..,Y™L RYRY?R,Y3R,...,Y" 1R}

olarak sectikten sonra Reidemeister-Schreier metoduna gore tiim ¢arpanlar asagidaki

gibidir.

Sy=LX.(Dt=X Sy=LY.(")t=1
Syy=Y.X.(Y) ' =vxy! Syy=Y.Y.(¥)l=]
Syzy =Y2.X. (Y3 1 =y2xy 2 Sz, =Y2Y. (Y31 =1
Sym-1, = Y™ L x (ym1)~1 = ym-ixyi-m Sym-1, =YMLy ()"t =ym
Sex =R.X.(R)~'=xP1 Spy=R.Y.RY) 1=1
Syrx = YR.X.(YR)™* = yxp-1y-1 Syry = YRY.(R) 1=1
Sy2px = Y2R.X.(Y2R)™* = y2xP 1y -2 Sy2py = Y2R.Y.(YR) ™! =1

Sym-1gx = Y™ IR X. (Y™ IR)"t = ym-ixplylmm Sym-1p, = Y™ IR Y. (Y™ 2R) 1 =1

Sr=1LR(R)'=1I
Sy =Y.R.(YR)™1=1
Sy2p =Y2R.(Y?R) 1 =1

Sym-1p = Y™ LR (Y™ L R)L = |
Sgr =R.R.(D71=1
Syrr=YR.R.(Y) 1=1
Sy2gr = Y2R.R.(Y2)™ =1

Sym-ipp = Y™ IR R (Y™ )1 =

Yukarida 3 siitun halinde gerceklesen adimlardan X iiretecinin siitununa
dikkat edersek toplam 2m adet satwr vardir. Dahas1 her bir satirda elde edilen iiretecin
tersi alttan ayni siradaki satirda bulunmaktadir. Ayrica Reidemeister-Schreier

yeniden yazma yontemine gore bagintilar asagidaki gibielde edilir.
Pl = — XP
T(IXPI) = S;xSix - Six =X
p tane

(Y1) = Sy SyySy2y o Sym-1,Spy o = (YT
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T(YXPY™1) = Spy Syx - Syx Syzy = (YXY 1P

p tane

T(Y2XPY™2) = Sy Syy Sy2x - Sy2x Sy3,Spéy = (Y2XY72)P
————

p tane

Algoritma bu sekilde devam ettirilirse sadece bilinen bagintilarla karsilagilir.
Sonug olarak;

A™, (D) =< X, YXY~LY2XY 2 Y3XY 3, .., Y™ iIXy ™ ym | (X)P
= (YXY—l)p — (YZXY-Z)p = = (ym—lxyl—m)p — (Ym)oo =]

>EZp*Zp*...*Zp*Z

m tane

elde edilir.o

6.2.7 Ornek : H,(2) kuvvet alt grubunun yapisini inceleyelim. Bélim

grubunu tiim elemanlarin 4. kuvvetlerini birim elemana esitleyerek asagidaki gibi

olusturabiliriz.
H3'°°(A)/—4 =<X,Y,R|X3=X*=Y*=Y*=R?=R*= (YR)? = (YR)*
H3oo(l)

=(XR)?=XR)*=1>
Burada X3 = X* = [ esitliginden X = I elde edilir. Boylelikle 8 mertebeli dihedral

grup yapisindakiboliim grubu;
Hs,oo(/l) _ 4 _ p2 _ 2 _ ~
/H;*OO(A) =<Y,R|Y*=R?= (YR)>=1>=D,

seklindedir. Boliim grubu i¢in Schreier transversalini,

Y ={I,Y,Y%Y3 R, YR Y2R,Y3R}

olarak segtikten sonra Reidemeister-Schreier metoduna gore iiretecler asagidaki gibi

elde edilir.
LX.D™ =X LY.(N) = LR(R) =1
r.x.(m™=rxy™ Y.y.(v)t=1 Y.R.(YR) ' =1
Y2.X.(Y3) "t =Y2XY? Y2y.(r3) =1 Y2.R.(Y2R) L =1

Y.y. ()" l=v* Y3.R.(Y3R) 1 =]

Y3.X.(Y3)l =y3xy—3
RY.(RY) =1 RR (D=1

R.X.(R)™! = X2
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YR.X.(YR)™! =vXx?y~1 YR.Y.(R) =1 YR.R.(Y) 1 =1
Y2R.X.(Y2R)™' =Y2X?Y~2 Y2R.Y.(YR)' =1 Y2R.R.(Y2) 1 =1
YV3RX.(Y3R)™ =Y3X*Y  Y3RY.(Y’R)'=1I Y3RR.(Y3) =1

Yukarida en solda 8 basamakta gerceklesen islemlerde iistten ve alttan ayni
satirda bulunan iiretecler birbirlerinin tersidir. Boylece H,(4) kuvvet alt grubunun

sunusunu;

A, (D) =< X, YXY~LY2XY 2, Y3XY 3, Y* | (X)* = (YXY~1)3= (Y?Xy?)?
= (Y3Xy3)3=(H*°=1>

seklinde elde ederiz.o

6.2.8 Sonu¢ : meZ' ¢ift say1 ve (m,p) =1 olmak iizere ﬁp’m(l)
genisletilmis genel Hecke grubunun m. kuvvet alt grubu A, (1); H, . (4) genrel
Hecke grubunun m. kuvwet alt grubu olan HJ%, (1) ile cakisir. Yani;

H) (D) = Hy, (1) dir.o

meZ* tek sayr oldugu durumda bolim grubu bagmtilar1 arasinda
YMm=(YR)2=1, R?=R™=1] ve X™ = XP =] bulunacaktrr. Bu esitliklerden
X =Y =R =1 elde edilir. Bu ise boliim grubunun sadece birim elemandan ibaret

olduguna isaret eder ki asagidaki teoremi elde etmis oluruz.

6.2.9 Teorem : Z" tek say1 ve (m,p) = 1 olmak lizere H,, ,,(2) genisletilmis
genel Hecke grubunun m. kuvvet alt grubu H, ., (2) grubunun kendisidir. Yani

A™, () = A, (A) dir.o
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7.SONUC VE ONERILER

Bu bolimde calisma boyunca elde edilen sonucglar Ozetlenecek ve

literatiirdeki caligmalarla tartisilacaktir.

Genel Hecke gruplari, Hecke gruplarini da kapsayan Fuchsian gruplarin bir
sintfidir. Dolayisiyla bu calismada elde edilen sonuglar, Hecke gruplari i¢cin de
gecerlidir.

Tezin t¢tlincti bolimiinde H,, , genel Hecke gruplarinda ve Hp, q genisletilmis
genel Hecke gruplarindaki sonlu mertebeli elemanlarmm konjuge smiflari elde
edilmistir. On bilgiler boliimiinde detayh bir sekilde aciklandig1 iizere bir gruptaki
konjuge smniflarint belirlemek grubu tanimak agisindan olduk¢a Onemlidir. S6z
gelimi Mobius doniistimlerinin herhangi bir alt grubunda aymi konjuge sinifinda
bulunan elemanlarn sabit biraktig1 nokta sayilari aynidir. Bu sebeple Ugiincii
boliimde, bahsi gecen gruplardaki sonlu mertebeden elemanlar i¢in bir parcalanis
elde edilmistir. Ayrica belirlenen bu konjuge smiflar1 sayesinde burulmali normal alt
gruplarm  indeksleri hakkida yorumlar da yapilabilecegi aymi bdliimde

gosterilmistir.

Yilmaz Ozgiir ve Sahin [52] nolu ¢alismasinda Hecke ve genisletilmis Hecke
gruplar1 i¢in sonlu mertebeli elemanlarin konjuge smiflarmi ¢alismislardir. Ugiincii
boliimde verilen sonuglar p = 2 degeri i¢cin [52] nolu ¢alismadaki sonuglar ile

cakigmaktadir.

Tezin dordiinct bolimiinde H,, , genel Hecke gruplarmmn cinsi 0 olan sonlu
indeksli normal alt gruplarmin simgeleri incelenmistir. Boyle bir normal alt grup ile
olusturulan béliim grubu kiirenin otomorfizmalari grubu olacaktir. Bu sebeple bolim
grubu sonlu tiggen gruplar olan Z,,D,,,A,,S, ve A; gruplarindan birine izomorf
olacaktir. Dolayisiyla cinsi sifir olan normal alt gruplarm simgeleri H,, , grubundan
bu sonlu iiggen gruplara birer 6rten homomorfizma tanimlayarak elde edilmistir.
Ardindan p Ve q ¢ift sayilarma karsilik gelen genel Hecke gruplarmin, bolim grubu

D,, = (2,2,n) olacak bigcimdeki 0 cinsli normal alt gruplarinin sonsuz sayida oldugu
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belirtilmistir. Bu alt gruplar haricindeki O cinsli normal alt gruplarn sayist da
hesaplanmistr. Cinsi 0 olan normal alt gruplarm simgeleri sayesinde hangi genel
Hecke gruplarinin kag tane cinsi 0 olan burulmasiz alt grubu oldugu hesaplanmistir.

Bu boliimdeki sonuglar [3] nolu ¢ahsmalarmda H, Hecke gruplari i¢in verilen

sonuglarin genel halidir.

Yine dordiinci bolimde p mertebeli ve sonsuz mertebeli ki eleman
tarafindan dretilen H,.,,(4) genel Hecke gruplarmin cinsi 0 olan normal alt
gruplarmm simgeleriyle de ilgilenilmistir. Bu boliimdeki sonuglar i¢in p = 2

secildigi takdirde [6] ve [8] ¢alismadaki sonuglar elde edilir.

Hecke gruplarmin elemanlar1 tek ve cift elemanlar olmak tizere iki smifta
incelenebilir. Cift elemanlar kendi aralarinda 2 indeksli bir normal alt grup
olustururlar. Bu alt grup ¢ift alt grup olarak isimlendirilir. H, Hecke gruplarmin ¢ift
alt gruplarinin yapisi [3] nolu ¢alismasinda incelenmistir. Calta ve Schmidt [25] nolu
calismalarinda genel Hecke gruplari i¢in tek ve ¢ift eleman tanimlarimi vermislerdir.
Bu baglamda tezin besinci bolimiinde H,, genel Hecke gruplarinin ¢ift alt
gruplarmim cebirsel yapilar1 elde edilmistir. Ayrica ¢ift alt grubun komiitator alt

gruplarla iligkisine dair sonuglar da elde edilmistir.

Tezin altinct bolimi H(A) ikinci tip Hecke gruplarmnmn genellemesi olan
H,.(1) ve H,,(4) gruplarmin komiitatér ve kuvvet alt gruplari ile ilgilidir,
Oncelikle H, .,(A) genisletilmis genel Hecke gruplarmm komiitatdr alt gruplarmin

grup sunuslari elde edilmistir. Bu sonuglar p sayisinim tek ve ¢ift olusuna gore farklh

bolim gruplar1 elde edildigi i¢in ayr1 ayr1 ele alinmistir. Buraya kadar elde edilen

sonuglar p = 2 degeri i¢in [6] nolu kaynakta elde edilen H(A) genisletilmis Hecke
gruplari i¢in elde edilen sonuglarla cakismaktadir.

Cahigmanm altinct bdlimiiniin devaminda H,, .,(4) Ve ﬁp,m(l) gruplarinin
kuvvet alt gruplar1 incelenmistir. Oncelikle p saysmin tek ve ¢ift olma durumuna
gore H;ioo(/l) ikinci derece kuvvet alt gruplarinmn sunusu elde edilmistir. H,, ., (4)
grubunun ikinci derece kuvvet alt grubu H, (1) genisletiimis genel Hecke

grubunun birinci komiitator alt grubu ile cakistigi i¢cin bu durum ayr1 olarak

incelenmistir. Daha sonra (m,p) = 1 durumu i¢in H, ,,(4) ve H, (1) gruplarinmn
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m. derece kuvvet alt gruplarinin grup sunusglar1 ve simgeleri elde edilmistir. Kuvvet
alt gruplar ile ilgili verilen sonuglar p = 2 degeri i¢in [6] nolu kaynakta H(A) ve
H(A) gruplarmin kuvvet alt gruplariyla ilgili verilen sonuglar ile gak1g maktadir.

Tezde elde edilen bulgular literatiirdeki ¢alismalarla birlikte tartisildiktan

sonra ileride yapilacak olan ¢aligmalar i¢cin bazi 6neri ve agik problemler asagida yer

almaktadrr.

Bir grubu tanimak i¢cin grubun elemanlarmi bilmek gereklidir. Hecke gruplari
icin H, < PSL(Z,Z[Aq]) kapsamas1 gecerlidir. Tersine PSL(Z,Z[Aq]) halkasinin
hangi elemanlarmmn H, grubuna ait olduguna dair karakterizasyon stirekli kesirler

yardimiyla Rosen tarafindan [58] nolu calismada incelenmistir. Genel Hecke

gruplarmim elemanlarmni belirlemek adina buna benzer ¢alismalar yapilabilir.

Hecke gruplarmin bazi 6zellikleri kuadratik formlar yardimiyla [53-55, 59]
nolu ¢alismalarda incelenmistir. Genel Hecke gruplari ile kuadratik formlar arasinda

bir iliski kurmak miimkiin olabilir.

Tezin {i¢lincii boliimiinde elde edilen genel Hecke gruplarmin sonlu mertebeli
konjuge smiflarma ek olarak eliptik olmayan elemanlarin konjuge smiflar1 da
belirlenebilir. Boylelikle hiperbolik ve parabolik elemanlar i¢cin de bir parcalanis elde

edilebilir.

Tezin dordiincii bolimiinde genel Hecke gruplarmnin cinsi sifir olan sonlu
indeksli normal alt gruplar1 incelenmisti. Buraya ek olarak cinsi sifirdan farkli olan

normal alt gruplarm yapisi ¢alisilabilir.
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9. EKLER

EK A H; , Genel Hecke Grubunun Cinsi Sifir Olan Normal Alt Gruplan

Boliim Grubu Normal Alt Grup
{3 H 4

Z, = (1,2,2) (0;3®,2,00)
T, = (1,4,4) (0;3™,2,00)
Z, = (3,1,3) (0;40),00)
D, = (3,2,2) (0;23,003)
A, =(3.23) (0;2(9,00™)
S, = (324) (0;2012),00(®)
A =(3,2,5) (0;2B9,00(12)
S, = (34,2) (0; 0(12)
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EK B Hgg Genel Hecke Grubunun Cinsi Sifir Olan Normal Alt Gruplan

Boliim Grubu

Normal Alt Grup

{1} Hyg
Z, = (2,1,2) (0;3,8,0)
Z,=(2,21) (0; 3,4, 0(12))
Z, = (1,2,2) (0;6?,4,0)
Z,=(313) (0;2,8®,)
Z,=(144) (0,6, 2,00)
Zs = (6,1,6) (0;8(9),00)
Zg = (1,88) (0;6®,00)
D, =(222) (0;3®,40, )
D, =(3,2,2) (0;2,4,003)
D, =(24.2) (0;3),2,009)
D, =(6,2,2) (0;4(9,00(9))
Dg =(2,8,2) (0;3®,00®)
S,=(243) (0; 3(12) 2(6) 00(®)
A, =(323) (0;2(4)’4(6),00(4))
S,=(324) (0;2®,402 0(®)
As = (3,2,5) (0;2(20, 450 00 (12))
S, = (3,4,2) (0;2®,209,00012))
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EK C Hy,, Genel Hecke Grubunun Cinsi Sifir Olan Normal Alt Gruplan

Béliim Grubu Normal Alt Grup
{I} H9,12
Z, = (1,22) (0; 9P, 6,00)
7, = (1,3,3) (0;9%,4,00)
Z, = (3,1,3) (0; 3’12(3)'00)
Zy = (33,1) (0;3,4,00)
Z,= (1,44) (0; 9, 3,00)
Zs = (1,6,6) (0,99, 2,00)
Zo = (9,19) (0; 12(9)’00)
Z,, =(1,12,12) (0; 902, 00)
D; =(3,2,2) (0;39,6,00)
D, = (9,2,2) (0,6, ™)
A, =(323) (0;3®,6(8,00)
S,=(324) (0;3®,6012,00(9)
Ag = (3,2,5) (0;329, 6639, 60(12)
A, =(332) (0;3™,4 00(®)
S,=(342) (0;3),33),00(®)
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EKD H;,,(4) Genel Hecke Grubunun Cinsi Sifir Olan Normal Alt Gruplan

Boliim Grubu

Normal Alt Grup

Z, = (3,1,3) (0; 03, 0)

Zy = (33,1) (0;00,00)

D; =(3,2,2) (0;0®,00)
A, =(323) (0;0(9,00()
A, =(332) (0; 00(4),()0(6))
S,=(324) (0; o0(12>,oo(6))
S, =(342) (0; oo(6),00(12))
A. = (3,2,5) (0; 00C9,00(12))
A =(3,52) (0; 0(12), 60 (30)
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EK E Hy;5,,(4) Genel Hecke Grubunun Cinsi Sifir Olan Normal Alt Gruplan

Boliim Grubu Normal Alt Grup
Z; = (3,1,3) (0;5,009,0)
Zy = (3,3,1) (0;5,00,00)
Zs = (51,5) (0;3,0,0)
Zs = (551) (0;3,00,00)
Z,s = (15,1,15) (0; 019, o)
Z,s = (15,15,1) (0; 0,000
D; =(3,2,2) (0;53,00,003)
D. = (5,2,2) (0;3®,009,009)
D,s = (15,2,2) (0; 001%),00(19))
A, =(323) (0;5%,00®,00(%)
A, =(3,32) (0,5, 009, 00(®)
S,=(324) (0;5®,00012),60(®)
S,=(342) (0; 5(8),00(6)‘00(12))
As = (3,2,5) (0; 5(20),00(3@,00(12))
As = (3,5,2) (0; 539, 00(12), 00 (30))
As = (5,2,3) (0;302), 0030, 00200
A =(53,2) ((); 3(12),00(20)'00(30))
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