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OZET

GEOMETRIK METOTLAR ALTINDA KELIME PROBLEMIi
VE SONUCLARI

Eylem GUZEL KARPUZ
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Doktora Tezi / Tez Damismam: Prof. Dr. Ahmet Sinan CEViK)

Balikesir, 2009

Bu tez birinci boliim olan giris kismi disinda alti boliimden olugmaktadir.
Ikinci boliimde, grup, monoid ve yar1 gruplarin sunuslar ile ilgili hatirlatmalar
yapilmis ve karar verme problemlerinden olan kelime problemi hakkinda bilgi
verilmistir. Ayrica yeniden yazma sistemi ile ilgili hatirlatmalar yapilip sonlu
tiiretilmis tip kavrami tanitilmistir. Son olarak ise, monoidlerin Cayley grafi ile ilgili
kisa bilgi verilmistir.

Ucgiincii béliimde, homotopik sonluluk durumu olan sonlu tiiretilmis tip
0zelligi monoidlerin Schiitzenberger ¢carpimi {izerinde incelenmistir.

Dérdiincii boliimde, diger onemli bir ¢arpim olan graf ¢carpim incelenmis ve
monoidlerin graf carpiminin sonlu tiiretilmis tip 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek
kosul verilmistir.

Besinci boliimde, monoidlerin kisitlanmis wreath carpimi {izerinde p-
Cockcroft ve alt monoid ayristirilabilirlik o6zellikleri incelenmis ve bazi 6zel
monoidlerin wreath carpiminin kelime probleminin ¢6ziilebilir olup olmadigina yer
verilmistir. Bunun i¢in ilk olarak, Cayley graf kullanilarak wreath ¢arpimin sunusu
elde edilmistir. Daha sonra boliimiin sonuglar1 verilmistir.

Altinct béliimde, yar1 gruplar iizerinde wreath carpim tanimlanmis ve bu
carpimin ¢ozilebilir kelime problemine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar
verilmigtir. Ayrica bazi 6zel yar1 gruplarin wreath carpimi iizerinde genellestirilmis
kelime probleminin ¢oziilebilirligi ¢alisiimistir.

Son boliimde, 6nceki boliimlerde elde edilen sonuglarin bir degerlendirmesi
yapilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Cayley Graf, Graf Carpim, Kelime Problemi,
Schiitzenberger Carpim, Sonlu Tiiretilmis Tip, Sunus, Wreath Carpim.
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ABSTRACT

THE WORD PROBLEM AND ITS RESULTS UNDER
GEOMETRIC METHODS

Eylem GUZEL KARPUZ
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

(Ph.D. Thesis / Supervisor: Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIiK)

Balikesir-Turkey, 2009

This thesis consists of six chapters except introduction part. In the second
chapter, it was recalled group, monoid and semigroup presentations and then
informed on word problem which is one of the decision problems. Moreover, it was
reminded rewriting system and then defined concept of finite derivation type
property. Finally, it was given some information about Cayley graph of monoids.

In the third chapter, the finite derivation type property that is one of the
homotopical finiteness conditions has been investigated on Schiitzenberger product
of monoids.

In Chapter 4, the graph product of monoids has been studied and it has been
given necessary condition for graph products of monoids to have finite derivation

type property.

In Chapter 5, by considering the restricted wreath product of monoids it has
been studied p-Cockcroft and submonoid separability properties on this product.
Then it has been investigated the solvability of the word problem of wreath product
of some specific monoids. To do that it has been obtained a presentation for wreath
product of monoids in terms of Cayley graphs. Then it has been proved main results
of this chapter.

In Chapter 6, by considering wreath products of semigroups, it was given
necessary and sufficient conditions to have solvable word problem for this kind of
semigroups. Moreover, the solvability of the generalized word problem of wreath
product of some specific semigroups was studied in this chapter.

In the last chapter, the results which are obtained from previous chapters have
been summarized.

KEY WORDS: Cayley Graph, Graph Product, Word Problem,
Schiitzenberger Product, Finite Derivation Type, Presentation, Wreath Product.
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1. GIRIS

Bu tezin ana konusunu olusturan kelime problemi, geg¢misi 20. yiizyilin
baslarina dayanan ve Alman matematik¢i Max Dehn tarafindan literatiire kazandirilan
ic temel karar verme probleminden birisidir. Bu problem, iizerinde c¢alisilan cebirsel
yapinin iirete¢ elemanlariyla olusturulan iki kelimenin birbirine esit olup olmadiginm
aragtiran bir algoritmanin varlig1 problemidir. Bu tip bir algoritmanin bulunmasi bu
problemin c¢oziilebilir olmasit anlamima gelmekle beraber, Novikov ve Boone bu
problemin ¢oziilemez oldugu sonlu sunumlu gruplarin var oldugunu ispatlamislardir
[1, 2]. Birlestirilmis Grup ve Yart Grup Teoride oldukca 6nemli bir calisma alani
olusturan bu problemin hangi grup, monoid ve yar1 grup siniflart i¢in ¢oziilebilir,
hangileri i¢in ¢oziilemez oldugu yoniindeki ¢aligmalar olduk¢a 6nemlidir. En fazla
bir bagimtisi bulunan ve her iirete¢ elemani i¢in de§ismeli bagintilarin oldugu
sunuslarin temsil ettikleri gruplarin kelime probleminin ¢oziilebilir oldugu bilinen en
temel 6rneklerdir.

Ayrica bu karar verme probleminin, Geometrik Grup Teori ve son yillarda da
Teorik Bilgisayar Bilimi ve Formal Dil Teorisi ile olan iligkileri de énem kazanan

konular arasindadir [44, 55, 63].

Sonlu ve tam yeniden yazma sistemine sahip bir monoid i¢in kelime problemi
¢oziilebilirdir. Bu durumun tersinin arastirtlmasi, homotopik sonluluk durumu olan
sonlu tiiretilmis tip (FDT) 6zelliginin dogmasina imkan vermistir. Diger bir deyisle,
bu ozellik, yillardir ¢oziilemeyen ve sonunda 1987 yilinda Squier’in bir ¢aligmasinda

([68]) olumsuz olarak yanitlanan asagidaki problem ile ortaya ¢ikmustir.

Problem: “Coziilebilir kelime problemine sahip her sonlu sunumlu monoid

sonlu ve tam yeniden yazma sistemine sahip midir? ”

Bilindigi tizere Grup ve Yar1 Grup Teoride 6nemli olan noktalardan biri de

verilen bir grup, monoid veya yar1 gruptan yeni bir cebirsel yap1 elde etmektir. Bu



ise, calisilan yapinin alt grubunu, alt monoidini incelemekle veya yeni ¢arpimlar
tanimlayarak var olan yapiyr yeni yapilara genisletmekle miimkiin olmaktadir.
Dolayisiyla bu tezin genel amacini, kelime probleminin ve onunla iligkili olan sonlu
tiiretilmis tip 6zelliginin hangi ¢arpimlar altinda kapali oldugu olusturmaktadir. Bu
sonlu tiiretilmis tip 6zelligi, ilk olarak 1998 yilinda Wang tarafindan monoidlerin yar1
direkt carpimi i¢in ¢alisilmis, daha sonra ise monoidlerin serbest ¢arpimina ve bazi
yar1 grup yapilarina genisletilmistir. Tezimizde ise bu homotopik sonluluk 6zelligi,
monoidlerin Schiitzenberger ve graf ¢arpimu lizerinde incelenmistir. Tezin diger
boliimleri ise Grup ve Yar1 Grup Teoride onemli bir yer teskil eden wreath carpim
([53]) tizerine insa edilmis olup, bu ¢arpim altinda kelime probleminin ¢oziilebilirligi

arastirilmustir.



2. TEMEL BILGILER

2.1 Giris

Bu boéliim tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan temel materyallerin
incelenmesi i¢in olusturulmustur. Bu materyaller ile ilgili daha detayl bilgiler [1, 2,

11, 12, 13, 15, 45, 62] gibi kaynaklardan elde edilebilir.

2.2 Sunuslar

Birlestirilmis grup ve yar1 grup teoride dnemli bir yere sahip olan sunuslar,
bircok cebirsel problemin ¢oziimiinde kolaylik saglamaktadir. Tezin bu alt
boliimiinde diger boliimlere hazirlik saglamasi agisindan 6ncelikle grup ve monoid

sunuslar1 daha sonra ise yar1 grup sunusu hakkinda bilgi verilmistir.

2.2.1 Serbest Grup

X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime ile x<x 1 (xeX) eslemesinden

yararlanarak X ' kiimesini tanimlayalim ve de X“ = XU X "' olsun. X * kiimesinin her
bir elemanina Aharf denir. Burada ne N, x;€ X, g;==£1 ve 1<i<n olmak iizere,

X[XS X (2.1)

n

ifadesine X iizerinde bir kelime denir ve w ile gosterilir. w kelimesinin baglangic harfi
Y(w) ile gosterilip, burada (w) = x;" dir. Benzer sekilde bitis harfi ©(w) ile gosterilip,
(2.1) deki kelimenin bitis harfi 7(w) = x> dir. Ozel olarak n = 0 ise bos kelime elde

edilir ve 1,, ile gosterilir. (2.1) deki gibi bos olmayan bir kelime (#>0) i¢in her



g; = +1 oluyorsa w kelimesine pozitif kelime denir. Ayrica (2.1) deki w kelimesinin

tersi x, “x % ---x; % kelimesi olarak tamimlanir ve w' olarak gosterilir.

(2.1) de verilen w kelimesinin uzunlugu, w icindeki harflerin sayis1 olarak

tanimlanir, ayrica w kelimesindeki herhangi bir x harfinin uzunlugu da Z|gi| olarak

X;=x

hesaplanir ve bunlar sirasiyla /(w) ve [(w) ile gosterilir.

X kiimesi iizerinde verilen iki kelime w ve u olsun. w ve u kelimelerinin
carpimini, w kelimesinin arkasina u kelimesini getirip yan yana yazarak elde ederiz
ve bu carpim wu ile ifade edilir. Verilen bu carpim altinda kelimeler lizerinde

asagidaki sekilde islemler tanimlanabilir.

(I) &= +1 olmak lizere, herhangi bir kelime i¢inde x°x™® ¢iftleri varsa, bu
ciftler silinir. Yapilan bu isleme indirgeme islemi denir.
(D" &=+l olmak iizere, herhangi bir kelimeye x*x* seklindeki ters harf

ciftleri eklenebilir. Bu isleme de kelime lizerinde ekleme islemi denir.

X kiimesi iizerindeki iki kelime w ve w' olsun. Eger bu kelimelerden biri
digerine yukaridaki (I) ve (I)" islemlerinin sonlu sayidaki uygulamasiyla elde
ediliyorsa, bu iki kelimeye serbest olarak egit denir ve bu w=w' ile gosterilir. Aslinda
~ olarak gosterilen serbest olarak esitlik, bir denklik bagintisidir. Dolayisiyla
herhangi bir w kelimesini igeren serbest denklik siifi [w] ile gosterilir. Eger X
kiimesi tlizerindeki tiim kelimelerin serbest denklik siniflarinin kiimesini #(X) ile

gosterirsek, £(X) lizerindeki ¢arpma islemi

[w]lu] = [wu] (2.2)

olarak tanimlanir ve bu ¢arpma islemi iyi tanimlidir. Bu carpma islemi altinda F(X)

bir grup olusturur ve olusan bu gruba X kiimesi lizerindeki serbest grup denir.

X kiimesi lizerinde alinan u, v ve w kelimeleri i¢in w’=uwyv esitligi varsa bu

durumda w kelimesine w’ kelimesinin alt kelimesi denir. X kiimesi tizerindeki bir



kelime, x,“x, " (x, € X,&, =*1) harf ciftini icermiyorsa bu kelimeye indirgenmis
kelime denir. Buna ek olarak, (2.1) deki gibi bir kelime i¢in x' # x,” ise bu

kelimeye devirsel indirgenmiyg kelime denir.

Asagidaki sonu¢ grup sunuslarinin olusturulmasinda onemli bir yer teskil

etmektedir.

2.2.1 Teorem (Normal Form Teoremi) [15]: Her bir denklik sinifi tek bir

indirgenmis kelime icerir.
2.2.2 Grup Sunuslan

X bir kiime (iirete¢ sembollerinin kiimesi) ve R de X kiimesi iizerindeki
devirsel indirgenmis kelimelerden olusan bostan farklt bir kiime (baginti

kelimelerinin kiimesi) olsun. Bu durumda,
p=(X:R)

ikilisine bir grup sunusu denir [45]. X ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise

sunusu sonludur denir.

X kiimesindeki kelimeler tizerinde, yukaridaki (I) ve (I)" islemlerine ek olarak
asagidaki islemleri kullanarak, g sunusu ile bir grup tanimlariz. Bunun i¢in X
kiimesi lizerinde bir kelime w olsun.

(I1)  w kelimesi #* (reR, € = +1) seklinde bir alt kelime igeriyorsa bu alt
kelimeyi sileriz.

(ID'  w kelimesi i¢inde herhangi bir yere * (reR, € = +1) alt kelimesini

ekleriz.

X kiimesi iizerinde iki kelime w; ve w;, olsun. Eger w; kelimesinden w,

kelimesine sonlu sayida (I)"', (II)"' islemleri ile ulagilabiliyorsa, wi ve w,



kelimelerine 2 sunusuna bagli olarak denk kelimeler denir ve bu denklik wy ~  w>

ile gosterilir. Buradaki ~ , bagintis1 X izerindeki biitiin kelimelerin kiimesi tizerinde
bir denklik bagintisidir.  Ayrica w kelimesini igeren denklik siifini [w], ile

gosterirsek, bu denklik sinifi izerindeki ¢arpma islemi

[wil, [w2], =[wiwa],

seklinde tanimlanir ve bu ¢arpma isleminin 1yi taniml oldugu kolayca gosterilebilir.
Bu ¢arpma islemi altinda, tiim denklik siniflarinin kiimesi bir grup olur. Bu grup

G( ) ile gosterilip, G( §) grubunun birim elemani [1]  ile ifade edilir.

12
Eger G = G(§) ise G grubu  ile sunuluyor (ya da £ sunusunun temsil

ettigi grup G dir) denir. Simdi N = {[r] : re R} kiimesini grubun normal kapanisi

olarak tanimlarsak, asagidaki teorem elde edilir.

2.2.2 Teorem:
G() = HX)/N
dir.
Ispat: £ sunusunun temsil ettigi G( §2) grubu ve X kiimesi igin,
Yo : X — G(§)
x = [x],
doniisiimiinii tamimlayalim.  Evrensel Déniisiim Ozelligi ([15, 35]) geregi, bu
doniisiimiin genislemesi olan
v HX) — G(§)
[w] = [w],,
bi¢iminde bir tek homomorfizma vardir ve de y | x = yo (y nin X iizerindeki
kisitlanig1) dir. Burada y homomorfizmasi ortendir. Ayrica Ceky = N dir.

Dolayistyla 1. Izomorfizma Teoremi geregi
G(§) = £F(X)/N

bulunur. O



2.2.3 Ornek: X kiimesi iizerindeki serbest grubun sunusu @=(X;)

seklindedir. Burada dikkat edilirse bagint1 kelimelerinin kiimesi R bos kiimedir.

2.2.3 Monoid Sunuslar

M bir monoid ve 4 da bu monoidin iirete¢ kiimesi olmak iizere, 4" kiimesi 4
iirete¢ kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir uzunluklu kelimelerin kiimesi
olarak tanimlanir. Bununla beraber monoidler i¢in tanimlanan kelimeler ise

A" =A4"U {1} kiimesinden alinur.

2.2.4 Tanim: A bostan farkli bir kiime (iirete¢ kiimesi) ve U cA” xA4" olacak

sekilde U alt kiimesi, bagint1 kelimelerinin bir kiimesi olsun. Bu durumda
Pu=[4;U]

ikilisine bir monoid sunugu denir. Gruplarda oldugu gibi 4 ve U kiimelerinin her ikisi

de sonlu ise §2,, sunusu da sonludur.

Asagidaki verilecek teoremlerde Onemli bir yer olusturan “kongriians”
terimini agiklayalim:

M bir monoid (S bir yar1 grup) ve p, M lzerindeki (veya S) bir denklik
bagintis1 olsun. Her x, y, se M (veya S) i¢in (x,y) € p = (xs,ys) € p oluyor ise p
bagintisina bir sag kongriians bagintist denir. Benzer olarak, her x, y, s€ M igin,
(x,y) € p=(sx,sy) € p oluyor ise bu p bagintisina bir so/ kongriians bagintisi
denir. Eger p bagmtisi hem sag hem de sol kongriians oluyor ise bu p bagintisina
kongriians bagintist denir. (Yada her (x;, y;) € p (i=1, 2) i¢in,

(x1, y1).( X2, 12) = (x1x2, ¥1)2) € p ise p bagmtisina kongriians bagintisi denir).

2.2.5 Teorem: M bir monoid, 4 da M igin bir lirete¢ kiimesi ve p, A" kiimesi

tizerinde U bagint1 kiimesini igeren en kii¢iik kongriians olsun. Bu durumda



M=A4"/p

dir.

2.2.4 Yar1 Grup Sunuslar1

Yar1 grup ve yart grup sunuslari, grup ve monoid cebirsel yapilarina gore
calisilmasi daha zor yapilardir. Yari grup sunuslarinda genel olarak iki tip problem
vardir. Birincisi verilen bir yar1 grubun sunusunu bulmak, digeri ise verilen bir sunus
tarafindan temsil edilen yar1 grubu bulmaktir. Bu yar1 grubun belirlenmesinden sonra
bu yar1 grubun bir¢ok cebirsel 6zellige sahip olup olmamasi da yar1 grup teoride

calisilan 6nemli bir konudur.

2.2.6 Tanim: A bostan farkli bir kiime (zirete¢ kiimesi) ve Rc A" x A"
kimesi, u,ve A" igin (u,v)eR (ki bu genellikle u=v seklinde gosterilir)
elemanlarindan olusan bir bagint kiimesi olsun. Bu durumda 4={q,,a,,...,a,} ve

R={u, =v,...,u, =v,} i¢in,

n

o =[A;R] :[al,...,am S U =V, :vn]

ikilisine bir yari grup sunusu denir. Eger A kiimesi sonlu ise (¢, sunusunun temsil
ettigi yar1 gruba sonlu iirete¢lidir, A ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise g

sunusunun temsil ettigi yar1 gruba sonlu sunumludur denir.

2.2.7 Tammm: @ =[4;R] bir yar1 grup sunusu ve w,,w, € 4° olsun. Eger
a,fe A" ve (u,v)eR (yada (v,u)eR)igin w,=auf ve w,=avp oluyorsa, w,
kelimesiw, kelimesinden elde ediliyor denir. Ayrica w, ve w, kelimeleri arasinda,

VisVases, € A* olmak tizere, w, =7,,7,,....7, =w, seklinde sonlu bir dizi varsa (ki



burada her bir y,,,, 7.’

l

den R bagntisi ile elde edilir), w,=w, bagntis1 R bagintisinin
(veya alternatif olarak ¢, sunusunun) bir sonucudur denir.

Herhangi bir w kelimesinin ¢, sunusuna bagli olarak denklik smifi [w] o

bigimindedir.

2.2.8 Teorem: S bir yar1 grup, 4 kiimesi S i¢in bir iirete¢ kiimesi ve p, A"

kiimesi tizerinde R bagint1 kiimesini iceren en kiigiik kongriians olsun. Bu durumda
S=A/p
dir.

Sunus ve onun temsil ettigi yar1 grup calisilirken asagidaki sonucu kullanmak

gerekir.

2.2.9 Teorem: (¢ =[A;R] bir yari grup sunusu ve S = A"/p ise bu sunusun
temsil ettigi yar1 grup olsun. w,w, € 4° i¢in, w, =w, bagntisinin S iginde

saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul onun ¢, nin bir sonucu olmasidir.

2.2.10 Ornek: (a) [ @ ; a* = a ] sunusunun temsil ettigi yar1 grup {a} ile

tiretilen tekil yar1 gruptur.

(b) [ a ; d"" = d" ] sunusunun temsil ettigi yar1 gruba n+r-1 mertebeli devirli

(monojenik) yar: grup denir.

Not: Her yari grup sunusu ayni zamanda bir monoid sunusu haline
getirilebilir. Ornegin [4 ; R] sunusunun temsil ettigi yar1 grup S olsun. Bu yar1 gruba
birim eleman eklenerek [4 ; R] sunusunun temsil ettigi bir monoid elde edilir. Eger S
yart grubu e€4 ile temsil edilen bir birim eleman igeriyorsa bu durumda

[4; R, e=1]sunusu S i¢in bir monoid sunusu olacaktir.



Simdi [B ; O] sunusunun temsil ettigi monoidi M olarak alalim. O halde

[B,e; 0 ,e*=e,eb=be=0b(beB)]

sunusu M igin bir yari grup sunusudur. (Burada O bagmti kiimesi Q bagnti
kiimesindeki w = 1 formundaki her bir bagintinin w = e bagintisiyla yer degistirildigi

bir kiimedir).

Bununla birlikte < 4 ; R > sunusunun temsil ettigi grup G iken,
[A, 4" R, aa' =a'a=1 (a€A)]
sunusu G i¢in bir monoid sunusudur. (Burada A™' = {a™'; a €4} kiimesi 4 dan farkli

ama A nin elemanlari ile bire-bir eslemeli yeni bir kiimedir).

2.2.5 Tietze Doniisiimleri

¢ =[A;R] bir yar1 grup sunusu olmak {izere, bu sunus iizerinde asagida

verilen maddeler Tietze doniisiimlerini olusturur [64].

(T1) u=v bagmtisi [4;R] sunusunun bir sonucu ise (diger bir deyisle R
bagint1 kiimesindeki bagintilardan elde edilebiliyorsa), bu baginti [4;R] sunusuna
eklenir.

(T2) (T1) doniisiimiiniin tersi uygulanir.

(T3) Herhangi bir we 4" igin, [A;R] sunusuna yeni bir b {ireteg¢ eleman1 ve
b =w bagintis1 eklenir.

(T4) (T3) doniisiimiiniin tersi uygulanir.
Asagida verilen teoremin ispati Ruskuc tarafindan [64] de ispatlanmistir.
2.2.11 Teorem (Tietze Teoremi): Iki sonlu sunusun aym yar1 gruba ait

olabilmeleri i¢in gerek ve yeter kosul bunlardan birine sonlu sayida (T1), (T2), (T3)

ve (T4) dontisiimlerinin uygulanmasiyla digerinin elde edilmesidir.
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Yar1 gruplar i¢in verilen bu doniisimler monoid yapisi lizerinde de ayni

sekilde uygulanir. Grup yapisi i¢in ise [35] kaynagina bakilabilir.

2.3 Karar Verme Problemleri

Grup, monoid ve yar1 gruplar i¢in tanimlanan sunuglarinin kullanim amaglari,
sadece ait olduklar1 cebirsel yapilarin mertebelerini bulmak veya bu cebirsel yapilarin
genel bir karakterizasyonunu yapmak igin degildir. Ozellikle son g¢eyrek yiizyil
igerisinde, cebirsel yapilarin sahip olduklari sunuslar kullanilarak bu yapilar tizerinde
tanimlanan bazi 0zel problemlerin c¢oziimleri icin de genis calisma alanlar
olusturulmustur.

Problem, ele aliman bir soruya karsilik bu sorunun cevabini veren bir
algoritmanin (veya metodun) bulunup bulunmamasidir.

Cevabi1 “evet” veya “hayir” olan problemlere karar verme problemleri denir.
Eger verilen bir problemi ¢dzmek i¢in bir algoritma (veya metod) varsa bu karar
verme problemine ¢oziilebilir, boyle bir algoritma yoksa o zaman da bu karar verme

problemine ¢oziilemez denir.

Asagidaki ii¢ temel karar verme problemi 1911 yilinda Max Dehn tarafindan
ortaya atilmistir [1, 2].

e Kelime Problemi: G sonlu sunuslu bir grup olsun. G nin iiretecleri ile

olusturulan keyfi bir w kelimesinin bu grubun birimine esit olup olmadigina karar

veren bir algoritmanin varliginin arastirilmasi problemidir.

__rw= 15 ise “evet”
\

K Metod
weXUX') —»

w# lgise “hayir”

Burada w sembolii ile X iirete¢ kiimesindeki elemanlar ve bunlarin terslerinden
de olusan bir kelimeyi gosterelim. Eger w kelimesi grubun birimini veriyorsa

cevabimiz “evet”, grubun birimini vermiyorsa cevabimiz “hayir” dir. Iste bu sekilde
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bir metod veya algoritma bulunabilirse bu sonlu sunumlu G grubu igin kelime
problemi ¢oziilebilirdir denir. Ornegin [62] de Rotman serbest gruplarm kelime

probleminin ¢oziilebilirligini gdsteren giizel bir algoritma vermistir.

e Eslenik Problemi: G sonlu sunuslu bir grup olsun. G nin iiretegleri ile

olusturulan keyfi u ve v kelimelerinin G nin eslenik elemanlar1 olup olmadigina karar

veren bir algoritmanin varliginin arastirilmasi problemidir.

___—» uileveslenik ise “evet”

K Metod
u,ve(XUX') ——»

u ile v eslenik degil ise

“haylr”

o Izomorfizma Problemi: Sonlu sunusa sahip herhangi iki grubun birbirine

izomorf olup olmadigina karar veren bir algoritmanin var olup olmamasi problemidir.

> G=H ise “evet”

T G%£H ise “hayir”

Metod
G ve H grup———»

Birlestirilmis grup ve yar1 grup teori konusunda ¢aligan bir¢ok matematikei,
bu problemlerin her birisiyle ayr1 ayri ilgilenip bazilarinin yeni uzantilarim
(genellestirilmis kelime problemi veya iiyelik problemi) elde etmislerdir. Ayrica
gruplar lizerideki kuvvet ve mertebe problemleri de son yillarda nem kazanan yapilar
arasindadir. Bu problemlerin 6zellikle kelime ve eslenik problemleriyle olan iliskileri

literatiirde mevcuttur.

Kelime problemi birgok grup sunusu igin ¢éziilebilirdir. Ornegin en fazla bir
bagintisi olan sunuslar ve her bir a ve b iireteg elemant i¢in, ab = ba bagintisini igeren
sunuglar icin kelime problemi ¢oziilebilirdir. Ayrica kelime problemi ¢oziilebilen

gruplara bir bagka ornek olarak basit gruplar verilebilir. Bilindigi gibi sonlu sunuslu
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herhangi bir grup i¢in eslenik probleminin ¢o6zilebilirligi kelime probleminin
coziilebilirligini gerektirmektedir. Ancak bu durumun tersi dogru degildir. Yani
kelime problemi c¢oziilebilen fakat eslenik problemi ¢oziilemeyen grup Ornekleri
mevcuttur.

Kelime probleminin Formal Dil Teorisi ile olan iligkisi de son yillarda
calisilan konular arasindadir. Bununla ilgili bilgilere [55, 63] gibi kaynaklardan

ulasilabilir.

2.4 Yeniden Yazma Sistemi

Bu yap1 her ne kadar matematigin cebirsel kisminda ¢aligilan bir konu olsa da,
anlami ayni fakat dili farkli olan degisik basliklar altinda bircok bilim dalinda da
bulunabilir. Biz ise genel bir tabirle, bu yeniden yazma sistemi ile verilen yapiy1
(bizim i¢in bu yapilar kelimelerdir) belli kurallar g¢ercevesinde bagka yapilara

doniistiirecegiz (yani verilen yapiy1 yeniden yazacagiz).

Yeniden yazma sistemi, Ozellikle monoid ve yar1 gruplardaki kelime
problemleri i¢in temel bir metottur. Ciinkii bu tip yapilar gruplara gore biraz daha
genel olduklar i¢in (yani monoidler i¢in bir elemanin tersinin ve yar1 gruplar icin de
buna ek olarak birim elemaninin bulunmamasi) bu cebirsel yapilar {izerinde
tanimlanacak kelime probleminin ¢6ziilebilirligi i¢in gruplara gore baska 6zelliklerin
de aranmasmi gerektirmektedir. Ornegin, gruplarda elemanlarin temsilci kiimesini
olusturarak verilen bir kelimenin bu kiimedeki grubun birimine esit olup olmadigini
arastirtyorduk. Ancak monoidlerde, bu temsilci kiimesini olusturabilmek i¢in verilen
bir kelimenin indirgendigi tek bir kelime bulmamiz gerekmektedir. Eger indirgenen
kelime tek degil ise temsilci kiimesinden alinan iki eleman aymi kelimeyi temsil
edeceginden, ki bu da temsilci kiimesinin 6zelligine uymaz, bu durumda monoid i¢in
kelime problemi ¢dziilemezdir. Bu durumu daha ayrintili incelemek igin ilk olarak

temel tanimlart verelim.

Sonlu bir X alfabesi icin, X  bu alfabedeki harflerden olusan biitiin

kelimelerin kiimesi ve A bos kelime olsun. X iizerindeki yeniden yazma kural1 aslinda
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(I,rye X *xX* geklindeki sirali ¢iftlerdir. Bu kural (/—r) seklinde gosterilir.

Buradaki / kelimesi so/ yan, r kelimesi ise sag yan diye adlandirilir. Yeniden yazma
sistemi X tizerindeki yeniden yazma kurallarimin bir kiimesidir ve bu sistem R ile
gosterilir. X " kimesindeki kelimeler arasindaki bu bagint1 (—y) icin asagidaki kural

tanimlanir:

X lizerindeki u ve v pozitif kelimeler olmak tlizere, u—zv olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul x, ye X~ ve (I—r)eR i¢in u = xly ve v = xry olmasidir.

2.4.1 Tamm: Bir ueX kelimesi icin u—p v olacak sekilde bir veX
kelimesi varsa bu u kelimesine indirgenir kelime denir. Aksi durumda ise (yani
u—gv olacak bicimde bir v kelimesi yoksa) bu u kelimesine indirgenemez kelime

denir.

2.4.2 Onerme [12, 13]: Tanimlanan bu — bagmtisinin yansimali, gecismeli

kapanisi olan — g kuraly, aslinda R tarafindan iiretilen bir indirgeme bagntisidir.

* .. - * - . .
2.43 Tamm: u,veX icin efer u— p v bagintis1 varsa ve v kelimesi

indirgenemez ise, bu v kelimesine u kelimesinin normal formu denir.

2.4.4 Tanmim: Bu —; bagintisinin yansimali, simetrik ve geg¢ismeli kapanisi, ki
bunu g ile gosterelim, R tarafindan iretilen bir Thue kongriianstir [12]. Bir
weX  kelimesi i¢in w nin kongriians simifi {ueX | ue g w } olup, bu denklik
siifi [w]g ile gosterilir. Ayrica X /< biitiin kongriians simflarimin kiimesini

gosterir. u ve v kelimelerinin kongriians siniflarinin ¢arpimi

[u]r[V]r= [uv]r
seklindedir. Bu c¢arpma islemi birlesme 6zelligini saglar ve [A]z birim elemandir.
Boylece X " /" g bir monoiddir ve [X ; R] cifti bir monoid sunusudur. Bu sunustaki

iirete¢ kiimesi X sonlu ise bu monoide sonlu iiretecli monoid, hem X hem de R sonlu

ise 0 zaman bu monoide sonlu sunumlu monoid denir.
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Bir R yeniden yazma sistemi i¢in kelime problemi, verilen iki u ve v kelimeleri
icin ue g v nin saglanmip-saglanmamasidir. Yani bu iki kelimenin, belli bir kural
altinda birbirine denk olup olmamasinin incelenmesidir. Bunun icin oncelikle bazi

tanimlar1 verelim.

R yeniden yazma sistemi olmak iizere,
2.4.5 Tanim:
I) R sistemi i¢in kelimeler arasinda
Uj—RU>R U3 R...
seklinde sonsuz bir zincir yoksa, bu yeniden yazma sistemine Noetherian ya da sona
ermis denir.
IT) R sisteminden alinacak biitiin u, v, we X " kelimeleri igin,
u—>*R Vv ve u—>*R w iken v—>*Rz ve w—>*Rz
olacak sekilde bir ze X" kelimesi varsa, bu yeniden yazma sistemine elmas kurali

(confluent) denir. Bu durum sekilsel olarak asagidaki gibi gosterilebilir:

/ ~.
N

Sekil 2.1

2.4.5 Tanim’a ek olarak, verilen bir sistemden yeni 6zellikler de tiiretilebilir.
2.4.6 Tammm: Hem Noetherian hem de confluent 6zelliklerini saglayan

yeniden yazma sistemine fam (complete ya da convergent) denir.

Tam sistemler kullanilarak agsagidaki dnemli sonug elde edilir:
2.4.7 Teorem [12]: Eger R yeniden yazma sistemi tam ise, bu sistem i¢indeki
her bir kelime tek bir normal forma sahip oldugundan, bu R yeniden yazma sistemi

coziilebilir kelime problemine sahiptir.

2.4.7 Teorem’in ispatinda diislince tarzimiz, verilen sistem tam oldugu i¢in
kelimelerin sonlu sayida adimla bagka kelimelere indirgendigi ve indirgenen bu

kelimelerin de birbirine esit oldugu seklindedir. Eger indirgenen bu kelimeler
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birbirine esit olmasaydi, bu durumda bir kelime farkli iki sekilde ifade

edilemeyeceginden, bu sistem i¢in kelime problemi ¢oziilemez olurdu.

Bir [X ; R] sunusunun yeniden yazma sisteminin tam oldugunu gostermek i¢in
iki adim uygulanir. Bunlardan ilki bu sistemin sona ermis oldugunu gostermektir.
Bunun i¢in X" daki kelimeler arasinda bir takim indirgeme siralamasi olmasi gerekir
(uzunluk, agirlik, soldan sézliik siralama, uzunluk ve soldan s6zliikk siralamasi gibi).
Ikinci adim ise bu yeniden yazma sisteminin confluent oldugunu gdstermektir.
Bunun i¢in ise biitliin kritik ¢iftlerin ¢oziilebilmesi gerekir. Buradaki kritik ¢ift ile
anlatilmak istenen; u, v, w, p ve ¢ kelimeleri X" da olmak iizere uv = p ve
vw = g (v bos kelimeden farkli) bagintilarindan elde edilen {pw, ug} kelime
ciftleridir. Bu {pw, uq} kritik ¢iftin ¢oziilebilir olmas: demek ise,

* *
pWw— rZ V€ UG— RZ

olacak sekilde bir ze X " kelimesinin elde edilebilir olmas: demektir.

Bir sistem ilk incelendiginde confluent degil ise bu durumda bu sisteme
Knuth-Bendix algoritmasi uygulanarak sistemin confluent haline getirilmesi saglanir
([13]). Bu yeniden yazma sistemi sadece Birlestirilmis Grup ve Yart Grup Teoride
degil ayn1 zamanda Halka Teoride de 6nemli bir yere sahiptir. Ornegin tam yeniden
yazma sisteminin degismeli olamayan Grdbner taban teorisiyle olan iligkisi son
yillarda c¢alisilan konular arasindadir. Bu iliskiye Ornek olarak [23] ve [31]

kaynaklar1 verilebilir.

2.5 Sonlu Tiiretilmis Tip Ozelligi

2.5.1 Ozelligin Tamtimi

Tam yeniden yazma sistemine sahip sonlu sunumlu bir monoid i¢in kelime

probleminin ¢oziilebilir oldugu bir 6nceki alt boliimde anlatilmisti. Bilindigi gibi bu

sonug, alman keyfi iki kelimenin sonlu adimda tek bir indirgenmis kelimeye sahip
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olmas1 gergegi ile miimkiindiir. Ancak bu sonucun tersi yillardir ¢éziilemeyen bir

problem olarak kalmistir.

Problem: “Coziilebilir kelime problemine sahip her sonlu sunumlu monoid

sonlu ve tam yeniden yazma sistemi ile ifade edilen bir sunusa sahip midir?

Bu problem sonunda 1987 yilinda Squier tarafindan negatif olarak yanitlandi
[68]. Squier bu ¢aligmasinda ¢6ziilebilir kelime problemine sahip dyle sonlu sunumlu
monoidler vardir ki bu monoidlerin sunuslari sonlu ve tam yeniden yazma sistemine
sahip olmadigini gostermistir. Bu c¢alismadaki yaklasim homolojik cebire
dayanmaktadir ve gdsterilmistir ki sonlu ve tam yeniden yazma sistemine sahip bir
monoid ayni zamanda homolojik sonluluk durumu olan FP; (bu ve diger homolojik
sonluluk durumlarina bu tezde yer verilmemis olup ancak bu alanda c¢alisan diger
matematikciler i¢in oldukca Onemli yapilardir) Ozelligini de saglamaktadir. Bu

gereklilik ise asagidaki problemi ortaya ¢ikarmistir.

“Acaba FP; ozelligi, ¢oziilebilir kelime problemine sahip sonlu sunumlu bir
monoidin sonlu ve tam yeniden yazma sistemine sahip olabilmesi i¢in sadece gerekli

degil ayn1 zamanda yeterli midir?”

Bu problem igin de hala ¢oziim aranirken Kobayashi, Squier’in [68] deki

calismasin1 FP; 6zelligine gore daha gii¢lii bir sonluluk durumu olan FP~ 06zelligi

icin gelistirmis olup, sonlu ve tam yeniden yazma sistemine sahip bir monoidin FP~

homolojik 06zelligini sagladigini ispatlamistir [40]. Bu sonu¢ da dogal olarak bu
iligkinin tersinin dogru olup olmadigini dogurmustur. Bu durumun saglanmadigi [67]
de, sonlu tiiretilmis tip 6zelliginden yararlanilarak gosterilmistir. Squier [67] deki bu
calismasinda sonlu tiiretilmis tip Ozelligini literatiire kazandirmis; sonlu ve tam
yeniden yazma sistemine sahip bir monoidin bu 06zelligi saglamasi gerektigi gibi

onemli bir sonucu ispatlamistir.

Bu sonlu tiiretilmis tip 6zelliginin altinda iki ana fikir yatmaktadir. Bunlardan

ilki, her bir monoid sunusuna bir grafin iliskilendirilmis olmasidir. ikinci ana fikir
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ise, bu graftaki biitiin yollarin kiimesi tlizerindeki denklik bagintilarinin 6zel bir
sinifin1 (koleksiyonunu) belirlemeye dayanmaktadir. Bu denklik bagintilari; 2.5.2
Alt Bolim’de ayrintili olarak aciklanacak olan “homotopi bagintilar1” olarak

adlandirilir.

Ayrica Squier [68] deki ¢alismasinda,

trete¢ elemanlart: a,b,t,X,,...,X,, V5o Vi 5

at"b=A4,(n=0) (P,)

x;a=atx;, (4,)
bagintilar cxt=1tx,, (T)

x;b=>bx,, (B,)

x,y, =4, (Q)(A<i<k)

bi¢iminde olan sonlu sunumlu S, (i > 1) monoidleri tanimlamistir ve gostermistir ki

e her bir S, (i >1) monoidi i¢in kelime problemi ¢oziilebilirdir,

e her bir i>22 i¢in, S, monoidleri FP; homolojik sonluluk durumunu

saglamaktadir.

Dolayisiyla S, (i > 2) monoidlerinin higbiri sonlu ve tam yeniden yazma sistemine
sahip degildir. Oysa ki S, monoidi FP; 6zelligini hatta FP~ homolojik sonluluk
durumunu saglamasina ragmen bu monoid i¢in sonlu ve tam yeniden yazma sitemine
sahip bir sunus olusturulamamugtir. S, sonlu sunumlu monoidi i¢in elde edilen bu
sonuglar agagidaki gibi 6zetleyebilirz:

e (Coziilebilir kelime problemine sahiptir.

e FPs homolojik sonluluk durumunu saglamaktadir.

e Sonlu ve tam bir sunusa sahip degildir.
Sonlu tiiretilmis tip 6zelliginin homolojik ve topolojik sonluluk durumlariyla
olan iligkileri [16, 18, 19, 41, 42, 43, 52, 58] kaynaklarinda ayrintili olarak
calisilmustir.
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2.5.2 Temel Tanim ve Sonuclar

[X ;r] bir monoid sunusu olsun. Her bir Rer elemamn R, =R,

+
bigimindedir. [X ;r] ile tanimlanan monoid X 1n r ile iiretilen en kiiciik
kongriians ile olan bolimiidiir.

[X ;r] in belirttigi graf ' =T'(X;r) olmak iizere, bu grafin koseleri X~ m
elemanlari ve kenarlan e=(U,R,&,V) (U,V eX ,Rer,s=+1) bicimindeki
dortliillerdir.  Bir e kenarmin baslangici, bitisi ve tersi sirasiyla (e)=URJV,
t(e)=UR_V ve e =(U,R,~¢,V) seklinde tammlanir. Ayrica X  in I iizerindeki
iki-yanli hareketi su sekilde tanimlamir. Eger W,W'e X~ ise bu durumda I'’ nin
herhangi bir V kosesi igin, WV W'=WVW'(X igindeki ¢arpim) ve I'’ nin
herhangi bir e=(U,R,¢,V) kenart i¢cin W.eW'=(WU,R,s,VW") dir. Bu hareket I’
daki yollara da genisletilebilir.

P(I") kiimesi I' daki biitiin yollarin kiimesi ve

PP ={(p.q): p.ge P(), i(p)=uq), 7(p) =7(q)}

olsun.

2.5.1 Tamm: Asagidaki sartlar1 saglayan =c P”(I') denklik bagntisina
homotopi bagintist denir:

a) [’ nin ¢ ve e, kenarlar1 igin
(e, 4(e,))(7(e)¢,) = (1(e, &, (e,-7(e,))
dir.
b) Eger p=q (p,q € P(I")) ise bu durumda herU,V € X i¢in U.pV =UqV
dir.
¢) Eger p,q,,q,,r € P(I') yollart 7(p)=uq,) =uq,), 7(q,) =7(q,) =ur) ve

q, =q, yisaglarsa bu durumda pq,r = pg,r dir.
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d) Eger peP(I') ise bu durumda pp' =1 dir. (Burada 1 ile u«(p)
kosesindeki bos yol ifade edilir).

P(I") {iizerindeki biitiin homotopi bagintilarin bir toplulugu keyfi kesisim
altinda kapalidir. Buradan P”(I') nm bir homotopi bagmtis1 oldugu anlasilir.
Béylece C < PP (') ise bu durumda P(I") iizerinde C yi iceren bir tek en kiiciik

homotopi bagntis1 = . vardir.

2.5.2 Tamm: [X ; r] bir monoid sunusu ve I ilgili graf olsun. P*¥(I") y1 bir
homotopi bagintisi olarak iireten sonlu bir C = P**(I') alt kiimesi varsa bu durumda
[X ; r] sunusu sonlu tiiretilmis tipe (FDT) sahiptir denir. Bu durum =.=P®(I")
seklinde ifade edilir.

Eger sonlu sunuslu bir M monoidinin herhangi bir sonlu sunusu FDT ye

sahipse bu M monoidi FDT ye sahiptir.

2.5.3 Sonlu Tiiretilmis Tip Ozelliginin Cahsildig1 Yapilar

Sonlu tiiretilmis tip 6zelligi monoidin sonlu sunusundan bagimsiz oldugundan
hangi tip monoid yapilarinin bu 6zelligi korudugu énemlidir. Bu yondeki ¢alismalar
Ozet olarak asagida verilmistir.

e A ve B sonlu sunuslu monoidler olmak tizere A*B nin FDT ye sahip olmasi

icin gerek ve yeter kosul hem 4 hem de B nin FDT ye sahip olmasidir [54].

e FDT 6zelligi monoidlerin yar direkt ¢arpimi altinda kapalidir [69].
e FDT ye sahip monoidlerin kii¢lik genislemesi de FDT ye sahiptir [70].
e Tamamlayicist FDT ye sahip bir monoidin ideali olan bir alt monoid FDT ye

sahiptir [59].

e Sonlu sunumlu Rees matrix yar1 grubu M|[S;1,J,P] FDT ye sahip ise bu
durumda S yar1 grubu da FDT ye sahiptir. Eger S bir monoid ve S nin bir
ideali (P nin elemanlariyla iiretilen) FDT ye sahip ise bu durumda

M][S;1,J,P] Rees matrix yar1 grubu da DT ye sahiptir [49].
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e § yar grubu ilizerinde bir kongriians p olmak iizere (S xS nin bir alt yari
grubu olarak), eger p FDT ye sahip ise bu durumda S de FDT ye sahiptir
[71].

e FDT ye sahip bir S yar1 grubunun bir biiyiik ideali de FDT 6zelligine sahiptir
[48].

2.6 Cayley Graflar

Cayley graflar grup ve yar1 grup teoride lizerinde en ¢ok calisilan geometrik
bir yapidir. Bu yapi, gruplar ilizerinde calisilan ve birgok problemin ¢oziimiinde
kullanilan iyi bir metot olmasinin yani sira monoid ve yari gruplar ¢alisildiginda da
basvurulan bir metottur. Cayley graflarin gruplar iizerinde c¢alisildig1 kaynaklar
olarak [45, 47] verilebilir. Bu graflar, tezin 5. Boliimii i¢cin temel yap1 taslarindan
biridir. Ciinkii Cayley graflar yardimiyla monoidlerin wreath ¢arpiminin sunusu elde
edilmis ve bu sunus iizerinde, maksimal aga¢ kavrami kullanilarak, iirete¢ ve baginti
kiimesindeki elemanlar arasinda silme igslemi yapilmistir. Bu ise bize, bu sunusun
minimal iirete¢ elemanina sahip olmasi imkanim1 vermistir. Cayley graf ile ilgili

ayrintili bilgilere [7] ve [44] kaynaklarindan ulasilabilir.

2.6.1 Tanim: v ve e birbirinden farkli iki kiime ve bu kiimeler arasinda

1:e—>V, T:e—>Vv ve e—e

seklinde her ece icin, e)=7(e™"), (¢')'=e ve eze’

kosullarin1 saglayan
fonksiyonlar olsun. Vv ve e kiimelerinden ve 7,7, fonksiyonlarindan olusan (v, e,
1,7,”") yapisina graf denir ve T’ notasyonu ile gosterilir. Burada v kiimesine kdse

kiimesi, e kiimesine kenar kiimesi, 1,r,”" fonksiyonlarma da sirasiyla baslangic, bitis

ve ters fonksiyon denir. Bir T’ grafinda e kanar kiimesindeki e,e”' kenar ciftlerinden

sadece birinin se¢ilmesiyle olusturulan kiimeye I' grafinin yénlendirilmis kenar
kiimesi denir ve " ile gosterilir. Kenar kiimesi e olan grafa ise yonlendirilmis graf

denir.  e,e,,...,e, kenarlarin sonlu bir dizisi olmak {lizere, 1<i<n-1 igin,

7(e))=1(e,,) oluyorsa, bu diziye I' grafi i¢cinde bir yo/ denir. Verilen bir ee,...e,
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yolu i¢in, #(e))=7(e,) oluyor ise bu yola kapali yol denir. Ayrica bir I' grafinin

icindeki herhangi iki koseyi birlestiren bir yol var ise bu I' grafina baglantili graf
denir.

v kimesinin bir alt kiimesi v; ve e kiimesinin bir alt kimesi de e; olsun.
Herhangi bir e'ee; elemani igin,

i) i(e'),r(e')e ve ii) (") ' € ¢
sartlar1 saglaniyorsa, e; kenar kiimesi ve v; kose kiimesinden olusan I'' grafina T’
grafinin alt grafi denir. Baglantilh olan ve i¢inde bostan farkli basit kapali yolu
bulunmayan bir I grafina aga¢ denir. Ayrica baglantili bir I' grafinin T gibi bir alt
grafi,

i) T bir agac,

ii) T nin kdse kiimesiyle I' grafinin kose kiimesi ayni,

kosullarini saghiyor ise, bu T agacina maksimal agag denir.

2.6.2 Tanmim: M bir monoid ve 4 kiimesi de bu monoid i¢in sonlu bir iireteg
kiimesi olsun. M monoidinin 4 {irete¢ kiimesine gore Cayley grafi, kdse kiimesi M ve
kenarlar1 biitiin m e M ve a € A i¢in, m kosesinden ma kosesine a ile etiketlenen

yonlendirilmis bir graftir.

2.6.3 Ornek: {a,b}" serbest monoidinin Cayley grafi

7

b . i%

a
e

Sekil 2.2

bicimindedir. Burada yatay kenarlar a ve dikey kenarlar b ile etiketlenmistir.
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3. MONOIDLERIN SCHUTZENBERGER CARPIMI iCIN
SONLU TURETILMIS TiP OZELLIiGI

3.1 Giris

Yeniden Yazma Sistemleri, 2.4 Alt Boliim’de belirtildigi iizere, son yillarda
Matematik ve Teorik Bilgisayar alaninda dikkat c¢eken konular arasinda yer
almaktadir [12]. Ozellikle sonlu ve tam (Noetherian + Confluent) yeniden yazma
sistemleri, karar verme problemlerinden iizerinde en ¢ok calisilant olan kelime
probleminin ¢oéziimiinde kullanilan bir sistemdir. Diger bir deyisle, yeniden yazma
sistemi sonlu ve tam ise, bu sisteme sahip olan monoid i¢in kelime problemi de
¢oziilebilirdir. Ancak kelime problemi ¢oziilebilir olan sonlu sunumlu bir monoidin,
tam yeniden yazma sistemine sahip olup olmadigi, 2.5 Alt Boliim’de belirtildigi gibi,
Squier’in 1987 yilindaki ¢aligsmasina kadar acik bir problemdi. Squier belirtilen bu
calismasinda bu problemi olumsuz olarak cevaplamistir ve ¢oziilebilir kelime
problemine sahip ancak sonlu ve tam yeniden yazma sistemine sahip olmayan sonlu

sunuslu monoidlerin varligini gostermigtir [67].
Ayrica Kapur ve Narendran 1985 yilinda,

9, =la,b;aba=bab]l ve ¢,=[a,b,c;ab=c,ca=>bc,bcb=cc,ccb=acc]

sunuslarinin
e ayni monoidi temsil ettigini,
e (, sunusunun sonlu ve tam sunusa sahip oldugunu,

e ¢, sunusuna bagmtilar eklense bile bu sunusun sonlu ve tam bir sunusa sahip

olamayacagini

gostermislerdir [36].
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Dolayisiyla, 2.5 Alt Boliim’de bahsedildigi gibi, sonlu ve tam yeniden
yazma sisteminin sagladig1 c¢oziilebilir kelime problemine sahip sonlu sunumlu
monoidlerin hangi 6zellikleri sagladigi ve bunlarin belli bir takim problemler
etrafinda incelenmesi islemi, ¢alistiimiz ana bilim dali icerisinde 6nemli bir yer
olusturmaktadir. Bu ydndeki ilk adim olan ve tezin iki boliimiiniin temel tas1 olan
sonlu tiiretilmig tip 6zelligi bir monoidin sonlu sunusundan bagimsiz oldugundan
hangi tip monoid yapilarinin bu 6zelligi korudugu 6nemlidir. Bu yondeki ¢alismalar
2.5.3 Alt Boliim’de 6zet olarak verilmistir. Bu boliimde ise, belirtilen bu sonluluk

ozelliginin, monoidlerin Schiitzenberger carpimi altinda kapali oldugu gosterilmistir.

3.2 Monoidlerin Schiitzenberger Carpimi

Bu kisimda monoidler i¢in 6nemli bir ¢carpim olan Schiitzenberger ¢carpimin

tanim1 ve daha sonra da bu ¢arpimin sunusu verilmistir. Bu c¢arpim ile ilgili bilgilere

ve sonuglara [8, 28, 29, 33] kaynaklarindan ulasilabilir.

3.2.1 Tanim: A4 ve B iki monoid olmak tlizere, F < AxB,ac A ve be B

i¢in,

aF ={(ac,d) : (c,d)e F} ve Fb={(c,db):(c,d)eF}

biciminde iki kiime tanimlayalim. Bu durumda 4 ve B nin Schiitzenberger ¢arpima,

AOB ile gosterilip,

(a, F,b)(a,, F,,b,) = (a\a,, b, W a,F,, bb,)

carpimi ile tanimlanan Ax P(Ax B)x B kiimesidir. (Buradaki P(Ax B) kiimesi

Ax B kiimesinin kuvvet kiimesini gostermektedir). Bu ¢arpim altinda A40B, birimi

1,,9,1;) olan bir monoid olusturur.
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A4 ve B monoidlerinin sunuslar1 sirastyla o, =[X ;8] ve @, =[Y ; r] olmak

lizere A0B nin sunusu agagidaki teorem ile verilmistir.

3.2.2 Teorem [33]: A ve B monoidlerinin Schiitzenberger ¢arpiminin

sunusunun iirete¢ kiimesi

Z=X0UYU{z, acAdbeB;}

ve bagint1 kiimesi

S, I';

2
Za,b =z Za,ch,d - Zc dZ

a,b? d“ab

xza,b = Zxa,bx;
Za,by = yZa,by 5
yx=xy,

(xe X, yeY,a,ce A4, b,d € B) bigiminde tanimlanir.

AOB nin yukaridaki sonugla verilen sunusunu g ile gosterelim. Bu
boliimde A0B nin sonlu iiretegliligini korumak i¢in 4 ve B sonlu monoid kabul
edilmistir.

3.3 Ana Teorem

Ana teoremin ifadesi ve ispati i¢in gerekli bazi notasyonlari tanimlayalim.

I',,I', ve I' graflan sirasiyla ¢ ,,¢0, ve ¢ sunuslarn ile iligkili graflar ve I’

nin alt grafi olan I'; grafi da

1.2 _ 2., _
T(') 'Za,b - Za,b ve I('] 'Za,ch,d - Zc,dza,b
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bagntilar ile iligkili graf olsun. Ayrica I';, I, ve I';, graflar sirasiyla
Tixz,,=z,,% T,:z,y=yz, ve I;:yx=xy,

bagintilari ile iligkili olan ve I" nin sirastyla sadece (U,,7,,¢,,V)),(U,,T,,¢&,,V,) ve

U;, T, ¢,,V;) kenarlarini igeren graflar olsun. Burada

U.V,e(XUiz,,;aeA,beB}), U,V,e(YUlz,,;:ac A beB}),U,V,e(XUY)
ve ¢, =+1(1<i<3) dir.
Bunlara ek olarak kabul edelim ki I',,,I';, ve I',, graflart I' nmn alt
graflari olsun. Dolayisiyla

I',, grafimmn kenarlar1 ', ', ve I, graflarimin kenarlarinin birlegimi,

', grafimin kenarlar1 I',,I', ve I'; graflarinin kenarlarinin birlesimi,

', , grafinin kenarlan I ,I"; ve I', graflarimin kenarlarinin birlegimidir.

Bu boliimde elde edilen ana sonug asagida verilmistir.

3.3.1 Teorem (Ana Teorem): A ve B monoidlerinin Schiitzenberger ¢arpimi,

6
P?(T') y1 bir homotopi bagintis olarak iireten C=C,UC,UC, (| JC,) kiimesi

1=1
ile sonlu tiiretilmis tipe sahiptir. Burada

C, c P<2)(FA), C, P(z)(rB), CTo c P<2)(FTn )>

C.C,cP?(,;), C,C,cP?T,.) ve C,CocP¥(,,)

dir.

3.4 Ana Teoremin Ispati

Bu alt boliimde ilk olarak ana sonucun ispati i¢in gerekli olan yardimeci

teoremler verilmis daha sonra ispat yapilmistir. Bunun i¢in / € {1,2,3} olmak iizere,
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P(I';) (ve P(I';)) ile I', grafi iginde sadece (U,,T,+LV)) (ve (U,T,-LV)))
formundaki kenarlar1 igeren yollarin kiimesi gosterilsin. Ayrica = bagntist P(I")

iizerinde keyfi bir homotopi bagintisi olarak verilsin.

3.4.1 Yardimer Teorem: 1</<3i¢in,peP(I';) olsun. Bu durumda
p = p,.p_ saglanacak sekilde p, e P(I';) ve p_eP(I';) yollan vardir.

Ispat: Ispat sadece /=1 durumu igin yapilmistir. / nin diger durumlari da

benzer sekilde yapilabilir. e,e,,...,e, kenarlar L, de kenarlar olmak iizere,

P =e¢e,..e, olsun. Ayrica ¢ € P(I;) ve ¢,, € P.(I';) olacak sekilde i indeksi var

olsun. Bu sekilde en kiictlik bir i segelim ve

6 = (UiaTl —LV), 71,. XiZa, b, = Zxiab,%i0

i i“a;

(U T{ +1 1+l)’ TI :xi+lza,+1,b,+1 :Zx,ﬂai“,b,ﬂxiﬂ

i+l i+l

z ve V.=V, elde

olsun. Burada U, =U,,, olmasi durumunda, x, =x,,, z, , =z, , .=V,

i+1°
edilir. Boylece e, =¢ ' ve dolayisiyla da p=e,..e, e,,..e, olur. Eger U, #U,,,
ise bu durumda Uxz, ,V,=U,, x,,z, , V., esitligi kenarlarin bagintilarin farkh

uygulamalarim1  icermesini  saglar. Aynca U, =U,x,z, , W, Ve

V.

i+l

=W, xz, ,V; 1se, 2.5.1 Tamim (a) ile

€€ ( i+1%i41Z. a;,1,b; IVI/H—I’ _1 V)(UH—I’ 1, +1 z+1 i a Jb; z)
= (UH—I’ 1y ’+1 W:-*—lzra Jb; IV)(UH—IZrHaM b+1x1+lVV1+l’T I’K)
e e

i+l

elde edilir. Burada ¢, € P(I};) ve e, € P(T},) dir. Bdylece

p=e..e ee.e.,. e,

27



(2.5.1 Tanim (c) ile) elde edilir ki, bu durumda p yolu istenen formdaki yol haline

dontstir. /nin diger iki durmunun ispati
Tz,. Za 0, Vi T ViZa, by T3,, VX = XY
bi¢iminde alinarak benzer olarak yapilir. o

3.4.2 Yardimer Teorem: pe P(I';) olsun. U,U'e({z,,:ae A,beB})" ve
V.,V'e X olmakiizere, «(p)=UV ve r(p)=U"V"' ise U=U"V =V"'ve p=1 dir.
Ispat: 3.4.1 Yardimc1 Teorem ile p = p,p_ olacak sekilde p.eP(I';) ve
p_eP(I';) yollart vardir. «(p,)=1(p)=UV ve z(p,)=7(p)=U"V" oldugu igin,

p, =1 ve p_=1 elde edilir. Boylece p=1ve U =U",V =V" olur. o
Simdi f(z,,)=1ve f(x)=x (xeX) olacak sekilde bir
fii(X Uiz, ;aed,be BY) - X'
homomorfizmasi tanimlayalim. Bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

3.4.3 Yardimer Teorem: W e(X Uiz, ;aced,be B!)" olsun. Bu durumda,
baz1 V e({z,,:ae A,beB}) igin, W kosesinden Vf,(W) kosesine tanimlanan bir
py € P(I';) yoluvardir. Egerbaz1 V'e({z,,;ac 4,be B}) igin W den V' f,(W)
yebir pe P(I';) yoluvarsa, bu durumda V' =V" ve p, = p dir.

Ispat: Bir W= Wozu s3WiZa, b, 24 5, W,  kelimesi alahm. Burada

Wy, W,,...,W, e X" oldugundan f; in tanimu geregi f,(W)=W/W,..W, olur. Ayrica
W, =xx,.x, (x, e X,1<i<k) olmak tizere,

T;, :xinHlez...x,(al,bl =z X ve T;k :‘xkzal,bl =

. X
XX g Xpay,byVi k

Zxka] ,b
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(1<i<k-1) dir. Diger taraftan W'=Wz, , Wz, , ..z, , W, kelimesini alalim.

Bu durumda P, (T ) deki

(x5 X, T+ LW (X0x5x, 0 T s+ L W) (LT 4L, )

yolu, W =Wz, ,W' den z,, ,W/W' ne dogru bir yoldur. Bu sekilde devam
edilirse, baz1 V € ({z,,:a € A,b e B})" kelimesi igin, W kosesinden V7, (W) kosesine
tanimlanan bir p, € P, (I,) yolu elde edilir. Eger baz1 V'e ({z,,:a € 4,b e BY)
kelimesi i¢in, p € P.(I';) yolu da W késesinden V' f,(W) kosesine bir yol ise, bu
durumda p'p, € P(I7) yoluda V'f(W) den Vf,(W) ye bir yoldur. Dolayisiyla

3.4.2 Yardimer Teorem ile, p~'p, =1 ve p, =p (2.5.1 Tamim (c), (d) ile) olup,

bunlar bize V' = V' sonucunu verir. O

Asagidaki yardimci teorem 7, bagintisi diistiniilerek 3.4.2 Yardimc: Teorem’e

benzer sekilde yapilir.

3.4.4 Yardimci Teorem: pe P(I';) ve
UU'eY,V,V'e({z,,:ac A,beB}) olsun. Eger «(p)=UV ve t(p)=U'"V" ise,

budurumda U =U",V =V"'ve p=1 dir.
Simdi f,(y)=y (ye€VY) ve f,(z,,)=1 olacak bi¢gimde bir
fo:(Yulz,cae 4,b €eB})) >Y

homomorfizmasi tanimlayalim. Bu homomorfizma ile ilgili olarak asagidaki sonug

elde edilir.
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3.4.5 Yardimer Teorem: W e(YU{iz,,;aced,be B!)" olsun. Bu durumda
bazi Ve({z,,aedbe B}) igin W kosesinden f,(W)V  kdsesine bir
py € P.(I';)) yoluvardir. Egerbazi V e({z,,:ac4,be B}) igin W den f,(W)V'
yebir pe P(I';) yoluvarsa, budurumda V' =V"'ve p, = p dir.

Ispat: y, eY ve W, W,,..W, e({z,, : ac A,beB}) olmak iizere, bir W
kelimesini W =W,y W,y,...y, W, biciminde alalim. Bu durumda f,(W)= y,y,...,

olur. Aynca W, =z, ..z, , (z,, €lz,, aeA,beB}, 1<i<k)ve
Tz‘ Za o V1 = N2, by, (I<i<k-1)
olsun. Buradan W'=W,y,W,y,...y, W, kelimesi i¢in,

' '
(Zalsbl Z“zsbz '“Zak—l’bk—l ’]—'zk ’+1’ w )(Zal by Z“zybz '“Zak—ZswaZ ’]12/:71 ’+1’Zak’bkyl w )
'
(LT, ,+1,z z z w')

>%ay by “az byt Cay by,

yolu P.(I) ig¢inde W =W,y W' den y W, W' Wy, =2, 4. Z0 4. Za 5y ) YC DIO
yoldur. Bu sekilde devam edilirse, V e({z,, : ac A,beB}Y) kelimesi igin, W
kosesinden  f,(W)V  kosesine bir p, e P(I)) yolu elde edilir. Eger
V'e({z,, : aed,be B})" kelimesi igin, p € P.(I;,) yolu Wden f,(W)V" ne baska
bir yol ise bu durumda p'p, € P(I7,) yolu da f,(W)V" kosesinden f,(W)V
kosesine bir yoldur. Dolayisiyla 3.4.4 Yardimci Teorem ile , p~'p, =1 ve bu da

Py = p (2.5.1 Tanim (c), (d) ile) ve V' ="' sonucunu verir. O

3.4.2 Yardimci Teorem’e benzer sekilde, asagidaki yardimci teoremin

dogrulugu goriilebilir.

3.4.6 Yardimer Teorem: pe P(;) ve U,U'e X', V,V'eY" olsun. Eger

(p)=UV ve t(p)=U"V"ise, U=U",V=V"ve p=1 dir.
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Simdi X ve Y iirete¢ kiimelerine bagl olarak, f;(x)=x (xe X) ve f;(y)=1

olacak bi¢iminde bir
fi(XOUY) - X7
homomorfizmasi tanimlayalim. Bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

3.4.7 Yardime1 Teorem: W € (X UY) olsun. Bu durumda bazi ¥V €Y" igin
W kosesinden f,(W)V késesine bir p, € P.(I';) yolu vardir. Eger bazi V' eY "
kelimesi i¢in W den f,(W)V"' yebir pe P (I';) yolu varsa, bu durumda V' =V" ve
py = p dir.

Ispat: x, e X ve W,W,.,W, eY olmak iizere bir W kelimesini
W =WyxWx,..x, W, biciminde alalim. Bu durumda f,(W) = x,x,...x,, olur. Ayrica
Wy =10 (y,eY,1<i<k) ve T, yx =Xy, olsun.  Buradan
W'=Wx,W,x;..x, W, olmak tizere, P (I},) i¢inde W =W x;W' den xW, W' e bir

yol asagidaki gibidir.
Yo L A LW Y0y v I ALy WD) (LT Ly, ).

Bu sekilde devam edersek, bazi ¥ €Y" kelimesi igin, W kosesinden f,(W)V
kosesine bir p, e P (I) yolu elde ederiz. Eger bazi V'e Y™ kelimesi igin,
p e P.(I;) yolu Wden f;(W)V'" ne bir yol ise bu durumda p'p, € P(I7,) yolu da
W' den f,(W)V ye bir yoldur. Dolayisiyla 3.4.6 Yardimct Teorem ile ,

p 'p, =1 vebuda p, = p (2.5.1 Tanim (c), (d) ile) ve ¥ = V' sonucunu verir. O

Ana sonucun ispatina ulasabilmek amaci ile bu alt bolim; 7,, 7, ve T,

bagintilar1 distiniilerek elde edilen “Temel Yardimc1 Teorem” leri igeren ii¢ kisma
ayrilmistir. Her bir temel yardimci teoremin ispati i¢in, yollar tizerindeki asagidaki

kurallarin verilmesi gerekmektedir.
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Kabul edelim ki, p,q € P(I') ve = bagintis1t da P(I") iizerinde bir homotopi
bagntisi olsun. Bazi p, e P(I';) ve p e P(I';) (1</<3) yollarii¢in p=p.gp_
oluyor ise, bu durumda p+> g yazilir. Ayrica bu — bagintis1 gecismelidir ve
(Xuiz,,;aed,be BY, (Yu {z,,;acAbe BY) ve (XuY) kiimelerinin iki
yanl hareketleri ile uyumludur. Bunlara ek olarak, pe P (I';) (/€{1,2,3}) ve

q € P(I') olmak {izere,

(p)g—1(p)g

3.1
qiu(p)— qr(p) G-l

kurallarin1 tanimlayalim. (Bunlar 2.5.1 Tanim ile kolaylikla goriilebilir).
3.4.1 Temel Yardimci Teorem 1

[Ik olarak 4 monoidinin sunusunun g, =[X ;8] ve {z,,:a € 4,b € B} nin de
AOB nin iirete¢ kiimesini olusturan kiimelerden biri oldugunu hatirlatalim. Daha

sonra her bir S:S™' =S es ve her bir z,, €{z,,:a e 4,be B} i¢in, 3.4.3 Yardimci

-1

Teorem ile S*'z,, kosesinden z_, ™ kosesine bir p, e P(T,) yoluve z_, .S

1
*ab

kosesinden S~'z,, kosesine bir p_e P (T;) yolu vardir. Ek olarak z;,=z,,

oldugundan, z den zéﬂa , kosesine de bir yol mevcuttur. Ayrca [S M,=[5"1,

N

< _ . ; . o
oldugundan, [zs+]a’b] 4 —[ZS_M] , dir. Boylece z b den Zoun kosesine bir g S

N

yolu vardir. Dolayistyla S*'z,, den S™'z,, e bir

qs., =P.d's;,, Ps. )P
yolu elde edilir. Bu durumda

C ={((1,S,+1,2,,).95. ):S€s, z,, €{z,,:ce A,d e By} PP (')
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olsun. T, T; bagntilari ve her bir x € X igin, 3.4.3 Yardimc1 Teorem ile
2 2 o . . ,
xz,, den z,,x kdsesine bir p', € P.(I';) yolu
ve
oy
X2,,2.4 den z ,,z ,x kosesine bir p", € P(I';) yolu
vardir. Benzer olarak,
o
Z,.»x den xz,, késesine bir p' e P (I';) yolu
ve
ZeaZrapx den xz_,z,, kosesine bir p" e P (I';) yolu
.. 2 _ _ o 2
vardir. Ayrica xe€ X i¢in, z,,, =2z, V€ Z,,,Z,. 4= Z. 4%, Oldugundan xz,, den

z

xa,b

kosesine ve  z,z. ., den z .z

xa,b

kosesine de swasiyla p' ~ ve

p". . yollari vardir. Béylece

x)p"

q‘x = p‘+ (p ‘zxa,b X)P 'ove q“x = p"+ (p "Z-wvbz

xe,d -

biciminde yeni yollar elde edilir. Buradan
C, = (6T +L1.q" ) U T+ L. g" )} < PO(T)

olsun. Simdi Temel Yardimci Teorem 1’1 olusturmak icin gerekli olan yardimei

teoremleri verelim. Bunun i¢in
h:(XUiz,,;aed,be B — (1z,,:ae d,be B
homomorfizmasini tanimlayalim.

3.4.8 Yardimc1 Teorem: p ve ¢ yollar, 7(p)=1(g) olacak sekilde I'
grafinda iki yol olsun. p p', g+ q' ve 7(p"),i(q") e (X Uiz, ,;ac A,be BY) ise,

(p")=uq") ve pgr p'q" dir.
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Ispat: pi—>p' ve g ¢q' oldugu icin, p=p.p'p ve q¢=4q.q'q
(p.»q, € P.(I;) ve p_,q eP(I;)) homotopik denkliklere sahip oluruz. Bu

durumda agik¢a goriiliir ki
P4=p.r'r4.9'q

dir ve 3.4.2 Yardimci Teorem ile de p ¢, =1 dir. Dolaysiyla z(p')=1(q") ve

pgq = p'q' sonucu elde edilir. O

3.4.9 Yardima1 Teorem: U,V €({z,,;ac A,beB}), T e{T,,T;} ve =41

olmak tizere, e =(U,T,&,V) kenan I' I da bir kenar olsun. Herhangi bir x € X igin,
xet>c q.x

olacak bi¢imde I'; da bir ¢ yolu vardur.
Ispat: 3.4.3 Yardimci Teorem ile P, (I';) iginde xU dan A, (Ux)x kosesine

bir yol vardir. Dolayisiyla (3.1) ile

xet o (h(Ux)x,T,e,V) > q.xV

(g, = p'zmb e P(I';,) veya g, = pz ,-., € P(I';) homotopik denklikleri elde edilir.

Ayrica P (') i¢inde xV den A, (Vx)x kosesine bir yol daha vardir ve (3.1) ile
g, XV > qx

(¢ =¢,-h,(Vx)) elde edilir. Sonug¢ olarak x.et>. g.x homotopik denkliginin

saglandig1 goriiliir. o
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3.4.10 Yardimcr Teorem: p yolu I, da herhangi bir yol olsun. W e X "

1¢in,
W.pr—c qW

olacak sekilde I'; da bir ¢ yolu vardir.

Ispat: Ispat W kelimesinin bir tek xe X harfinden olusmasi iizerine
verilecektir.

P =¢ée,..e, olsun. Bu durumda 3.4.9 Yardimer Teorem ile xe, . ¢,.x
olacak sekilde bir ¢, € P(I';, ) yolu vardir. Burada 1<i<m i¢in, e, =(U,,T,,¢,,V,)
ve U,V, e X" dir. Boylece 3.4.8 Yardimci Teorem ile x.p e, (9,9,--9,)-x elde
edilir.

Genel durum W kelimesinin uzunlugu {iizerinde tliimevarim hipotezi

diistintilerek yapilabilir. o

3.4.11 Yardimar Teorem: U, V e(XU{z, ;acd,be B),Tell,,T}} ve

& ==1 olmak tizere, (U,T,&,V) kenar I’ AL, da bir kenar olsun. Bu durumda

U,T, &,V )¢ q.f;(UV)

olacak sekilde I'; da bir ¢ yolu vardur.
Ispat: T 4, debir (U,T,&,V) kenarini alalim.
U.T,&,V) >, (WU f,U),T,&,V) (3.4.3 Yardimer Teorem ve (3.1) ile)
B - LU (3.4.10 Yardimc1 Teorem ile)
e b UL V)L UV) (343 Yardimer Teorem ve (3.1) ile)
=, ¢, (UV)

elde edilir. Burada g, € P(I';,) ve g = q,.h(Uf,(V)) dir. O
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3.4.12 Yardimcr Teorem: Ses ve We({z,,:acdbe B})" olsun. Bazi

W'e({z,,:ac A,beB}) igin,

LS, e, D)W = (g5 W'(1,S,¢,1)

olacak sekilde I';, da bir ¢ yolu vardir.
Ispat: Herhangi bir U e (XU {z,,acdbe B})" kelimesi ve pe P(T;)

yolu i¢in, 3.4.3 Yardimci Teorem ve (3.1) ile
pU¢ p'fi(U) (3.2)

(p'e P(I';;)) homotopik denkligi elde edilir. Buna ek olarak, her bir

z,, €12, 4:c € 4,d € B} igin, C, kiimesinin tanimu ile

(LS, &)z, ¢ (4" STIW.(LS, &) (3.3)

(q'e P(I;,) ve We(lz,,:aedbe B})" homotopik denkligine sahip oluruz.

Sonugta (3.2) ve (3.3) iin tekrarlanmasi ve 3.4.8 Yardimci Teorem ile istenen sonug

elde edilir. o

3.4.13 Yardimer Teorem: U,V e(X U{z, ,;ac d,be BY),Ses ve s=+1

olmak tizere, (U,S,é&,V) kenar1 T’ AT, da bir kenar olsun. Bu durumda

U.S.e. V)P cie, @ AUSTRUSV)(/U),S,&, £,(V))

olacak sekilde I';, da bir ¢ yolu vardir.

Ispat: T AT, de bir (U, S,¢,V) kenarint alalim. Bu durumda
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U,S, V)= (h(U)f,(U),S,&,h, (V) f,(V)) (3.4.3 Yardimer Teorem ve (3.1) ile)

e, (WU)[U)q,S° [N U) [ UW.(LS, &, f,(V))
(3.4.12 Yardimci Teorem ile)

(g eP(T;), We({z,,aecd,be B})") elde edilir. Ayrica 3.4.10 Yardimc1 Teorem

ile

LW S [V e, ¢:,USV) (g P(I7))

ve 3.4.3 Yardimci Teorem ve (3.1) ile de

h(U) L OUWL(LS, 6, (7)) = W, (U),S, &, /,(V))

ez, : ac A,beB})) dir. Buradan 3.4.8 Yardimci Teorem ve yukaridaki

homotopik denklikler kullanilarak

U.S.&,V) = coe, (@HhUSTW.11(U),S,é&, £,(V))

homotopik denkligi elde edilir. Burada, 3.4.3 Yardimci Teorem ve A, in tanimm ile

W =hUSV) dir. O

3.4.14 Yardimc Teorem (Temel Yardimer Teorem 1): p e P(I', ;) olsun.
q'e P(I';), r'e P(I' ) olmak tizere, ¢ =¢q'".f,(«(p)) ve r=h(z(p)).r' dir. Ayrica

p.€P.(I';), p_eP(I';) yollari igin,

P=cuoc, P+97P-

denkligi vardir. Burada z(p,)=h(«(p))f,(«(p)) ve «(p_)=h(z(p))f (z(p)) dir.
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Ispat: U,V e(X U {z,,;acAbe BY)" kelimeleri igin, varsayalim ki p yolu

(U,Q,¢&,V) bigiminde tek bir kenar i¢ersin. Bu durumda sonug,

Qe {T,,T;} ise 3.4.11 Yardimci Teorem,
QO esise 3.4.13 Yardimci Teorem,

Q €T, ise 3.4.3 Yardimci Teorem

ile aciktir. Dolayisiyla e bir kenar ve p bir yol olmak iizere, p = pe olarak

tanimlandigini kabul edelim. Bu durumda

P coe (@[, ) (z(p)r),
e e, (@£, (W@ (h (z(p)).ry)

bigiminde homotopik denklikler vardir. Burada ¢,,q, € P(I;), r,r, € P(T',) olamk

lizere,

(q) =h(p),  7(5)= fi(z(p)),
q,) =h(@(e), (1) = fi(z(p))

dir. Buradan 3.4.8 Yardimci Teorem ile

P e, (@1, (2(p))1)(@, Sy WD)y (2(p)) 1y).

homotopik denklik elde edilir. Buradaki #4,(z(p,)).r, ve g,.f,(i(e)) yollarmda

kullanilan bagintilar farkli oldugundan 2.5.1 Tanim (a) yardimu ile
(h (z(p )1 )G, £,(1(€))) = (g5 £, e(P)) Ay (2 (p)).17)

denkligini elde ederiz. Simdi ¢ = ¢q,q, ve r = 17, oldugunu kabul edelim. Bdylece

i(q) = h(up)) ve 7(r) = f,(z(p)) igin,
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PP o, (@ i)y (z(p)r)
sonucu elde edilir. O

A ve B monoidleri sonlu oldugundan, =.=P?(,) ve =, =P*(T,)

olacak bigimde C, = P*(I",) ve G, < P(z)(l“T0 ) sonlu alt kiimeleri vardir. Ayrica

C'=C,uC;, UC UC, olsun. Bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

3.4.15 Sonug: == P?(T ) dur.

Ispat: (p,,p,)e P?(T,;) olsun. p,p eP(l}) ve p,p eP(})
olmak iizere, Temel Yardimci Teorem 1 ile p, =, p.qnp. V€ P, =c P.q 1D
denklikleri vardir. Ayrica ¢, =gq,.f,(«(p,)) ve 1, =h(z(p))r (g, € PT;) ve

r. e P(T,),i=1,2) esitlikleri de saglanir. Burada «(p,)=up,) ve 7(p,)=17(p,)

oldugu i¢in,

7(p,) = R(U(p))fi(p) = I (W) £,(py)) = 7(p.),
u(p)=h@(p)fi(z(p)) = h(z(p) fi(z(p,)) = l(pv_)

esitlikleri elde edilir. Boylece p, = . p. Ve p_= o p_ olur.

Ayrica agikga goriiliiyor ki, #(g,) = h(«(p,)) ve 7(q,) = h(z(p,)) (i=12) dir.
Buradan da «(q,) =1(q,) ve 7(q,)=1(g,") elde edilir. Bdylece (¢,,¢,) € P* (I} )
olur. =, =P?(T';) ve C; < C'oldugu igin, ¢, =. g, ve bdylece de ¢, =. ¢, elde
edilir.

Benzer sekilde, () = f,(«(p,) = f,(«(p,)) = «(r,) ve
() = fi(z(p)) = £i(z(p,)) = 7(r;) ve dolaysiylada (r;,7,) € P?(T,) dir.
= = PP(T,) ve C, c C'oldugundan, 7 = r, ve bdylece de r, =, r, elde edilir.

Buradan da
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b =c PrihP-=c p;‘brzpv_ =c P2
sonucuna ulagilir. Bu da bize =_=P? (T, ;) esitligini verir. O

3.4.2 Temel Yardimci Teorem 2

B monoidinin sunusunun @, =[Y ;r] ve {z,,:a€ 4,b € B} nin de A0B nin
tirete¢ kiimesini olusturan kiimelerden biri oldugunu hatirlatalim. Burada her bir

R:R"' =R"'"er ve her bir z,, €{z,,:ae A,be B} i¢in, 3.4.3 Yardimcr Teorem ile

z,,R" kogesinden R"'z ., kosesine bir p, e P(I';) yoluve R™'z ., den z,,R"

a,bR™! a bR

kosesine bir p_eP(,) yolu vardir. Ayrica [R"],=[R"'], oldugundan,

[z ,.ilp=[2,,,1]5 dir. Boylece z den z kosesine ve R™' den R™' kosesine

a,bR*’1 a,bR_]

sirasiyla g' ve ollar1 vardir. Dolayisiyla z . R*' den z ,R™' kosesine bir
y q Rz, pR,zab y y y ab a,b S

qR,y = p+ (pR,za_b 'q 'R,za_b )p—
yolu elde edilir. Buna gore

Co={((z,ps R ALY G, )R T, y Yy € POT)

olsun. T, T; bagmtilari ve her bir y € Y igin, 3.4.3 Yardimci Teorem ile
z,,y den yz;,, kosesinebir p', e P(I';,) yolu

\

Z,%.4¥ den yz,, z . kosesine bir p" e P (I';) yolu

vardir. Benzer olarak,

yz,, den z,,y kosesine bir p' € P (I';) yolu

\(

VZe tyZasy den Zo4Zapy kosesine bir p"_ € P. (FTZ) yolu
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. . 2 _ _ - 2
vardir. Ayrica yeV i¢in, z,, =z, Ve z,,7 , =2 ,2,, oldigundan z;, den

by a,by c,dy©a,by

. . \ "
z,,, KOsesine ve z,, .z, den z ,z , kosesine sirasiyla p'. ~ve p". . yollan

vardir. Boylece tiim bu yollar yardimiyla

"

q',=p.Qp'. Jp. ve q",=p"(yp". . P

yollar1 elde edilir. Buradan

C, = (LT} + L2 q DI UALTT +Ly)g", )y < POT)

olsun. Simdi Temel Yardimci Teorem 2’yi olusturmak i¢in gerekli olan yardimci

teoremleri sunalim. Bunun i¢in
h:(Ylz,,;aed,be B) — (iz,,:aed,be By

homomorfizmasini tanimlayalim.

Asagidaki yardimci teoremin ispati 3.4.8 Yardimci Teorem’e benzer olarak

yapilir.

3.4.16 Yardimc1 Teorem: p ve ¢ yollart 7(p)=1(q) olacak sekilde I’
grafinda iki yol olsun. p> p',g>¢q' ve 7(p"), u(q")eY ({z,,:ac A,be B}) ise

bu durumda z(p')=1(q') ve pg+> p'q"' dir.

3.4.17 Yardimcr Teorem: Rer ve We({z,,:ac A,be B}) olsun. Bazi

W'e(iz,,;ae A,be B}) icin,

W.(LRe D) (R q)LR,e, )W
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olacak sekilde I';, da bir g yolu vardr.
Ispat: C, kiimesinin tanimi geregi, her bir z,, €12,,:a € A,b e B} elemani

i¢in,
Zp- (LR & P (R qz LR D).z,

bR*®

homotopik denkligine sahip oluruz. Burada q'zMR yolu z . den z . kosesine bir
yoldur. Ayrica, herhangi bir U e (YU {z,,:ac 4,be B})" kelimesi ve p,p'e P(T;)
yollart i¢in, U.pt>. f,(U).p' homotopik denkligi elde edilir. Boylece

W'e({z,,;ae d,be BY) ve ge P(T';, ) olmak tizere,
W.(LR,e, ) (R .gQ)LR,e DI

sonucu elde edilir. O

Asagidaki yardimer teoremlerin ispatlari sirasiyla 3.4.9 ve 3.4.10 Yardimci

Teoremlerin ispatlarina benzer sekilde yapilabilir.

3.4.18 Yardimcr Teorem: e kenar1 I';  grafinda herhangi bir kenar olsun. Bu

durumda bir y €Y igin,
eye, vq
olacak bi¢imde I'; grafinda bir ¢ yolu vardir.

3.4.18 Yardimci1 Teorem’de verilen e kenar1 yerine p yolu ve yeY lireteg

elemani yerine W €Y~ kelimesi diisiiniiliirse asagidaki sonug elde edilir.
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3.4.19 Yardimcr Teorem: p yolu I'; grafinda herhangi bir yol olsun.
Herhangi W €Y" igin,
pW i Wy

bi¢iminde I'; da bir ¢ yolu vardur.

3.420 Yardimer Teorem: U,V e (YU({z,,;ac A,beB}), Te{T,,T,} ve
& =x1 olmak tizere, (U,T,&,V) kenar1 T’ 81, grafinda bir kenar olsun. Bu durumda

', dabir g yolu i¢in,

U.T,&,V) ¢, [(UV)g

dir.

Ispat: T sr, grafinda bir (U,T,&,V) kenarini alalm. Bu kenar igin,

U, T.&,V)>., U, T,&, f,(V)h ()  (3.4.5 Yardimer Teorem ve (3.1) ile)
B, UL, (3.4.19 Yardimce1 Teorem ile)
e, LUV (U, (V).q,  (3.4.5 Yardimer Teorem ve (3.1) ile)

e, LWUV).q
(g, € P(I';,) ve g =h,(Uf,(V))q,) homotopik denklikleri elde edilir. &

3.4.21 Yardimar Teorem: U,V e(YU{z, ,:ac A,be BY)',Rer ve e==I

olmak tizere, (U,R,&,V) kenar1 " B, grafinda bir kenar olsun. Bu durumda

(U.R,&.V) =i, (LURTV).G(S(U),R, &, f,(V))-hy(URV))

olacak bigimde I'; grafinda bir g yolu vardir.
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Ispat: T 57, grafinda bir (U, R,&,V) kenart alalm. Bu kenar i¢in

U,R,&,V) = (f,(Uh,(U),R,¢, f,(V)h,(V)) (3.4.5 Yardimc1 Teorem ve (3.1) ile)

=, (LR 4, L, VN(LU), R, &)L,V h(V)

(9, € PT;) ve We({z,,;acd,be BY)"). Ayrica, 3.4.19 Yardimc1 Teorem ile

bazi g € P(I';,) yolu igin,

LR g, /,(V)h,(V) e, S (URYV ).q
homotopik denkligi elde edilir. Diger yandan 3.4.5 Yardime1 Teorem ve (3.1) ile de
(LWL R, e, DI L,V = (f,(U), R, &, [,(V)).h,(UR™V)

denkligine sahip oluruz. 3.4.16 Yardimci Teorem ve yukaridaki denklikler

kullanilarak istenen sonug elde edilir. o

3.4.22 Yardimc: Teorem (Temel Yardimer Teorem 2): p e P(I'; ;) olsun.
q'e P(I';), r'e P(I'y) olmak tizere, g = f,(«(p)).q' ve r=r'"h,(z(p)) dir. Ayrica

p.€P.(I'y), p.e P (') yollar igin,

p :C3UC4 p+qrp_

homotopik denkligi vardir. Burada z(p,) = £, («(p))h,(:(p)) ve
W(p) = f,(z(p))h,(z(p)) dir.

A ve B monoidleri sonlu oldugundan =, =P? () ve =, =P?(,)

esitlikleri saglanacak sekilde C, < P*(I'y) ve C, < P*/(I';) sonlu alt kiimeleri
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vardir. Buradan C"=C,UC, UC,UC, olsun. Bu durumda asagidaki sonug elde

edilir.
3.4.23 Sonug: == P?([',) di.

3.4.3 Temel Yardimci Teorem 3

Wang’in [69] da yaptigr calismanin 6zel bir hali olarak bu alt bolim

olusturulmustur.

Her bir R:R"'=R"er ve her bir xe X icin, 3.4.3 Yardimc1 Teorem ile

R"x den xR"' kosesine bir p, € P(I';) yolu ve xR den R™'x kosesine bir
p_€P(T;) yoluvardir. Ayrica [R"'], =[R™'], oldugundan R*' den R kosesine

bir p, . yoluda vardir. Béylece R"'x kdsesinden R™'x kosesine bir

qR,x = p+ (‘x'pR,x)p_
yolu elde edilir. Buradan

Cs ={((L,R,+1,x),q; ):Rer, xe X} = PP(T)

olsun. Ayrica her bir S:S™' =S~ s ve her bir yeY i¢in, 3.4.3 Yardimc1 Teorem
ile
y§* den Sy késesine bir p', € P(I';,) yolu
ve
S~'y den yS~' kosesine bir p' e P(I';) yolu
vardir. Ayrica [S*'],=[$7'], oldugundan, S den S~ kosesine bir pg, yolu

vardir. Boylece yS™' kosesinden yS~' kosesine bir
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q's,=p" (ps,y)p"

yolu elde edilir. Buradan da

Co={((n,8,+L,1),q's ):Ses,ye Y} < P(I)

biciminde olsun. Simdi Temel Yardimci Teorem 3’ii olusturmak igin gerekli olan

yardime1 teoremleri sunalim. Bunun i¢in X ve Y iiretec kiimelerine bagl
h(XUY) Y
homomorfizmasini tanimlayalim.

3.4.24 Yardime1r Teorem: p ve g yollart 7(p)=1(q) olacak sekilde I, ,
grafinda iki yol olsun. pr p',g+>¢q' ve 7(p'),1(g") e (X UY)" ise bu durumda

7(p')=u(q') ve pg p'q' dir.

3.4.25 Yardimc1 Teorem: I', grafinda herhangi bir e kenar1 alalim. xe X

i¢in,
ex> . xq
olacak sekilde I'; da bir g yolu vardir.

3.4.26 Yardimcr Teorem: p yolu I', grafinda herhangi bir yol olsun.

Herhangi W € X~ ve T, da bir ¢ yolu igin,

pW = Wy

dir.
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3.4.27 Yardima1 Teorem: U,V e (X UY), Rer ve £==1 olmak iizere,

(U,R,&,V) kenan I, ; grafinda bir kenar olsun. Bu durumda I', grafinda bir g yolu

i¢in,
(UJ Ra ‘9’ V) HCS f:’a(UV)q
dir.
3.4.28 Yardimc1 Teorem: Ses ve WeY olsun. Baz1 W'eY ve T,
grafinda bir ¢ yolu i¢in,
w.(,8S,¢&,1) = (S9N, S,e,H)")
dir.

3.4.29 Yardima Teorem: U,V e (X UY), Ses ve ¢==1 olmak iizere,

(U,S,&,V) kenan I, ; grafinda bir kenar olsun. Bu durumda

U.S.6. V) ie, ([LUST)OSWU),S, &, /;(7))-h(US™V))

olacak sekilde I', grafinda bir ¢ yolu vardir.

3.4.30 Yardimcr Teorem (Temel Yardimer Teorem 3): pe P(I', ;) olsun.
q'e P(I'y), r'e P(I' ) olmak tizere, g = f,(:(p)).q' ve r=r'h(z(p)) dir. Ayrica

p.€P.(I'y), p e P(I';) yollar igin,

p :CSUC() p.qrp_

homotopik denkligi saglanir. Burada z(p,) = f,(«(p))h(«(p)) ve
(p_)= f;(z(p)h(z(p)) dir.
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Daha Once tanimlanan C' ve C" kiumelerine ek olarak

C"=C,uC,uC,uUC; olsun. Bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

3.4.31 Sonug: =..= P”(T,,) dir.

Ayrica verilen notasyonlara ek olarak C=C'UC"OC" oldugunu kabul
edelim. Bu durumda 3.4.15 Sonug, 3.4.23 Sonug ve 3.4.31 Sonug ile asagidaki sonug
kolaylikla gortilebilir.

3.4.32 Sonug: =.= P (I") dir.

Ana Teoremin Ispati:

A4 ve B monoidleri sonlu olduklarindan g, ve ¢, sonlu sunusludur. Boylece

C,, Cy ve Cf sonlu tirete¢ kiimeleridir. Bdylece ¢ sunusu sonlu bir sunus ve

6
C=C,uC,uC, u(U C,) kiimesi de sonlu bir kiimedir. Ayrica 3.4.32 Sonug ile

1=1
=.=P? (') dir. Dolayisiyla sonlu tiiretilmis tip 6zelliginin tanim1 geregi, 408 bu

homotopik sonluluk 6zelligine sahiptir. Bu da istenen sonugtur. o
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4. MONOIDLERIN GRAF CARPIMI iCiN SONLU
TURETILMIS TiP OZELLIiGi

4.1 Giris

Bu bdliimde monoidler iizerinde diger 6nemli bir ¢arpim olan graf carpim ele
alinmis ve bu carpimin sonlu tiiretilmis tip 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek kosul
verilmigtir. Bu boliimde sunulan “Ana Teorem” ve ispati, tezimizin 3. Boliimiinde

oldugu gibi verilecektir.

4.2 Monoidlerin Graf Carpim

Graf c¢arpimimnin temelini “Graflar” olusturdugundan, ilk olarak bu o6zel
geometrik yapi ile ilgili tezimiz i¢in bilinmesi gereken temel Ozellikleri verelim.

Daha detayli bilgilere [45, 62] kaynaklarindan ulasilabilir.

V' késelerin kiimesi, E CV xV  kenarlarin kiimesi olmak iizere, graf
I = (V,E) bigiminde ifade edilen geometrik bir yapidir. Bu I grafindaki herhangi
iki u ve v kosesi i¢in, (u,v) € E ise bu kenarlar bitisiktir denir. Eger bir grafta biitiin

koseler birbirine bir kenar ile bagl ise bu durumda bu graf tam graf adin alir.

Graf ¢arpim, ilk olarak grup yapisi iizerinde ¢alisilmis ve Green’in doktora
tezi ile literatlire girmistir [30]. Birgok matematikgi tarafindan da calisilan bu ¢arpim,
daha sonra monoid cebirsel yapisi iizerinde diisiiniilmiistir. Bu ydndeki bazi

caligmalar1 su sekilde o6zetleyebiliriz:

= Costa ([17]) monoidlerin graf ¢arpimini kullanarak olusturulan monoid igin,

Yar1 Grup Teori’de olduk¢a onemli bir yer teskil eden Green bagintilarini
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karakterize etmis ve bu monoidden alinan bir elemanin idempotent, regiiler ve

tam regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar1 vermistir.

» Fohry ve Kuske, [26] daki ¢caligsmalarinda Teorik Bilgisayar Bilimi’nde 6nemli
bir ¢alisma alan1 olusturan otomatik yapilart bu c¢arpim {izerinde

incelemislerdir.

* Fountain ve Kambites ([27]) sag terslenebilir monoidlerin graf carpimi

tizerinde ¢alismalarda bulunmuslardir.

Graf ¢arpim aslinda direkt ve serbest ¢arpimlarin bir karisgimidir. Eger grafin
hicbir kenar1 yok ise, graf ¢arpim monoidlerin bir serbest carpimidir. Eger graf tam
ise, bu durumda monoidlerin bir direkt carpimidir. Bir grafin her bir kdsesine bir
monoid konuldugu diisiiniiliirse graf carpim, kdse monoidleri ile iiretilen bir monoid
olur. Her bir monoidin sahip oldugu bagmtilarin yani sira bitisik kdselerdeki
monoidlerin elemanlar1 arasindaki degismeli kurallar da bagint1 kiimesine eklenir. Bu
monoidler 6zel olarak Z ™ ya izomorf alinirsa bu durumda bu monoidlerin graf
carpimi, graf monoid olarak adlandirilir. Graf monoidler literatiirde serbest kismi

degismeli monoidler, sag-acili Artin monoidler veya iz monoidleri olarak da bilinirler

([24]).

4.2.1 Tamm: M, (1<j<n, neZ") monoidleri, her bir x, kiimesi
birbirinden farkli olmak {izere, Pu, =[x, ;s,] sunuslarina sahip olsun. I grafi;
koseleri M, monoidleri ile etiketlenen basit bir graf olmak izere, bu M,
monoidlerinin graf ¢arprm X =Ux; (x, ve x, birbirini takip eden M, ve

M, (j, # j,»1 < ji» j, < n) monoidlerinin tiretegleri), S=Us, ve

S, ={(ab,ba):aex; bex,}

i¢in @, =[X ; S,S.] sunusunun temsil ettigi monoid olur [17].
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4.2.2 Ornek: M,,M,,M, ve M, monoidlerinin sunuslar1 sirastyla

3

o, =[x =11, @, =[y;y* =11, 9, =[z:2° =1] ve p, =[t;1’=1]

olsun. Sekil 4.1 deki gibi grafin her bir kosesine bu M, M,,M, ve M, devirli

monoidleri yerlestirilsin. Bdylece bu kdse monoidleri ile tiretilen graf ¢arpimin

sunusu
o= [x,y,z,t;x3 = l,y2 =1,z =1,¢* = Lyx =xy,yz =zy,tz = zt,tx = xt |
biciminde olacaktir.

M; M,

M4 M3

Sekil 4.1

4.2.3 Uyarr: Bu caligmada M, monoidlerinin sayisini ¢ift almamiz

gerekmektedir (1< j<n,n=2m,meZ"). Bunun sebebi ise bu monoidlerin graf

carpimi i¢in bir confluent sunus olusturmaktir. (Dolayisiyla ¢oziilebilir kelime
problemine sahip bir monoid elde edilir). Diger sebep ise graf iizerindeki oklarin

yoniidiir. Bu oklar ile S, kiimesindeki kurallarin yonii kastedilmektedir. Diger bir
deyisle, S;. kiimesindeki kurallarin nasil yazilmasi gerektigini (soldan saga veya
sagdan sola) belirlenmesi gerekmektedir. Eger graf carpiminin yapilacagr M,

monoidlerinin sayisini ¢ift segmeseydik birbirini takip eden en az iki ok olurdu

(bakiniz Sekil 4.2-(c)). Dolayisiyla g,, sunusu kullanilarak elde edilen kritik ciftler

(¢akisan kelimelerin indirgenmesiyle elde edilen kelimeler) ¢oziilemezdi bu da sonlu

ve tam bir sunusa sahip olamayacagimiz sonucunu verirdi.
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A

\ 4

n=4 n=2m n=2m+l
(a) (b) (c)
Sekil 4.2

Kabul edelim ki, M,, M,, ..., M,, M,,, ..., M, ,, M, monoidleri graf

tizerinde bitisik monoidler olsun. Bu durumda Sekil 4.2-(b) yi de diistinerek S

kiimesi

{00, = XX, X3, = X055 X3Xy = XX, XsXy = XX, ooy XX = X 0%, 4.1)

Xpeo X = XpaXias XeaoXiss = XpaXpios oo XX, = X,X, 5 XX, = X, X}
(x; €x;,1< j<n) biciminde yazilir. Bu bélimdeki islemleri kolaylagtirmak ig¢in
(4.1) deki kiimeyi

XX, =X,,X;; jteksayl

T:9x,,x, =x,x,,,; jeiftsayl(j #n)

xl xn =X

n

X,  Jj=n
olarak etiketleyebiliriz.

M, ve M, monoidlerinin yerlestirildigi koseleri sirasiyla v, ve v, ile
gosterelim.  Bu koseleri birbirine baglayan kenarmn yonii v, koésesinden v,
kosesine dogru ise bu durumda (v, ,v,, ) € E yazilir.

Suna dikkat ¢ekmeliyiz ki herhangi bir n (n ¢ift) sayist icin, temel nokta
seciminde iki durum vardir. (Bu temel noktanin se¢imi sunustaki bagintilarin

yazimini etkileyecektir). Bunlardan ilki, bu noktanin yonleri birbirlerine dogru olan
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iki okun ortasindaki kdseye konmasidir (ki boylece S;. kiimesi elde edilir). Diger bir
deyisle, bu noktay e, = (v, ,v, )€ E ve e, =(v,, ,v,, )€ E bicimindeki ¢, ve e,
kenarlarinin ortasindaki kdse olarak almaktir. Digeri ise yonleri birbirlerine zit yonde
olan yani e, = (V> )EE ve e, = (Vu,»Va,) € E bigimindeki iki kenarin
ortasindaki koseye koymaktir. Bu durumda aciktir ki (4.1) deki bagintilar

{x,X, = x,x,, X,X; = X;X,, ..., X, X, = X;x,} olarak elde edilir.

n

Not: Monoidlerin graf ¢arpiminin sunusu iirete¢ kiimesindeki biitiin {iretecler
icin degismeli bagintilar icermediginden monoidlerin direkt ¢carpimindan farklidir.
Bu ise bize; bu boliimde yapilan ¢alismanin literatiirde daha 6nce bulunmadigini

gostermektedir.

4.3 Ana Teorem

I',, veTI',, graflarsirasiyla @, ve g, sunuslar ile iliskili graflar olsun.
(Aslinda her bir I',, grafi I';, nin bir alt grafi olarak diisiiniilebilir). Ayrica her bir

I', 1< j<n) grafi I';, in alt grafi olsun. Bunlara ek olarak

MI>M2,“.,FMk!MkH’“.,FMrkl)Mn,FMl’Mn

graflar1 '), nin diger alt graflar1 olmak iizere,

= T, grafinmmkenarlarn I') ,I", ve I', graflarimin kenarlarinin birlesimi,

= T, ., grafimnkenarlarn 'y, ')~ ve I'; graflarmin kenarlarinin birlesimi,

= T, , grafimmnkenarlann I'), ,I", ve I', graflarmin kenarlarinin birlegimi

Ve
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" Tyu grafinin  kenarlari I oLy ve I graflarinin  kenarlarinin

birlesimidir.
Bu boliimde elde edilen ana sonug asagida verilmistir.

4.3.1 Teorem (Ana Teorem) [37]: Her bir M, (1<j<n,n=2m,m eZ")

monoidi sonlu tiiretilmis tipe sahip ise, bu monoidlerin graf carpimi da sonlu

tiiretilmis tipe sahiptir.

Ana teoremin ispat1 bir sonraki alt boliimde ayrintili olarak verilecektir.

4.4 Ana Teoremin Ispati

Ik olarak ana sonucun ispati i¢in gerekli olan yardimci teoremleri verelim.

Bunun i¢in 1< j <n olmak tizere, P (I',) (sirastyla P (FT/)) kiimesi I" 7 grafi i¢inde
sadece (U,,T;,+1,V,) (swasiyla (U,,T,,-1,V;)) formundaki kenarlar1 igeren yollarin
kiimesi olsun. Ayrica = bagmtist P(I'),) lizerinde keyfi bir homotopi bagintis

olarak verilsin. Bunlara ek olarak sunu not etmeliyiz ki, j nin tek veya ¢ift say1
olmasma gore (4.1) kiimesindeki bagimntilarin yazimi degiseceginden asagida
verilecek olan yardimci teoremler ve ispatlart j nin tek sayr oldugu diisiiniilerek
yapilacaktir. j nin diger durumu (¢ift say1) i¢in olan ispatlar da bunlara benzer olarak

yapilir.

a) j nin tek say1 olma durumu:

4.4.1 Yardimc1 Teorem: p eP(FTj_ ) olsun. Bu durumda p, eP+(FTj_ ) ve
p.e€P ;) yollartigin p=p, p dir.

Ispat: €,6,,...,e, lerin her biri I', grafinda kenarlar olmak iizere,

m

P = ¢e,...e, olsun. jnin tek say1 olma durumu diigintldigi i¢in, 7, :x,x,,, = x,,,x,
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(x; €x,,x,, €X,,) bi¢ciminde bir bagint1 vardir. Bir i indeksi i¢in e, € P (FT/') ve
e € P, (I, ) olsun. Bu durumda Oyle kiigik bir i secelim ki
xff ? xji+l € Xj ? xf“,- ’ xj+1, j+1 1(;111

ei:(UiJTj[J_LI/[)a T xj‘xj+1 =xj+1ixj‘_,

Cin1 = (U“[ ? Tfm ’+1’ I/”l)’ T/M :xjm x./+1i+| - x.j+1i+l x./i+l '

olsun. Eger U,=U,, ise bu durumda x, =x, ,x,, =x,, ve V=V, dir

Dolayisiyla e,,, = el._1 dir ve boylece p =e,..e_je,,..e, olur. Eger U, #U,,, ise bu

durumda Ux,x,,V,=U,x, x,, V., esitligi kenarlarin bagmtilarin farkh
uygulamalarini igermesini saglar. Burada U, =U,x; X, W ve
Vig =Wiax, x,, V, ise, e,eP, (FTJ_) ve e, P (FT/) olmak tizere 2.5.1 Tanim (a)
ile

w.

i+l ’

= (U, x

l+1 Jin /*1 i+

=(U,,,.T, .+ W+1 J+1x VU, x

i+1? i

—LVWULLT, +LW X x l)

i+1° i

JHlia xji+l VVH'I ’ )

z 1+1
H—l

€€

i+l

elde edilir. Boylece p=e,..e ee,e.,..c, (2.5.1 Tanim (c) ile) elde edilir.

Dolayisiyla p yolu istenen formdaki yol haline doniisiir. o

4.4.2 Yardimci Teorem: p € P(FTj ) olsun. Eger «(p)=UV ve
(p)=U'V'(U,U'ex;,V,V'ex, ) ise, U=U"V =V"'ve p=1 dir.

Ispat: 4.4.1 Yardimc1 Teorem ile p= p, p_ olacak sekilde p, EP+(1"T/_) ve
p_€ R(Frj) yollart vardir. «(p,)=up)=UV ve z(p,)=7(p)=U'"V" oldugu i¢in,

p. =1 ve p_=1 elde ederiz. Béylece p=1ve U =U",V =V" olur. o

Simdi f,(x)=x; ve f;(x,,)=1(x; €x,, x,,, €x,,,) olacak sekilde bir

55



Ji(x uxjﬂ)* - Xj*
homomorfizmasi tanimlayalim. Bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

4.4.3 Yardimar Teorem: WV e (x, UX ) olsun. Bu durumda baz1 V € x j+l*
i¢in W den Vf, (W) kosesine bir p,, eP+(FTj_ ) yolu vardir. Eger baz1 V'ex j+1* icin
W kosesinden V' f,(W) kosesine bir p € P+(FTj ) yolu varsa, bu durumda V =V"'
ve p, = p dir.

Ispat:  Bir W=Wyx, ,Wx,, .x;, W, kelimesi alahm. Burada

X €X,,, W€ xj.ﬂ (1<t<m ve 0<s<m) oldugundan [,(W)=W W W,

Jj+1°

olur. Ayrica W, =x,x, ..x; (x, €x,1<i<k) olmak izere,

T :x.x

- <i<
XX, = XXy, (1ST<k)

dir. Bunlara ek olarak, W'=W,x,, W,x W, kelimesini alalim. Bu durumda

Vo XX

P(T,) deki

T

('x X X o ’Tjk + 1’ w ')(le xfz '"xjkfz Jk

XX ALx, W) (LT, A Lx, x, W)

Jk

W' den x.

yolu W =Wx,,, o, WoW' kosesine bir yoldur. Bu sekilde devam edilirse,
bazi Vexj.+l kelimesi i¢in, W den Vf (W) kosesine bir p, € P, (FTj_) yolu elde
edilir. Eger baz1 V' 'exll kelimesi i¢in, p € P, (FT/) yolu Wden V' f,(W) ye bir
yol ise bu durumda p~'p, eP(FTJ) yolu da V' f,(W) den Vf (W) kosesine bir
yoldur. Dolayisiyla 4.4.2 Yardimer Teorem ile, p~'p, =1 ve buda p, =p (2.5.1

Tanim (¢), (d) ile) ve V' = V"' sonucunu verir. O
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Simdi p,qu(FM/_,MM) olmak lizere = bagintisi P(FM/_,MM) tizerinde bir
homotopi bagintist olsun. Bazi p, € P+(FTj) ve p_eP (FT/) yollariigin p=p gp_
oluyor ise, 3.4 Alt Boliim’de verildigi gibi p = g yazilir. Ayrica sunu not edelim ki
bu > bagmtisi gegismelidir ve (x;UxX M)* kiimesinin iki yanli hareketi ile

uyumludur. Bunlara ek olarak, Temel Yardimci Teorem’in (4.4.10 Yardimci

Teorem) ispati i¢in p € P+(FTj ) ve ge P(T’ . Mm) olmak iizere,

Up)lg—>t(plg

4.2)
g1 p) q.z(p)

kurallarin1 hatirlatalim. (Bunlar 2.5.1 Tanim ile kolaylikla goriilebilir).

Her bir §, :Sj+1 = Sj’1 €s; ve her bir x,,, ex,,, i¢in, 4.4.3 Yardimc1 Teorem

ile §"x,,, den xS késesine bir p, e P(I;) yoluve xS~ den S x,

kosesine bir p. € P(I'; ) yolu vardir. Ayrica [Sj”]MY =[Sj_l]M_ oldugundan Sj+1

den § j’l kogesine bir pg yolu da meveuttur. Dolayisiyla § j“xj+1

den Sj.’lxj+1 e bir
qu’fo :p+(xj+15Sj:+191)p—

yolu elde edilir (Sekil 4.3-(a)). Bu durumda

={((1, S"+19xj+l)7qS/,x/+l):Sj €S, X exjﬂ} CP(Z)(FMJ-,MN)

j Jj+l
olsun. Her bir x; ex; ve §,,:S5,," =S, 'es ja16in, 4.4.3 Yardimer Teorem ile
ij+1 den S+1 x; kosesine bir p.eP.(T, .)  yolu ve S+1 x; den xS/+1

kosesine bir p_e P (T, ) yolu vardir. Ayrica [SM”]M y —[Sj+1 i, . oldugundan

S j+1+1 den § j+1_1 kosesine de bir pg ~yolu mevcuttur. Boylece xS, ! den xS, j+1

koOsesine bir
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q;c/‘ Sl - p“*' (1’ S./+] > +1, X; )pi
yolu elde edilir (Sekil 4.3-(b)). Buradan

C  ={((x,.8,..+LD.q, 5 ):S,, €5

(2)
1 €8 X exj}CP (FMJ,MN)

olsun.
‘S?ljcj+l 1: XS fojil I: Sinx,
ds, %, v (xjH , Sj A+1,1) vy (LS, +1,x))
8% i e X jS:Tll 14?', Sa%;
(a) (b)

Sekil 4.3

Simdi Temel Yardimci Teorem’i (4.4.10 Yardimci Teorem) olusturmak ig¢in

gerekli olan yardime1 teoremleri verelim. Bunun i¢in
* *
ho (X, 0X,) > Xy
homomorfizmasini tanimlayalim.

4.4.4 Yardimci Teorem: p ve g yollar 7(p)=1(q) olacak sekilde FM,,MH
da iki yol olsun. p>p'qi>q' ve 7(p'),uUq") e (X, uxjﬂ)* ise bu durumda
z(p")=u(q') ve pgi—> p'q" dir.

Ispat: pi>p' ve g ¢ oldugu icin, p=p.p'p. ve q¢=q.q9'q
(p,,q.€P(I';) ve p,q €P(I';)) homotopik denkliklere sahip oluruz. Bu

durumda agikca goriiliir ki
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pP4=p.p'Pq.q'q.

dir ve 4.4.2 Yardimci Teorem ile de p g, =1 dir. Dolayisiyla 7(p')=u(q") ve
pq — p'q' sonucu elde edilir. O

*

4.4.5 Yardimcr Teorem: U,V ex;,, S, €s,, ve &==*1 olmak dlzere,

e=(U,S.

J+12

g,V) kenart I’ M, grafinda bir kenar olsun. Bu durumda herhangi bir

X; €X; i¢in,

olacak sekilde FMN de bir g yolu vardir.
Ispat: 4.4.3 Yardimci Teorem ile, P+(FMN) icinde x,U dan h, (x,U)x,

kdsesine bir yol vardir. Dolayisiyla (4.2) ile

xet o (h(x,U)x,,S

s EV) e q,-x,V

(g, P(I"MH1 )) homotopik denklikleri elde edilir. Ayrica P, (FMM) icinde x;/ den

h;(x;V)x; kosesine bir yol daha vardir ve (4.2) ile

q,.x;V e qx;

Joj+l

elde edilir. Burada g =g,.h,(x;/) dir. Sonug olarak x,.e+> . g.x; homotopik

JsJ+

denkliginin saglandig1 goriiliir. o

4.4.6 Yardimci Teorem: p yolu I', = grafinda herhangi bir yol olsun.

Herhangi W € x; i¢in,
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olacak sekilde I'), ~da bir g yolu vardr.
Ispat: Ispat W kelimesinin bir tek x; €x; harfinden olugmasi iizerine

verilmistir. Genel durum W kelimesinin uzunlugu tiizerinde tiimevarim hipotezi
diistiniilerek yapilabilir.

p =ee,..e, olsun. Bu durumda 4.4.6 Yardimct Teorem ile,

x;€ . g,x; olacak sekilde bir ¢, € P(FMH) yolu vardir. Burada 1<i<m

icin, e, =(U,,S ., ,¢,,V;) ve U,V € Xjﬂ dir. Boylece 4.4.4 Yardimce1 Teorem ile,

P2+l 0
X P (41959,)%,
elde edilir. o

4.4.7 Yardimer Teorem: U,V e(x, uxjﬂ)*, S. €s, ve &=%x1 olmak

Jj+l jtl

tuzere, (U,S,,,,¢&,V) kenart I'), , — grafinda bir kenar olsun. Bu durumda I',,

j+1 ’ J+l

grafinda bir ¢ yolu vardir 6yle ki

(.S

J+1°

eV q.f,(UV)

dir.
Ispat: FM,,MM grafinda bir (U, S ,,,&,V) kenarim alalim.
U,S,,,&V)> . (h,U)f,U),S,,,,&V) (4.4.3 Yardimer Teorem ve (4.2) ile)
B, U)W (4.4.6 Yardimci Teorem ile)

e qh, U0 UV) (4.4.3 Yardimci Teorem ve (4.2) ile)

S qf,UY)

JoJ

60



elde edilir. Burada ¢, € P(FMM) ve g =q,.h,(Uf;(V)) dir. O

4.4.8 Yardimc1 Teorem: S es; ve Wexj+1 olsun. Bu durumda bazi

* . .
W'exy, icin,

(LS,,e, )W e (gSHW'.(1,S,,¢,1))

olacak sekilde I'), ~ grafinda bir ¢ yolu vardur.
Ispat: Herhangi bir U (X; uxjﬂ)* kelimesi ve p € P(FMM) yolu i¢in, 4.4.3

Yardimci Teorem ve (4.2) ile
pU p'.f,(U) 4.3)

(p'e P(FMM )) homotopik denkligini elde ederiz. Buna ek olarak, her bir x, , e x,,,

i¢in, C, ., kiimesinin tanimu ile

LS;,e)x = (g, S(x;,-(1L,S;,80) (4.4)

homotopik denkligine sahip oluruz. (4.3) ve (4.4) {in tekrarlanmasi ve 4.4.4 Yardimc1

Teorem ile istenen sonug elde edilir. O

4.4.9 Yardimer Teorem: U,V e (X, uxjﬂ)*, S, €s; ve £=x1 olmak lizere,

(U,S,,&V) kenar1 '), grafinda bir kenar olsun. Bu durumda ¢ € PT Mﬂ) i¢in,

U.S,e) 50 o @S USVIH,U)S,02. /()

saglanir.
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Ispat: T My, grafinda bir (U,S;,&,V) kenarii alalm. 4.4.3 Yardimcei

Teorem ve (4.2) ile
U,S;,&,V)=> (h,(U)f;U),S,,&,h,(V)f,(V))
denkligi ve 4.4.8 Yardime1 Teorem ile de
(b, O),S,,6h, 0,0 (1, O)f, ), SEf, ), O)f,OW,.(LS;, 6 f,()))
(¢, € P(Ty, )W, €x,,) denkligini elde ederiz. Ayrica 4.4.6 Yardimei Teorem ile
hO)f,W)g, ST, q.f,UST) (geP(T, )
ve 4.4.3 Yardime1 Teorem ve (4.2) ile
h, )OS e, [0 = WA(f,U)S e, f,00) W exy,)

dir.  Buradan 4.4.4 Yardimci Teorem ve yukaridaki homotopik denklikler

kullanilarak
U.Se) b0 o (@ f,USIIL,WU),S,.5, f,(V))

denkligi elde edilir. Burada, 4.4.3 Yardimci Teorem ve h; nin tanim ile

W=nh,(US;V) dir. O

4.4.10 Yardimer Teorem (Temel Yardimer Teorem): pe P(I', M/+1) olsun.
q'e P(FM[+l ), r'e P(FMf) olmak tuzere, g=g¢q'.f,(«(p)) ve r=h(z(p))r' dir.

Ayrica p, e P(I';), p_ € P(I';) yollari igin,

62



P =

oY

C. p.qrp_

JaJ+l

homotopik denkligi saglanir. Burada z(p,)=h,(u(p))f;(«(p)) ve
W(p_)=h;(z(p))f;(z(p)) dir.
Ispat: U,V (x; uxjﬂ)* kelimeleri i¢in, p yolunun (U,Q,¢&,V) bigciminde tek

bir kenar i¢erdigini kabul edelim. Bu durumda sonug,

Qes,, ise4.4.7 Yardimer Teorem,
Qes; ise 4.4.9 Yardimer Teorem,

QeT, ise 4.4.3 Yardimel Teorem

ile agiktir. Simdi e bir kenar ve p bir yol olmak iizere, p = p,e olarak tanimlansin.

Bu durumda

P C;jaYCh i (q{ f/ (l(p)))(h1 (T(p, ))I"]' ),
€ uC (q>-f;@We))(h, (z(p)).ry)

bigiminde homotopik denklikler vardir. Burada ¢,,¢, € P(T',, ),7;,7, € (I, ) ve

(g,)=h,W(p)),  (n)=f,((p)),
q,) =h,(e)), ()= f,(z(p))

dir. Buradan 4.4.4 Yardimci Teorem ile

PP e (@ PP G S N, (2(p) 1)

homotopik denkligini elde ederiz. Buradaki #; (z(p))r ve q,. S, (i(e)) yollarinda

kullanilan bagintilar farkli oldugundan, 2.5.1 Tanim (a) ile,
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(h,(z(p))1 (g,-f, (@) = (g,./,(e(PI) (B, (z(P))-1)

denkligi elde edilir. Buradan ¢ =¢q,q, ve r =rr, esitlikleri kabul edilirse

(g ) =h,(«(p)) ve 7(r') = f,(z(p)) igin,
P o GG ()

sonucu elde edilir. O

Ayrica M; monoidleri sonlu tiiretilmis tip zelligine sahip olduklari igin,
=, =P?T,) ve =, =P?, ) olacak sekildle C, <P, ) ve

Cy, < PA(T,, ) sonlu alt kiimeleri vardir.

Buradan C'=C, UC, UC, ,UC,

Y, ., olmak tizere asagidaki sonug elde

edilir.

4.4.11 Sonuc: :C.:P(Z)(FM/,MH) dir.

Ispat:  (p,,p,,)eP? Ty )  olsun. p..p. €P. ;) ve
p..p. €P (FTj ) olmak {iizere, Temel Yardimci Teorem (4.4.10 Yardimci Teorem)
ile p,=. p.qr,p. ve p,., = P.q il p_ denklikleri vardir. Ayrica g, eP(FM/_H)

ve 7, eP(FMM) (i=j,j+1) igin,

q, = qlf/ (up)) ve rn= h_/ (z(p, ))rl

esitlikleri saglanir. Burada «(p;) =u(p,,,) ve 7(p,) =7(p,,) oldugu igin,
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2(p.)=h,(p))f,@(p))=h,@(p, ) S (Up,.) =7(p.),
(p)=h,c(p ), ((p,) =h, ()], @) =1p)

esitlikleri elde edilir. Boylece p, = p. ve p. = p_ olur.

Ayrica i=j,j+1 igin, l(q;)zhj(l(pi)) ve T(ql'.):hj(r(pi)) dir. Buradan
l(q_'/) = l(q_'m) ve T(q_'/) =17(q,,") esitlikleri elde edilir. Bu ise
(q;.,q'jﬂ) e p? (FM/H) olmasin1 saglar.  Sonug¢ olarak, =Cu,, :P(z)(FM‘M) ve
Cy,., < C'oldugu igin, q;. =, q'j+1 ve boylece de ¢, =.. q,,, elde edilir.

Benzer sekilde,

W(r)) = f;(p) = f,(Up;.) = 1(r.)

ve
7(r)=f,(p)) = f,(x(p,.) =7(r,,)

oldugundan (r;,r;,,) € P?(T,, ) dir. =, =P?(, ) ve C,;, < C'oldugundan,

r' =0 r;,, ve boylece de r; = r,,, elde edilir. Buradan da

P; =c P.Y;7;P- =c p+qj+1 P = Pin
sonucuna ulasilir. Bu da bize :CM,=P(2)(FM_’M ) esitligini verir. O

b)_j nin cift say1 olma durumu:

Bu boliimiin biitlinliiglinii korumak amaciyla son olarak j nin ¢ift say1 olma

durumunu yukaridakilere benzer sekilde inceleyelim.  Bunun i¢in her bir

-1 . o . . +1
S8,y =8, €s,, ve her bir x; ex; i¢in, 44.3 Yardimer Teorem ile S, " x;
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den ijjH” kosesine bir p, eP+(FTM) yolu ve ijj+1_1 den Sj+1_1xj kosesine bir

p.€P(I'; ) yolu vardir. Ayrica [SM”]MHl =[Sj+1_l]MM oldugundan, SM+1 den

S, kdsesine bir p; yolu da meveuttur. Dolayisiyla S, "x; den S, "'x; e bir

ds,,.x, = P+ (x5S, +LDp_
yolu elde ederiz (Sekil 4.4-(a)). Buna gore

Cryn ={((LS,,,+1,x)),q5 . ):S,, €8, %, €X,} C P(z)(FMj’M_ )

JH

olsun. Simdi her bir x, ex,, ve her bir §,:5," =S €s,icin, 4.4.3 Yardimc
. +1 +1 " . -1 -1 o .
Teorem ile x,,,S;" den S, x,,, kosesine ve S, x,,, den xS, kosesine sirasiyla

p.eP(,) ve p.eP(T,) yollart vardir. Ayrica [S,"'], =[S, '], gercegi ile

S*™ den xS/

S, den S, kdsesine bir py yolu mevcuttur. Bdylece xS, iy

kosesine bir
q..s5, = P.(LS;,+Lx, )p’
yolu vardir (Sekil 4.4-(b)). Buna gore
Crn = (xS, 4L 10q,, 5 ):S, €8x, €X,, € PO, )

olsun.
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SHx, a :

" o l: xS 7 X, b S5
w (x(i’S_/+1’+1’1) w (17 Sj a+15 xj+1)
1 Y d -1 Y <
X bl xS - <+ -1

Sl p- JmH xj+1Sj] D Sy X

(a) (b)

Sekil 4.4

Ayricaj ¢ift sayisi i¢in, C"=C,, U CM]_+1 U 6’;,;+1 Uaj,j+1 olmak iizere, 4.4.11

Sonug’a benzer sekilde asagidaki sonucu elde ederiz.
4.4.12 Sonug: =..=P?(T,, , ) dir.
Yukaridakilere ek olarak

Cl‘ek = (CI,Z % Cly,2) V.Y (Ck,k+l o C/;,k-%—l) V..U (Cn—l,n o C;’l—l,n)

%S

Cop =(Co3VC23) V.. U(Crint W) V.. U (Cui U Chit)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda
C= CMj vC, vl

olmak {izere, 4.4.11 Sonug ile asagidaki sonug kolaylikla goriiliir.

4.4.13 Sonug: == P?(T,,) dir.
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Ana Teoremin Ispati:

Her bir M, (1<j<n,n=2m,meZ") monoidi sonlu tiiretilmis tipe sahip ise
bu durumda biitiin ©u, sunusglarin1 sonlu sunuslu ve biitiin C M, kiimelerini sonlu
kabul edebiliriz. Boylece ,, sonlu sunuslu ve C kiimesi de sonlu bir kiimedir.
Ayrica 4.4.13 Sonug ile =.=P(T,,) dir. Dolayisiyla M ; monoidlerinin graf

carpimi sonlu tiiretilmis tipe sahiptir. Bu da istenen sonugtur. o

Not :
i) C,, ve C, iireteg kiimelerinin “kiiresel monoid resimleri” Sekil 4.5 ile
temsil edilirler. (Bu kiiresel monoid resmi ile ilgili temel kavramlar 5. Boliim’de

bahsedilmistir.) Bu resim kavramu ile ilgili ayrintili bilgilere [56, 57] kaynaklarindan

ulasilabilir.

Sekil 4.5

ii) Costa ([17]) monoidlerin graf ¢arpiminin kelime problemine sahip
olabilmesi i¢in kelimeler ilizerinde baz1 sartlarin saglanmasi gerektigini gostermistir.

4.2.3 Uyarr’da not edildigi gibi graf carpimin kelime probleminin ¢oziilebilirligi
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bagintilarin se¢imine baglidir. Burada dnemli olan nokta budur. Ciinkii S} kiimesini
(4.1) kiimesindeki gibi segerek bu S, kiimesinde higbir ¢akisan kelimenin olmamasi

garanti altina alimyor. Bdylece ¢,, sunusu i¢in ¢akisan kelimeler sadece

Sx,0, X8, 5 jteksay
S.a'x;, x,,8" 5 jiftsayr (j# n)
SHx,, xS " ; j=n

seklinde olmaktadir. Degismeli bagintilardan dolay1 bu kelimelerin her birisi bir tek

indirgenemez kelimeye sahiptir. Bu ise bize g,, sunusunun tam oldugunu

gostermektedir. Ayrica sunu da not etmeliyiz ki her bir monoidin ¢oziilebilir kelime

problemine sahip olmasi sart1 kesinlikle gerekli olan bir durumdur.
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5. CAYLEY GRAFLARLA ELDE EDILEN MONOIDLERIN
WREATH CARPIMI iCiN BAZI SONUCLAR

5.1 Giris

Birlestirilmis Grup ve Yart Grup Teoride bir c¢arpimin sunusu
diisiiniildiiglinde, ilk olarak bu sunusun sonlu iiretecli ve sonlu sunumlu olmasi ic¢in
gerek ve yeter kosullar calisilmaktadir. Bu calismada {iizerinde duracagimiz
monoidlerin wreath ¢arpiminin sunusu; [33] deki calisma ile literatiire kazandirilmig
ve bu sunusun sonlu iiretegli ve sonlu sunumlu olmasi ile ilgili calismalar [60] da
yapilmistir. Tezimizin bu boliimiinde 6nemli olan nokta, monoidlerin bu wreath
carpiminin sunusunun geometrik bir yap1 olan ve 2.6 Alt Boliim’de verilen Cayley
graflar yardimi ile bulunmasidir. Bu boliimiin baslangi¢ kismini olusturacak olan 5.2
Alt Boliim’iin temel kaynagini1 Ates ve Cevik’in [7] deki ¢alismasi olusturmaktadir.

Bu boliimiin ikinci kisminda, wreath carpim {izerinde, geometrik bir 6zellik
olan p-Cockcroft (etkililik) 6zelligi incelenmigstir. Wreath carpimlar da ozel yari
direkt ¢arpimlar olduklarindan o6ncelikle bu 6zelligin yar1 direkt carpimlar altinda
calisip ¢alisiimadigina bakilmalidir. Bu yondeki 6nemli ¢alismalar ise Cevik’in [21]
ve [22] referanslarindaki yayinlarinda bulunmaktadir.

Cebirsel yapilarin siniflandirilmasi, bu yapilarin anlagilmasinda énemli bir yer
teskil etmektedir. Ozellikle gruplar ve monoidler ile bunlarin alt gruplari ve alt
monoidleri arasindaki iliski, simiflandirmada en ¢ok {izerinde durulan noktalardan
biridir.  Alt monoid ayristirilabilirlik; bir monoid ile bu monoidin alt monoidi
arasindaki iligskiyi ortaya c¢ikardigindan bu g¢alismanin diger bir boliimiinde 6zellik
olarak wreath c¢arpim iizerinde verilmistir. Bu 06zellik bazi grup genislemeleri
tizerinde [6] kaynaginda c¢alisilmistir.

5. Bolimiin son alt boliimiinde (5.4 Alt Boliim) ise bazi 6zel monoidlerin
wreath carpimi iizerinde kelime problemi incelenmistir.  Bu problem 2.3 Alt
Boliim’de verildigi gibi 1911 yilinda Max Dehn tarafindan literatiire kazandirilan

karar verme problemlerinden biridir.
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5.2 Monoidlerin Wreath Carpim icin Sunus Elde Edilmesi

Bu alt boliimde amacimiz, Cayley graflari kullanarak monoidlerin wreath
carpimi i¢in bir sunus elde etmektir. [7] deki caligmada ayni metot gruplar icin
kullanilmig (ayrintilt bilgilere [4] kaynagindan da ulasilabilir), monoidler igin ise agik

birakilmistir. Ancak ilk olarak bu ¢arpimin sunusu hakkinda bilgi verelim.

A ve B monoid olmak iizere, B nin 4 nin mertebesi kadar kendisi ile kartezyen
carpimini B notasyonuyla, uygun direkt ¢arpimu ise o notasyonuyla gosterelim.
B! ile 4 monoidinden B monoidine tanimlanan biitiin fonksiyonlarin kiimesi ve B B4
ile de bu sekildeki f fonksiyonlarindan sonlu destege sahip olanlarin kiimesi ifade

edilir. Bir f fonksiyonunun sonlu destege sahip olmasi ise xeA4 icin, f(x)=1,

sartinin saglanmast demektir.

5.2.1 Tammm: 4 ve B monoidlerinin kisitlanmamis ve kisitlanmis wreath

carpimlart

(f.b)(g.b")=(f"g.bb")

carpma islemi altinda tanimh olup sirasiyla B“*x4 ve B B4

xA kartezyen kiimeleridir.
Ayrica 0zel olarak BWrA ve BwrA seklinde gosterilirler. Esitligin ikinci tarafindaki

g fonksiyonu
‘g:A>B, (0)'g=(xb)g (xed),

biciminde tanimlanir. BWrA ve BwrA, birim elemani (i, 14) (Vxed igin i(x) =1p)
olan moniddirler.

Ayrica BWrA = BwrA olmasi icin gerek ve yeter kosul |B| =1 veya A nin sonlu
olmasidir [33].

Bu béliimde yapilacak olan tiim ¢alismalarda “wreath ¢arpim” ile “kisitlanmig

wreath ¢arpim” ifade edilmistir.
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A ve B herhangi iki monoid olsun. Ayrica ¢ , =[x ; r] sunusuna sahip 4
monoidi i¢in iireteg kiimesi {a :x ex} ve @, =[y ; s] sunusuna sahip B monoidi i¢in
treteg kiimesi {b,:y €y} olsun. 4 ={a,,a,,...,a,} olmak lzere, belirtilen bu ireteg

kiimeleri ve sunuslar kullanilarak asagidaki adimlar uygulanir:

e g, <a, <..<a, siralamasini segelim ve @, =1 olsun.

A monoidinin elemanlar1 kullanilarak I', ile gosterilen bir Cayley graf
cizilir.

@ ;@1 kopyas1 alinr.

e Her bir a € 4 kosesi i¢in, g, nin [y

e Herbir a,a' (a#a") kése ¢ifti i¢in, 'z =z (y,z ey) bagmtisi
yazilir.

e [, Cayley grafindaki her bir pozitif kenar icin (Sekil 5.1 de gosterildigi

gibi),

H y(a) x:xy(C)

1

aeca .
x

bagintilar1 yazilir. Burada ¢ € 4 igin ca.' ile {ae€ A : aa_=c} kiimesi belirtilir.

Sekil 5.1

Biitiin bu adimlardan sonra [33] kaynaginda ispat1 verilen asagidaki yardimci

teorem elde edilir.

5.2.2 Yardimc1 Teorem: 4 ve B monoid olmak tizere M=BwrA olsun. Bu

durumda M monoidi i¢in

1

P =y (@ e A).x38@,r, 0z = Z‘””y(”)’( [1y (a)]x o

aeca,

(a,a'e A, xex, y,zey)]
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sunusu elde edilir.

e Son olarak yukarida elde edilen g,, sunusuna Cayley graftan

secilecek maksimal agaca bagl olarak, Tietze dontigiimleri ([45, 64]) uygulanir.

5.2.3 Uyar1: Wreath ¢arpim i¢in, yukaridaki algoritmada belirtildigi gibi,
Cayley grafin kullanilmasinin nedeni aslinda bu g¢arpimin temel karakteristigini

belirleyen

y(a)Z(a') — Z(a')y(u) ve [ Hy(u) Jx — xy(c’)

aeca;'
(a,a'€e A, x e€x, y,z €y) bagmtilarin1 elde etmektir.

5.2.4 Ornek: B sonlu monoidi ¢, =[y ; s| sunusuna sahip ve A=7,

mertebesi n olan devirli bir grup olsun. Simdi M=BwrA i¢in yukaridaki adimlara

gore bir sunus olusturalim.

A=17, grubu [x;x" =1] monoid sunusuna sahip olsun. Ayrica C kiimesi {a}
elemant ile tammlansm. Bu durumda Z, in I', Cayley grafim ¢izmek i¢in
p:C >7Z

a — x bigiminde bir homomorfizma tanimlayabiliriz ([66]). (Buradaki

n’

C" ile C kiimesi iizerindeki biitiin bostan farkli kelimelerden olusan serbest monoid

temsil edilir). I', in kdse ve kenar kiimeleri sirastyla
V(FZH):{I,x,xz,...,x"’l} ve E(I'y)= {(1,a,x),(x,a,x%),....(x"",a,1)}

bi¢imindedir. Boylece Z, in Cayley grafi Sekil 5.2-(a) daki gibi ¢izilir.
Kolaylik olmast agisindan, 1,x,x°,...x"" kose elemanlari sirasiyla
0,1,2,...,n —1 bi¢iminde etiketlensin. Bdylece her bir 0 <i<n—1 kdsesi i¢in, ¢, nin

bir [y"” ;5] kopyasi almir. Gergekte ¢, nin n kopyast I';, igindeki her bir koseye
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sabitlenirse, Sekil 5.2-(b) gibi I'', Cayley grafi ve bu I''; Cayley grafindan

yPx = xp" (0 <i < n—2) bagintis1 elde edilir.

Iy, ry,
[y(z) : 5':2:']

(x,a,z%) - (z%,a,z?)
R R e
Sy sy o 50
v 1 37

F 24 .
lx,a,x”) o (z%a,x%)

(l.a,z) | (lLax |
1 :rﬂ'_l | ) 0 n—1 | ) )
& [y(U:'; S':U,I] . [ ] [ylﬂ—lj:sl‘ﬂ—lj]
Ixn—l a, ]_:I I:In_]" a, 1)
(a) (b)
Sekil 5.2

Ayrica I''; Cayley grafindaki her bir i ve j (0 <i < j <n—1) kosesi i¢in,

y(i)Z(./') — Z(./’)y(i)

bagintisin1 elde etmekte miimkiindiir. Bdylece 5.2.2 Yardimci Teorem yardimiyla

M=BwrA monoidi

Py = [y(i)’ X ; s(i)’ x" = I’y(i)Z(j) — Z(j)y([), y(i)x — xy(Hl)] (51)

(0 <i < j <n-1) sunusuna sahip olur.

Asagida verilmis olan Tietze doniistimlerindeki teknik zorluklar igin,
yukaridaki yapida B yi monoid ve 4 y1 ise monoid sunusuna sahip grup alinarak

devam ettirilmistir. Bu durumda 5.2.2 Yardimci Teorem’de verilen sunus

o, =y (ae A)x;s' (ae A,y z ) =z H Y lx=x] (5.2)
1

aeca_
X
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(a,a,ce€ A, xeX, y,zey) bigiminde tekrar yazilabilir.

Simdi I', Cayley grafindan 74 maksimal agac1 secilsin. Her bir a € 4 igin,
v, gosterimiyle; 7, maksimal agaci i¢inde 1 kosesinden a kosesine en kisa yol
(geodezik) ve W, gosterimiyle; y, tizerindeki etiketi temsil edelim (Sekil 5.3). Simdi
(5.2) ile verilen g, sunusunu dislinelim ve bu sunus ilizerinde bazi Tietze

doniistimlerini uygulayalim:

&
._L.-f’
]
»
]
]
5]

[
o~

Sekil 5.3

aeca,

(T1) [ I y(“)]x =xp ve r bagmtilarini kullanarak W,y = y"w

(y“ ey'“) bagmtilari ekleyelim.

(T2) Wy =yPW ve r bagntilarmi kullanarak [ 11 y(”)]x = xy"

aeca,

bagintilarini silelim. Aslinda bunu asagidaki gibi gosterebiliriz:

Herhangi a € 4 icin, W,y'” = y""'W_ alalim ve esitligin her iki yanin sagdan

x ile carpalim. Bu durumda W, x =W, oldugu igin,

wy“x= 11 »* W
esitligini elde ederiz. Buradan
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W;axy(C) — H y(O) VVaax

-1
lecW
aa,

esitliginin saglandig1 aciktir (¢ = aa ). Ayrica son iki esitlik karsilastirilirsa

w, T[] »x =W, »
1 X

eca_
aeca

esitligi elde edilir. Daha sonra yukaridaki esitligin her iki yanimm soldan W'

(buradaki W' ile a kosesinden 1 kosesine olan en kisa yol iizerindeki etiket

kastedilmektedir) ¢arparsak;

Wa—IVVa H y(a)x — Wa—lpyaaxy(c)

-1
cc
aeca,

elde edilir. Burada W 'W, ve W 'W, swasiyla 1 ve x elemanlarina denk

olduklarindan,

H y(a) Y = xy(c’)
1

aeca_
X

sonucu elde edilir.

(T3) s ve W,y =y"W, bagmtlar1 yardimiyla s'” (a#1) bagmtilarim

sileriz. Bu silme isleminin ardindan, sunusta sadece s bagmtilarina sahip oluruz.
Bu eleminasyon islemini asagidaki gibi gosterebiliriz:

Herhangi bir a #1 igin,

Wy =yOw,
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bagmtisim gdz oniine alalim. Simdi S es® ve §“ es'” elemanlarini dikkate

alalm. Bu S ve S harflerinin sirasiyla y ve y(”)(a;tl) ye ait olduklar
anlamina gelir. Sonugta W,y = y "W esitligi de kullanilarak W s = s"W (a #1)

bagmtisi elde edilir. Boylece S ~1 ve dolayisiyla da S ~1 elde edilir (S es"”

Q)] )

ve s de g, sunusu iginde bir bagmti oldugu igin). s’ bagmtilar1 s
bagmtilarindan tiiretilebildiginden s’ (a #1) bagintilarmi silebiliriz.  Sonugcta

elimizdeki sunusta sadece s bi¢imindeki bagintilar kalmustir.

(T4) y“ (a#l) ireteg elemanlarini silerek, her bir y*“ i

y(“)z(“v) = z(“')y(“) (a,a € A,y,zey) bagmntist iginde W 'y"W (a#1) ile yer

degistirelim. Bu silme isleminden sonra y“ iirete¢ kiimesinin i¢inde sacede y

tiretecine sahip oluruz.

M

Yukaridaki biitiin adimlardan sonra ‘"’ ussi ihmal edilerek

go'M =[y,x ;s,r,yWa’lea = Wafleay (aeda#l,y,zey)] (5.3)
sunusu elde edilir.

5.2.5 Uyar: g,, sunusu lizerine uygulanan yukaridaki Tietze doniisiimleri,

(5.3) deki yeni sunusun minimal iirete¢ kiimesine sahip olmasini gerektirir.

5.2.6 Ornek (devam): 4=7, yi monoid sunusuna sahip n mertebeli devirli

bir grup olarak diisiinelim. Daha sonra ¢,, sunusunu ((5.1) de verildigi gibi) alalim
ve Tietze doniisiimlerini uygulayalim.

© n bir sonucu

(T3) ozelligi kullanilarak, s (0<i<n-1) bagmtisinin s
oldugu goriiliir.
SV es” ve S e olsun. Ayrica kabul edelim ki y, =1,7,,%,,...,,_, ler

T, maksimal agacinda 0 dan 0<i<n—1 kdsesine en kisa yol olsunlar (Sekil 5.4’te

verildigi gibi) ve 6zel olarak
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. 2 . n—1 .
x, 7 ile, x°,y, e, ..., x"",y, , ile

etiketlensin.

Ty,

[y{ij:S[El]
el

I

L ) 1 3 * [y{} <l |]

|

[y':l:l:': SI:D:I] 0 n_—1% [y{ﬂ— 1:|:S|:n.— l:l]

Sekil 5.4

Bunlara ek olarak, W, Sekil 5.5’teki gibi, y, Uzerindeki etiket olsun.

— Wy, —————

™y
. ¢ * da,
- I:[&I -
Sekil 5.5

Bu durumda

-1 ©) = @
VVai H y VVai =8

lea'w!
a

)

esitligi elde edilir. Gergekte S es® ve s de bir bagint1 oldugundan ve ayrica

S ~ 1 denkliginden, s eleman1 s” dan tiiretilebilir. Dolayisiyla s”’ elemani bagnt:

kiimesinden silinebilir. Boylece (5.1) sunusundaki bagintilar kullanilarak

YO = 5O
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(1<i<n-1) esitligi veya denk olarak

y(0)7i = 7/iy(i)

esitligi elde edilir. Sekil 5.2-(b)’deki Cayley graftan

Viej ; I+j<n ise
VY=V =91 ; I+j=n 1se (54)
7, Oyle ki i+j=m (mod n) ; i+j>n ise

oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu adimlardan sonra, 0 <i < j <n -1 igin,

D200 = ZDy® 0 =y 3O (5.5

y
ve x" =1, s bagntilar1 elde edilir. (5.5) deki ikinci esitligi birinci esitlikte yerine

yazarak, 0 <i<n-2ve 0<k <n-1 igin,

V72 =127 (5.6)

bagintisint elde ederiz. Bu bagmti her bir i i¢in, i+k =n—1 esitligi olana kadar
yazilmalidir. Daha sonra (5.4) esitligini uygulayarak ve (5.6) nin sag tarafindan (veya
sol tarafindan) y,,7,,...,7,_, ile carparak

(l')Z(i+P) — Z(i+P) ()

y y

(1<i<n-2 ve 1< p<n-1-i) bagmtisim silebiliriz. Her bir i i¢in, bu son

bagintinin i + p = n+1 esitligi olana kadar yazilabilecegi agikca goriiliir. Boylece

; no tek,

; n cift,
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olmak iizere,

( 0,0 = 1,0 1,0, =, (0),,

) @) — (),,0)
Yo,y Ly izl =z0y ]

pM:[y(O)a'x 9 SO)axn:Ly

sunusu elde edilir.

5.3. p-Cockceroft Ozelligi

[21] de Cevik, herhangi iki monoidin yar1 direkt ¢arpiminin sunusunun p-
Cockceroft (veya etkililik) 6zelligini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosullar1 vermistir.
Daha sonra ise bu sonucun bir uygulamasi olarak sonlu ve devirli iki monoidin yar1
direkt carpiminin sunusunun etkililigini incelemistir. Cevik’in [21] deki ¢aligsmasinin
ardindan [5] de Ates ve Cevik, bu sonlu devirli monoidlerin yar1 direkt ¢arpim
monoidini minimal ancak etkili yapan kosullar1 ortaya koymuslardir. Bu boliimde,
[21] kaynaginda verilen ana sonucun bir sonraki adimi olarak, 5.2.2 Yardimci
Teorem’de verilen ¢,, sunusu i¢in p-Cockcroft 6zelligi incelenmistir. Bu yapilirken
ise kisitlanmis wreath ¢arpimin aslinda bir yar1 direkt ¢arpimin sonlu kopyast oldugu
gercegi kullanilmigtir. Bdylece [21] de verilen yar1 direkt carpimin iireteg (trivialiser)
kiimesi diisiiniilerek wreath ¢arpimin iirete¢ kiimesi tanimlanmistir.

Cebirsel yapilar (6zellikle grup ve monoid) i¢in verilen sunuslar iizerindeki
resim kavrami, ilk olarak Pride tarafindan 1990 I yillarin basinda bir metot olarak

gelistirilmis ve literatiire kazandirilmistir [56, 57].

Simdi p-Cockcroft 6zelligi i¢in gerekli temel tanimlar1 verelim. Bu kavram ile

ilgili detayl bilgilere [21, 56, 57] kaynaklarindan ulasilabilir.

@ =[x ; r] bir monoid sunusu olmak iizere, F(x) kiimesi x iizerinde
tanimlanan serbest bir monoid olsun. Eger W =UR,V (U,V € F(x), Rer, ¢ =11)
kelimesi, F(x) kiimesine ait bir kelime ise R, nin R , ile yer degistirmesinden
W'=UR_V kelimesi elde edilir. Bu durumun geometrik gosterimi Sekil 5.6’da

verilmistir. Bu geometrik gosterim A = (U, R, &,V’) seklindeki sirali dortlii ile ifade
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edilip, 6zel olarak atomik monoid resmi adin1 alir. Bir A atomik monoid resmine ait,

R ile etiketlenmis olan disk i¢cin ¢ =1 (veya & =-1) ise bu diske pozitif (veya

negatif) disk denir.
U R, 14
R,
Sekil 5.6

Monoid resimlerinin insasinda temel yap1 tasint Squier graflar olusturur. Bir
I' (=T'(¢)) Squier grafi, verilen bir o sunusu icin asagidaki sekilde olusturulur:
1) ' grafinin kose elemanlart F(X) in elemanlarindan ve kenar elemanlari

U,V eF(x), Rer ve &£==x1 olmak lizere, A= (U,R,&,V) sirali dortlilerinden

olusur.
2) Bir A kenarinin baslangig, bitis ve tersinir fonksiyonlari sirastyla
(A)=URV,r(A)=UR_V ve A'(U,R~¢,V)

bigimindedir.

3) Graf lizerindeki bir yol 1<i<n i¢in, 7(A,)=1(A,,,) olmak lizere,

AL A,,...,A, bigimindeki atomik monoid resimlerinin

P=AA,. A, (5.7)

seklinde bir araya getirilmesinden olusur.

5.3.1 Tanim: 1), 2) ve 3) maddelerinden hareketle olusturulan Squier grafta,
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3) maddesi ile tanimlanan her bir yol monoid resmi olarak adlandirilir. Ozel olarak,

(5.7) deki gibi verilen bir P resmi igin 7(A,) = 7(A,) oluyor ise bu [P resmine kiiresel

monoid resmi, olmuyor ise kiiresel olmayan monoid resmi denir.

I Squier grafinin kose elemanlarini olusturan F(x) kiimesi iizerinde, agagida
i) ve ii) ile tanimlanmis olan soldan hareket vardir.

i) W kelimesi ' grafinin bir kose elemani olsun. Bu durumda C €F(x)
olmak tlizere, CW hareketi CW (F(x) deki carpim) olacaktir.

ii) A atomik monoid resmi, Sekil 5.6’da verildigi gibi, I' grafinin bir kenar1

olsun. Bu durumda C.A4 hareketi (CU, R, &,V) bigiminde olacaktir.

A ve B iki monoid resmi olmak iizere, bu iki resim i¢in asagidaki

operasyonlar uygulanabilir:
(D AA™' tersinir ciftinin silinmesi.
(D' AA™ tersinir ¢iftinin eklenmesi.
D (A«uB))(r(A)B) alt resminin (2(A).B)(A.r(B)) alt resmi ile yer

degistirmesi. Bu durum Sekil 5.7°de gosterilmistir.

A ]

Al B u Ay

|
-

o A5 A8

Sekil 5.7

5.3.2 Tamim: iki kiiresel resimden biri digerinden sonlu sayida (I), (I)" ve
(IT) islemlerinin uygulanmasiyla elde edilebiliyorsa, bu iki kiiresel resme denk
kiiresel resimler denir.

Yollar iizerinde yukarida tanimlanan bu denklik bagintisiyla beraber, I'

grafina @ sunusunun Squier Kompleksi denir ve D(g) ile gosterilir.
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Kiiresel monoid resimlerinin kiimesini X olarak alalim. Yukarida tanimlanan

(@), (™" ve (IT) operasyonlarina ek olarak, Pe X, W,V e F(x) olmak iizere, asagidaki
gibi iki yeni islem daha tanimlanir:

(L) (W. P*'.V) formundaki alt resimlerin silinmesi.

o™ (w. P*'.v) formundaki alt resimlerin eklenmesi.

5.3.3 Tamm: iki kiiresel monoid resminden biri digerinden sonlu sayida (I),
M7, an, Am ve @A)’ islemlerinin uygulanmasiyla elde edilebiliyorsa, bu iki

kiiresel resme X kiimesine gore denk kiiresel resimler denir.

Buradan hareketle asagidaki 6nemli teorem verilebilir.

5.3.4 Teorem [56]: X kiimesi iizerinde tanimlanan baginti altinda, her bir

kiiresel monoid resmi bos resme denk ise X kiimesi D(g) nin iirete¢ resimlerinin

(trivialiser) kiimesidir.

5.3.5 Tammm: a) @ sunusu lizerindeki herhangi bir P monoid resmi igin,

expr(P) sembolii R er olmak iizere, R nin P resmindeki istler toplami (R ile

etiketlenen pozitif disklerin sayisi ile R ile etiketlenen negatif disklerin sayisinin
farki) olarak tanimlanir.

b) M monoidin sunusu ¢ ve n negatif olmayan bir tamsay1 olsun.

Her R er ve g lzerindeki her kiiresel monoid resmi igin,

expr(P) =0 (mod n)

oluyor ise, ¢ sunusuna n-Cockcroft denir. M monoidi n-Cockcroft sunusa sahip ise

bu durumda M ye n-Cockcroft monoid denir.

Simdi ¢, =[x ; r] ve ¢, =[y ; s] sunuslarina sahip 4 ve B monoidleri icin

M = BwrdA monoidini ele alalim. Kiiresel olan ve kiiresel olmayan resimler P,

83



Ppy> Bg,s A R, Ay, ve C%"R icin [21] kaynagi iyi bir referanstir. Kisitlanmis
wreath ¢arpimin tanimi ile bu resimler Ps(“),x’ PR,yW) , Bs(”),x’ ARM(“)’ ARQ};(“) ve
Cy(u),HR (ae€ A) olarak etiketlensin. Bdoylece D(g,,) nin lirete¢ kiimesini, X,

D(p,) ve D(gp,) nm lrete¢ kiimeleri sirasiyla Xa ve Xk  olmak {izere
Xau Xk UCiu C; olarak tanimlayalim. Burada K, B nin kendisi ile |A| kadar

olan direkt carpimidir. Ayrica C; ve C; sirasiyla IP’S(H) ve IP’R @ kiiresel
»X »Y

resimlerinin kiimesi olsun (bakiniz Sekil 5.8).

IFIIS{E:-.T IFIH.:J-[-.:]
s T”}  n
I i - 7 +
1 () Ap g
- ‘—,;L‘— - ".: oo
m‘Sf-‘.r : £/ + *\ gl
- '5'_‘2,' H:[' b )
"H_ ﬁ:y[a] A
i IEF_,.IE- —
§la) o ZT g,
= (@) o - = 1
5@, e
DL Roa® L
5. —ZSR
T F = T «:ikff;ﬁ
Sekil 5.8

[21, Teorem 3.1] in bir sonucu olarak herhangi iki monoidin wreath

carpiminin p-Cockcroft 6zelligi ile ilgili olarak asagidaki sonug elde edilir.

5.3.6 Teorem: Herhangi bir p asali veya 0 icin, g, sunusunun (5.2.2
Yardimci Teorem) p-Cockcroft olmasi igin gerek ve yeter kosullar

(i) ¢, ve ¢, sunuslarinin p-Cockcroft,

i) exp ., (S) =0 (modp), yey, S es.ae 4,
(i) exp ., ( p), yey

(ii) exp., (B, )=1(modp), §SWes aed,

R

(@iv) eXpr (A @ )- eXpr ARJ(“) =0 (mod p)
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olmasidir.

Ispat: Xy iireteg kiimesi aslinda Xa ve X iirete¢ kiimelerini igerdigi igin, g,
ve g, sunuslari p-Cockcroft olmalidir. Bu (i) sartini verir. C; ve C; kiimelerindeki
resimler gbéz Oniline almirsa (ii), (iii)) ve (iv) kosullarimin saglandigin1i gérmek
kolaydir.

Tersine, kabul edelim ki bu dort kosulun saglandigini kabul edelim. Bu
durumda D(g,,) Squier kompleksinin iirete¢ kiimesi kullanilarak ¢,, sunusunun p-

Cockcroft (herhangi asal p veya 0 i¢in) oldugu goriiliir. o

5.3.7 Uyarr: 5.3.6 Teorem 4 nin monoid sunusuna sahip sonlu bir monoid
olmast durumunda da saglanir. Bunun yani sira M=BwrA4 monoidinin etkili degil
iken minimalligi de incelenebilir. Ancak Lustig’ in testinin ([46]) monoid versiyonu
(bu [22] de belirtildigi gibi, Pride’ in yaymlanmamis bir ¢alismasinda incelenmistir)
bu durumda g¢alismayabilir. Boylece M=Bwr4 (B monoid ve 4 monoid sunusuna
sahip bir grup) nin etkili degil iken minimal olma durumu agik bir problem olarak
birakilabilir. Bununla birlikte B ve 4 keyfi monoid iken M=BwrA nin etkili degil

iken minimal olma durumu da hala agik bir problemdir.

5.4 Diger Sonuclar

Bu alt boliimde (5.3) de belirtilen sunusun temsil ettigi M monoidi i¢in alt
monoid ayristirilabilirlik 6zelligi incelenmistir. Ayrica matematik ve teorik bilgisayar
biliminde 6énemli bir ¢alisma alan1 olusturan yeniden yazma sistemi kullanilarak, bir
monoidin monoid sunusuna sahip bir grup ile olan wreath carpimimin kelime

probleminin ¢oziilebilirligi ile ilgili baz1 uygulamalar verilmistir.

5.4.1 Alt Monoid Ayristirilabilirlik

5.4.1 Tammm: M bir monoid olsun. Herhangi sonlu {iiretecli bir alt monoid K

ve herhangi m € M — K i¢in, M den sonlu bir monoide ¢(m) ¢ ¢K olacak sekilde bir
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¢ homomorfizmasi var ise, bu durumda M monoidi alt monoid ayristirilabilirdir

denir.

oy =[y,x;8,r,yW 'zW = Wa_leay (ae A,a#1,y,zey)] sunusu dikkate

aliarak bu sunusun temsil ettigi M=BwrA i¢in asagidaki sonug verilebilir.

5.4.2 Teorem: M=BwrA monoidi alt monoid ayristirilabilirdir.

Ispat: Wreath ¢arpimin tanimi ile M=BwrA=KXA ve K = B dir. Burada
B! monoidi M nin sonlu tiretegli bir alt monoididir. Bodylece x in elemanlariyla elde
edilen elemanlara sahip (ve bdylece r yi igerir) ve elemanlari [y,W,'zW,] komutatér
formunu saglayan bir M — B kiimesine sahip oluruz. Burada W, kelimesi 7,
maksimal agacinda 1 den a kdsesine olan en kisa yoldur ve W,'W, ~1 dir. Burada
W, yolu sadece x iirete¢ kiimesinin elemanlarindan olusur. Ayrica m kelimesi

M — B kiimesinden alinan bir kelime olsun. a #1 oldugu icin, m kelimesi y nin
formunda olamaz ve ', sunusu lreteglerin minimal sayisina sahip oldugundan

(bakimiz 5.2.5 Uyar1), M —B kiimesi elemanlarin bu minimal sayisindan elde

edilebilir. Simdi M den sonlu bir § monoidine

¢ 4
x>V, ve y(’)|—>Vy<‘.,

bi¢ciminde bir ¢ homomorfizmasi tanimlayalim. Burada V' kelimesi, S monoidi

@ iireteglerine bagl bir kelimedir. Simdi M - B

iizerinde x ve »",zV ey
kiimesinden alacagimiz bir elemana ¢ homomorfizmasini uygularsak, bu durumda

@(B) sadece Vy(o, elemanlarindan olusan higbir kelime icermez. Boylece tanim

geregi M monoidi alt monoid ayristirilabilirdir. o

Wreath ¢arpimin sonsuz durumunun alt monoid ayristirilabilirligi i¢in, ranki n

olan F, serbest monoidlerini diisiinebiliriz. Ciinkii serbest monoidler de serbest

gruplar gibi alt monoid ayristirilabilirdir.  Serbest monoidler dereceli (graded)
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olduklari i¢in, 5.4.2 Teorem’in bir sonucu olarak, serbest monoidlerin wreath ¢arpimi
alt monoid aynistirilabilirdir diyebiliriz. Eger bir M monoidi, E iirete¢ kiimesinin
sonlu bir sistemine sahipse ve M nin her bir eleman1 E {izerinde sonlu bir¢ok yol ile
yazilabiliyorsa, bu monoide derecelidir denir ([50]). Bdylece bir dereceli monoid 1

den bagka bir alt monoid igeremez. Dolayisiyla M = F, wrF, monoidi distnilerek

me M —1 alalim. M den herhangi bir monoide tanimlanacak bir homomorfizma

igin, m nin géruntiisii 1 alt monoidi tarafindan igerilemez. Bu ise bize M = F, wrF,

nin alt monoid ayristirilabilir oldugunu verecektir.

5.4.2 Kelime Probleminin Céziilebilirligi ile lgili Sonuclar

Bu alt boliimde bazi 6zel bagintili monoidlerle olusturulan wreath carpim
monoidlerinin kelime probleminin ¢oziilebilirligi ile ilgili bazi sonuglar verilmistir.
Bilindigi gibi tek bagintili monoidler Birlestirilmis Grup Teoride 6nemli bir yer teskil
etmektedir.

Adian ([1]), Magnus’ un sonuglarim1 kullanarak bir bagintili monoidlerin
kelime problemini incelemistir. Bu ¢alismasinda [A4;u =v] (u,v e A") bicimindeki
monoid sunuglarinin temsil ettigi monoidlerin ¢oziilebilir kelime probleme sahip
olmasi i¢in u veya v den birinin bos kelime ya da bostan farkli u# ve v kelimelerinin

farkli baslangi¢ ve bitis harflerine sahip olmasi gerektigini ispatlamistir.

kileZ' igin, @, =[x;x"=1] ve @, =[y,5,:0,=»y] olsun. (p,
sunusunun temsil ettigi monoidler Baumslag-Solitar monoidleri, BS(k,/), olarak
adlandirilir). Bu durumda M=BwrA monoidi igin,

_ @ 0 .. _ ONE D) — (D, O\ @ L, G) — L)L, 30) i), _ (i+1)
oy =70 x" =L00") v = ") n "y = vt nUx =00,

| . (5.8)
Y% = xpi™* (i +1 = 0(modn))]

(0<i< j<n-1) sunusu elde edilir. Simdi bu sunus ile ilgili olarak asagidaki
sonucu verelim.

5.4.3 Teorem: M=BwrA monoidi (5.8) sunusuna sahip olsun. M monoidinin

kelime probleminin ¢dziilebilir olmasi i¢in gerek kosul k& =/ olmasidir.
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Ispat: Kabul edelim ki k=/ olsun. A monoidinin kelime probleminin
¢oziilebilir oldugu asikar olmakla beraber B monoidinin kelime probleminin
¢oziilebilirligi [34] kaynaginda gosterilmistir. k& =/ oldugu igin, (5.8) sunusunun
bagint1 kiimesindeki biitiin ¢akisik kelimeler yeniden yazma kurallar1 kullanilarak bir
tek indirgenemez kelimeye sahiptir. Dolayistyla bu, (5.8) sunusunun tam yeniden
yazma sistemine sahip olmasini gerektirir. Tam yeniden yazma sistemine sahip
sunusun temsil ettigi cebirsel yap1 i¢cin kelime problemi ¢oziilebilir oldugundan
M=BwrA monoidi i¢in de kelime problemi ¢oziilebilirdir. Eger k #/ olsaydi bu
durumda (5.8) sunusu i¢in yeniden yazma sistemi confluent (elmas) oOzelligini
saglamazdi. Dolayisiyla da M=BwrA monoidinin kelime problemi ¢oziilemez olurdu.

O

5.4.4 Ornek: X ={a,b} kiimesi iizerindeki R ={b* =1,a" =1,ba = a""'b}
yeniden yazma sistemi 2n (n>2) mertebeli D,, dihedral grubunu tanimlar. Bu

grubun

[a,b ; b* =1, a" =1, ba=a""b]

monoid sunusunu ele alalim. Bu sunusun tam yeniden yazma sistemine ve

dolayisiyla da ¢oziilebilir kelime problemine sahip oldugu kolaylikla gériilmektedir.
Simdi n=4 oldugunu ve B nin de ¢, =[y;)’ =1] sunusuna sahip 3
mertebeli devirli monoid oldugunu kabul edelim. M = Z,wrD; wreath ¢arpimini

distinelim. Bu durumda

0, =0",a,b; (7Y =16” = La* = Lba = a’b, y"a = ay"™?,

‘ ‘ (5.9)
¥ = by (i +1 = 0(mod8))]

sunusu elde edilir. Bu sunusun bagint1 kiimesindeki biitiin ¢akisan kelimelerin tek bir

indirgenemez  kelimeye sahip olup olmadigina bakalim. Bunun igin
0" a,»?Yb,y"a*,yb* ve y“ba gakisan kelimeleri alalm. Bu kelimelerden

sadece (»”)’a ve (»”)’h kelimeleri bir indirgenemez kelimeye sahiptir.
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(i+2) (i+4)

Digerlerinden, o6rnegin  y“ba kelimesi a’by ve a’by bi¢iminde iki

indirgenemez kelimelere sahiptir. Boylece y nin her bir 0 <i <7 kopyasi1 i¢in bir sart
konulmasi gerekmektedir. Dolayistyla (5.9) sunusunun tam yeniden yazma sistemine
sahip olabilmesi i¢in, (i) kopya yerine i=s(mod2) olacak bigimde (s) kopya
yazilmalidir. Bu durum 7 nin genel durumunda diisiiniiliirse asagidaki sonug elde

edilir.

5.4.5 Teorem: 4 monoid sunusuna sahip 2n (n>2) mertebeli D,, dihedral

grup ve B ise m mertebeli bir devirli monoid olsun. Bu durumda M=BwrA4 wreath
carpiminin  kelime probleminin ¢dziilebilir olmasi igin gerek kosul B nin

elemanlarmin biitin (/) (0 <i<2n-1) kopyalar1 yerine i=s(mod2) olacak

bigimde (s) kopyalarinin yazilmasidir.

5.4.6 Ornek: B monoidi ¢, =[y,,7,;5,¥, = »,5,] sunusuna sahip ranki 2
serbest abelyan monoid ve 4 da ¢, =[x;x’ = 1] monoid sunusuna sahip 3 mertebeli
devirli bir grup olsun. Ranki 2 olan serbest abelyan monoidin biitiin elemanlari

{"yiy (myneN) formunda yazildigindan bu monoid igin kelime problemi

¢oziilebilirdir. M=BwrA igin,

(0),X;S(O (0) (0) 1,(0) ,(0) ., (1) (1 ,(0)

u =Ly )’xnzla i yé()):yz Vi Y, =y ]

sunusunu ele alalim ve bu sunusun bagint1 kiimesindeki elemanlar arasinda higbir

cakisan kelime bulunmadigindan M i¢in kelime problemi ¢oziilebilirdir.
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6. YARI GRUPLARIN WREATH CARPIMI iCiN KELIME
VE GENELLESTIRILMIS KELIME PROBLEMI

6.1 Giris

Bu boliimde yar1 gruplarin wreath ¢arpimi icin kelime ve genellestirilmis
kelime problemlerine yer verilmistir. Bilindigi gibi algoritmik problemler, kelime,
eslenik ve izomorfizma problemleri, grup ve yar1 grup teoride oldukca 6nemli bir yer
teskil etmektedir. Karar verme problemleri olarak da adlandirilan bu tiir cebirsel
problemler, Max Dehn tarafindan 1900’li yillarin basinda literatiire kazandirilmisti.
Basit bir ifade ile bu problemlerin, 6zel bir soruya “evet” veya “hayir” seklinde bir
yanit aramak oldugu hatirlanarak, iizerinde en ¢ok yorum ve calisma yapilan kelime
problemi ve bunun tiirevleri (6rnegin genellestirilmis kelime problemi), grup ve yari

grup cebirsel yapilari iizerinde genis bir ¢alisma alani olusturmustur [1, 2].

6.2 Yar1 Gruplarin Kelime Problemi ve Sonug¢lar

Bir S yar1 grubunun bir A4 iirete¢ kiimesi bakimindan c¢oziilebilir kelime

problemine sahip olmasi asagidaki bicimde ifade edilebilir.

“Herhangi iki u,v e A" kelimeleri i¢in, u =v bi¢ciminde bir bagintinin S yart

grubu iginde saglanip saglanmadigina karar veren bir algoritma var midir?”

Belirtilen bu sekilde bir algoritma bulunabilirse, ¢alisilan yar1 grup icgin kelime
problemi ¢éziilebilirdir denir. Bir S yar1 grubu bir iirete¢ kiimesine gore ¢oziilebilir
kelime problemine sahip iken ayni zamanda baska bir iirete¢ kiimesine gore kelime
problemi ¢dzililemez olabilir [11, 20]. Bununla beraber S yar1 grubu sonlu iirete¢li ise
kelime probleminin ¢oziilebilirligi, aslinda bu yar1 grubun sonlu iirete¢ kiimesinden

bagimsizdir. Yani bir § yar1 grubu herhangi sonlu bir iirete¢ kiimesine gore
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¢oOziilebilir kelime problemine sahip ise, sonlu {lirete¢li § yar1 grubu i¢in kelime
problemi c¢oziilebilirdir.  Ayrica her sonlu yari grubun kelime problemi de
coziilebilirdir. Diger bir deyisle ¢oziilebilir kelime problemine sahip olmak bir

sonluluk durumudur.

Kelime probleminin ¢alisildig1 6nemli bazi yar1 grup 6rnekleri asagidaki gibi
Ozetlenebilir:

1. Sbir yar1 grup ve T de S nin biiyiik alt yar1 grubu olsun. S sonlu iirete¢li
ise bu durumda

S ¢oziilebilir kelime problemine sahiptir< T ¢oziilebilir kelime problemine

sahiptir [65, Teorem 5.1].

2. [Ibiryari latis ve S, (i € I) yar gruplarin bir ailesi olsun. Sonlu bir yar1
latis 7 igin,

S, yart gruplanmn giiclii yari latisi S =S[1,S,,0,,1(0,,:S;, > S,(j =)
homomorfizma) ¢oziilebilir kelime problemine sahiptir < her bir S, (iel)

¢oziilebilir kelime problemine sahiptir [10, Teorem 3].

3. Sbiryar grup ve S'=M|[S;1,J;P] sonlu iiretegli bir Rees matrix yar1
grup olsun. Bu durumda
S' ¢oziilebilir kelime problemine sahiptir< S ¢oziilebilir kelime problemine

sahiptir 9, Teorem 5.4].

4. S, ve S, ¢oziilebilir kelime problemine sahip sonlu sunumlu tersinir yari
gruplar olsun. U yar1 grubu da S, ve S, i¢inde ¢oziilebilir genellestirilmis kelime
problemine sahip tersinir bir yar1 grup olmak iizere, S, *, S, birlestirilmis serbest

carpim bazi ozel sartlar altinda ¢oziilebilir kelime problemine sahiptir [51].
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6.3 Yar1 Gruplarin Wreath Carpim

Grup ve yar1 gruplar igin wreath carpim 6nemli bir yapidir. Ornegin
permiitasyon gruplart ([25]) ve sonlu yart gruplar i¢in olan iinlii Krohn-Rhodes
ayrigim teoremi ([53]) icin temel yapi tasi olustururlar. Bu ¢arpimlar sonsuz gruplar
tizerinde de ¢alisilmistir. Literatiirde sonsuz yar1 gruplarin wreath ¢arpimi lizerine az
sayida calismalar bulunmaktadir. Bunun bir nedeni olarak gerek iirete¢ kiimesinin

gerekse bagint1 kiimesinin belirlenmesinin zor oldugu sdylenebilir.

Wreath carpimlar 6zel yar1 direkt carpim olduklarindan dncelikle yar1 direkt

carpim hakkinda kisa bir bilgi verelim.

6.3.1 Tammm: S ve 7 yant gruplar olmak fiizere, 6:T — End(S) bir

homomorfizma olsun. Bir # €T ig¢in, ‘s ifadesini s(zf) olarak tanmimlayalim. Bu

durumda S nin 7 ile yart direkt ¢arpimi, SX 6T,
(s,,2)(8,5,8,) = (s, "s,,8,t,) (s;,s,€8,t,t,€T),
islemi ile tanimlanan S x 7' kiimesidir.
S yart grubu icin, S§" kiimesini S" ={s,s,...5,:5,,8,,...,5, €S} (n=2)

biciminde yazalim. X bir kiime olmak iizere, X — § ye biitiin doniisiimlerin kiimesi

olanS”, doniisiimlerin “component-wise” ¢arpimi altinda bir yar1 grup olusturur. Bu

durum § nin X ile olan kartezyen kuvveti olarak adlandirilir. Eger bu S yar1 grubu bir

e idempotent elemana sahip ise bu durumda f € S* in destegi (e elemanina bagl),

supp (f)=1{xe X:xf # e}

bigiminde tanimlamir. S ={f € S*: [supp(f )| <o} kiimesi S* kiimesinin bir

alt yar1 grubudur ve S nin (e elemanina bagh) direkt kuvveti olarak adlandirilir. Eger
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X kiimesi n elemanli sonlu bir kiime ise S* ile $“ kiimeleri ¢akisir ve S yar

grubunun elemanlarinin n-lilerinden olusan S yar1 grubuna izomorfiktirler.

6.3.2 Tanim: S nin T ile kisitlanmamis wreath ¢carpimi SWrT olarak gosterilip,

(f,0(g,u) = (f "g,u), (6.1)

islemi ile tanimlanan S”X 7 kiimesidir. Burada geS" doniisiimii bir x e T eleman

igin,

(x)'g =(xt)g

bi¢iminde tanimlanir. (Kisitlanmis) wreath ¢arpim ise S;wrT (e elemanina bagl) ile

gosterilen ve

{(f,t) e SWrT: |suppf)| < oo}

kiimesi ile tliretilen kisitlanmamis wreath ¢arpimin (SWrT) bir alt yar1 grubudur.

S ve T nin grup olmast durumunda SwrT (e ihmal edilebilir) ile

{(f,t) e SWrT: |suppf)| < oo} kiimesi ¢akigir. Ancak yar1 gruplarda bu gerekli bir

durum degildir. Bu durumu su sekilde 6zetleyebiliriz [33]:

SowrT = {(f,t) € SWrT: |suppf)| <o} <

o § tekil yar1 grup,
® ¢ sol sifir,

e biitiin 7,u € T icin, {x € T':u = xt} kiimesi sonludur.

Yar1 gruplar (monoidler) iizerinde bir ¢arpim diisiiniildiigiinde bununla alakali

ilk ¢alismalar bu carpimin sonlu iiretecli veya sonlu sunumlu olmasi ile ilgilidir.
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[61] de bulunan bu yondeki ¢alismalar Sekil 6.1°deki gibi dzetlenebilir. ilk olarak

ilgili agagidaki tanimi verelim.
6.3.3 Tanim: Bir S yar1 grubunun bir X kiimesi {izerine hareketi

XxS—>X, (x,s)Pxs

bi¢iminde tanimli ve (xs,)s, = x(s;s,) (s,,5, €S) esitligini saglayan bir doniistimdiir.
Bir hareket ile birlikte bir X kiimesi S-act olarak adlandirilir. Bu X kiimesi i¢in eger
US'=X ise Uc X ile iiretiliyor ve bu sekilde sonlu bir U kiimesi var ise bu
durumda sonlu iireteclidir denir.

Bir § yar1 grubunun ¢apraz hareketi (s,,s,)s = (s,s,s,5) ile tammli §xS§

kiimesidir.

T sonlu varigrup 7 sonsuz var1i erup

S sonlu yarigrup S sonsuz yarigrup S sonlu yarigrup S sonsuz yarigrup

(asikar) T(/ (5.5 Onerme)
capraz hareketi capraz hareketi capraz hareketi  c¢apraz herekti

sonlu iiretecli sonlu iiretecli sonlu tiretecli sonlu iiretecli
(4.1Teorem) degil (5.4 Onerme) degil
(4.2 Teorem) (4.3 Onerme)

\ /

SwrT sonlu iiretecli

Sekil 6.1

6.3.4 Teorem [61, Teorem 4.1]: S ¢apraz hareketi sonlu iiretecli sonsuz bir
yart grup ve T tekilden farkli sonlu bir yar1 grup olsun. SwrT nin sonlu iiretegli
olmast i¢in gerek ve yeter kosullar;

(i) S*=S veT*=T,

(11) S sonlu tiretecli

olmasidir.
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Herhangi iki sonlu yar1 grubun wreath ¢arpimi da sonlu olmaktadir. Sonlu bir
yart grubun da kelime problemi ¢o6ziilebilir oldugundan bu wreath c¢arpimin
¢oziilebilir kelime problemine sahip olmasi asikardir. Dolayisiyla bu boliimiin ana
sonucunu olusturacak olan 6.4.1 Teorem de, S ve T yar1 gruplarini sirastyla sonsuz ve
sonlu yar1 gruplar olarak alacagiz. Dolayisiyla 6.3.4 Teorem’in yeterlilik sartlarinin

kabul edildigi diisiiniilmelidir.

6.4 Yar1 Gruplarin Wreath Carpimu i¢in Kelime Problemi

Bu alt boliimde bu boliimiin temel sonucu verilecektir.

6.4.1 Teorem (Ana Teorem) [38]: S nin 7 ile wreath ¢arpiminin ¢oziilebilir
kelime problemine sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul S ve T nin her ikisinin de
¢oziilebilir kelime problemine sahip olmasidir.

Ispat: «: Kabul edelim ki S ve T yar1 gruplarinin her ikisi de ¢oziilebilir

kelime problemine sahip olsunlar. SWrT i¢inde keyfi bir

w = (f1,d)(f5,d,)--(f,,d,) (6.2)

kelimesi alalim. Burada w, kelimesinin ¢arpanlarimin birinci bilesenleri S” nin
elemanlar1 (yani f, f,,..., f, bilesenleri T"den S ye doniisiimler), ikinci bilesenler ise

(yani d,,d,,...,d, elemanlar) T yar1 grubunun elemanlaridir. (6.1) ile

w, = (f,d))(f>,d,)..(f,.d,) = (], dlfz dldzmd"’lﬁwdldz"-dn) (6.3)

yazabiliriz. SWrT iginde diger bir kelime olarak

w, =(g,,1)(&,,h,)..(g,,h,) (6.4)
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alalim. Kelime probleminin tanimi geregi w, = w, esitliginin SWrT yar1 grubu i¢inde
saglandigin1 kontrol etmemiz gerekmektedir. 7' yart grubunun kelime problemi

¢oziilebilir oldugundan,

dd,.d, =hh,.h

esitligi saglanmaktadir. Simdi (6.3) deki w, kelimesinin birinci bileseninin bir we T’

elemani lizerindeki goriintiisiine bakalim. Bu durumda

(W) f, dlfz dldz.“d,,,lfn =W, (W)dlfz (W)dldzn.d,l,lfn
=(w)f,(wd,) f,..(wdd,..d, ,)f,

=5,8,...5,

(s, €S,1<i<mn) dir. Buradaki her bir s, kelimesi, her bir w,wd,,..,wd,_,

kelimesinin sirasiyla f,, f,,..., f, doniisiimleri altindaki gortintiileridir. Gergekte T’

yar1 grubu i¢in olan kabuliimiiz bize

we T elemaninin baz1 w'e T elemanina denk,
wd, € T elemaninin bazi w'd, € T elemanma denk
ve bu durumu devam ettirerek,

wdd,..d, , € T elemaninin da baz1 w'd,d,...d, € T elemanima denk
olduklarimi verir. ~ Bdylece biitin w',w'd,,..,w'd\d,..d, , € T elemanlar1 igin
i, Syy .y S, €8 elde ederiz. S ¢oziilebilir kelime problemine sahip oldugu igin, bu
bize s,s,...s, € S nin baz1 s,s,...s, € S kelimesine denk olmasini ve dolayisiyla alman

we T eleman keyfi oldugundan, S” iginde

d ddy.d, ,p _ _ h hyhy .,
h T =g g g,
esitliginin saglandigini verecektir.

= : Ispatin yeterlilik kisnu icin SWrT nin ¢dziilebilir kelime problemine sahip

oldugunu varsayalim. w;,w, € SWrT' elemanlar1 (6.2) ve (6.4) de tanimlandig1 gibi
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olsun. SWrT yart grubu icin saglanan w, =w, esitligi bize S ve T nin kelime

problemlerinin ¢oziilebilir oldugunu agikca verecektir. O

6.5 Yar1 Gruplarin Wreath Carpmm I¢in Genellestirilmis Kelime

Problemi

Bu alt boliimde serbest abelyan yar1 grubunun sonlu monojenik (devirli) yari
grup ile olan wreath ¢arpiminin genellestirilmis kelime probleminin ¢oziilebilirligi
incelenmistir. Monojenik yar1 grup (veya monoid) ile ilgili temel bilgiler [14, 21] ve
[32, Boliim 1.2] de bulunabilmesine ragmen bu tiir 6zel yar1 gruplar hakkinda kisa bir
bilgi verelim.

S yar1 grubu s eleman ile iiretilen £ >1 mertebeli bir monojenik yar1 grup

olsun. Bu durumda s,s°,...,s" elemanlarinin hepsi S yar1 grubundadir. Yari grup

tamimindan s**',s"**,... elemanlar1 da S yar1 grubunda olmalidir. Ancak S nin

" eleman1 baz1 1<n<k icin s" elemanina esit

mertebesi sonlu oldugundan s**
olmalidir. Buna ek olarak, bu sonlu monojenik yar1 grubu i¢in iki tane dogal say1
tanimlanir. Bunlar s elemaninin indeksi r ve periyodu m dir ve bu sayilar arasinda
r+m = k +1 bigiminde bir esitlik mevcuttur.

Asagidaki yardimcr teorem [21] deki Teorem 1.9’un bir sonucu olarak

verilebilir.

6.5.1 Yardimc1 Teorem: Eger S i¢inde s” =s? (1< p<g<k+1) ise bu

durumda ¢ =k +1 dir.

Ayrica sonlu monojenik yar1 grubun sunusunu asagidaki yardimei teorem ile

tanimlayabiliriz.

6.5.2 Yardimc1 Teorem: S yar1 grubu mertebesi £ ve indeksi / olan bir sonlu

monojenik yar1 grup olsun. Bu durumda S yar1 grubu

Frg = [XQXIHI = xl]
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(I<k+1, ILkeZ") sunusuna sahiptir.

Ispat: @, , sunusu ile tanimlanan yari grup S(g,.,,) olsun. [x],,., ilex

elemanimi igeren denklik sinifin1 gosterelim ve w:X ={x} > § doniisiimiini

k+1

diisiinelim. yw(x*™") = w(x") oldugu icin,

W‘:S(sok-HJ) - S ’ [X]K{’M,/ =S

biciminde bir homomorfizma elde ederiz. Ayrica s e Gory' oldugu icin y'

homomorfizmasi ortendir. ¢,,,, sunusu tam yeniden yazma sunusudur ([13]) ve

/

indirgenemez elemanlar1 da (x*"' =x' bagmtisi daha fazla uygulanamayan

elemanlar) x,x°,.,x" dir. Boylece S(§¢,,,) yart grubunun farkli elemanlari
[x]mﬂ],[xz]phu,...,[xk]m1 ve dolayisiyla da ‘S(gokﬂ,l)‘:k dir.  Ayrica y'
homomorfizmasi birebir olmasaydi bu durumda |G0’r1,//'| < ‘S(gokﬂ,,)‘ =k olurdu ki bu

celiskidir. Boylece ' homomorfizmasi birebir ve dolayistyla da izomorfizmadir. o

6.5.3 Yardimc1 Teorem: [ = [' ise bu durumda S(p,,,,)Z S(¢,,,,) dir.
Ispat: / </' oldugunu kabul edelim. Ayrica c ile iiretilen k —/+1 mertebeli

e
C devirli grubunu disiinelim.  [39] ile  S(g@,,,,) den C tzerine [x], t>c ile

verilen bir ¥ homomorfizmas1 vardir.

Simdi
a)ZS(((OkH,,v) - S((@kﬂ,l)

bir izomorfizma olsaydi y@ bileskesi, y', S(g,,,,) yar1 grubundan C lizerine bir
homomorfizma verirdi. Bdylece y'([x]m”,) eleman1 C nin bir tirete¢ elemani, ¢,

olmas1 gerekirdi. Ancak [x]*" :[x]i; ~ oldugu igin,

Phk+1,0"

&=y T Y=y @ )=

Pk+1,1" Pk+1,1"
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esitliklerine ve boylece de C iginde é* """ =1 esitligine sahip olurduk. Ancak
k—1'< k-1 esitsizliginden dolayr bu durum ¢ nin mertebesinin k—/+1 olmali

gergegi ile geligki olusturmaktadir. Dolayisiyla S(g, ., ) # S(y,,,) dir. O

Kolaylik olmasi agisindan S(g,,,,) yarigrubunu S, ., ile gosterelim. Sonlu

monojenik yarigruplarla ilgili yukaridaki materyelleri ve yardimci teoremleri

asagidaki sonug ile 6zetleyelim.

6.5.4 Teorem: Sabit bir k+1>2 sayisiigin, S,,,, (1</<k) yan gruplan k

mertebeli monojenik yar1 grupturlar ve ikiserli izomorf degildirler. & mertebeli

herhangi bir monojenik yari grup, bazi / degerleri i¢in S, , yar1 grubuna izomorftur.

6.5.2 Yardimc1 Teorem’i kullanarak ve [33, Teorem 2.2] deki monoidlerin
wreath ¢arpiminin sunusu ile ilgili sonucun ispatim1 S ve T yar1 gruplarinin wreath
carpimina adapte edersek asagidaki sonucun ispati rahatlikla goriilebilir. (Sunu not
etmeliyiz ki [33] deki sonucun adapte edilirken dikkat edilmesi gereken nokta

monoidin birim elemaninin dnemsenmemesidir).
6.5.5 Yardimci Teorem: S ve 7 sonlu monojenik yar1 gruplart sirasiyla
@5 =y =y I <k+D] ve @ =[xx"" =x"(n<m+1)],
sunuglarina sahip olsunlar. Bu durumda S nin 7 ile wreath ¢carpiminin sunusu

pSWrT = [y(l)’y(Z)""’y(m)’x;xm+l = xn’(y(i))k+l = (y(l))l’y(l)y(l) = y(l)y(l) (1 S l < J S m)’

(m)

' =y x(2 <i <m),xp™ = y"x]

bi¢imindedir.
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Ozel durum olarak S'yi sonsuz yar1 grup ve Tyi de sonlu monogenik yar1 grup
alarak SWrT nin genellestirilmis kelime probleminin ¢oziimiinii inceleyelim.

Oncelikle bu ¢arpimin sunusunu olusturalim.

6.5.6 Yardimc1 Teorem: S ranki 2 olan serbest abelyan yar1 grup ve 7 sonlu
monojenik yar1 gruplari sirasiyla

m

©s =LYsny, =ynl ve o =[x;x =y (n<m+1)]

sunuslarina sahip olsunlar. Bu durumda S nin 7 ile wreath ¢arpiminin sunusu

Psmr =70 (1<a<m),x ; X" =x" (n<m+1),
PO =y Py (G, jefl,2), i< ), 1<a,b<m),

| b+l b
o=y % (1<a<m),xl =yPx 1<b<m),

(n) _ |,(m) (n) _ |,(m)
" =n"x X" = yy"x]

(6.5)
bigimindedir.

6.5.7 Tanim: S, yar1 grubu X ile liretilen keyfi bir yar1 grup ve S, de S, in alt
yart grubu olsun. S, icindeki S, yar1 grubu icin genellestirilmis kelime problemi, X
kiimesindeki elemanlarla olusturulan bir kelimenin S, yari grubunun elemani olup

olmadigin1 arastiran bir algoritmanin varligi problemidir.
Bu konunun {izerinde ¢alisildig1 6zel bir yar1 grup 6rnegi olarak Baumslag-
Solitar yar1 gruplarini verebiliriz [34].

Bu boliimiin diger 6nemli bir sonucu olan asagidaki teoremi verelim.

6.5.8 Teorem: S ranki 2 serbest abelyan yar1 grup ve T sonlu monojenik yar1

grup olmak tizere, SWrT i¢in genellestirilmis kelime problemi ¢oziilebilirdir.
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Ispat: Ik olarak SWrT yar1 grubuna ait kelimelerin normal formlarin

olusturmamiz  gerekmektedir. Bu kelimelerin  (6.5) sunusu disiiniilerek

P9, 38 (1< a < m) ve x iirete¢ elemanlarindan olustugu asikardir. SWrT ashinda

S” X T oldugundan kelimelerin taban normal formlarin

A () O () )2 ¢ (6.6)

olarak alabiliriz. Burada 1< a,b,<m, p,.q, e N (1<i<r, 1<j<s), 1<c<m dir.

Gergekte SWrT igindeki

5 Ty !

(p#q, 0<p,g<m-2, ¢,,c,eN ve 1<d <m) bigimindeki kelimeler de (6.5)

sunusundaki

=y Ox (1<a<m), ¥V =y"x (1<b<m)

Ve

xyl(n) — yl(m)x, xyén) — yém)x

bagintilar1 kullanilarak (6.6) daki forma doniisiir.

Simdi ve SWrT keyfi bir kelime olsun. Varsayalim ki U = {u,,u,,...,u,}

kiimesi SWrT yar1 grubunun sonlu iiretegli alt yar1 grubunun tireteglerini temsil eden

kelimelerin kiimesi olsun. (6.5) sunusundaki

(a+]) _ (@) b+ _ _(®) (ny _ ,(m) () _ (m)
=y (1<a<m), xy, =y, x (1£b<m) ve xp,"” = »""x, xp," = y,"'x

bagintilarin1 kullanarak, v e SWrT kelimesinin U kiimesindeki elemanlarin bazi

carpimina denk oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in 6ncelikle bu U kiimesini
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{2, () x) (A<i,c<m, peN)

biciminde genel bir formda yazalim. Kelimeler U kiimesindeki elemanlarin sonlu
sayida ¢carpimi (yan yana yazimi) ile elde edilebileceginden ve SWrT i¢inden alinacak
keyfi bir kelime de (6.6) daki form gibi yazilabileceginden, higbir kelime
U={»")x,(0")"x°} kiimesinin disinda degildir. Bu ise bize SWrT yar

grubunun genellestirilmis kelime probleminin ¢dziilebilir oldugunu verecektir. o

Asagidaki Tablo 6.1 ile, yari gruplarin wreath carpimi icin elde edilen
sonuclar gruplandirilmis ve {lizerinde calisilmast gereken bazi agik problemler

gosterilmistir.

Yar1 gruplarin
wreath Carpimi Sonuglar

+

T_eorem 4.1,4.2,
Onerme 5.3,5.4,5.5, [61]

Sonlu tiretegli

Sonlu sunumlu + Teorem 6.2, [61]
Periyodik + Teorem 7.1, [61]
Yerel sonlu + Teorem 7.2, [61]
Coziilebilir kelime problemi + Teorem 2.2, [38]
Otomatiklik o+ Teorem 6.2, [3]
Sonlu tam yeniden yazma sistemi:  ?

Sonlu tiiretilmis tip :?

Tablo 6.1
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7. SONUC VE DEGERLENDIiRME

Bu tezde elde edilen yeni sonuglar tezin {i¢iincii, dordiincii, besinci ve altinci

boliimlerinde bulunmaktadir. Bu sonuglar asagida paragraflar halinde verilmistir.

Ugiincii béliimde, iki sonlu monoidin Schiitzenberger ¢arprmmin sonlu

tiiretilmis tip 6zelligine sahip oldugu gosterilmistir.

Dordiincii boliimde, sonlu tiiretilmis tip 6zelligi monoidlerin graf carpimi
tizerinde ¢alisilmis ve bu carpimin sonlu tiiretilmis 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek

kosul belirtilmistir.

Besinci boliimde, monoidlerinin wreath c¢arpiminin sunusu Cayley graf
kullanarak olusturulmus ve elde edilen bu sunusun p-Cockcroft 6zelligine sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir. Daha sonra monoidlerin bu wreath
carpimi iizerinde alt monoid aynstirilabilirlik 6zelligi incelenmis ve bazi 6zel
monoidlerin wreath ¢arpiminin ¢oziilebilir kelime problemine sahip olduguna dair

sonu¢ ve ornekler verilmistir.

Altinct boliimde, wreath c¢arpim yar1 gruplar iizerinde ele alinmis ve bu
carpimin kelime probleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ortaya
konmustur. Ayrica baz1 6zel yar1 gruplarin wreath ¢arpimi iizerinde genellestirilmis

kelime problemi incelenmistir.
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