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OZET

GENISLETILMiS MODULER GRUP VE SUREKLI KESIRLER
DOKTORA TEZi
SULE SARICA
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. OZDEN KORUOGLU)

BALIKESIR, OCAK - 2019

Bu tez alt1 béliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, ¢aligma tanitilmistir.

Ikinci boliimde, diger béliimlerde kullanilacak tamimlar, ornekler,
teoremler ve metotlar verilmistir.

Tezin iiclincli bolimiinde, Farey graftaki yollarla tamsay1 siirekli kesirler
arasindaki iliskiler verilmistir.

Doérdiincti boliimde, Farey graftaki herhangi bir yol icin, bir tamsayi
stirekli kesir ve genigletilmis modiiler grupta bir indirgenmis blok form bulunmus
ve bu iliskiyi kullanarak yeni blok formlarla Fibonacci sayilari arasinda bazi
sonuglar elde edilmistir. Ayrica bu bolimde parabolik noktasi ayni olan
dontisiimler Farey graf yardimiyla arastirilmistir.

Besinci boliimde, Farey graftaki yollari, tamsay1 stirekli kesirleri ve
genisletilmis modiiler grup elemanlarinin yeni blok form gosterimini kullanarak,
herhangi bir rasyonel say1 ile matris bilesenleri Fibonacci sayilar1 olan matrislerle
bir iliski elde edilmistir. Ayrica, Onceki boliimlerde bulunan teoremler
kullanilarak bir hesaplayicit program hazirlanmistir. Bu program, herhangi bir
rasyonel say1 i¢in elde edilen ve katsayilari Fibonacci sayilari olan matrisleri
hesaplamaktadir.

Altinct boéliimde, elde edilen sonuglar verilmis ve ileride yapilabilecek
caligmalar i¢in ag¢ik problemlerden bahsedilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Genisletilmis modiiler grup, siirekli kesirler, Farey
graf, Fibonacci sayilari.



ABSTRACT

THE EXTENDED MODULAR GROUP AND CONTINUED FRACTIONS
PH.D THESIS
SULE SARICA
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. OZDEN KORUOGLU )

BALIKESIR, JANUARY 2019

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, the study is
introduced.

In the second chapter, definitions, examples, theorems and methods that
are used in the other sections are given.

In the third chapter of the thesis, the relationships between integer
continuous fractions and Farey graphs are given.

In the fourth chapter, an integer continuous fraction for any path in Farey
graph and a reduced block form in the extended modular group are obtained, then
by using these results, some results between the new block forms and Fibonacci
numbers are found. Also, the transformations that have same parabolic point are
investigated by the Farey graph.

In the fifth chapter, a relationship is obtained with matrices whose entries
are Fibonacci numbers with any rational number by using the paths in Farey
graphs, the new block form representation in the extended modular group and the
integer continuous fractions. Furthermore, a calculator program is prepared by
using theorems in the previous chapters. This program calculates the matrices
whose entries are Fibonacci numbers are obtained for each rational number.

In the sixth chapter, the obtained results are given and open problems for
future studies are given.

KEYWORDS: Extended modular group, continued fraction, Farey graph,
Fibonacci numbers.
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1. GIRIS
A sabit bir pozitif reel say1 olmak tizere,
T(2) = —i veU(z)=z+A

kesirli dogrusal doniisiimleri ile {iretilen gruplara Hecke gruplar denir [1] ve H(A)
ile gosterilir. Literatiirde daha ¢ok, A =4, (3 < q,q € Z) i¢in elde edilen Hecke
gruplart H, , = H(A,) cahisilmaktadir. H,, Hecke gruplarinda, g = 3 degerine
karsilik gelen en &nemli Hecke grubu H,3; modiiler grup olarak adlandirilir ve
PSL(2,7Z) ile gosterilir.

Modiiler gruba, R,(z) =

Ny | =

anti-otomorfizmini ekleyerek elde edilen gruba,

genisletilmis modiiler grup denir. Genisletilmis modiiler grup I ile gosterilir ve

otomorfizmler ile antiotomorfizmleri bulundurur.

by, b,, ..., b, tamsay1 olmak iizere

-1

biAq + —

bzlq + bzAq+

o
bnlq

bigimindeki siirekli kesirlere, A, reel sayisina bagli Rosen siirekli kesirleri denir ve

[b1, by, ..., byp]q ile gosterilir [2].

Rosen, Hecke gruplarmin T ve U déniisimlerinin UPrTUY2T ... UPnT

bicimindeki kelime gdsterimleri ile Rosen siirekli kesirleri arasindaki
UPrTUP2T ...UPnT(0) = [by, by, ..., bylg

iligkisini [2] numarali calismasinda gostermistir. Bu iliski, Hecke grubunun
elemanlarinin parabolik noktalarin1 belirleme agisindan ve hangi lineer doniisiimiin

hangi Hecke grubuna ait olmasi bakimindan oldukg¢a 6nemlidir.



Bu caligmada ise Rosen siirekli kesirleri ile Hecke gruplari arasindaki bu
iligki, tamsay1 siirekli kesirler ile modiiler grup arasinda q = 3 ve 4, = 1 olmak

lizere,

UPrTUb=T ...UPnT () = [by, by, ..., by]
esitligi kullanilarak elde edilmistir.

Farey graf, diigiimlerinin kiimesi Q. olan, hatlar1 sadece, birbiriyle Farey
komsusu olan diigiim c¢iftlerini baglayan graftir. [3] numarali kaynakta, Jones,
Singerman ve Wicks’in [4] numarali ¢alismalarinda geg¢en Farey graftaki yollarin
tamsay1 siirekli kesirlerle olan iliskilerini agiklayan teoremler kullanilarak geodezik
yollar i¢in benzer iligkiler kurulmustur. Bu c¢alismalar sayesinde modiiler grup,

genisletilmis modiiler grup ve Farey graftaki yollar arasinda yeni iligkiler elde

edilebilir.

Bir grubun herhangi bir elemani altinda, sonsuzun goriintiisiine o elemanin
parabolik noktast denir. Modiiler grubun parabolik noktalarinin kiimesi
Qw = QU {0} dur. Bu parabolik noktalar1 bulmak i¢in yapilan bir¢ok caligma
vardir. Koruoglu [5] numarali ¢alismasinda, basit siirekli kesirleri ve TS ile TS?
bloklarmi kullanarak modiiler grup ve genisletilmis modiiler grupta, elemanlarin
parabolik noktalarini belirlemistir. Yilmaz ve Cangiil [6] numarali ¢calismalarinda ise

H(A) Hecke grubunun parabolik noktalarini incelemiglerdir.

Rosen, genisletilmis Hecke gruplarinin elemanlarinin parabolik noktalarim
Rosen siirekli kesirlerle bulmustur. Koruoglu [5] ise genisletilmis modiiler gruptaki
kelimelerin parabolik noktalarini, bloklar yardimiyla basit siirekli kesirlerle ifade
etmistir. Bu ¢alismada Rosen’in teoremlerinin A = 1 hali ile uyumlu olacak sekilde
bloklar1 kullanarak genisletilmis modiiler grubun otomorfizma ve antiotomorfizma

elemanlarinin parabolik noktalari, tamsayi siirekli kesirler ile ifade edilmistir.

Fine [7], modiiler grup sunusunda blok kavramini tanitmis ve iz siniflarina
aymrmigtir. Tamittigi bu TS ve TS? bloklar1 sayesinde modiiler grup elemanlarimi
farkli tiirde ifade edebilmistir. Jones ve Thornton ise [8], Fibonacci sayilari ile
genisletilmis modiiler grubun

emms=(0 )



eleman arasindaki,

k= (f’};l flj:k >(fk, k. Fibonacci sayisi)
+1

iligkisini bulmustur. Koruoglu ve Sahin [9] numarali ¢aligmalarinda genisletilmis
modiiler grup sunusu yardimiyla

orsn-(t )

yeni blok formlar ile Fibonacci sayilari arasindaki

k= (hk+1 hi )
b k-1

iligkisini vermislerdir. Boylece bu c¢alismalarinda, genisletilmis modiiler grup ve
modiiler grubun herhangi bir elemanim1 Fibonacci sayilari yardimiyla elde
etmislerdir. Tezimizde, bu ¢alismadan yola ¢ikarak, genisletilmis modiiler grubun

antiotomorfizma elemanlari i¢in buldugumuz
(TS)P1=1,(TS?). (TS)P272.(TS?).(TS)P372.(TS?) ...(TS?).(TS)Pn"1. R(o0)
= [bl, bz, ey le]

blok form - tamsay1 siirekli kesir iligkisini yeni blok formlar igin yazarak Fibonacci

sayilar1 ile baglant1 kurulmustur.

Bu ¢aligmada, Jones , Singerman ve Wicks’in [4] numarali ¢alismalarinda
gecen Farey graftaki yollarin tamsay1 siirekli kesirlerle olan iligkilerini agiklayan
teoremlerden yola ¢ikilmistir. Ciinkii Rosen’in [2] numarali makalesinde yer alan
Rosen siirekli kesir ve Hecke grup arasindaki iliski bu sayede tamsay: siirekli kesir
ve modiler grup arasina taginabilir. Boylece Koruoglu [5] tarafindan verilen modiiler
grup elemanlarinin  parabolik  noktalarinin  siirekli  kesirlerle ifadesi de
diisiintildiiglinde  parabolik noktalar1  belirlemede Farey graftaki yollarin
kullanilabilecegi disiiniilebilir. Buradan yola ¢ikarak dordiincii bolimde parabolik
noktast ayni olan donilisimler Farey graf yardimiyla bulunmustur. Ayrica bir
rasyonel sayr i¢in Once sonsuzdan bu rasyonele giden Farey graftaki yollarin
bulunma yontemi verilmistir. Ardindan bu yollarla iliskili olan tamsay: siirekli

kesirler bulunarak bu tamsayi siirekli kesri parabolik nokta kabul eden modiiler grup

3



ve genigletilmis modiiler grup elemanlan elde edilmistir. Elde edilen bu kelimelerin
yeni blok formlarina gegis yapilarak, Fibonacci sayilarindan olugsan matrislere
ulasilir. Boylece aliman her rasyonel say1 i¢in bu saymin iligkili oldugu Fibonacci
sayilar1 bulunmus olur. Ayrica besinci boliimde biitiin bu islemleri yaparak, her

adimin sonucunu ekrana yansitan bir bilgisayar programi yazilmstir.
Calismanin boliimlerini kisaca tanitalim.

Calismanin ilk boliimii tezin gelisimini anlatan, tezin boliimlerinin tanitildigi

giris boltimidiir.

Calismanin ikinci boliimiinde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak tanimlar

ve teoremler verilmistir.

Tezin iciincii boliimiinde, Farey graftaki yollarla tamsay1 siirekli kesirler

arasindaki iliskiler verilmistir.

Dordiincii bolimde, Farey graftaki herhangi bir yol icin bir tamsay1 stirekli
kesir ve genisletilmis modiiler grupta bir indirgenmis blok form bulunmus ve bu
iligki yeni blok formlara taginarak Fibonacci sayilar ile iliskilendirilmistir. Ayrica bu

boliimde parabolik noktasi ayn1 olan dontisiimler Farey graf yardimiyla bulunmustur.

Besinci boliimde, herhangi bir rasyonel sayiy1 alip Farey graftaki yollari,
tamsay1 stirekli kesirleri ve bu rasyonel sayiyr parabolik nokta kabul eden
genisletilmis modiiler grup elemanimin yeni blok form gosterimini kullanarak bu
rasyonel say1 ile Fibonacci sayilar1 arasinda bir iliski kurulmustur. Ayrica, dnceki
boliimlerde bulunan teoremler kullanilarak bir hesaplayic1 programi hazirlanmistir.
Bu program herhangi bir rasyonel sayiyr alip iligkili oldugu Fibonacci sayilarindan

olusan matrisleri verir.

Altinct boliimde elde edilen sonucglar verilmis ve ileride yapilabilecek

calismalar i¢in acik problemlerden bahsedilmistir.



2. ON BILGILER

Bu bolimde tezin diger bolimlerinde kullanilacak olan kavramlar

tanimlanmis, temel teoremler ve metotlar verilmistir.

2.1  Hecke Gruplar

Bu c¢alismada incelenen modiiler grup 6zel bir Hecke grubu oldugundan,
Hecke gruplarin1 kisaca taniyalim. Hecke gruplari, Erich Hecke’nin 1936 yilinda
yaptigi ~ “Uber die  Bestimmung  Dirichleter = Reichen  durch  ihre
Funktionalgleichungen” isimli c¢alismas1 ile literatiirdeki yerini almistir. Bu

calismada Hecke gruplar1 agagida verildigi gibi tanimlanmustir.
2.1.1 Tamim : [1] A sabit bir pozitif reel say1 olmak iizere ,
T(z) = —§ veU(z) =z + A

kesirli dogrusal doniisimleri ile {iretilen gruplara Hecke gruplari denir ve H(A) ile

gosterilir.
Tanimlanan T (z) ve U(z) doniisiimleri yardimiyla S = T. U alinirsa

1

S@) =_Z+7\

elde edilir.

2.1.2 Teorem : [1] A > 2 veya q = 3 bir tamsay1 olmak iizere,
/i
A=A =2cos—,1<A<2
q
ise H(A) grubunun bir temel bdlgesi,

F,={z€U||Rez|<1/2,|z]| > 1}

kiimesidir.



Ayrica E. Hecke diger A > 0 degerleri i¢in F; kiimesinin bir temel bolge
olmadigini da gostermistir. [10-16] numarali kaynaklarda Hecke gruplari ile bunlarin
alt gruplar calistlmistir. [6,17,18] kaynaklarinda ise Hecke gruplariyla ilgili ayrintili
bilgilere ulasilabilir.

A = A4 veya A = 2 olmasi durumunda H(A) grubunun sonlu iiretegli bir grup
oldugu goriiliir. Ayrica H(A) grubu, PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubu oldugundan
H(A) grubu Fuchsian bir grup olur. [19,20] kaynaklarinda ayrik gruplar ve Fuchsian
gruplarla ilgili detayli bilgilere ulasilabilir.

2.1.3 Teorem : [1] H(A) Hecke gruplarinin Fuchsian olmasi i¢in gerekli ve

eterlikosul A > 2veyaldl =4, = 2cos =, (q = 3 bir tamsay1) olmasidir.
y q q

A=1q4= 2COS§, 1 < A < 2 durumuna karsilik gelen Hecke gruplart H (Aq)

veya H,, ile gosterilir. Bazi H, ; Hecke gruplart ve bunlarin normal alt gruplar
Cangiil tarafindan [10] numarali kaynakta calisilmigtir.
2.1.4 Teorem : [10] H; 4 Hecke grubunun sunusu,
Hyq =(T,S|T2 =S89 =1) = C, % (,

seklinde 2 mertebeli devirli grup ile g mertebeli devirli grubun serbest carpimidir.

2.2 Modiiler Grup

H, 4 Hecke gruplarinda, g = 3 degerine karsilik gelen H, ; Hecke grubu daha
¢ok modiler grup olarak adlandirilir ve PSL(2,Z) ile gosterilir. Modiiler grup,
katsayilarinin tamsayr olmasi sebebiyle sayilar teorisinde biiyilk 6neme sahiptir.
Grubun kendisinin yani sira, 6nemli bazi1 alt gruplart ¢ok sayida c¢alismada
kullanilmistir. Newman [21,22] numarali makalelerde bu alt gruplar1 incelemis ve

aralarindaki iliskiyi gostermistir.



2.2.1 Tamim : PSL(2, R) grubunun

az+b
cz+d

I' =PSL(2,Z) = {V(Z)|V(Z) = sa,b,c,d €Z,ad — bc = 1}

alt grubuna modiiler grup adi verilir.

Bu grup, asagidaki gibi 2 X 2 lik tam say1 katsayili matrislerle de temsil
edilebilir.

A ve - A ayn1 donlisimii temsil ettiginden s6z konusu matris negatifi ile es
aliir. Boylece matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica,

(@ Dvelis g =0

matrisleri yine ayni doniigimii temsil ettiginden, matris hesaplamalarinda uygun

oldugu yerde bu matrisler birbirinin yerine yazilabilir.

2.2.1 Genisletilmis Modiiler Grup

Burada Boliim 2.2°de verilen modiiler gruptan, R,(z) = % yansima donligimii
yardimiyla elde ettigimiz genisletilmis modiiler gruptan kisaca bahsedecegiz.

Faydalanacagimiz R, (z) = % doniisiimii birim gembere gore yansimadir.

Koruoglu [23], siirekli kesirler yardimiyla C kiimesinin her bir elemaninin
modiiler ve genisletilmis modiiler grup altindaki goriintiilerini elde etmis, [5]
numarali kaynakta ise siirekli kesirler yardimiyla bu gruplarin elemanlarinin,
parabolik noktalarini belirlemistir. [9] numarali kaynakta Koruoglu ve Sahin,
genisletilmis Hecke ve genisletilmis modiiler grubun genellestirilmis Fibonacci
dizisiyle olan iliskisini ortaya koymuslardir. Ayrica [24-39] kaynaklarindan da

genisletilmis modiiler grup ile ilgili temel bilgilere ulasilabilir.



2.2.1.1 Tamim : Modiiler gruba, R,(z) = i antiotomorfizmini ekleyerek elde

edilen gruba genisletilmis modiiler grup denir.

Genisletilmis modiiler grup I ile gosterilir ve otomorfizmler ile anti-

otomorfizmleri bulundurur.

Simdi de genisletilmis modiiler grubun asagida verecegimiz yansimalar

yardimiyla grup sunusunu bulalim.

1
R,(z) = 7 ,R,(z) = —Z,R;5(2) = 71

yansimalar1 yardimiyla, genisletilmis modiiler grubun sunusu
I'= Ry, R, R3|Ri* = Ry = Ry® = (RiRp)? = (RsRy)* = 1)

yazilabilir [38,39]. Burada R = R;, T = R;R, = RyR;, S = R3R, olarak almirsa I’

genisletilmis modiiler grubun sunusu,
I'=(T,S,R|T?> =R? =53 = (TR)? = (RS)*> =1)
olarak bulunur.

2.2.1.2 Teorem : [39] I" genisletilmis modiiler grup, D, ile D5 gruplarmin C,
grubu ile birlestirilmis serbest ¢arpimina izomorftur.

Ispat : Teoremde yer alan dihedral gruplarin sunuslari,

G, = (T,RIT2 =R* = (TR)2 =1) = D,

ve
G, = (S,R|S® =R? = (RS)?> =1) = D,
seklindedir.
A = (R) < G, alt grubu igin, ¢: A = G,
R~ R

birim donilisiimii yardimiyla

= G1 *c, Gz ve



F= (T,S,R|T2 =53 =R*=(TR)® = (RS)® = 1>

bulunur. o

2.3 Fibonacci Dizisi

Leonardo Fibonacci, 1202 yilinda tamamladigi Liber Abaci (Hesaplama
Kitab1) adli kitabinda bugiin kullandigimiz say1 sistemini tanitmistir ve temel
matematik (toplama, ¢arpma, ¢ikartma ve bdlme) kurallarin1 bir¢ok ornek vererek
anlatmistir. Ayrica her sayinin, kendinden once gelen sayi ile toplanarak bir
sonrakinin elde edildigi say1 dizisini kesfetmis ve tavsan problemi ile buna kitabinda

yer vermistir.

2.3.1 Tammm : F; = F, = 1 baslangi¢ sart1 ve F, = F,,_q1 + F,,_,,n = 3 tam
say1, tekrarlama bagintisina sahip diziye Fibonacci dizisi ve buradaki F, sayisina n.
Fibonacci sayist denir. Bdylece Fibonacci dizisinin ilk on terimi su sekildedir:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55.
Fibonacci dizisinin indirgeme kurali igin karsilik gelen karakteristik denklem
A2—21-1=0
olmak tizere, bu denklemin koklerini,

1++/5 1-+/5

, =

2 2

a =

ile gosterelim. O halde dizinin genel terimi

C(14V5\(1-+BY
e o5

bi¢imindedir. A ve B sabitlerini bulalim.
n=0i¢cin Fp, =A+ B =0,

n = 1i¢in F; = Aa + Bf = 1 dir.



Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde A = % ve B = —% bulunur. Buna gore

-]

olur ve boylece Fibonacci sayilar1 F,, = aa:

Fibonacci dizisinin genel terimi

"=

ﬁn seklinde yazilir.

5~ formiiliine Fibonacci sayilar1 i¢in Binet formili

23.2 Tanim : F, =

ad1 verilir.

2.3.3 Tammm : [41] Herhangi bir [AB] dogru pargasiin iizerindeki bir C

|AB| _ |AC|

acl = ichl oluyorsa bu orana Altin oran denir ve @ ile gosterilir.

noktasi i¢in —

Altin oranin degerini hesaplamak i¢in |AC| = x, |CB| = y diyelim. Buradan

|AB| _ x+y |AC|

= Z esitlikleri elde edilir. Tanim 2.3.3 geregi Y — X denklemi
|AC| X |CB| y x y

saglanir. Buradan xy + y2 = x?2 denklemi y? ile béliindiigiinde, §+ 1= (i)2 ve
¢ = g oldugundan @2 —-® —1=0 bulunur. Bu denklemin  kokleri

o, = 1+\/—

, Dy = —— dlr x,y>0 oldugundan >0 olur ve pozitif kok olan

1+V5 _

@ = = 1.618.... altin oran olarak bulunur.

2.3.4 Teorem : [41] Fibonacci dizisinin bir F,,,; terimi bir 6nceki F, terimine
boliindiiglinde boliim n — oo i¢in altin orana yakinsar.

Ispat: E,, Fibonacci dizisinin n. terimi olmak iizere

. Fnyq
lim

n—-oo

n

limitini inceleyelim.

1+\/- n+1 1-vE n+1
lim Fn+1 = lim \/—[ _( ) ]

n—-oo n—-oo

n

(G ” (59
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+1 B +1
-
n—oo 145\ " 1-v5\"
(%) [1—(W§)]
1448 n+1 [ B ﬂ n+1]
T (ffzn
=9 7 -G

14++/5
2

O

Simdi de @ sayisinin siirekli kesir agilimini kisaca inceleyelim.
= %ﬁ sayisl

A—-1-1=0
denkleminin bir kokii oldugundan
P2=0 +1

yazilabilir ve buradan

P=Vi+9o = 1+JTIE=]1+/1+JTIE=]1+/1+JTIT

yazilir. Ayrica

oldugundan @ sayisinin basit siirekli kesir ifadesi bulunmus olur. Bu siirekli kesrin

yakinsayanlar1 incelendiginde,

11



1+ ==
1+- 2
1
1+ _2
1+ 3
1+I
1+ ! _8
1+— 5
1+—1
1+T

bu yakinsayanlarin ardisik iki Fibonacci sayisinin oranlari oldugu gortiliir.

2.3.5 Tamim : [42] Q = H é] seklinde tanimlanan matrise Q-matrisi denir.

2.3.6 Teorem: [42] n > 1i¢in Q™ = s B ] dir.
Fn Fn—l

Ispat: Teoremi n iizerine tiimevarimla ispatlayalim. n = 1 i¢in

F, F 1 1
1 T2 1 —
Q _[F1 FO]_[1 o]_Q
dogrudur.

n = k i¢in iddia dogru olsun. O halde

Qk = Fivr Fi ]dir.

h Fk Fk—l
Bu durumda
F, F, 1 1
k+1 _ knl _—_ k+1 k
N W
n=k+1igcin

Qk+L = Fiev1 + F Fk+1] _ [Fk+2 Fk+1]
Fe+Fe1 Fy Fev1  Fi

olur ve ispat tamamlanir. O

12



2.3.7 Sonug : [42] (Cassini Formiilii) n = 1 olsun. Bu durumda
Fop_1Fyi1 — E2 = (=™ olur.
Ispat: |Q| = —1 ve |Q"| = (—=1)" dir. Teorem 2.3.6’ dan
Q™ = Fpo1Fir — B
dir. O halde
Fp_1Fp41 — E2 = (=)™ olur. o

2.3.8 Teorem : [42] Fibonacci dizisi i¢in (E,, Fp41) = 1, n = 1 dir.
Ispat: Varsayalim ki d > 1 sayis1 F, Ve F,,, sayilarmi boler. O halde

Fop1 —F = Fy
sayisini da boler. Buradan
By —Fp1=F

bagitis1 geregi d | F,,_, elde edilir. Benzer sekilde devam edilerek d | F,,_3,
d|F,_4..ve d|F, bulunur. F; =1 oldugundan herhangi bir d > 1 tarafindan

boliinmez, celiski elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Simdi Fibonacci sayilariyla ilgili bazi teorem ve 6zdeslikleri ispatsiz olarak

verelim.
2.3.9 Teorem : [42] Fibonacci sayilari i¢in su 6zellikler vardir:
a)n € Z* igin, X124 F* = FFyy

Fo_1%, n tek ise

b)yn € Z* icin, Y} F.F,_, =
) ¢in, 2s=o FiFs— {Fn_lz—l, ngift ise

c)n € Z* igin, Z?;Ol Fs—l2 =FpoFp 1 +1
d)n € Z* igin, F_,, = (—1)"*1E,

2.3.10 Teorem : [42] m = 1,n = 1 igin F,, | F,,,, dir.

13



2.3.11 Teorem : [42] Iki Fibonacci sayismin en biiyiik ortak bdleni de bir

Fibonacci sayisidir.

2.3.12 Teorem : [42] Fibonacci dizisinde n > m > 3 igin F,, | F, olmasi

icin gerek ve yeter sart m | n olmasidir.

2.3.13 Teorem : [42] Herhangi bir pozitif tamsay1, birbirinden farkli ve

herhangi ikisi ardisik olmayan Fibonacci sayilariin toplami seklinde yazilabilir.
2.3.14 Teorem : [42] p > 5 asal sayisii¢in, yap | F,_; yadap | Fp,q dir.

2.3.15 Tanmm : [42] E,(x) =xF_1(x) + F,_5,(x), F(x) =1,
F,(x) = x, n = 3 tekrarlama bagintisiyla tanimlanan diziye tek degiskenli Fibonacci

polinomlar1 dizisi denir.
2.3.16 Ornek : Q(x) = [} (1) iken

o TFan@ Eu()
CO=Ew  F

oldugunu gosterelim.
Q nun karakteristik denklemi;

1

-2
Q—2nl=0," 7"

=0
—x1+21>—-1=0, A2—x1—1=0
olur. Bu karakteristik denklemin kokleri

x+Vx2+4 x—Vx2+4
r=—=a(x),s=T

. = B()

olarak bulunur.

(:j) 0z vektor olsun. r kokii i¢in Q (z) =r (Z)

1 olG)=e() ()= (@)

14



xu+ v = au,u = av. Buradan v = 1 i¢in u = a ve 6z vektor [a(lx)] olur.

Benzer sekilde, s kokii i¢in Q (l;) =s (Z) yazilirsa;

A=), ()=

xu+v=pu, u=pv. Buradan v=1 icin u=p ve 6z vektor [’ (f‘)] olarak

bulunur.

Matris kdsegenlestirmesinden;
_[a@ Bj[e O« B
ORI 1”0 ,8“1 4

=0 A5 MY Fl=

_ 1 [ n+1 ﬁn+1 _an+1'8+a,ﬁn+1]

a—fl at—pr  —a"B+ap
n+1 ﬁn+1 a™ — ,Bn
a _ ,3 an—l _ ﬁn—l]
[an+1 _ 'Bn+1 an _ ’Bn -l
| e-f o a-B |
l an _ ’Bn an—l _ 'Bn_lJ
a—pf a—pf

Frii(x)  Fy(x)
- Fn(x) Fn—l(x)

bulunur ve istenen elde edilir.
2.3.17 Tamim : [42] ay, a4, a, ... bir reel say1 dizisi olsun.
gx) =ag+ a;x + ayx® + -+ apx™ + -

(ay,) dizisi i¢in iireteg fonksiyondur. Ayrica i > n igin a; = 0 olsun diyerek iireteg

fonksiyonlar sonlu ay, a4, ..., a, dizisi igin de tanimlanabilir. Boylece

15



gx) = ag+ a;x + ax? + -+ ax™
ay, a4, ..., @, sonlu dizisi i¢in {irete¢ fonksiyon olur.

Ureteg fonksiyonlar, sabit katsayili lineer homojen tekrarlama bagintilarinin
¢Oziimiinde etkili ¢oziim saglar. 1718 yilinda Fransiz matematik¢i Abraham De

Moivre iirete¢ fonksiyonlar1 Fibonacci tekrarlama bagintisini ¢é6zmek igin bulmustur.
2.3.18 Tanim : [42] Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu bulmak i¢in
F(x) = Fyx + Fpx? + Fax® + 4 E;x™ + -
oldugunu kabul edelim. Buradan
xf(x) = Fyx% + Fox3 4 Fax* + -+ Fp_yx™ 4 -
x2f(x) = Fix3 + Fox* + F3x® + -+ + Fp_px™ + -
olur. Boylece

f(x) = xf(x) — x*f(x)
=Fx+ (F,—F)x*+ (F; —F, — F)x3 + -
+ (Fn - Fn—l - Fn—z)xn + -

olup, ortak f(x) parantezine alinip diizenlenirse,

X

f(x)=1

seklinde Fibonacci sayilarinin iireteg fonksiyonu bulunur.

23.19 Ornek : F,=F,=1 , E,=F,_, +F,_, Fibonacci tekrarlama

bagintisini {irete¢ fonksiyonlar1 kullanarak ¢ozelim.
g(x) = Fy + Fix + Fox® + -+ Fx™ + - = Z Fpx™
0

Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu olsun. F,_; ve F,_, katsayili terimlerin

mertebeleri F, den sirasiyla 1 ve 2 kiiciik oldugundan xg(x) ve x?g(x) i bulalim.

16



xg(x) = Fix? + Fyx3 + Fx* + -+ F_x™ + -+
x2g(x) = Fyx3 + Fox* + F3x® + -+ Fp_px™ + -

gx) —xg(x) —x*g(x) = Fyx + (F, — F)x?* + (F3 — F, — F)x3 + - +
(Fn - Fn—l - Fn—z)xn + e

(1-x—-x)gl) =x

X

glx) = ve Tanim 2.3.18 den g(x) Fibonacci sayilarinin iireteg¢ fonksiyonunu

1-x—x2

oldugundan

11 1
g(x)—ﬁ 1—ax_1—ﬁx]

1 1 oo co
o= e g - S
\/_g(x) 1—ax 1-fpx 0 ax 4 B"x

Vg0 = ) (@ = frx"
0

o (a™ — B™)
gx)= ) ——x"
Z ‘Jg

g(x) i Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu olarak yani g(x) = ), F,x™ olarak

tanimlamistik. Boylece Fibonacci dizisinin genel terimi

an_'Bn an_ﬁn

ER Sy

olarak bulunur.

Bu 6rnekle, Binet formiiliinii ispatlamis olduk. Bdylece istedigimiz Fibonacci
sayisini bulmak i¢in 6nceki tiim Fibonacci sayilarimi bulmak yerine, istedigimiz n

degerini yerine yazarak istenen Fibonacci sayisini bulabiliriz.
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24 Graflar

1736 yilinda Leonhard Euler’in Konigsberg’in yedi kopriisii isimli makalesini
yayimlamasiyla baglayan graf teori zaman i¢inde bircok farkli alanda kullanilmaya
baslanmistir. Ekonomi, yoOnetim bilimi, bilgi iletimi, satis pazarlama, tasima
planlanmasi gibi bir¢ok alandaki problemleri tanimlama, iliskilerin yapisini belirleme
ve ¢ozmede etkin bir sekilde kullanilir. Asagidaki tanimlar [43] numarali kaynaktan

alinmistir, bu kaynaktan graf teori ile ilgili temel kavramlara ulasilabilir.

2.4.1 Tamim : Bir G grafi, bos olmayan V(G) diigiimler (kdseler) kiimesi,
E(G); V(G) kiimesinden ayrik, hatlar (kenarlar) kiimesi, y; fonksiyonu, G nin her
hatt1 ile G nin bir diigiim ¢iftini (farkli olmak zorunda degil) birlestiren fonksiyon
olmak tizere (V(G), E(G), ) seklinde bir siral ti¢lidiir.

e bir hat ve u ve v, P;(e) = uv olacak sekildeki digiimler ise e, u ve v

diigiimlerini birlestiriyor ve u ve v, e hattinin uglaridir denir.

Bir hat ile birbirine bagh diiglimlere komsu diiglimler denir.

242 Tamm : V(H) S V(G),E(H) S E(G) ve ¥y, ’nin E(H) ’ye

kisitlanisi ise H grafi G’ nin alt grafidir denir.

2.4.3 Tamm : v = vy, Vq, ..., U, = u bir G grafinin diigiimlerinin bir dizisi
olsun. Eger her 1 <i < n i¢in v;_; Ve v; bir hat ile baglanmigsa v’den u’ya n

uzunlugunda bir yol vardir denir.

2.4.4 Tammm : Bagladigi diigiime geri donen ve aynmi diigiimden iki kez

gecmeyen yola bir dongii denir.

2.4.5 Tamim : Baglangi¢ ve bitis noktas1 ayni diigim olan hatta bir ¢cevrim

denir.

24.6 Tamm : Aym iki diigimiin sadece bir hatla baglandigi, c¢evrim
icermeyen, hatlarin bir deger almadig1 ve yoniiniin tanimlanmadig1 graflara basit graf

denir.
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2.4.7 Tammm : iki ya da daha fazla diigiim arasinda birden fazla hat (paralel

hatlar) olan yonsiiz ve ¢evrimsiz graflara ¢oklu graflar denir.

2.4.8 Tammm : Bir graftaki hatlar, baglantinin nereden baslayip nerede

bittigini belirten yon bilgisine sahipse, bu tiir graflara yonlii graf denir.

2.4.9 Tamim : Bir grafin farkli her iki diiglimiinii baglayan bir yol varsa bu

grafa baglantili graf denir.

2.4.10 Tamm : Icinde dongii barindirmayan baglantili graflara agac denir.
Agaca bir hat eklendiginde mutlaka bir dongii icerir. n tane diiglimii olan bir agacin
n — 1 tane hatt1 vardir. Agaclarin bir tane baslangi¢ diigiimii bulunur ve bu diigiime

kok denir.

2.4.11 Tamim : v, digiimiinii kok kabul eden bir agagta (vy, v4, ..., Vn_1, Un)
vy’ dan v, digimiine yol olsun. Bu agagta; v;_;,v;” nin ebeveyni, v;,v;_;’ in

gocugu, Vg, V4, ..., Vp_q diiglimlerine v,, diigiimiiniin atalar: denir.

2.5  Farey Dizisi

John Farey, jeolog olmasina ragmen, kendisinin matematige biiyiik katkilar:
vardir. 1816 yilinda Farey ispat sunmadan Farey dizisindeki her yeni terimin
komsularinin medyani oldugunu belirten bir makale yayimladi ve Cauchy bu

makaleyi okuyarak iddianin matematiksel ispatini yapti.

251 Tammm : n-inci Farey dizisi; 0 ile 1 arasinda, kiigiikten biiyiige
siralanmig, paydasi n veya n’ den kiigiik indirgenmis kesirlerin kiimesidir ve F, ile

gosterilir.

Ornegin ilk bes Farey dizisi su sekildedir.

F _{O 1}
71’1
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_{0 112 1}
3711’32’31

_{0 11123 1}
7 174’3’2’3’4’1

_{01112132341}
*711'5'4’3’5°2"5’3’4’5"1
2.5.2 Tanim : % ve g rasyonel sayilar olmak iizere,

a+c

P b+d

S| Q
Q| o

islemine Farey toplami denir. Farey toplami, toplanan iki sayinin arasinda bir deger

verir. Farey dizisi olusturulurken bu toplam asagida anlatildig1 sekilde kullanilir.

Her Farey dizisi %ile baslar ve % ile biter. n = 2,3, ... i¢in n. Farey dizisi su
sekilde olusturulur: n. siraya (n — 1). Farey dizisinin elemanlari yazilir ve art arda
gelen her % ve 2 sayilari igin% 692 = % (Farey toplami) islemi yapilir. b +d < n

. - a Cc
ise bu kesir ~ Ve —arasina yazilir.

Buradan yola ¢ikarak F,,” nin eleman sayisinin F,,_; + ¢ (n) oldugu kolayca

goriiliir.

2.5.3 Tamim : Farey dizisinde yan yana yazilan iki %,2 elemanina Farey

komsusu denir. Bu Farey komsulart ad — bc = +1 sartin1 saglar.

2.6  Farey Graf

Farey graf ilk olarak 1979 yilinda Matula ve Kornerup tarafindan tanitildi.
Ardindan 1982’ de Colbourn bu graflari ¢alisarak bircok 6zelligini kesfetti. Beardon,
Hockman ve Short [3] numarali ¢alismalarinda, Farey graftaki geodezik yollar
incelemislerdir. Ayrica [4] numarali kaynakta, Farey graftaki yollarin tamsayi siirekli

kesirlerle olan iligkilerini agiklayan teoremlere yer verilmistir.
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Farey dizisinin elemanlarini diigiim kabul eden Farey graf, n = 1,2, ... i¢in E,
dizisinin elemanlarini igereceginden, O ile 1 arasindaki her rasyoneli tam bir kez

igerir. Farey komsusu olan rasyoneller Farey grafta art arda yazilir.

Ardisik her tamsay1 arasindaki tiim rasyonel sayilar i¢in, ayn1 araliktaki tiim
rasyonellerin tam kisimlari ayrildiginda O ile 1 araligindaki herhangi bir F,’ nin
elemanlarina karsilik geleceklerinden Farey graf asagidaki sekilde tanimlanir. Yine

ayni sebepten bu tezde Farey grafin 0 ile 1 araligindaki kismi dikkate alinacaktir.

2.6.1 Tanim : Farey graf, diigiimlerinin kiimesi Q. olan, hatlar1 sadece her
Farey komsusu diigiim ciftlerini birbirine baglayan graftir. F Farey grafi her bir
Farey komsu c¢iftinin H iist yar1 diizlemde bir hiperbolik dogru ile baglanmasiyla elde

edilir.

N B B

Sekil 2.1: F, i¢in Farey graf.

a+c

- E E 1] E £ =
2.6.2 Tanim : > Ve - rasyonel sayilar olmak iizere > D <= pra

= 2 olsun.
q

Burada s ya % ve 2 nin Farey cocugu, % ve 2 ye ise s nun Farey ebeveynleri denir.

Farey dizisinin olusturulma bi¢imi diisiiniildiigiinde % &) 2 = g = § islemi

sonucu dizide %,S sayilar1 yanyana yazilacagindan dizideki her say1 kendi Farey

<
d
ebeveyniyle Farey komsusu olur ve bu sayilar i¢in aqg — bp = £1ve pd — qc = +1

sartlar1 saglanir.
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Asagidaki teorem, Farey graf ile Farey dizisinin arasindaki iligkiyi agiklar.

2.6.3 Teorem : [4] %g € Qo olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) % ve 2 Farey grafta diigtimlerdir.
i) ad — bc = *1.

iii) % ve 2 bir m dogal sayis1 i¢in F,, nin ardisik terimleridir.

2.7  Ford Cemberleri

Farey komsusu olan iki rasyonel sayi, birbirine teget olan bir ¢ift Ford
cemberine karsilik geldiginden, Farey graf ve Ford ¢emberleri arasinda yakin bir
iliski vardir. Bu nedenle bu boliimde Ford ¢emberleri kisaca tanitilacaktir. Ford
cemberleri adini, 1938 yilinda bu konuyla ilgili yaymlar yapan Amerikali
matematik¢i Lester Randolph Ford’ dan alsa da bu cemberlere antik Roma

donemindeki eserlerde ve 17. yiizy1l Japon tabletlerinde rastlanabilir.

Aralarinda asal a ve b tamsayilan i¢in, C(a, b)Ford ¢emberi; yarigapi 2—;2,

merkezi (%,%) olan bir ¢emberdir. C(a, b)Ford ¢emberi x eksenine % noktasinda

tegettir ve her rasyonel say1 yalniz bir ford ¢emberi tarafindan igerilir.

Farey dizisiyle Ford ¢cemberleri arasinda su iligkiler vardir:
% > 2 olmak tizere C(a,b) N C(c,d) bos kiime degildir, aslinda tek
elemanlidir, ancak ve ancak ad — bc = 1 dir. Yani bir Farey komsu ¢ifti tam olarak

teget bir ¢ift Ford ¢cemberine karsilik gelir.

Ayrica C(a,b) ve C(c,d) Ford c¢emberleri birbirlerine teget ise
C(a+c,b+d) Ford gemberi, bu iki ¢embere ve reel eksene teget olan tek

cemberdir.

Bu iki 6zellik yardimiyla Ford ¢emberleri; % ve 2 Farey komsu cifti olmak

tizere bunlara karsilik gelen, birbirlerine ve reel eksene teget iki Ford ¢emberi ¢izilir

ve % D 2 = % sayisina karsilik gelen Ford ¢emberi C(a,b) , C(c,d) reel eksene
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teget olacak sekilde cizilir. Bu sekilde Farey dizisinin her elemanima bir Ford

cemberi karsilik gelerek sonsuza kadar bu ¢emberler olusturulabilir.

0 1/51/4 173 2/5 172 3/5 2/3 3/4 4/5 1

Sekil 2.2 : Fs icin Ford ¢cemberleri.

2.8 Siirekli Kesirler

Siirekli kesirlerle ilgili bazi tanim ve teoremler bu bélimde verilmistir. [5]
numarali kaynakta Koruoglu basit siirekli kesirleri ve bloklar1 kullanarak modiiler
grup ve genisletilmis modiiler grupta elemanlarin parabolik noktalarini belirlemis,
[31] numarali kaynakta ise Hecke gruplariyla siirekli kesirler arasindaki iligkileri
incelemistir. [44-46] numarali kaynaklarda stirekli kesirlerle ilgili ayrintili bilgiler
bulunabilir.

2.8.1 Tamm : [46] a, bir reel say1 ve a4, a,, ..., a, sayilari pozitif reel sayi

olmak iizere;
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ifadesine sonlu siirekli kesir denir. a4, a,, ..., a, reel sayilarina kismi boliimler ya da
kismi paydalar ad1 verilir. Eger ag, a4, ..., a,, reel sayilarinin hepsi tamsayi ise stirekli
kesre sonlu basit siirekli kesir denir. Yukaridaki gosterim daha sade olarak
[ag; aq,ay, ..., a,] seklinde, basit siirekli kesir ise [ag;aq,as, ..., a,]s seklinde

gosterilir.

Her rasyonel say1, sonlu basit siirekli kesir seklinde gosterilebilecegi gibi, her
sonlu basit siirekli kesir de bir rasyonel sayiy1 temsil eder. Asagidaki teoremlerle bu

durum gosterilecektir.

2.8.2 Teorem : [46] Her sonlu basit siirekli kesir bir rasyonel say1 temsil
eder.
Ispat : Ispati tiimevarimla yapalim, [ag; ay, ay, ..., ay]s basit siirekli kesrini
g0zoniine alalim. n = 1 i¢in
1 apa;+1

Ap; A1]ls = ap +— =
[O' 1]5 0 a; a;

olup bu ifade rasyonel oldugundan iddia dogrudur.

Pozitif k tamsayist i¢in [ag; @y, ..., ai]s basit stirekli kesri rasyonel olsun.
Burada a, ay, ..., a; tamsayilar olup aq,a,, ..., a; pozitiftir. Simdi ay, a4, ..., Ax41

tamsayilar ve ay, ..., @41 pozitif olsun. Acik olarak;

1

Qap; Ay, ..., Ay, ak+1]$

lag; @y, o) Qpsals = ao + [

olacagindan tiimevarim hipotezinden [a;; ay, ..., 4y, Ag41]s rasyoneldir, dolayisiyla

s # 0 olmak tizere g seklinde bir rasyonel say1ya esittir. Yani,

1 agr+s
T

[aoi ap, ..., g, ak+1]s =Qp + r

olur ki bu da bir rasyonel sayidir. O

Simdi de Euclid algoritmasini kullanarak her rasyonel sayinin sonlu basit

stirekli kesir seklinde ifade edilebilecegini gorelim.
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2.8.3 Teorem : [46] Her rasyonel say1 sonlu basit siirekli kesir seklinde ifade

edilebilir.

Euclid algoritmasini uygularsak;

ro =T'1q1+7'2,0<7'2 <T'1
T'1 =T'2q2 +T'3,0<T'3 <T'2

T, =73q3 + 74, 0< 1, <13

Tne3 = TnaQn-2 + Th—1,0 <1y <7y,

Th-2 = T—1qn-1 + 1, 0 <1y <71y

Th—1 = Tqn

olur. Bu esitliklerde q,,qs, ..., q, pozitif tamsayilardir. Bunlar kesir

yazilirsa;
a 1 1)
b q1 " q1 2
2
4] T3
—=t—=q@+t5
2 4 —=
3
Ty Ty 1
—=@Gt-=Gtx
3 T3 —=
T4
Ty Tn-1 1
=(qn-2t+ =qn-2t 75
Th—2 Th—2 -
-1
Th_o T 1
=(qn-1 7t =(qn-1t+ Tn1
Th-1 Th-1 —
T™n
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Ispat : a,b tamsay1 b > 0 olmak iizere x =% olsun. ry = a,r, = b alarak

formunda



.y T N - . .
elde edilir. — lerin degerleri sirastyla yerlerine yazilirsa;

Tj

1

: +

—=q

b q; +
olur, o halde

a
b

1
T
qzt+t+qpn-1t_—

qn

—=[q1; G2, ) qnls

dir. Bu da gosterir ki her rasyonel say1 sonlu basit siirekli kesir seklinde yazilabilir. o

Rasyonel sayilarin bu siirekli kesir seklinde yazilisi tek tiirlii degildir.

1
an = (ap-1) + T

esitligi dikkate alinirsa, a,, > 1 olan siirekli kesri,

[ag; ay, ..., ap_q,ay] = [ag; aq, ..., ap_q, an — 1,1]

olarak yazilabilir.

2.84 Tammm : [46] [ag; aq,...,a;] siirekli kesrine [ag; ay, ..., a,] strekli

kesrinin k. yakinsayani denir. Burada k, n’den kii¢iik negatif olmayan bir tamsayidir.

k. yakinsayan C ile gosterilir.

Stirekli kesrin yakinsayanlarinin bir takim ozellikleri vardir, bu 6zellikleri

inceleyelim.

2.8.5 Teorem : [46] a,,ay, ..., a, reel sayilar ve a4, a,, ..., a, pozitif olsun.

Do, P1r > Pn V€ Qo) G1, -, @y dizileri;
Po = Qo)
p1 = aoa; + 1,

Pk = AQxPr-1 + Pr-2,
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91 =
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seklinde tanimlanmak iizere, k. yakinsayan

. _ Pk
Cr = lag; aq, ..., ax] = q—kdlr.

Ispat : Teoremin ispatin1 tiimevarimla yapalim.

k =0 icin

k =1 1ig¢in

1 apa1+1 py
1= [ag a1] = ag a a s

olur, yani teorem k = 0 ve k = 1 i¢in dogrudur.
Teoremin 2 < k < n olan k tamsayisi i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

_ Pr _ QPr-1 % Pi—2
A  AgQg-1 + qr—2

Ck = [ao; a, ..., ak]

olsun. p;,q;° lerin tanimlar1 dikkate alinirsa py_q,Px—2, qk—1,qk—2 reel sayilar

sadece ay, ay, ..., @i_1 kismi paydalara baglidir. Dolayisiyla yukaridaki esitlikte ay,
1

reel sayisini a; +
Ag+1

reel sayisi ile degistirebiliriz. O zaman,

1
Cr+1 = [ag; Ay, o) Qg Qpey1] = [ao;al, vy Qp—q, Ay + " ]
+1

1
A + ——Dr-1 + Pk—2
_ k+1

- 1
A + ——qr-1 + Gk
k+1

_ Ag+1(ApPr-1 + Pk-2) + Pk—1  Qk+1Pk + DPi—1
g1 r-1+ Q-2) + Q-1 A1k + Q-1

_ Pr+1

qk+1

olur, bu da esitligin k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. o
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2.8.6 Ornek : g rasyonel sayisinin yakinsayanlarini bulalim.

% = [4; 1,1,3] oldugunu biliyoruz. n = 0,1,2,3 i¢in p,, Ve q,, degerlerini bulalim.

po =4 q =1
p1=41+1=5 =1
p,=15+4=9 G=11+1=2
p3 =39+5=32 Q3 =32+1=7

olur, bu siirekli kesrin yakinsayanlar1 da;

4

¢, —Po_4
qGQ 1

5

¢ Pi_5
a1 1
pz 9
C=—=—
2 Q. 2

32 .
C; =B = Zdir.
qs3 7

2.8.7 Teorem : [46] k =1 olan bir tamsay1 ve [ay; ay, ..., a,] strekli
kesrinin k. yakinsayani C,, = ? olsun. O zaman
k
Pr- Q-1 — Pr-1- G = (=11 dir,
Ispat : Ispat icin yine tiimevarim kullanilirsa, k = 1 igin,
P1-9o — Po-q1 = (@p-a; + 1).1 —ag.a; =1

olup 6nerme dogrudur. Teoremin 1 < k < n olan k tamsayisi i¢in dogru oldugunu

kabul edelim. Yani,

Pi- Qr-1 — Pre—1- G = (1)1

olsun.
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Pr+1- 9k — Pr-Gier1 = Qa1 P + Pr-1) 9k — Pre(@r1- G + Gi—1)
= Pr-1.qk = Pi-G—1 = —(=1)* 1 = (=1)*
olur, bu ise teoremin k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir, bu da ispati tamamlar. o

2.8.8 Sonug : [46] [ay; aq, ..., a,]s sonlu basit siirekli kesrinin k. yakinsayani

Cp = ‘;—k ise (px, qi) = 1 dir.
k

Ispat : (px, qx) = d olsun. Teorem 2.8.7° den
Pi- k-1 — Pr-1- Gk = (=1
oldugunu biliyoruz. Buda d | (—1)*~* demektir, dolayisiyla d = 1 dir. o

2.8.9 Sonug : [46] [ay; aq, ..., ayls sonlu basit siirekli kesrinin k. yakinsayani

Cp = % olsun. O zaman;
k

Ck — Cr_q = ) 1<k<n ve
qk-9k-1
an(—l)k ) :
Ck_Ck—2: , 2 <k <n’dir.
qr-9k-2

Ispat : Birinci esitlik Teorem 2.8.7°de verilen esitligin her iki tarafim

qx- qx—1 1le bolmekle elde edilir.

Ikinci esitligi bulmak icin de;

Pk DPk-2 DPk-9k-2 — Pk-2-9k
C = Ck—p =—— =

dx  dk-2 qk-qk-2

olur.

Pk = Ak-Pr-1 t Pk-2> dk = Qk-qk-1 + Qi
oldugu yukaridaki ifadenin payinda kullanilirsa;
Pk- Qr-2 — Pr—2- Gk = (Qk-Dr—1 + Pr-2)Qr—2 — Pr-2(Qk- Q-1 + qre—2)
= ax(Pk-1- k-2 = P—2- qi-1)
= a,(=1)*?
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olur, (Teorem 2.8.7°den pr_1.qx—2 — Pr—2-qk—1 = (—1)*72) 0 halde,

oldugu gosterilmis olur. o

2.8.10 Teorem : [46] [aq;aq,...,a,]s sonlu basit siirekli kesrinin k.

yakinsayani Cj, olsun. O zaman
Cl>C3>C5>
C0<Cz<C4<"‘

yani, tek indisli yakinsayanlar monoton azalirken, ¢ift indisli yakinsayanlar monoton
artar, ayrica j = 0,1,2, ... icin her tek yakinsayan C,j,4, her ¢ift yakinsayan C,; den
daha biiyiiktiir.

Ispat : Sonu¢ 2.8.9dan k = 2,3, ..., n i¢in,

oldugunu biliyoruz. Eger k tek ise, C,, < Cy_, Ve k gift ise C;, > Cj_, olur, o halde,
C;>C3>Cs>VvelCy<C, <Cy<--dir

Her tek yakinsayanin her ¢ift yakinsayandan biiyiikk oldugunu gormek icin yine

Sonug 2.8.9 dan;

(_1)2m—1
Copp —Coppppq =——— <0
zm zm=t d2m92m-1

olur Ki bu Cpy—q > Cyp, demektir. Cy Ve Cyj_4 i kiyaslarsak
Crj—1 > Cajrak—1 > Cojpan > Cop

olur. Bu da bize her tek yakinsayanin, her ¢ift yakinsayandan biiyiik oldugunu

gosterir. O
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1 . . . .
2.8.11 Tanim : [ay,aq,ay,...]=ag + T kesrine bir sonsuz siirekli
a+————

1
a2+a3+...

kesir denir.

2.8.12 Tamim : Bir xeR sayist igin, by, b, ..., b, tamsay1 olmak lizere;

by = —%——
’ 1

“bn

stirekli kesrine tamsayi siirekli kesir denir ve [by, by, ..., by, ] ile gosterilir.

2.8.1 Rosen Surekli Kesirler

1954 yilinda Rosen [2], Hecke gruplarinin elemanlarinin parabolik noktalarimi
calismak amaciyla giiniimiizde Rosen siirekli kesirleri olarak bilinen bir siirekli kesir
siifi tanitti. Bu tarihten sonra Diophantine yaklasimi [2,47,48], Rosen siirekli
kesirlerinin metrik teorisi [49,50], Hecke gruplar ile iliskili ylizeylerin geometrisi

[51-54] ile ilgili ¢aligmalari igeren zengin bir literatiir olustu.

2.8.1.1 Tammm : [2] by, by, ..., b, tamsay1 olmak iizere;

-1
1

bzlq + bzAq+

byAg +

o
bnlq

bigimindeki siirekli kesirlere, A, sayisina bagli Rosen siirekli kesirleri denir ve

[b1, by, ..., bylq ile gosterilir.

Rosen, siirekli kesirleri ile Hecke gruplarmin T ve U doniisiimlerinin

UPrTUY2T ... UPnT bigimindeki kelimelerinin arasindaki iliskiyi gostermistir. Yani
UPrTUP2T ...UPnT (0) = [by, by, ..., bplg

q =3 alindiginda A, =1 olur ve [by,by,...,b,]3 Rosen siirekli kesri

paylarindaki katsayilar1 —1, paydalarindaki katsayilar1 tamsay1 olan bir siirekli kesir
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bicimine girer. Boylece Tanim 2.8.12 de verilen tamsay1 siirekli kesirler elde edilmis

olur.

Bu durum diisiiniilerek, Rosen siirekli kesirleri ile Hecke gruplar arasindaki
UPrTUP2T ...UPnT (0) = [by, by, ..., bplg

iligkisi, tamsay1 siirekli kesirler ile modiiler grup arasinda g = 3 ve 1, = 1 olmak

lizere,
UPrTUbT ...UPnT () = [by, by, ..., by]

olacak sekilde elde edilmis olur.
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3. FAREY GRAF VE SUREKLI KESIRLER

[4] numarali kaynakta, Farey graftaki yollarla tamsay1 siirekli kesirler
arasinda siirekli kesrin yakinsayanlariyla, yolun diiglimlerini bulan algoritma
verilmistir. Bu 1iliskiyi, modiiler ve genisletilmis modiiler gruba tasimak igin
oncelikle Farey grafta, sonsuzdan herhangi bir rasyonel sayiya giden yollarin nasil
bulunacagr bu boliimde incelenmistir. Bu yollar yardimiyla, sonraki bdliimlerde
modiiler grubun elemanlarinin parabolik noktalar1 arasindaki baglantilar1 da kurmak

icin gerekli tanim, teorem ve yontemlere bu boliimde yer verilmistir.

3.1 Farey Graftaki Yollar ve Siirekli Kesirlerle Iliskisi

Farey graftaki yollarin siirekli kesirlerle iligkisi inceleyebilmek i¢in O6ncelikle
bu yollarin nasil ¢izildigini verelim. Ayrica bu yollarin tamsay1 siirekli kesirlerle

nasil iligkilendirildigini inceleyelim.

3.1.1 Teorem : [55] s = [ay, ay, ... ay]s basit stirekli kesrinin yakinsayanlari,

%ile baslayan s ile biten Farey grafta diiglimlerin sonlu dizisinden olusan bir zikzak

0

yol boyunca diiglimlerdir. Bu yol % dan aT e giden hat boyunca baslar, a,

ticgenlerinin olusturdugu yelpazeden sola gecer sonra a, iicgenlerinin olusturdugu

yelpazeden saga gecer boyle devam eder ve S da sonlanur.

Ispat : Z = [ay, aq, ... ay]s basit siirekli kesri su tiggenler seridini belirler:

=

=

Pi_>
a;_» a; dy_,

Sekil 3.1: [ay, a4, ... a, ] basit siirekli kesrinin belirledigi iggenler seridi.
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Bu seridin Z—” ile gosterilen son diiglimiiniin siirekli kesrin degeri olan g ya esit
oldugunu gosterecegiz. n yerine i koyarak siirekli kesrin her [ag, a4, ... a;]s baslangig

parcast i¢in bodyle olacagi sonucuna varacagiz. Bu, teoremin iddia ettigi gibi%
i

diigtimlerinin serit boyunca S ya yakinsadigini gosterir.

Pn

pabe soldugunu gostermek i¢in 2 X 2 lik matrisleri kullanacagiz.

(1 ap\(0 1 ) (O 1 ) (0 1 )
b= (0 1 ) (1 a;)\1 a,/)"\1 a,
carpimini diisiinelim. Bu carpimi sagdan ya da soldan baslayarak carpabiliriz. Ilk

olarak soldan ¢arpmaya baslayalim. Baslangi¢ matrisi (1 ao) dir ve bu matrisin iki

0 1

stitununun iiggen seridinin sol hattiyla isaretlenmis olan % ve % oldugunu gorebiliriz.

Bu matrisi bir sonraki matrisle ¢arptigimizda

(1 ao) (O 1) _ (ao 1 + a0a1> _ (pO p]_)
0 1/\1 a 1 a; do 1
Buradaki iki siitun zigzag yolun ikinci hattinin sonundaki kesri verir. Sonraki

matris carpimlari i¢in de benzer sey yapildiginda ¢arpimdaki bir sonraki matrisi

carpmayla zigzag yolun sonraki hattina karsilik gelen matris elde edilir.

G2 o o)=C P lary = o)

Sonunda biitiin matrisler ¢arpildiginda Pn1 den Bz

e seritteki son hatta
dn-1 qdn

karsilik gelen matris elde edilir. Boylece P ¢arpiminin ikinci siitunu Pnolur ve

dn

geriye Z—" nun degerinin [ag, @y, ... | stirekli kesrine esit oldugunu géstermek kalir.

n

[ag,aq, ...ay]s stirekli kesrinin degeri sagdan sola g¢alismakla hesaplanir.

Eger ? yi siirekli kesrin [0, a;, ... a,]s kismimin degeri olarak alirsak

1

Sn an
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olur ve

i 1 _ Si+1
— — =
Si a;+- 4iSiy1 T T
Si+1

bulunur. Son olarak

elde edilir.

Matrisler agisindan bu su anlama gelir;

()= (a) (1 @) G) = o ¥ = ()
(6 DE)=C73" =)

Bunun anlami P carpimin1 sagdan carpmaya basladigimizda ikinci siitun
7 T T .
sirastyla (51:1)’ (52—1)""’ (51) ve sonunda (Z) olur. Ikinci siitunun Z—: oldugunu

gostermistik boylece s = Z—" olur ve ispat tamamlanir. O
n

3.1.2 Teorem : [4] Q. da su sekilde tanimlanan bir p dogal uzunlugu vardir.

p(u,v),u ve v digimleri arasindaki u yu v ye gotiiren hatlarin en kisa sayisidir.

3.1.3 Tanmm : uvev diiglimleri arasindaki en kisa uzunluktaki yola bir
geodezik yol denir.
3.14 Tanim : grasyoneli, Farey grafin % ve 2 rasyonellerine Farey toplami

uygulanarak elde edilen bir digimii olsun. Bu durumda % ve 2, g nin Farey

ebeveynleri denir.

3.1.5 Teorem : [4] x bir rasyonel say1 olmak iizere co dan x e giden her yol
x in bir Farey ebeveyninden geger. Eger (xy, X4, ..., X,,), X, = oo geodezik bir yol ise

her xj_4, x; nin bir Farey ebeveynidir.
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Ispat : ilk iddia, x bir tamsay1 ise o , x in bir Farey ebeveyni oldugundan

dogrudur.

Simdi varsayalim ki x tam olmayan bir rasyonel sayi olsun ve oo dan x
sayilarina (xg, Xy, ..., X,) yolunu alalim. Boylece n > 2, x, = o0 Ve x, = x olur.
u ve v, x sayisimin u < v olan rasyonel Farey ebeveynleri olsun. Buradan
x=u@v boylece x € (u,v) olur. o & [u,v] oldugundan, x; & (u,v) olacak
sekilde bir i tamsayis1 olmahdir fakat x;,4 € (u,v) dir. Varsayalim ki x; # u, v
olsun. Ust yar1 diizlemdeki Farey grafta x; ile x;,, sayilarim birlestiren en kisa hat, u
ve v yi birlestiren geodezik hatla kesisir. x; nin u veya v ye esit olmasi gerektiginden
bu imkansizdir. Ikinci iddia birinciden goriiliir ¢iinkii her x, diigimii igin,
X1, -, Xg—1 den Dbiri Ornegin x; olsun x; nmin bir Farey ebeveynidir ve
(00, X1, .o, X¢, Xpg, -, Xp) , 00 dan x e bir yoldur. Bu verilen geodezik yoldan daha kisa

olamayacagindan t = k — 1 olur. o

3.1.6 Teorem : [4] x bir rasyonel ve p(o,x) = n olsun. co dan x sayisina en
fazla F, tane geodezik yol vardir. ( Burada Fy; n. Fibonacci sayisini belirtir.)
Ispat : Her x rasyonel sayis1 i¢in M(x), oo dan x e geodezik yollarin sayisini

gOstersin. n lizerine tiimevarimla p(oo, x) = n ise M (x) < F, oldugunu gosterecegiz.

n = 1ise x ve oo u birlestiren tam bir hat vardir. Béylece M(x) = 1= F.
Sonra varsayalim ki n = 2 ve (oo, u, x) geodezik yol olsun. Teorem 2.3 ten u , a(x)
ya da B(x) tir. Boylece M(x) < 2 = F,. Simdi varsayalim ki p(o0,y) =k, k <n
olan biitiin y dugimleri i¢in M(y) <Fg olsun. p(co,x) =n+1(n=2) olan x
diigtimlerini diisiinelim. Teorem 2.3 ten oo dan x noktasia her (o, x,,, ..., X1, x)
geodezik yolu x; = a(x) ya da x; = B(x) i saglamak zorundadir. M, (x), oo dan x
sayisina giden ve x; = a(x) sartin1 saglayan, Mg (x) de oo dan x sayisma giden ve
x; = B(x) sartin1 saglayan geodezik yollarin sayisi olsun. M(x) = Mg,(x) + Mg (x)
oldugu agiktir.

Varsayalim ki x; = a(x) olan bir geodezik yol olsun. p(oo, a(x) ) = n dir.
Timevarim hipotezinden M(a(x)) < F, dir. Mgy(x) < M(a(x)) oldugundan
M, (x) <F, olur. Sonra varsayalim ki (o0, x,,, ..., X3, X1, x) Yolu x; = B(x) olan bir
geodezik yol olsun. y(x), f(x) in a(x) den farkli olan Farey ebeveynini gostersin.

Geodezik yol a(x) ten gegmeyeceginden x, =y(x) olmak =zorundadir. Bu
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xy = B(x) olan biitiin geodezik yollar i¢in dogru oldugundan Mg(x) < M(y(x))
olur. Ayrica p(oo,y(x))=n—1 oldugundan tiimevarim hipotezinden

M (y(x)) <Fy.1 olur. Boylece
M(x) == Ma(x) + Mﬁ(x) S Fn+Fn-1 = Fn+]_
olur ve timevarim tamamlanir.

Geriye her n igin p(o,x,) = n ve M(x,) = F, olan bir x,, rasyonel sayisi
oldugunu gostermek kalir. x, = oo ve x; = 0 olsun ve y;, x,, ¥y, X3, ... rasyonelleri
sirastyla tiimevarimsal olarak v, =%, @ Xpe1 . Xpe1 = X D v, seklinde
tanimlansin. x, = @(Xp41) » Yn = B(Xn41) V€ x5 = @(Yns1) oldugu acgiktir. Bu
gosterir ki (xg, ..., Xp_1, Xn) V€ (Xq, ..., Xn_1, ¥n) ikisi de ata yollardir ve bdylece
p(0,x,) = p(oo,y,) =n olur. X, ve Y, sirasiyla oo dan x, ve y, e geodezik
yollarin sayist olsun. x, ve y, , x,,q in Farey ebeveynleri oldugundan
Xns1 = X, + Y, olur. Sonra x,,_4, y,, in bir Farey ebeveyni oldugundan Y,, = X,,_;.
Buradan X,,,; = X, + X,,_1 ve X; =1, X, = 2 oldugundan X,, >F, bulunur. Fakat

X, < Fyoldugunu biliyoruz boylece X,, = F, dir. o

Orneklerle bu teoremlerin uygulamasini yapalim.

3.1.7 Ornek : Farey grafta oo dan % sayisina giden, koseleri 7. Farey dizisinin

elemanlari olan yollar1 bulalim.

2 . e 4
- nin basit siirekli kesir agilimi:

1/0_1/1 1/2 1/3

0/1 1/4  2/7

Sekil 3.2 : [0, 3, 2], basit siirekli kesrinin belirledigi tiggenler seridi.
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Teoremde gectigi gibi yolumuz dnce % dan % e gelir. Daha sonra olusan her Farey
ticgeninin bilinen iki diiglimiine Farey toplam1 uygulanarak {igiincii diigiim bulunur.

Bu sekilde devam edilerek en son % ye ulagilir.
Buradan yollar su sekilde bulunur.

1. (0,0,3,%) (geodezik)

2. (oo, 0,%, %) (geodezik)

o o1t
ARERRREE
5. (2,01,5,5,3)
6. (001 L0
7. (oo, 1,0,;,%}
o (0042
Teorem 3.1.6 dan en fazla F, =2 tane geodezik yol oldugu da dogrulanir.

3.1.8 Ornek : Farey grafta oodan g sayisina giden, koseleri 39. Farey

dizisinin elemanlar1 olan yollar1 bulalim.

22 . e g
3¢ Nun basit stirekli kesir agilimi:

2 L 011322]
39 - 1+ 11 - )Ly 4ydH&ey S
1+ T
3+—1
2+E
1/0 1/1 2/3 3/5 4/7  13/23 22/39
0/1 1/2 5/3  9/16

Sekil 3.3: [0,1,1, 3, 2, 2], basit siirekli kesrinin belirledigi tiggenler seridi.
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Geodezik yollar:

22
'35

1 4
1. (00,0,5,;, 5

ol
w

9

1 4
2.(o0, 1,5,;, o’

wlw
O N

)

ey

1 4 13 22
3' <OOJOI_)_P_ o

2’7’23’ 39

22

1 4 13
4.(0,1,=,=,—=,=
< ) ’2)7F23’39)

15 9 22
S. (O0,0'—,—,— P

2’9’16’ 39

15 9 22
6' <mJ1!_)_ PN

2’9’16’ 39

22

Teorem 3.1.6 dan, p (oo, 5) = 5 oldugundan en fazla Fy = 8 tane geodezik

yol vardir.

Simdi de Farey grafta buldugumuz bu yollarla, tamsayr siirekli kesirler

arasinda iliski kuran teoremi verelim.

3.1.9 Teorem : [4] x bir rasyonel say1 olmak iizere, Cy, ... C,, X in tamsay1
stirekli kesir agiliminin ardigik yakinsayanlaridir ancak ve ancak (oo, Cy, ..., C,,) Farey
grafta co dan x e bir yoldur.

Ispat : ilk olarak varsayalim ki C;, ... C,, x in tamsayz siirekli kesir agiliminin
ardigik yakinsayanlari olsun. Boylece Cy = Sp, ... Sp, () ve C, = x olur. Simdi
C1 = Sp, () = by (bir tamsay1), bdylece {oo, C;} Farey grafta bir hat olur. Sonra
Ck = Sp, = Sp (), Cy1 = Sp, o Sp, Spy,,(©) = Sp, ... Sp, (by1) Ve o ile by q
Farey komsusu oldugundan C, ve Cy,, de Farey komsusudur. Bu nedenle Farey
grafta C;, dan Cy,4 e bir hat vardir. Bu demek oluyor ki (oo, C;, ..., C,) , o dan x e bir

yoldur.

Simdi varsayalim ki (oo, vy, ..., v,) Farey grafta co dan x e bir yol olsun

(bdylece v, =x ). k =1,...,n igin v =S, ... Sp, () olan bir by, ..., b, tamsay1
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dizisi olusturmaliyiz. x e esit olan vy, nin [b4, ..., b,] in yakinsayanlar1 olmasi igin,
ilk olarak v, ile o komsu ( v;~c0 ) oldugundan v; tamsayidir. Bu nedenle
vy = Sp, () olsun diye b; = v, deriz. Simdi varsayalim ki by, ..., by tamsayilari
Vg = Sp, - Sp, () seklinde tanimlanmig olsun. b1 tamsayisi
byt = Sbk_l ...Sbl_l(vk+1) ile tanmhdir. Bu vygyq =Sy, o Sp,,, () oldugunu
garanti eder. Boylece geriye sadece by, in tamsay1 oldugunu gostermek kalir. Simdi
Vi~Vys1 bOylece Sp ... Sp, (0)~Sp, ... Sp, (bry1) . Her Sbi_l ~ bagintisini
korudugundan co~b;,; olur ve bdylece b,,; tamsayr oldugu bulunur ve ispat

tamamlanir. O

3.1.10 Ornek : Bu teoremleri kullanarak [0, —2,1,3] tamsay siirekli kesrine

Farey grafta karsilik gelen yolu bulalim.

C1:[0]:0
1 1
C;=[0-21=0-=5=7
C;=[0,-21]=0—-—=-
Bt
C,=[0,-213]=0-—Fr=2

11 2
Buradan (oo, 0,5,5,;) yolu bulunur.

Simdi de (oo, 0, % , %} yoluna karsilik gelen tamsay1 siirekli kesri bulalim.

1 1
CZ 2520—_—3:[0,—3]

C;=2=0-—==1[0,-32].

2

Buradan [0, —3,2] tamsayi siirekli kesri bulunur.
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3.1.11 Sonu¢ : [4] Yukaridaki ornekte goriildiigii gibi, bir x rasyonelinin
tamsay1 siirekli kesir ag¢ilimi bize Farey grafta co dan x sayisina bir yol, en kisa

tamsay1 siirekli kesir agilimi da oo dan x sayisina bir geodezik yol verir.
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4. GENISLETILMiS MODULER GRUP ELEMANLARININ
SUREKLI KESIRLER VE FAREY GRAFTAKI
YOLLARLA iLiSKiSi

Bu béliimde o6ncelikle parabolik nokta, (TS) ve (TS?) blok formlan ile
f =RTS ve h =TSR yeni blok form kavramlari tanitilip, bunlarla ilgili [5,7,9]
kaynaklarinda yer alan bazi teoremler verilmistir. Bu bloklar1 kullanarak, modiiler
grubun elemanlarinin  ve genigletilmis modiiller grubun antiotomorfizma
elemanlarinin parabolik noktalar1 tamsay1 siirekli kesirler ile ifade edilmistir. Ayrica
tamsay1 siirekli kesirler ile yeni blok formlar arasinda bazi iligkiler kurulmustur.
Buradan genisletilmis modiiler grubun herhangi bir elemani, tamsay1 siirekli kesirleri
kullanarak Fibonacci sayilar ile iliskilendirilmistir. Ayrica parabolik noktasi ayni
olan doniisiimler Farey graf yardimiyla bulunmus, daha sonra bu doéntigiimlerin
iligkili oldugu yollarin bulunma yontemleri ve aralarindaki bagmntilar verilmistir.

Boliim 4.2 - Boliim 4.5 teki tiim teoremler orijinaldir.

4.1 Parabolik Nokta, Blok Form ve Yeni Blok Form

Modiiler grubun parabolik noktalarinin kiimesi Q U {0} dur. [5] numarali
kaynakta, Koruoglu basit siirekli kesirleri ve bloklar1 kullanarak modiiler grup ve

genisletilmis modiiler grupta elemanlarin parabolik noktalarini belirlemistir.

4.1.1 Tamim : Bir grubun herhangi bir elemani altinda sonsuzun goriintiisiine

o elemanin parabolik noktas1 denir.
4.1.2 Tanim : [7] Modiiler ve genisletilmis modiiler grupta,
— 2(,) = 2
TS(z) =z+1ve TS*(z) = e

doniisiimlerine bloklar denir.
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Modiiler ve genisletilmis modiiler gruptaki herhangi bir indirgenmis
kelimenin bu bloklar ile ifadesine o kelimenin indirgenmis blok formu denir ve BRF

ile gosterilir.

4.1.3 Teorem : [7] m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere;

m — 2\n __Z ;
(TS™(z) =z+mve (TS*)"(2) = — dir.
Modiiler gruptaki bir indirgenmis W (T, S) kelimesi blok formda yazilabilir.
Modiiler gruptaki herhangi bir kelime bloklar1 kullanarak

W(T,S) = SYTS)™e(TS?)" ... (TS)™(TS?)*TJ

(i=012; j=0,1) seklinde ifade -edilebilir. Bloklarin kuvvetleri pozitif
tamsayilardir, m, ve n; sifir olabilir. Bu gosterim, modiiler grup icin genel bir
gosterimdir ve asagidaki teoremde bu kelime i¢in parabolik noktalar, basit siirekli

kesirleri kullanarak hesaplanmistir.
4.1.4 Teorem : [5] Modiiler grupta TS ile baslayip TS? ile biten bir
W(T,S) = SY(TS)™e(TS?)™ ... (TS)™(TS?)"*TJ
kelimesi i¢in parabolik noktalar
i =0,j =0ise [my; ng, My, Ny, ..., My, Ny

i =0,j = 1ise [mgy;ng, my, Ny, ..., My]

1
[mg;ng,mq,nq,...mp,ngl+1

i=1,j=0ise—

1
[mg;ng,mq,nq,...mgl+1

i=1,j=1ise—

1
[mo;ng,myng,..my,ngl

i=2j=0ise—1—

1
[mo;ngmyng,..mgl

i=2j=1ise—1-

seklindedir.
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4.1.5 Teorem : [5] Modiiler grupta TS ile baslayip T'S ile biten bir
W(T,S) = SY{(TS)™(TS?)" ... (TS)™k (TS?) ™ (T S)™e+1TJ
kelimesi i¢in
W*(T,S) = (TS)™(TS?)" ... (TS)™k(TS?) ™ (TS)Me+1
kelimesinin parabolik noktasi
[Mmg; ng, My, Nq, .., My, Ny
stirekli kesridir.
4.1.6 Teorem : [5] Modiiler grupta T'S? ile baslayip TS? ile biten bir
W(T,S) = SY(TS?)™(TS)" ... (TS?) ™k (TS?) (T S?)M+1T]
kelimesi i¢in
W*(T,S) = (TS?)™o(TS)" ... (TS?)™k(TS?) % (TS?)Mh+1
kelimesinin parabolik noktasi

1
[m0; Ng, My, Ny, woe, My, N, mk+1]

seklindedir.
4.1.7 Teorem : [5] Modiiler grupta TS? ile baslayip TS ile biten bir
W(T,S) = SYTS?)™(TS)™ ... (TS?) ™k (TS?)* T/
kelimesi i¢in
W*(T,S) = (TS?)™o(TS)" ... (TS?)™k(TS?)"

kelimesinin parabolik noktasi

[mo; Ng, M4, Ny, ... ,mk]
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bigimindedir.

4.1.8 Ornek : Modiiler grupta

W(T,S) = STSTS?*TS*TSTS?
kelimesi i¢in bu kelimenin blok formu
W(T,S) = S(TS)(TS?)?(TS)(TS?)
bicimindedir. Bu kelime i¢in Teorem 4.1.4 uygulanirsa i = 1, j = 0 oldugundan
kelimenin parabolik noktasi — — L = — = plarak bulunur.
[1;2,1,1]+1 12

Simdi de genisletilmis modiiler grubun elemanlar1 igin parabolik noktalar

inceleyelim.

I genisletilmis modiiler grubun sunusunun Tanmm 2.2.1.1 den

I =(T,S,R|T? = R?> =83 = (TR)? = (RS)? =1)
oldugunu hatirlayalim. Bu grupta, herhangi bir W (T, S, R) kelimesi,
r;=0,1,2 (0 <i<n)k = 0,1 olmak iizere,

W(T,S,R) = R¥S™TS"T ...S™
bi¢imindedir. Bu kelime, blok formda su iki sekilde ifade edilebilir:
W(T,S,R) = W(T,S) = SY(TS)™(TS*)™ ... (TS)™k(TS*)"*T/
veya
W(T,S,R) = RSY(TS)™0(TS?)™ ... (TS)™k(TS?)™T/

(i=0,12;j=0,1) seklinde ifade edilebilir. Bloklarin kuvvetleri pozitif

tamsayilardir, m, ve n; sifir olabilir.

Dikkat edilirse W (T, S, R) kelimesinde R lerin kuvvetleri toplamu ¢ift sayi ise
kelime W (T, S) haline dontisiir ve verilen teoremler yardimiyla parabolik noktasi

hesaplanabilir. Simdi W (T, S, R) seklindeki kelimeler i¢in asagidaki teoremi verelim.

45



4.1.9 Teorem : [5] W (T, S, R) kelimesindeki R lerin kuvvetleri toplami tek

say1 ise kelime
W(T,S,R) = RSY(TS)™(TS?)™ ... (TS)™(TS?)"*TJ
formundadir ve
W*(T,S) = SYTS)™e(TS?)" ... (TS)™(TS?)"*TJ
kelimesinin parabolik noktas: K ise W (T, S, R) kelimesinin parabolik noktasi

R(K) = %olur.

4.1.10 Tamim : [9] Genisletilmis modiiler grupta

pems=(Q Yamrsn-(l

kelimelerine yeni bloklar denir.

4.1.11 Teorem : [9] Yukarida tanimlanan f ve h donistimleri i¢in, f; ve hy,

k. Fibonacci sayis1 olmak lizere;

=i de )= )

bigimindedir.

Bu teorem sayesinde, genisletilmis modiiler grubun tiim elemanlar1 Fibonacci

sayilarini kullanarak ifade edilebilecegi gosterilmistir.

4.1.12 Tamim : [9] Genisletilmis modiiler grupta bir W (T, S, R) kelimesi f
ve h doniisiimlerinin kuvvetleri seklinde ifade edildiginde, bu yeni kelime formuna

indirgenmis yeni blok form (NBRF) denir.

4.1.13 Sonug : [9] Genisletilmis modiiler gruptaki her indirgenmis kelime,
bir indirgenmis yeni blok forma sahiptir.
Ispat : W(T,S,R), genisletilmis modiiler grupta bir indirgenmis kelime

olsun. W(T, S, R) kelimesinin indirgenmis blok formu,

SHTS)™o(TS?)M ... (TS)™(TS?)"*TJ
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veya
RSYTS)™o(TS?)M ... (TS)™(TS?)™TJ
bigimindedir.
W (T, S, R) kelimesindeki T'S ve TS? bloklar1 icin
TS = Rf = hRve TS® = Rh = fR

iliskileri vardir. Boylece bu bloklar yerine esitleri yazilarak W (T, S, R) kelimesi yeni

bloklarla ifade edilmis olur. O

4.1.14 Ornek : Genisletilmis modiiler grupta W = (TS)3(TS%)(TS)?(TS?)?
blok formda bir kelime olsun. TS = Rf = hR ve TS? = Rh = fR esitliklerini

kullanarak
W = RfRfRfRhRfRFRhRh
yazilabilir ve
w=nsertn= (2 ) (0 f) e i) G2 2)Ge m)
-G oC DE DG DG D)

elde edilir.

4.2  Modiiler Grup ve Tamsayi Siirekli Kesirler

Modiiler gruptaki kelimelerin parabolik noktalari [5] numarali c¢alismada
bloklar yardimiyla basit siirekli kesirlerle ifade edilmistir. [2] numarali caligmada ise
Hecke gruplariin elemanlarinin parabolik noktalari, Rosen siirekli kesir yardimiyla
bulunmustur. Bu béliimde, [2] numarali ¢alismanin A = 1 hali ile uyumlu olacak
sekilde bloklar1 kullanarak, modiiler grubun elemanlarmin parabolik noktalari
tamsay1 stirekli kesirler ile ifade edilmistir. Bu boliimdeki teoremlerin tiimii

orijinaldir.
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Oncelikle modiiler gruptaki bir kelimeyle, tamsayi siirekli kesirler arasindaki

iliskiyi veren asagidaki teoremi verelim.

4.2.1 Teorem : Modiler grupta parabolik noktasi [by, by, ..., b,] tamsayi

strekli kesri olan kelime
(TS)P1=1.(TS?).(TS)P272.(TS?).(TS)P372.(TS?) ...(TS?).(TS)Pn~1T

formundadir.

Ispat : Modiiler grubun,

T(2) =— S(z) =7 U(z)=TS(z)=z+1

elemanlan diisiiniildiigiinde UP1TU=T ... UPrT kelimesinin parabolik noktas1 i¢in;

UPrTUP2T ... UPnT (o) = by — —————
b

oldugu acikca goriiliir.

Boylece parabolik noktasi [byq, b, ...,b,] tamsayr siirekli kesri olan
UbrTUP=T ... UPrT kelimesi bulunur.

Simdi bu kelimeyi blok formda yazalim. U = TS yazilip gerekli diizenlemeler
yapildiginda [b, by, ..., b, ] tamsay: siirekli kesri igin,

UPATUY2T ...UPRT = (TS)PrT(TS)P2T ... (TS)nT

=T7S.TS..TS.T.TS.TS .. TS.T.TS.TS ...TS.T ...T.TS.TS ..TS.T

b, tane b, tane b3 tane by, tane

= (TS)P1=1.(TS5?).(TS)P272.(TS?).(TS)P372.(TS?) ...(TS?). (TS)n 1T
kelimesi elde edilir. O

Bu teorem sayesinde, herhangi bir tamsay1 siirekli kesirden modiiler grupta
(TS) ve (TS?) bloklarinin kullanildig1 kelime sunusu elde edebiliriz. Teorem 3.1.9
da x rasyonel sayisinin, tamsay1 siirekli kesir agilimimin ardisik yakinsayanlari ile

Farey grafta co dan bu x rasyoneline giden yollarn iliskisi kurulmustu. Bu iliskiyi
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Teorem 4.2.1 ile birlestirerek, Farey graftaki herhangi bir yol i¢in bir tamsayi stirekli
kesir ve modiiler grupta bir indirgenmis blok form bulabiliriz. Asagidaki drneklerle

bu durumu agiklayalim.

4.2.2 Ornek : Farey grafta co dan %ye giden yollar i¢in, bu yollarin eslestigi

tamsayi stirekli kesirleri ve modiiler gruptaki indirgenmis blok formlar1 bulalim.

Bu yollardan bazilar1 Ornek 3.1.7 de bulunmustu. Simdi onlar1 inceleyelim.

1. (o0, 0, ;, %) geodezik yolu i¢in Teorem 3.1.9 dan

C1:0:[0]
Cz=§=0—_i3=[o,—3]
C;=2=0-—5=1[0,-3,2]

[0, —3,2] tamsay siirekli kesri elde edilir. Simdi Teorem 4.2.1 i uygulayalim.
[by, by, ..., by] = [0,—3,2] i¢cin
(TS)Pr=1 (TS?).(TS)P272.(TS?).(TS)P372.(TS?) ...(TS?).(TS)’n~1T
blok formu
[0,—3,2] = (TS)™L.(TS?).(TS)™>.(TS?).(TS).T(o0)
bi¢imindedir. Buradan
(TS2)3.(TS)2.T
kelimesi ve

2z—1

(TS?)*. (TS T(2) = -——

doniisiimii bulunur.
2. (0,0, i, %) geodezik yolu igin: [0, —4, —2] siirekli kesri
[0, —4,—2] = (TS)~L.(TS?).(TS)5.(TS?).(TS) 3.T ()
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(TS?)3.(TS).(TS?) kelimesi
(TS2)3.(TS).(TS?)(z) = 2= donisiimii bulunur.
3. (oo, 1,%,%,%) yolu i¢in: [1,2,2,3] siirekli kesri
[1,2,2,3] = (TS?). (TS?).(TS?).(TS)2.T(c0)
(TS?)3.(TS)2.T kelimesi

(TS?H3.(TS)2.T(2) = % déniisiimii bulunur.

4. (o, 1,

N |-
W=

1
4

) )

NN

, ) yolu i¢in: [1,2,2,2, —1] stirekli kesri

[1,2,2,2, —1] = (TS?).(TS?).(TS?).(TS?).(TS) 2.T (o)
(TS?)3.(TS).(TS?) kelimesi
(TS2)3.(TS). (TS?)(2) = 2= doniisimii bulunur.

5. (oo, O,l,%,%,%) yolu igin: [0, —1,1,2,3] siirekli kesri

[0,—1,1,2,3] =
(TS)™1.(TS2).(TS)™3.(TS?).(TS)™L.(TS?).(TS)°. (TS)2. (TS)2.T ()

(TS?)3.(TS)2.T kelimesi

(TS?3.(TS)%.T(z) = % doniisiimii bulunur.

6. (0,0,1,2,
2

Wl

é) yolu i¢in: [0,—1,1,2,2, —1] siirekli kesri

1
4

)

[0,-1,1,2,2,—1]
= (TS)™L.(TS?).(TS) 3.(TS?).(TS)™1.(TS?).(TS)°. (TS?).(TS)°. (TS?).(TS)"2.T (o)

(TS?)3.(TS).(TS?) kelimesi
(TS?)*.(TS).(TS?*)(2) = % doniisiimii bulunur.

7. (oo, 1,0,;,%) yolu igin: [1,1, —2,2] siirekli kesri
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[1,1,—2,2] = (TS2).(TS)"L.(TS2).(TS)~*.(TS?). (TS) . T (co)
(TS2)2.(TS)T kelimesi
(TS2)3.(TS)2.T(z) = 2= doniisiimii bulunur.
8. (0,0, % g §) yolu icin: [0, —2,1,3] siirekli kesri
[0,—2,1,3] = (TS)™L.(TS2).(TS)™*.(TS?).(TS) 1. (TS?). (TS)%.T(c0)
(TS2)2.(TS)T kelimesi

(TS?3.(TS)%.T(z) = % déniisiimii bulunur.

4.2.3 Ornek : oo dan g a giden geodezik yollar i¢in benzer islemleri yapalim.

14 9 22
1' <OO, 0;5)?!%!5) [O, _2, _4',2, _2]
222+ 9
2 233 2 2)2 —
(15%).(T5). (TS?)*.(T5)%. (TS)*(2) = 50—
14 9 22
2' <OO' 115:?!%13_) [1,2,_3,2, _2]
22z +9
2 233 2 2)2 —
(157). (7). (TS?)*.(T5)%. (TS)*(2) = 50—
3.(0,0,5,2,=,2) [0,-2,-5,-2,-3]
2°9°16" 39
22z +9
2 233 2 232 —
(T5%).(T5). (TS?)*.(T5)”. (TS)*(2) = 50—
4' <OO,1’1‘E iyz [1,2,_4_2—3]
2°9°16" 39
22z +9
2 233 2 2)2 —
(15%). (7). (TS?)*.(T5)”. (TS)*(2) = 50—
1 4 13 22
5. (ooj OIE);’g,E) [O, _2, _4‘,3,2]
22z — 13

(TS).(TS). (TS?)?.(T$)2.(TS?). (T$).T(2) = 35—
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6' <CX)J 1Il)iﬁl3 22)

2’7’23’ 39

[1P2P _3P312]

22z — 13
(TS2). (TS)-(TS*)*.(TH2.(TSH.(T$). T(2) = 35—

Teorem 4.2.1 de bir x = [by, by, ..., b,,] € Q sayist i¢in modiiler grupta bu

say1y1 parabolik nokta kabul eden kelimenin
(TS)P1=1.(TS?).(TS)P272.(TS?).(TS)P372.(TS?) ...(TS?).(TS)Pn~1T

formunda olmasi gerektigi bulunmustu. Simdi de bu durumun tersini diisiinerek
modiiler grubun herhangi bir elemanim1 alalim ve parabolik noktasinin tamsayi

stirekli kesirlerle nasil ifade edilecegini inceleyelim.

Modiiler gruptaki kelimeler su blok formlarda olabilirler:

W(T,S) = SL.(TS)™0.(TS?)M ...(TS)™k. (TS?). (TS)™k+1, TJ
W(T,S) = SL.(TS*)™0. (TS)™ ...(TS?)™, (TS)™*. T’

W(T,S) = St (TS)™o. (TS?)™ ... (TS)™. (TS?)™. T/

W(T,S) = SL.(TS*)™0.(TS) ...(TS%)™k, (TS)"*. (TS?)™k+1, TJ

A W o

Bu durumlari ayr1 ayr1 inceleyelim.

4.2.4 Teorem :
W(T,S) = SL.(TS)™0. (TS?)™ ... (TS)™. (TS?)*, (TS)™k+1, T/

bi¢cimindeki kelimelerin parabolik noktalarmmin karsilik geldigi tamsayi siirekli

kesirler

a) i=0j=1i¢in|mg+1,22...2,m +2,22..,2, .., Mgss + 1

no—l n1—1

b) i=0,j=0i¢in|my+1,22....2, my +2,22..,2,..,2,2 2]

no—1 ny—1 -1
seklindedir.

Ispat :

a) i=0,j=1igin

W(T,S) = SL.(TS)™0. (TS?)™ ... (TS)™. (TS?)*, (TS)™k+1, T/
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kelimesini Teorem 4.1.1 de kullandigimiz forma benzetmek igin

W(T,S) = (TS)™0. (TS?).(TS)°.(TS?).(TS)° ...(TS?) ...
ng tane (TS?)
(TS)™e. (TS?). (TS)° ... (TS?). (TS)™e+1. T

ny tane (TS2)

yazabiliriz. Buradan Teorem 4.2.1 den siirekli kesir

Mo +1,2,2 0,2, My 42,2202, oo, My + 1

ny—1 ni—1
olarak bulunur.
b) i = 0,j = 0 igin benzer sekilde
W(T,S) = SL.(TS)™. (TS ... (TS)™. (TS?)*. (TS)™k+1, T/

= (TS)™. (TS (TS)°(TS*)(TS)°...(TS?) ...(TS)™. (TS?)(TS)° ... (TS?).(TS)™k+1,TO

ng tane (TS2) ny tane (TS?%)

Buradan

mo+1,22..,2,my +2,2,2..,2,.,2,2...,2
ne—1 ny{—1 ng—1

tamsayi siirekli kesri bulunur. o

4.2.5 Teorem :
W(T,S) = SL.(TS*)™0. (TS)™ ...(TS?)™, (TS)™*. T/

bi¢cimindeki kelimelerin karsilik geldigi tamsayi stirekli kesirler

a) i=0,j=1iin|1,2,2..,2,n9+2,2,2...,2, ..., + 1

mo—1 mq—1

N———
mp—1 mi—1 mg—1

b) i=0,j=0i¢in|1,2,2...,2,ny+2,2,2...,2,...,2,2,2 ...,2]
Ispat:a) i =0,j = 1icin

W(T,S) = SL.(TS?)™o. (TS)" ...(TS?)™k. (TS)™*. T/
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= (T$)°.(TS2).(TS)° ... (TS?) .(TS)™ ...(TS?).(TS)° ... (TS?) .(TS)™.T

mg tane (TS2) my tane (TS2)

Buradan

1,22..,2,m0 42,222, i + 1

mo—1 my—1
tamsayi stirekli kesri elde edilir.
b) i =0,j = 0i¢in
W(T,S) = S'.(TS?)™o, (TS)" ... (TS?)™. (TS)™*. T/

= (TS)°.(TS?).(TS)° ...(TS?) .(TS)™ ...(TS?).(TS)° ...(TS?).(TS)™.T°

my tane (TS2) my tane (TS2)

bdylece

1,22..2,n0+2,22..,2,..,2,2,2..,2
mo—1 mi—1 mg—1

tamsay1 siirekli kesri elde edilir.o
4.2.6 Teorem :
W(T,S) = St.(TS)™0. (TS?)™ ... (TS)™. (TS?)™. T/

bicimindeki kelimelerin karsilik geldigi tamsayi stirekli kesirler

a)i=0,j=1icin|mg+1,22...2,m +2,22..2,..,2,2 ...,2,2]

ne—1 ny{—1 ng—1

b)i=0,j=0icin|mg+1,22...2,m +2,22...2,..,2,2 2]

no—1 ni—1 nk—l

Ispat:a) i =0,j = 1icin
W(T,S) = SL.(TS)™o. (TS?)™ ... (TS)™. (TS?)™. T/

= (TS)™. (TSH)(TS)O(TSA)(TS)? ... (TS2) ... (TS)™. (TS2)(TS)° ... (TS?).(TS)°.T

no tane (TS?) ny tane (TS2)
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buradan

me+1,22....2,m +2,22..,2,..,2,2..,2,2
ne—1 nqi{—1 ng—1

siirekli kesri elde edilir.
b) i =0,j = 0i¢in
W(T,S) = SL.(TS)™o. (TS?)M ... (TS) ™. (TS?)™. T/

= (TS)™. (TSA)(TS)°(TS*)(TS)° ...(TS?) ...(TS)™ . (TS?)(TS)° ...(TS?).(TS)°.T®

ng tane (TS2) ny tane (TS2)

boylece

me+1,22..,2,m +2,22..,2,.,2.2 ...,2

ne—1 ni{—1 ng—1

suirekli kesri bulunur. o

4.2.7 Teorem :
W(T,S) = SL.(TS?)™o.(TS) ...(TS?) ™, (TS)™, (TS?)™k+1, TJ

bi¢cimindeki kelimelerin karsilik geldigi tamsayi stirekli kesirler

a)i=0,j=1i¢in|1,22..,2,n0+2,2,2...,2,...,2,2 ...,2,2]

mo—1 mq—1 Mp+1—1

—_————
mo—1 mq—1 Mp+1—1

b)i=0,j=0icin|1,2,2..,.2,n9 +2,2,2...,2, ..., 2,2 2]
Ispat:a)i =0,j = 1icin
W(T,S) = SL.(TS*)™0, (TS) ...(TS?)™k, (TS)™. (TS?)™k+1, TJ

= (TS)°. (TS?).(TS)° ...(TS?) .(TS)" ...(TS)™.(TS?).(TS)° ...(TS?).(TS)°.T

my tane (TS2) My tane (TS?)

buradan
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1,22..2,n0+2,22..,2,..,22...2,2

mo—1 my—1 Mpypq1—1
elde edilir.
b)i =0,j =0igin
W(T,S) = SL.(TS*)™0, (TS) ...(TS?)™k, (TS)™. (TS?)™k+1, TJ

= (TS)°.(TS?).(TS)° ...(TS?) .(TS)" ...(TS)™.(TS?).(TS)° ...(TS?) .(TS)°.T°

my tane (TS2) My tane (TS2)

1,22..2,n0+2,22..,2,..,2,2..,2

mo—1 mi—1 Mpy1—1

sturekli kesri bulunur. O

4.3  Modiiler Grup ve Yeni Bloklar

Onceki boliimlerde tamsayn siirekli kesirler ile (TS) ve (TS?) bloklartyla olan
iligkiler kurulmustu. Bu boliimde ise, f = RTS ve h =TSR yeni bloklarinin
kuvvetleri Fibonacci sayilariyla ifade edilebildiginden, sonraki boliimlerde Fibonacci
sayilariyla baglantt kurmak amaciyla, tamsay1 siirekli kesirler ile yeni blok formlar

arasinda iliski kurulmustur. Bu iliski asagidaki orijinal teoremde verilmistir.

4.3.1 Teorem : [by, by, ..., b,] tamsay: siirekli kesri i¢in bu tamsay1 siirekli
kesri parabolik nokta kabul eden otomorfizmanin yeni blok formu su sekilde
bulunur: (i = 2,3,...,n—1)

b, tekise = (hf) 2 .fR, by ciftise = (hf) 2z .h?2

l.parca l.parca
b; tek ise = (hf)"z .h?, b; ciftise = (hf) "z .fR
i.parca Lparca
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b, tekise = (hf) 5T , by, ciftise = (hf) 5 . hRT
n.parga n.parca
Ispat : Teorem 4.2.1 den

(TS)Pr=1.(TS?). (TS)?22.(TS?).(TS)=72.(TS?) ... (TS?). (TS)Pn~1.T (o)

= [by, by, ..., by]
oldugunu biliyoruz.

TS = Rf = hRve TS? = Rh = fR
iligkilerini kullanarak,
TS = Rf, TS% = fR

yazalim

(TS)Pr=1.(TS?). (TS)?272.(TS?). (TS)=72.(TS?) ... (TS?). (TS)Pn~1.T (o)

= (R’ L fR.(Rf)P272. fR.(Rf)?37 2. fR ... fR.(Rf)Pn~1. T (0)

Bu gdsterimi

= (ROPLFR.(RAP2"2.fR.(RF)P* 2. fR ...(Rf)Pn" 1. fR .T(0)

1l.parca 2.pargca 3.parca n.parca

seklinde pargalar halinde diistinelim.

= Rf.Rf...Rf.fR.Rf.Rf...Rf .fR ..Rf.Rf...Rf .T()

bi—1 by—2 bp—1

Rf = hR yi kullanarak;

b; tek ise (b, — 1 ¢ift)

b1-1
= hR.Rf.hR.Rf ..hR.Rf.fR ... = (hf) = .fR ..
1.parca l.parca

b, ciftise (b, — 1 tek)

= hR.Rf.hR.Rf ...hR.Rf.hR.fR ..

l.parca

57



i=23.

b; cift ise

b,, tek ise

b, cift ise

Buradan, siirekli kesri olusturan her b; i¢in b; nin tekligi ¢iftligi hesaba

by

— (hf) T RR.R .. = (hf) T RR.Rh .= (hf) TR ..

l.parga 1.par¢a

.,n— 1igin b; tek ise

= - hR.Rf ..hR.Rf.hR.fR ...

i.parca
bi_3 bi_3
= (hf) 2 .hR.fR ... = (hf) z .h? ..
i.parca i.parca
b;—2
= .-hR.Rf ..hR.Rf.fR .. = - (hf) 2z .fR ..
i.narca i.parca
bp-1
= hR.Rf ..hR.Rf.T = - (hf) 2 .T
n.parga n.parg¢a

bp—-2
= . hR.Rf ..hR.Rf.hR.T = - (hf) 2 .hRT

n.parca n.parca

l.pargca

katilarak, blok formda yazilan kelime, par¢a parca yeni blok formda yazilabilir. o

4.4 Genisletilmis Modiiler Grup ve Tamsay1 Siirekli Kesirler

Genigletilmis modiiler gruptaki kelimelerin parabolik noktalar1 [5] numarali
calismada bloklar yardimiyla basit stirekli kesirlerle ifade edilmistir. [2] numarali
calismada ise genisletilmis Hecke gruplarmin elemanlarinin parabolik noktalar
Rosen siirekli kesirlerle bulunmustur. Bu boliimde [2] numarali ¢alismanin, A = 1
hali ile uyumlu olacak sekilde (T'S) ve (TS?) bloklarmi kullanarak genisletilmis

modiiler grubun antiotomorfizma elemanlarinin parabolik noktalar1 tamsay1 siirekli

kesirler ile ifade edilmistir.
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4.4.1 Teorem : Genisletilmis modiiler grupta parabolik noktasi [b4, b,
tamsay1 siirekli kesri olan antiotomorfizma

(TS)Pr=1(TS?). (TS)P22.(TS?). (TS)*72.(TS?) ...(TS?).(TS)~1.R

formundadir.

Ispat : Genisletilmis modiiler grubun

-1 -1 1
Tz)=—, S(2)=—— , U@)=TS(z)=z+1, R(z) =-=
z z+1 Z
elemanlar diistiniildiigiinde
UPrTUP2T ...UPnR
kelimesinin parabolik noktasi i¢in;
1
UPrTUb2T ...UPnR() = [by, by, ..., by] = by — -
b, — - -
3_"'_H

oldugu agikga goriiliir.

Boylece [by, by, ..., by, | tamsay siirekli kesri

UbrTyP2T ... UPnR

kelimesini verir.

Simdi bu kelimeyi blok formda yazalim. U = TS yazilip gerekli diizenlemeler
yapildiginda [b, by, ..., b, ] tamsay: siirekli kesri igin,

UbrTyP2T ... UPnR

= (TS)P1=1.(TS?).(TS)P272.(TS?).(TS)?372.(TS?) ... (TS?).(TS)’n~1. R(o0)
kelimesi elde edilir. o

Simdi de daha Once otomorfizmalar

icin  yaptigimiz  Ornegi
antiotomorfizmalar igin yapalim.
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4.4.2 Ornek : Farey grafta, oo dan % ye giden yollar igin, bu yollarin eslestigi
tamsay1 stirekli kesirleri ve antiotomorfizmalarin indirgenmis blok formlarini

bulalim.

1. (oo, 0,%, ;) geodezik yolu igin:
[0, —3,2] siirekli kesri b; = 0, b, = —3, b; = 2 olmak lizere

[0,—3,2] = (TS)™L.(TS2).(TS) 5. (TS2). (TS) . R(0)
= S2TTS?S?TS?*TS?*TS?TS?TTS?TSR () = (TS?%)3.(TS)?R(c0)
2. (0,0, i §) geodezik yolu igin: [0, —4, —2] siirekli kesri
= (TS)™1.(TS?).(TS)™®.(TS?).(TS) 3. R(0)
= (TS2)3.(TS).(TS?).T.R(c0)
3. (oo, 1§§§) yolu igin [1,2,2,3] siirekli kesri
= (TS)°.(TS2).(TS)°. (TS?).(TS)°. (TS?). (TS)2 R(c0)
= (TS2)3.(TS)% R(c0)

4, (oo,1, ) yolu igin [1,2,2,2, —1] stirekli kesri

N |-
W
NN

AN

) )

= (TS)°.(TS2).(TS)°. (TS?).(TS)°. (TS2).(TS)°. (TS?).(TS) 2. R(c0)
= (TS2)3.(TS).(TS?).T. R(c0)
5. (oo, 1,0,%,%) yolu icin [1,1, —2,2] siirekli kesri
= (TS)°. (TS?).(TS)"1.(TS?).(TS)™*.(TS?).(TS) . R(c0)
= (TS2)3.(TS)2 R(c0)

Teorem 4.4.1 de herhangi bir tamsay siirekli kesir i¢in genisletilmis modiiler
grupta bu tamsay siirekli kesri parabolik nokta kabul eden antiotomorfizmaya gecis
verilmisti. Simdi de genisletilmis modiiler grubun herhangi bir elemaninin parabolik

noktalarinin tamsayi siirekli kesirlerle nasil ifade edilecegini inceleyelim.
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Genisletilmis modiiler gruptaki kelimeler su iki blok formlarda olabilirler:
1W(T,S,R) = W(T,S) = SL.(TS)™. (TS?)™ ...(TS)™, (TS?)™. T/

2.W(T,S,R) = R.SL.(TS)™0. (TS?) ... (TS)™. (TS?)™. T/

(i=012; j=01vemy,.. mg,ng,..,ng €EN)

W(T, S, R) kelimesindeki R lerin kuvvetleri toplamu ¢ift ise kelime W (T, S)
halini alir ve bu kelimenin parabolik noktasi Teorem 4.2.4 - Teorem 4.2.7 de

gosterildigi gibi hesaplanir. Aksi durum i¢in asagidaki teoremi verelim.
4.4.3 Teorem : W(T,S,R) = R.S.(TS)™o, (TS?)" ... (TS)™k. (TS%)"™, T/

bicimindeki kelimelerin parabolik noktalarinin karsilik geldigi tamsayr siirekli

kesirler;

W(T,S) = SL.(TS)™0.(TS*)™ ...(TS)™k. (TS?)™. T/

kelimesinin parabolik noktasi [by, by, ..., b, ] olmak tizere, ;b] seklindedir.

[blrbZr'
Ispat : W(T,S) = S (TS)™0.(TS?)™ ...(TS)™. (TS?)™. T/ kelimesinin

parabolik noktasi Teorem 4.2.4 — Teorem 4.2.7 sayesinde hesaplanir. R(z) =

N | —

oldugundan istenen elde edilir.

4.5 Genisletilmis Modiiler Grup ve Yeni Bloklar

Teorem 4.4.1 de, genisletilmis modiiler grubun antiotomorfizma elemanlar:
icin buldugumuz blok form-tamsay: siirekli kesir iligkisini, yeni blok formlar i¢in
yazalim. Boylece genisletilmis modiiler grubun, herhangi bir antiotomorfizma
elemanini, tamsayr siirekli kesirleri kullanarak  Fibonacci sayilart ile

iliskilendirebiliriz.

4.5.1 Teorem : [bq, by, ..., by,]| tamsay: siirekli kesri i¢in bu tamsayi stirekli
kesri parabolik nokta kabul eden antiotomorfizmanin yeni blok formu, su sekilde
bulunur:(i =2,3,...,n—1)

bi-1 b1-2
b, tek ise = (hf) = .fR, by ciftise = (Af) 2 .h?
1.parca l.par¢a
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bi_3 bi_z
b; tek ise = (hf)"z .h?, b;ciftise = (hf) 2 .fR

i.par¢a i.parca

. bn-1 p bn-2
b, tekise = (hf) z .R, b, ciftise = (hf) 2z .h
N ——— N———

n.parca n.parca

Ispat : Teorem 4.4.1 den
(TS)Pr=1(TS?).(TS)P22.(TS?). (TS)>72.(TS?) ...(TS?). (TS)Pn . R(o0)
= [by, by, ..., by]
oldugunu biliyoruz.
TS =Rf = hRve TS? = Rh = fR
iligkilerini kullanarak
TS = Rf ,TS? = fR

yazalim.

(TS)Pr=1(TS?). (TS)P22.(TS?). (TS)?*72.(TS?) ...(TS?). (TS)Pn 1. R(c0)

= (RO fR.(RF)P22. fFR.(RF)?* 2. fR ... fR. (Rf)Pn~1. R(0)

Bu gosterimi

= (ROM V. fR.(RFP 2 fR.(RF)* 2 fR .. (RF )P\ fR. R(0)

1l.parca 2.parga 3.parca n.parca

seklinde parcalar halinde diisiinelim.

= Rf.Rf...Rf .fR.Rf.Rf...Rf .fR ..Rf.Rf...Rf .R(c0)

bi—1 by—2 bp—1

Rf = hR yi kullanarak;

b; tek ise (b, — 1 ¢ift)

— hR.Rf.hR.Rf .. hR.Rf.fR .. = (hf) T".fR ...

l.parca l.parca

b; ciftise (b; — 1 tek)
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= hR.Rf.hR.Rf ..hR.Rf.hR.fR ...

l.parca
b1-2 b1-2 bi1—2
= (hf)"z .hR.fR..=(hf) 2 .hR.Rh..= (hf) 2 .h%..
l.parca l.parca l.parca

i=23,..,n—1igin b; tek ise

= .-hR.Rf ..hR.Rf.hR.fR ...

i.parca

= ... (hf)?. AR.fR ... = - (hf)biz__3. h2 ...

i.parca i.parca
b; cift ise
bi-2
= hR.Rf ..hR.Rf.fR .. = (hf) "z .fR ..
- e —
i.parca i.parca
b,, tek ise
bp-1
= .-hR.Rf ..hR.Rf.R = (hf) z .R
~————— —
n.parga n.parca
b, cift ise

bp-2
= .hR.Rf ..hR.Rf.hR.R = ---(hf) z .h

n.parca n.parca

Buradan, siirekli kesri olusturan her b; i¢in b; nin tekligi ¢iftligi hesaba

katilarak, blok formda yazilan kelime parca parca yeni blok formda yazilabilir. o

452 Ornek :[1,2,2,3] = ; stirekli kesrine karsilik gelen yeni blok formu,

genisletilmis modiiler grupta antiotomorfizma i¢in bulalim.

[1223] = (hf) 2 .fR.(hf) = . fR.(hf) = . fR.(Af) = . R(0)
= fR.fR.fR.hf.R()
= Fhf?h(e0)
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Uyari : Teorem 4.5.1 deki amag x = [bq, by, ..., b,,] sayisin1 parabolik nokta

kabul eden bir kelime bulmaktir. Bulunan bu yeni blok form gosterimi tek degildir.

Ornegin % sayisini parabolik nokta kabul eden fhf3R kelimesi de vardir ve bu

kelimeyle [1,2,2,3] = ; tamsay1 siirekli kesri arasinda Teorem 4.5.1 de verilenden

farkli bir iligki de kurulabilir.
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5. FIBONACCI SAYILARININ GENISLETILMIS
MODULER GRUP ILE ILiSKiSIi VE BILGISAYAR
PROGRAMI

Bu boliimde, parabolik noktasi ayni olan doniisiimler, Farey graf yardimiyla
bulunacaktir. Bununla baglantili olarak, bu doniisiimlerin iliskili oldugu yollar ve
aralarindaki bagmtilar incelenecektir. Ayrica dnceki boliimlerde bulunan teoremler
kullanilarak, herhangi bir rasyonel sayr ile Fibonacci sayilari arasinda bir iligki
kurulmugtur. Bulunan bu Fibonacci sayilari, baslangigta alinan rasyonel sayiyi
parabolik nokta kabul eden genisletilmis modiiler grup elemaninin katsayilaridir. Bu
bagintilar orijinal teoremler ile gosterilecektir. Ayrica bu boliimde, bir bilgisayar
programi hazirlanmistir. Bu program oOnceki boliimlerde buldugumuz teoremleri
kullanarak, girdi olarak yazilan rasyonel sayidan, bu rasyonelle iligkili olan geodezik
yollar1, tamsay1 siirekli kesirleri, genisletilmis modiiler grubun otomorfizma ve
antiotomorfizma elemanlar1 i¢in blok ve yeni blok formlari, Fibonacci sayilarindan

olusan matrisleri ekrana sekmeler halinde yazdirmaktadir.

5.1  Parabolik Noktalarin Farey Graflarla Elde Edilmesi

Genisletilmis modiiler grupta alinan bir kelime icin, bu kelimenin iliskili
oldugu tamsayi siirekli kesirleri ve Farey graftaki yollar1 Bolim 3 ve Bolum 4.4 te
inceledik. Bu grupta, bir doniisiimii temsil eden kelimenin Farey grafta farkli yollara
karsilik gelebilecegini gordiik. Bu bolimde, once parabolik noktasi ayni olan
dontigiimler Farey graf yardimiyla bulunacak, daha sonra bu doniisiimlerin iligkili
oldugu yollarin bulunma yontemleri ve aralarindaki bagimntilar incelenecektir. Bu

boliimdeki tiim teoremler orjinaldir.

- 2 Ppnyr_2 TP i 2vel Zni
5.1.1 Teorem : Ce@vquBs C,S<q yanlqves,cnln Farey

ebeveynleri olsun. Bu durumda parabolik noktasi % olan, genisletilmis modiiler

b;

di) olmak tizere,

. . . . .(a
gruptaki doniistimlerin matris gosterimleri (c
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s_d0<dOEB c ¢11<¢11ea c_d2< < c< <azn_265 c_dn_1<dn_q
seklindedir.

Ayrica, genisletilmis modiiler grubun otomorfizma doniistimleri
ﬁ a. . __az+b; a ﬁ .. __az-b;
. < Zigin M(z) = crrd, ' o < 2, i¢in V(z) = p—
antiotomorfizma doniisiimleri
b; a. . ’ _az-b; a _b;. . ’ __az+b;
2 < —igin M'(z) = i d, e < 2, 6in V'(z) = ards
bigimindedir.
ispat = Q ve P ) =2 , L <® olsun. Parabolik noktast < olan
c q s c s q ¢

. C . . . (a by ..
dontisiimlerin matris gdsterimleri su sekildedir: (c dl> icin ad; — b;c = £1 sart1
l

saglanmalidir. = ve g , % nin Farey ebeveynleri oldugundan aq —cp = 1 ve

QT

_ . a py(a r o .
as —cr = £1 dir. Dolayisiyla ( c q)'(c s) genisletilmis modiiler grubun

elemanlaridir. Farey toplami islemi toplanan iki saymin arasinda bir deger

verdiginden

a
Cc

b b b : s
olur. d—o b % = d—l tekrar d—o ve %nm arasinda olur. ad, — cb; = %1 esitliginden ve
0 1 0

b by b : e
n @ 2 = nLekrar 2 ve %nm arasinda olur, ad,, — cb,, = %1 esitliginden benzer

dn 4 n-1 n

sekilde devam ederek,

by by b, a <bn_1 b,
¢ dp-1  dn

artan dizisi elde edilir ve ispatin ilk blimii tamamlanur.

az+b;

bl P pd
Ayrica d_i < %191n ad; — cb; = +1 oldugundan M(z) = ey
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% <% icin a(—d;) — c(—b;) = +1 oldugundan V(z) = Z:Z‘ doniistimleri birer
otomorfizmadir.
Z—i < %igin a(—d;) — c(—b;) = —1 oldugundan M'(z) = %ve

az+bi . . .. Cq. .
dl doniistimleri birer antiotomorfizmadir. O
i

i< Z— icinad; — ch; = -1 V'(z) = %

Simdi siradaki teorem ig¢in bir hatirlatma yapalim. Bolim 2.6 dan, Farey
grafta bir yol olusturabilmek i¢in yan yana gelen diiglimlerin Farey komsuluk sartini
yerine getirmeleri gerekir. Ozel olarak, Farey grafta bir geodezik yol elde edilmek
isteniyorsa Teorem 3.1.5 geregi; bu yolu olusturan her diiglimiin, kendinden bir
sonraki diiglimiin Farey ebeveyni olmasi gerekir.

aztb
cz+d

512 Teorem : Genisletilmis modiler grubun M(z) =
antiotomorfizma elemani i¢in bu doniistimiin iliskili oldugu Farey graftaki yollar, son

e qewe o boa .
iki diigiimii i olmak tizere,

bigimindedir.
Ispat : Genisletilmis modiiler grubun UP1TU2T ... UPnR eleman igin;
UbrTUP2T ...UPnR(0) = [by, by, ..., by]

oldugunu biliyoruz. Bu siirekli kesirden Farey graftaki yola gecerken Teorem 3.1.9

geregi,
Cy = [b4]

G, = [b1, bz]

Cn-1 = [b1, by .., by4]
C,, = [by, by, ..., b,]

algoritmastyla bu yolun diigiimleri bulunmustu. Buradan
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C, = [by, by, ..., b,
noktasinin yolun son diigiimii oldugu agiktir. Ayni zamanda
UubiTyb2T ...UMR€ET

oldugundan

az+b
cz+d

UPrTUDP2T ...UR(z) =
seklinde kesirli lineer doniisiim olarak da ifade edilebilir. Dolayisiyla
UbrTyP2T ... UPnR (o0)
ifadesi bu kelimenin yani % dontisiimiiniin parabolik noktasi oldugundan
UPrTUD2T ...UPnR(0) = %

oldugu agiktir. Ayrica Boliim 2.8.1 de ifade edilen
UPrTUP2T ... UPnR(00) = [by, by, ..., by]
esitligi de dikkate alindiginda

[by, by, ..., by] = C,, yolun son diigiimii oldugundan % dontisiimii igin yol

seklinde bulunmus olur.

Benzer sekilde UP1TUP2T ... UP»R kelimesinde ve % doniistimiinde 0 (sifir)

degeri yazildiginda;
UPrTUY2T ...UPnR(0) = [by, by, ..., bp_1]
ve
az+b b
cz+d ©= d

elde edilir. [bq, by, ..., b,,_1] stirekli kesri C,,_; degerine esit oldugundan
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b
Cpho1 = [b1' by, ..., bn—l] = E

olur. Yolun (n — 1). diigiimii S olarak bulunur ve boylece yol

(o0

)

b a
F"'ldlc

bi¢iminde elde edilir. O

Ispat uygun sekilde diizenlenerek ayn1 teorem modiiler grubun otomorfizma
elemanlari icin de verilebilir. Dolayisiyla

a
c

b
(00,...,5, )

yolu i¢in (Ccl Z) matris gosterimi kullanilabilir.

Bu teorem sayesinde son iki diiglimii ayni olan yollarin, genisletilmis modiiler
grupta ayni matris gosterimine karsilik geldigi goriilir. Buna dayanarak Farey

graftaki geodezik yollar1 siniflandirmak adina asagidaki teorem verilebilir.

5.1.3 Teorem : [ ve l,, oo dan 0 ile 1 arasindaki sabit bir % rasyoneline giden
geodezik yollar olsun.

B ={(l4,1,): 1 vel, son digiime ayni Farey ebeveyninden gelirler}

bu S bagmtisi bir denklik bagintisidir.

ispat : i) Teoremin ifadesine uygun olarak; %EB 2 =§ olmak fiizere,
[, = (oo, ...,%,g) olsun. Buna gore, [; ve l; son diigiime ayni Farey ebeveyninden
gelirler. (I, ,1; ) € B oldugu agiktir. § bagintis1 yansiyandir.

i) (4,L)EB=> I, = (oo,...,%,%) ve I, = <oo,...,§,§) dir. Bu durumda

[, ve l; yollarmin son diiglime ayni Farey ebeveyninden geldikleri goriiliir. Yani

(I,,l;) € Bolurve B simetriktir.

"I)(ll ’lZ) € ﬁ = ll = <OO’ 1%;5) ve lZ = (OO' 1%1§> ve
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(,,Lb)E B=>1, = <oo,...,§,§> ve l; = <oo,...,§,§) ise
l; = (oo, %g) ve I3 = (oo, %g) oldugundan (l;,13) € B olur
boylece S geciskendir.

Buradan g bir denklik bagintisidir. O

5.1.4 Ornek : Teorem 5.1.3 ii kullanarak Farey grafta oo dan g noktasina

giden geodezik yollar1 denklik siniflarina ayiralim.

Teorem 3.1.1 den oo dan % noktasina giden geodezik yollar sunlardir:

L= 01 4 9 22)
= (00 - —_— —
1 "2°7°16’3
L= 11 4 9 22)
= (00 - _— —
2 ’2°7°16’3
L = (00,0 14 13 22)
= (00 - _ — —
3 ’72°7°23’39
L = (1 14 13 22>
= [ee] —_—— ——
4 ’7"2°7°23’39
-y O1 5 9 22>
= [ee] —_————
5 7729’16’39
L= ¢ 11 5 9 22)
= (00 - _— —
6 ’7"2’9°16’39

Teorem 5.1.3 geregi son iki diiglimii ayni olan yollart ayni denklik sinifina yazarak;
l_l = {llﬂ l2' l5' l6}

l_3 = {l3’ l4-}

elde edilir. Buradan bu bagintiya gore yollarin olusturdugu denklik siniflar1 her bir

rasyonel say1 i¢in ikiser tane olmak {izere sonsuz tanedir. O

Teorem 5.1.1 de ayni parabolik noktaya sahip antiotomorfizma doniistimleri

Farey graftaki yollar yardimiyla bulunmustu. Z—O ve Z—", % diiglimiiniin Farey

0 n
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ebeveynleri olmak {izere bu doniisiimlerin matris gosterimlerinin (c dl) bigiminde
i

oldugu dilsiiniildiigiinde, tim =* diigiimleri igin

b b b a b, _ b
0 <_1<_2< e < _< cee < n-1 <_Tl
¢ dpo1  dn

dy d; d,

oldugu Teorem 5.1.1 de verilmisti. Bu esitsizlik sebebiyle asagidaki teorem % < %ve

b; C e . )
d—‘_ > % sartlar1 i¢in iki duruma ayrilarak verilecektir.
i

5.1.5 Teorem : Parabolik noktasi %= Z—O D Z—n olan dontstimlerin matris
0 n

gosterimleri

a by (a b\ (a bz) (a bn>
(c do)’(c dl)’(c d,) "'\c d,)’ neN

olsun.

a) Z—i < % i¢in doniistimlerin iliskili oldugu yollar su sekildedir:

a by by a
(¢ &) =t
b, by a

C) % > % icin dontistimlerin iligkili oldugu yollar su sekildedir:

(¢ b”>—><oo,...,b—”,g>
c dy d, c

(a bn_l) - (Ool"'ibn_ljﬁlg>
¢ dpy bp1 dy c
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Ispat : a) % < % olsun. Iddiay1 tiimevarimla ispatlayalim.

n = 0 i¢in dogru oldugu Teorem 5.1.2 de ispatlandi.

n = k i¢in
(a bk)_)< , by bx-1 by a )
Cc dk d dk 1 dk C
dogru olsun.
n=k+1igcin

(a bk+1> > (o @ bk bk+1 a
¢ diy1 "y’ dk dk+1 c

oldugunu gosterelim.

n = k igin

(a bk) - (oo, ... ﬁ ﬁ _)

dir. <a bk+1>,(a by ) ile parabolik noktasi ayni olan doniistimdiir.
¢ disr/'\C dy

Onceki teoremden parabolik noktasi % olan doniisiimleri bulmak i¢in

) bulunur. Buradan 22 & ve

k+1 €

bi+1

a by )
dan sonra £ @ 2« =
(C d GB di+1

Bkt1 jolemi ile (‘;

T disn

Z—k arasindadir ve ikisiyle de Farey komsusudur. O halde Farey graftaki bu yol
k

b by b a
(00 Yo Pk Pk+1

=) olur.
do’ dy drsr’ €

b) > durumu icin benzer islemler yapilir.o

Ispat 2 : Yukarida tiimevarim yontemiyle yapilan bu ispat1 simdi de dogrudan

ispat yontemiyle yapalim. Parabolik noktasi — olan dontistimlerin matris gosterimleri
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b , , -
(Ccl dl) olsun. %leri bulmak i¢in Oklid algoritmasiyla ad — bc = +1 denkleminin

l l

(bg,dy) 0Ozel ¢Oziimi bulunur. 0 <%< 1 oldugundan a <c¢ olur ve Oklid

algoritmasi su sekilde ilerler:
ad —bc =+1
c=q,.a+n

a= qZ.rl +T'2

The1 = qn-1.Ta + 0

buradan geriye gidilerek ad — bc = +1 elde edilir ve (b, dy) 6zel ¢oziimii bulunur.
ad — bc = %1 bir 6zel ¢oziimii bilinen lineer diophant denkleminin diger ¢éziimleri

bulunur.

d=dy,—c.t ve b =>by—a.t bulunur. Z—O ile % in Farey komsusu olup

0 1

olmadigini gérmek igin by.d; — b;.d, = =1 oldugu gosterilmelidir.
bo. dl - bl'dO :bo. (do - C) - (bo - a).do
= bo.do - bo.C - bo.do + a.do
= da. dO - bo.C = il dll‘
. bo - b1 a . bl .« .
Boylece — ile —= Farey komsusudur. Ayrica — ile —= i¢in
do d, c dy
a.d1 - bl.C = a.(do _C) - (bo _a).C = a.do _bo.C = il

oldugundan % ile % Farey komsusudur. Buradan
1

(a ZO) icin Farey graftaki yol (oo, ..., 22 )
0

doC

ve (a Zl) icin Farey graftaki yol (oo, ...,ﬁyz) idi.
1 d,’ c
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(a bl by by

.. a g
c d1> i¢in (oo, ..., P ,;) yolu yazilabilir.

Benzer sekilde 2, Sve 2ie Farey komsusu olacagindan (a 2) icin
dz C d1 C dz

o bbb
I"'Idoldlldzlc

yolu yazilabilir. Bu sekilde devam ederek % < % icin
& bm) o, Do DL bmoay
c dp do dy dnm €
elde edilir.

b; . . :
d—‘ > % icin benzer islemler yapilarak istenen bulunur. o
i

5.1.6 Ornek : Parabolik noktas % olan, genisletilmis modiiler gruptaki

dontisiimleri Teorem 5.1.1°1 kullanarak bulalim.7. Farey dizisi olan
F_{0111121231432534561}
77 1'7'6'5'4’7'3'5°7°2°7'5’3'7'4’5'6' 7’1

b; .
gdz Oniine alindiginda 2 D =2 oldugu goriiliir. ( L) doniistimleri i¢in b
473 7 7 d; d;

diigiimleri su sekildedir:

1_b0<1 2 3_b1<3@2 _b2< <2< <3 gl
4 dy 477 11 d; 1177 7 17

Buradan, parabolik noktasi ; olan, genisletilmis modiiler gruptaki otomorfizma

dontistimleri
2z+1 2z+3 2z+5

b; 2. .

— < -1¢In
d; 7 211 72418
_<ﬂ. . 2z-1 2z-3 2z-5

7 d; 7z-3’7z-10" 7z-17" """

antiotomorfizma doniisiimleri
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b; 2. . 2z-1 2z-3 2Z-5
—< -1gIn —,— , T ) ean
d; 7 7Z2-4’7z-11"72-18

2Z+1 2Z+3 2Z+5
7z43’ 7z+10° 72417 7

2 bi ..
- < p 1¢cin
olarak bulunur.

5.1.7 Ornek : Yukaridaki 6rnekte buldugumuz doniisiimlerin iliskili oldugu

yollar1 Teorem 5.1.5 i kullanarak bulalim.
Parabolik noktasi % olan doniisiimlerin matris gosterimleri:

G DG DG -G )G 06 )

1,01 _2 by 1by 1 .
Z€B§=—Ve—°=z -+ = - oldugu gz dniine alinarak
n

b;

- < % olan doniisiimler i¢in yollar:
l

12
(2 1) —><oo,...,1,7)

7 4

2 3 1 3 2
( )_)(w' l_l_’_)
7 11 4°11°7

Bu sekilde sondan bir 6nceki diigiimiin degeri gittikce ; sayisina yaklasarak

sonsuz tane yol elde edilir.

b;

i % olan doniisiimler i¢in yollar:
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1 3 5 2
AR R

Bu sekilde sondan bir 6nceki diigiimiin degeri gittikge ; sayisina yaklasarak

sonsuz tane yol elde edilir.

5.1.8 Sonug : Parabolik noktasi % olan genisletilmis modiiler grubun herhangi

. . b b . o gems g
bir elemani igin (a 0) ve (a n) dontistimleri Teorem 5.1.1 de verildigi gibi
c dy c d,

bulunur ve diger doniisiimler bu iki doniisimden yola ¢ikarak hesaplanabilir. Bu iki

doniistimiin karsilik geldigi Farey graftaki yollar ise Teorem 5.1.2 de oldugu gibi
bulunur ve parabolik noktasi % olan diger doniistimler i¢in olan yollar da bunlardan

turetilebilir.

5.1.9 Ornek : Genisletilmis modiiler grubun (2 ) eleman1 i¢in bu

7 17

doniistimiin karsilik geldigi yollar1 bulalim.

2 5 . . . a_ 2, .. 2,

(7 17) elemani i¢in Teorem 5.1.1 1 uygulayalim. = dir. Bu durumda >

nin paydast 7 oldugundan F, yi kullanarak 2 nin Farey ebeveynleri = ve 2 olarak
7 y y 4 3

Do e bn é degerleri yazildiginda (2 1) ve (2 1)

1
bulunur. Sonug 5.1.7 dez—do 4 7 4 7 3

dontigiimleri sonsuzdan % digiimiine giden geodezik yollarn elde edildigi
doniistimler olarak bulunur. Dolayisiyla parabolik noktasi ; olan diger doniisiimler

bu iki doniisiimden yola ¢ikarak bulunabilir. % >§ oldugundan bu doéniisiim igin

by 1 (2 1\ o 2 01\
% 3 yani (7 3) dontistimii kullanilmalidir. (7 3) dontistimiinden yola ¢ikarak

3 2 5. . 2 5
donilistimii ve tekrar " &) =5 islemi ile ( )

1,2 _ 3. o (2
E@;—Elsleml 1le( 7 17

3
7 10)
doniistimii elde edilir. Boylece % nin Farey ebeveynlerini kullanarak parabolik

noktasi % olan istedigimiz doniisiimii elde ettik. Simdi benzer sekilde bu doniisiimiin

2 1) déniisiimi

karsilik geldigi Farey graftaki yolu bulalim. Teorem 5.1.2 den (7 3

i¢cin
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ve

olarak bulunur.

5.2  Rasyonel Sayidan Fibonacci Sayilarina Gegis

Farey grafin O ile 1 araligindaki kismi tiim Farey grafi temsil ettiginden,
Boliim 2.6 da da belirtildigi gibi bu araliktan bir rasyonel sayr alarak islemleri
yapabiliriz. Farey graftaki yollari, tamsay:1 siirekli kesirleri ve bu rasyonel sayiyi
parabolik nokta kabul eden genisletilmis modiiler grup elemaninin yeni blok form
gosterimini kullanarak bu rasyonel sayi ile Fibonacci sayilar1 arasinda bir iligki

kurulabilir.

Bunun i¢in su yol izlenir: ik olarak, Teorem 3.1.1 de elde edildigi gibi Farey
grafta co dan alinan bu rasyonel sayiya giden yollar bulunur. Daha sonra Teorem
3.1.9 kullanilarak, verilen tamsay1 siirekli kesrin C,, yakinsayanlar1 yardimiyla bu
yollara karsilik gelen tamsayi siirekli kesirler bulunur ve Teorem 4.5.1 kullanilarak
f =RTS ve h =TSR yeni blok formlara ge¢is yapilir. Yeni blok formlarla

Fibonacci sayilar arasindaki iligkiyi de kullanarak istenen sonuca ulagilir.

5.2.1 Teorem : O ile 1 araligindan herhangi bir%rasyonel sayist alindiginda

bu sayiy1 parabolik nokta kabul eden doniisiim, bilesenleri genisletilmis modiiler
grubun elemanlarinin katsayilari olan Fibonacci sayilarindan olusan matrislerle ifade
edilebilir.
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Ispat : Alman % rasyonel sayisi i¢in Teorem 3.1.1 uygulandiginda co dan%
sayisina giden Farey graftaki yollar bulunur. Ardindan bulunan her yol igin, Teorem
3.1.9 sayesinde % sayisinin tamsay1 siirekli kesir agilimlart bulunur. Teorem 4.5.1 ile
de bu tamsay1 siirekli kesirlerle iligkili olan yeni blok formlar bulunmus olur.
Bulunan bu yeni blok form gdsterimine sahip kelimelerin parabolik noktalarl%

sayisidir. Tanim 4.1.10 da tanimlanan f = RTS ve h = TSR doniisiimleri igin,

Teorem 4.1.11° de verilen f;, ve hy, k. Fibonacci sayist olmak tizere;

po= (e Je ) wes (e )

iligkisi kullanilarak, parabolik nopktalari % olan kelimeler Fibonacci sayilariyla ifade

edilmis olur. o

5.2.2 Ornek : %rasyonel sayisint alalim ve iligkili oldugu Fibonacci sayilarini

bulalim.

Once Farey grafta co dan % sayisina giden geodezik yollar1 bulalim. Bunlar

%

12 1
(o, 0,3.;) ve (00.0,1,7

seklindedir.
1. (oo, 0,%, ;) geodezik yolu i¢in tamsayi siirekli kesir [0, —3,2]
2. (o0, O,%, %) geodezik yolu i¢in tamsayi siirekli kesir [0, —4, —2]dir.
Bu siirekli kesirlerden yeni blok formlara gecelim.
ad — bc = 1 durumu i¢in

[0,—3,2] = (TS?)3.(TS)2.T(0) = fhf2hRT (o)
fo fi(ha h\(fi f2\(ha M
=(ff f2>(hi ho>(fz fg)(hf ho>RT
-1 DG G DG 90 90 )
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[0,—4,—2] = (TS?)3.(TS).(TS?) = fhf3R
fo fiy(he M\(fe f
=5 2 ) 7R
- DG G DG o)
ad — bc = —1 durumu i¢in

[0,—3,2] = (TS?)3.(TS)*R(0) = fhf?h
(7 PG w0 PG )
-CHE HE DG Y

[0, =4, —2] = (TS?)3.(TS).(TS®)TR = fhf3T
-( PG ¢ R
-0 DG 906G HE )

Boylece Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.1.4 birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki

sonug elde edilir.

5.2.3 Sonuc¢ :%rasyonel sayisini parabolik nokta kabul eden genisletilmis

modiiler gruptaki tiim doniistimler i¢in Farey graftaki yollar ve Fibonacci sayilari

b_o b_n _a : : a bO) (a bn) v e ee .
2 ) FR olacak sekildeki ( ¢ d, ve (. d, doniisiimleri kullanilarak
bulunabilir.

Teorem 5.1.1 den parabolik noktasi % olan tiim doniigiimler bulunur. Teorem

b b
5.1.4 ten (a 0) ve (a n) dontigiimleri kullanilarak diger doéniisiimlerin de
c dy c d,

iligkili oldugu Farey graf yollar1 bulunur. Tanim 4.1.10 ve Teorem 4.1.11 den

Fibonacci sayilarina gecis saglanir. o

5.2.4 Ornek :%saylslnl parabolik nokta kabul eden genisletilmis modiiler

gruptaki tiim dontistimler i¢in Fibonacci sayilarini bulalim.
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Teorem 5.1.1 i kullanarak parabolik noktasi ; olan tim doéniistimleri bulalim.

2 b .
@ = = 2 oldugundan, ( ‘) doniisiimleri icin 2 ler su sekildedir:
3 7 7 d; d;

PN

1 b0<1®2_3_b1<3@2_ _b_ <2< <5692—7
4 dy 477 11 d; 1177 18 7 10 7 17

Buradan doniisiimler:

(3 éll)'(g 131)'(5 158)""’@ 157)’(5 130)'(5 é)

olarak bulunur. Teorem 5.1.4 ten % < ; olan doéntigiimler igin yollar:

i

12
(G &) = toz?
1 3 2
G )=z
c 13 52
G =g

iy % olan doniisiimler i¢in yollar:

d;
1
€Y
13 2
(G 10) > @z

13 52
G ) Eeezg?

Buradan Sonug¢ 5.1.7 de verildigi gibi tiim doniigiimler (3 1) ve (3 ;)

doniisiimlerinden ve yollar1 da bu iki doniisiimiin yollarindan tiiretilebileceginden oo
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2 . . .o (2 1 2 1N ..
dan - sayisina giden geodezik yollar i¢in (7 4) ve (7 3) dontistimleri incelenerek
%say1s1n1n iliskili oldugu Fibonacci sayilari bulunur. Teorem 5.1.2 den (; ;)

doniistimii i¢in yol (oo, ...,é,%) seklindedir. Burada geodezik yollar1 aradigimizdan,

Teorem 3.1.5 ten yolun geodezik olmast igin - diigiimiinden bir onceki diigiim

sayisinin Farey ebeveyni ve co un Farey komsusu olmalidir. Bu sartlara uyan tek say1
0 (sifir) dir. Dolayisiyla (3 é) doniistimii i¢in yol (oo, 0%,;) dir. Benzer sebepten
2 O 1 2, .
(7 4) doniistimii igin yol (oo, O,Z,;) dir.
1. (00,0, %, %) geodezik yolu i¢in tamsayi siirekli kesir [0, —3,2]
2. (0,0, i, %) geodezik yolu igin tamsayi siirekli kesir [0, —4, —2] dir.
Bu stirekli kesirlerden yeni blok formlara gecelim.

ad — bc = 1 durumu i¢in
[0,—3,2] = (TS?)3.(TS)2.T() = fhf?hRT ()

fo fi\(ha h\(fi f2\(ha M
:<f(1) fl)<h1 h(,)(fl f§><h1 ho>RT
G DG 06 DG IG 96 )
[0, —4, 2] = (TS?).(TS). (TS?)(e) = fhf*R(c0)
fo fi\(he h\(fz f
=(f(1) fz)(hf ho)(f3 fi)R
=(1 DG G G o)

ad — bc = —1 durumu i¢in
[0, -3,2] = (TS5%)*.(TS)?R(e0) = fhf?h(0)

ot VI [ [ TV
- HE Ht HhE

[0, —4, —2] = (T'S2)3.(TS).(TS?)TR() = fhf3T ()
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=(p MG ) )

-G DG 06 DG )
5.3  Bilgisayar Programm

5.3.1 Hesaplayici Program

Bu bolimde, daha onceki bolimlerde buldugumuz teoremleri kullanarak
asagida tanitilan programi hazirladik. Bu program herhangi bir rasyonel sayiy: alip

iligkili oldugu Fibonacci sayilarindan olusan matrisleri verir.

Hesaplayic1 yazilim, yiiriitiilebilir bir windows platformu uygulamasi ve
Python kaynak kodu olarak sunulmaktadir. Exe wuzantili uygulama dosyasi
calistirlldiginda program ana ekrani (Sekil 5.1) kullaniciya goriintiilenir. Bu ekrana
gerekli kesir girilip "Hesapla" butonuna basildiktan sonra istenen sekme secilerek bu
rasyonelle iligkili olan geodezik yollar (Sekil 5.2), tamsay1 siirekli kesirler (Sekil
5.3), genisletilmis modiiler grubun otomorfizma ve antiotomorfizma elemanlar1 i¢in
blok ve yeni blok formlar (Sekil 5.4), Fibonacci sayilarindan olusan matrisler (Sekil

5.5) ekranda goriintiilenir.
Programin kaynak koduna

https://github.com/kaymakf/Sule-Sarica/blob/master/main.py adresinden,

windows yiiriitiilebilir dosyasina
https://github.com/kaymakf/Sule-Sarica/releases/download/0.1.1/sule.exe

adresinden erisilebilir.
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Input(0<a/b=1): Calculate

Geodesic Paths] Integer Continued Fraction] Block and New Block Forms} Matrix Multiplications}

Sekil 5.1: Ana ekran.

Input{0<a/b=1): 2(7 Calculate

Geodesic Paths] Integer Continued Fractionw Block and New Block Farms] Matrix Multiplications]

e, 0/1, 1/3, 2/7
o, 0/1, 1/4, 2/7

Sekil 5.2: Sonug ekrani 1.
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Input{0<a/b=1): 2/7 Calculate

Geodesic Paths] n

1| Block and New Block Forms] Matrix Multiplicatiﬂns]

For the path (e, 0/1, 1/3, 2/7):
[0, -3, 2]

For the path (e, 0/1, 1/4, 2/7):
[0, 4, -2]

Sekil 5.3: Sonug ekrani 2.

Input(D<a/b=1): 27 Calculate

Geodesic Paths] Integer Continued Fraction] Block and New Block Formsﬁ] Matrix Multiplications]

Automorphism:

(TS (TSP T
fh2hRT

(TS?)? (TS) (TS?)
fhf*R

Anti Automorphism:

(TS2)3 (TS)* R
fhfh

(TS2) (TS) (TS TR
fheT

Sekil 5.4: Sonug ekrani 3.
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Input{0=a/b=1): 2/7 Calculate

Geodesic Paths] Integer Continued Fraction] Block and New Block Forms]

Automorphism:
[0, 1] [1, 1] [1, 1] [1, 1] [0, 1] [0, -1]
[1, 1] [1, 0] [1, 2] [1, 0] [1, 0] [1, 0]

[0, 1] [1,1] [1, 2] [0, 1]
[1,1] [1, 0] [2, 3] [1, 0]

Anti Automorphism:
[0, 1] [1, 1] [1, 1] [1, 1]
[1, 1] [1, 0] [1, 2] [1, 0]

[0, 1] [1,1] [1, 2] [0, -1]
[1, 1] [1, 0] [2, 3] [1, 0]

Sekil 5.5: Sonug ekrani 4.

Ayrica girdi bir rasyonel say1 degilse (Sekil 5.6) veya rasyonel say1 istenen
araligin disindaysa (Sekil 5.7) ekranda uyar1 goriiliir.

Input{0<aj/b=1): abc : Calculate

Geodesic Paths] Integer Continued Fraction} Block and New Block Forms] Matrix Multiplications]

Wrong input

Sekil 5.6: Uyar1 ekrani 1.
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Input(D<ab=1): o/7 [ Calculate

Geodesic Paths] Integer Continued Fraction] Block and New Block Forms] Matrix Multiplications]

Input must be between 0 and 1.

Sekil 5.7: Uyar1 ekrani 2.

5.3.2 Tasarim Ayrintilari

Program, Python programlama dilinde yazilmis, prosediirel ve yapisal
programlama ilkeleri kullanilarak tasarlanmis ve networkx, sympy, python standart
math ve tkinter kiitiiphaneleri igeri aktarilarak gerceklenmistir. Windows ortami i¢in
derlenmis olan yiiriitiilebilir dosya gerekli kiitliphaneleri icerdiginden dolayi,

programin ¢alistirilmasi i¢in ek bir yazilim yiikleme ihtiyaci yoktur.

Bu program prosediirel programlama ilkeleri dogrultusunda tasarlanmistir.
Hesaplamalar sirasindaki her bir islem blogu, tanimlanan bir fonksiyon ile

gergeklestirilmistir.

Ana kod blogunda grafik arayiiziiniin ekranda goriintiilenmesi ve kullanici ile
etkilesime gegmesi i¢in gerekli degisken tanimlamalar1 ve fonksiyon cagrimlari
yapilir. Bu fonksiyonlarin kullandig1 algoritmalar daha onceki g¢alismalarimizda

buldugumuz teoremlere dayanir. Fonksiyonlarin ¢alisma sekilde su bicimdedir:

onclick fonksiyonu, kullanici "Hesapla" butonuna bastig1 zaman ¢agrilir, girdi
alanina girilen degerin istenen aralikta gecerli bir kesir olup olmadigini kontrol eder

ve bu kesri argliman olarak kullanarak calculate fonksiyonunu ¢agirir.
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calculate fonksiyonu, parametre olarak aldigi kesri kullanarak, sonugctaki
matrislere ulagsmak i¢in gerekli tiim islemleri yapan fonksiyonlar1 sirasiyla ¢agirir ve

sonu¢ matrislerini dondiiriir.

normalizeFraction fonksiyonu, parametre olarak aldigi kesri 0-1 aralifina

diistirdr.

simpleContinuedFraction fonksiyonu, parametre olarak aldigi kesrin basit

stirekli kesir agilimini hesaplar.

findThePath fonksiyonu, parametre olarak aldigi basit siirekli kesri
kullanarak, sonsuzdan bu sayiya gelen Farey graftaki geodezik yollar1 Dijkstra

algoritmasini kullanarak bulur.

integerContinuedFraction fonksiyonu, parametre olarak aldig1 geodezik yolun

iligkili oldugu tamsayi siirekli kesri bulur.

getTheWord fonksiyonu, parametre olarak aldigi tamsayi siirekli kesirden
genisletilmis modiiler gruptaki bir kelimenin blok formuna ve oradan da yeni blok

formuna geger.

getTheMatrix fonksiyonu, parametre olarak bulunan yeni blok formu alir ve

fibonacci sayilarindan olusan matrisleri hesaplar.
fib fonksiyonu, parametresi olan n'inci fibonacci sayisini bulur.

Boylece ekrana yazdigimiz rasyonel sayiya karsilik iligkili oldugu geodezik
yollar, tamsay: siirekli kesirler, genisletilmis modiiler grubun otomorfizma ve
antiotomorfizma elemanlar1 i¢in blok ve yeni blok formlar, Fibonacci sayilarindan

olusan matrisler ekranda goriintiilenir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada elde edilen sonuglar1 boliimlere ayirarak kisaca agiklayalim.

Dordiincii boliimde, parabolik nokta, blok form ve yeni blok form kavramlari
tanitilarak, modiiler grubun elemanlarinin parabolik noktalar1 tamsayi siirekli kesirler

ile ifade edilmistir.

Modiiler grupta parabolik noktasi [by, b, ..., b, | tamsay1 siirekli kesri olan

kelime
(TS)P1=1.(TS?).(TS)P272.(TS?).(TS)?372.(TS?) ... (TS?).(TS)’n~ 1T

biciminde bulunmustur. Ardindan bu durumun tersi diisiiniilerek modiiler grubun
herhangi bir elemaninin, parabolik noktasmnin tamsayi siirekli kesirlerle ifadesi
bulunmustur.

Bolimiin devaminda, [bq, b, ..., b, ] tamsay1 siirekli kesri igin bu tamsayi
stirekli kesri parabolik nokta kabul eden otomorfizmanin yeni blok formu

i =23 ..,n—1olmak iizere;

by-1 bq1-2
b, tek ise = (hf) = .fR, by ciftise = (Af) 2z .h?
Lparca " iparca

bi_3 bi_2
b; tekise = (hf) "z .h%, b;ciftise = (hf) 2 .fR

i.parca i.parca

bp—1 bn—-2
b, tekise = (hf) 2z .T, b, ciftise = (hf) z .hRT
n.parga n.parga

bi¢iminde elde edilmistir.

Genisletilmis modiiler grup i¢indeki otomorfizmalarla uyumlu olarak,
genisletilmis modiiler grupta parabolik noktasi [by, b, ..., b,,] tamsay: siirekli kesri

olan antiotomorfizma elemani

(TS)P1=1(TS?). (TS)P22.(TS?). (TS 72.(TS?) ...(TS?).(TS)"1.R
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olarak bulunmustur. Ayrica bu durumun tersi disiiniilerek, genisletilmis modiiler
grubun herhangi bir elemaninin parabolik noktalarinin tamsay: siirekli kesirlerle

ifadesi elde edilmistir.

[by, b, ..., by] tamsay1 siirekli kesri igin bu tamsay: stirekli kesri parabolik
nokta kabul eden antiotomorfizmanin yeni blok formu, i = 2,3,...,n —1 olmak

lizere;

bi-1 b1-2
b, tekise = (hf) 2 .fR ..., by ciftise = (hf) z .hZ ...

l.parca l.parca

bi_3 bi—Z
b; tekise = --- (hf)"z .h% ..., b;¢iftise = - (hf) 2z .fR...

i.parca i.parca

] bp-1 o bp—2
b, tekise =---(hf) z .R, b, ciftise=--(hf) 2z .h
N e’ N e’

n.parca n.parca

seklinde bulunmustur.

Besinci boliimde, oncelikle parabolik noktasi ayni olan doniisiimler Farey
graf yardimiyla bulunmus, daha sonra bu déniisiimlerin iligkili oldugu Farey graftaki
yollarin bulunma yontemleri ve aralarindaki bagintilar verilmistir. Ayrica Farey
graftaki geodezik yollar denklik siniflarmma ayrilmistir. Yine bu béliimde O ile 1
araligindan alian herhangi bir % rasyonel sayis1 i¢in bu say1y1 parabolik nokta kabul
eden doniisiim, Fibonacci sayilarindan olusan matrislerle ifade edilmistir.

Ayrica bu bdliimde 6nceki boliimlerde buldugumuz teoremleri kullanarak bir
bilgisayar programi hazirlanmistir. Bu program 0 ile 1 araligindan herhangi bir%
rasyonel sayisint girdi olarak alip ekranda sekmeler halinde, bu rasyonelle iliskili
olan geodezik yollari, tamsay1 stirekli kesirleri, genisletilmis modiiler grubun
otomorfizma ve antiotomorfizma elemanlar1 i¢in blok ve yeni blok formlar1 ve

Fibonacci sayilarindan olusan matrisleri goriintiiler.
Yapilan bu ¢aligmalar [56] numarali1 kaynakta toplanmistir.
Ileride yapilacak calismalar i¢in bazi problemler su sekilde olabilir.

Bu calismada tamsay1 siirekli kesirler ile modiiler grup arasinda bulunan

iligkiler, A siirekli kesirler ile Hecke gruplar arasinda oldugundan, yapilanlar Hecke
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ve genisletilmis Hecke gruplarma tasinabilir. Ayrica genisletilmis modiiler grup

elemanlar iginde, terslerinin parabolik noktalar1 ayni % olan doniistimleri diisiinelim.

Bu doniistimler i¢inde parabolik noktast 0-1 araliginda olan, % Z—” =% olmak
0 n

doz—b dnz—b
0 0 ve &n

lizere, = vardir. Ve diger tim doniistimlerin

czZ—a cz—a
z-zt+tkk=12,..

dontlistimii yardimiyla bu iki doniisimden elde edilebilecegi goriiliir, bu durum

incelenebilir.
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