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Bu tez toplam alt: béliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris béliimii olup dort
alt bslimden olugmaktadir. Ilk olarak bu tezde yapilacak olan ¢alisma hakkinda
genel bilgi verilmektedir. Ikinci alt béliimde monoid sunuslari hatirlatilmigtir.
Ugtlincii alt bslimde bu tez boyunca kullanilacak olan terim siralamalarina yer
verilmigtir. Son alt boliim olan dérdiincii alt béliimde ise bu tezin ana amaci olan
Grobner-Shirshov taban tanitilmistir.

Ikinci boliim giris disinda iki alt bolimden olusmaktadir. Ik olarak monoid
yapilar i¢in 6nemli bir yeri olan graf ¢arpim hakkinda temel bilgiler verilmistir.
Daha sonra monoidlerin graf ¢arpimi igin Grébner-Shirshov taban hesabina yer
verilmistir.

Ugiincti bolim giris disinda iki alt bolimden olusmaktadir. Oncelikle
monoidlerin Schiitzenberger ¢arpimi hatirlatilmistir. Daha sonra bu béliimiin ana
amaci olan monoidlerin Schiitzenberger ¢arpiminin Grébner-Shirshov taban hesabina -
yer verilmigtir.

Dérdiincii bolim giris diginda iki alt bliimden olusmaktadir. Ilk alt bsliimde
Rees matris yarigruplar1 hakkinda temel bilgiler verilmistir. Ardindan Rees matris
yarigruplarinin Grobner-Shirshov tabanlarinin belirlenmesine yer verilmistir.

Besinci boliim giris diginda {i¢ alt bsliimden olugmaktadir. ilk alt bsliimde
Bruck-Reilly geniglemeler hatirlatilmistir. Ikinci alt béliimde genellestirilmis Bruck-
Reilly *-genislemeler tamitilmis ve sunusuna yer verilmistir. Son alt boliim de
genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemelerin  Grébner-Shirshov  tabanlarinin
belirlenmesine yer verilmistir.

Son bolimde ise bu c¢aligma boyunca elde edilen sonuglarin bir
degerlendirmesi yapilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Monoid, Yarigrup, Sunus, Grobner-Shirshov Taban,
Genigleme, Graf Carpim, Schiitzenberger Carpim, Rees Matris Yangruplari, Bruck-
Reilly Genislemesi, Genellestirilmis Bruck-Reilly *-Genislemesi.
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ABSTRACT

CALCULATING GROBNER-SHIRSHOV BASES OF SOME IMPORTANT
MONOIDS
PH.D THESIS
CANAN KOCAPINAR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. FIRAT ATES)

BALIKESIR, DECEMBER 2013

This thesis consists of six chapters. The first chapter, which is the
introduction, includes four parts. The introductory part presents general information
about the content of the study. The second part mentions monoid presentations. The
third part focuses on term orders which are used throughout the thesis. The last part
draws attention to the main idea of the thesis, which is Grébner-Shirshov bases.

The second chapter comprises two parts, except the introduction. First of all,
basic information is given about graph product, which is important for monoid
structures. The other part contains calculation of Grobner-Shirshov bases for graph
products of monoids.

The third chapter involves two parts, except the introduction. The first part
reminds Schiitzenberger product of monoids. The second part introduces to
calculation of Grobner-Shirshov bases for Schiitzenberger product of monoids.

The fourth chapter composes two parts, except the introduction. The first part
proposes basic information about Rees matrix semigroups. The following part
involves calculation of Grobner-Shirshov bases for Rees matrix semigroups.

The fifth chapter is made up of three parts, except the introduction. The first
part reviews Bruck-Reilly extentions. The next part puts forward generalized Bruck-
Reilly *-extention and gives its presentation. The third part suggests calculation of
Grobner-Shirshov bases for generalized Bruck-Reilly *-extention.

The final chapter deals with evaluation of the results of the study.

KEYWORDS:Monoid, Semigroup, Presentation, Grdbner-Shirshov Bases,
Extention, Graf Product, Schiitzenberger Product, Rees Matrix Semigroups, Bruck-
Reilly Extetion, Generalized Bruck-Reilly *-Extention.
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1. GIRIS

1.1  Giris

Anatolii Illarionovich Shirshov [40], 1962 de yapmis oldugu c¢alismasinda
tek baglantili Lie cebirleri i¢in kelime probleminin algoritmik karar verilebilirligini
ispatlamigtir. Bunu yaparken giinlimiizde Grobner-Shirshov taban olarak
isimlendirilen teoriyi olugturmugtur. Shirshov, Lie polinomlarmin tiim agsikar

olmayan kompozisyonlarinin iizerinde bir algoritma gelistirmistir.

Bu yillarda gelisen bir baska teoride giintimiizde Gribner taban olarak bilinen
teoridir. Grobner taban teorisi degismeli cebirler i¢in 1970 de Bruno Buchberger

tarafindan [14,15] da ortaya atilmustir.

Leonid Arkad'evich Bokut [8] ise 1976’da Shirshov’un Lie cebirler igin
uyguladigi yontemi birlegsmeli cebirler iizerine tagimistir. Newman’in [35] 1942°de
“Graflar i¢in Newman’in Diamond Lemmas1” adiyla {inlenen ¢aligmasinin ardindan
Bergman [6] 1978’de “Diamond Lemma” adli galismasi ile Shirshov’un teorisinin

gelisimine katkida bulunmustur.

Son yillarda hizla geligen Shirshov’un Grébner-Shirshov taban teorisiyle ilgili
bir ¢ok ¢aligma yapilmaktadir. Braid gruplar, coxeter gruplar, tek bagntili gruplar,
Novikov gruplarinin Adyan geniglemesi gibi bir ¢ok onemli cebirsel yapinin

Grobner-Shirshov Tabani hesaplanmig ve uygulamalarina yer verilmeye calisilmigtir.

Tezimizin bu boéliimiinde tezin genel ama¢ ve yapisi hakkinda bilgi
verilecektir. Ozellikle monoid sunuslari, terim siralamalari ve Grobner-Shirshov

taban ile ilgili detayl bilgiler verilecektir.




I et et e Ty St

1.2  Monoid Sunuslari

Tezin bu béliimiinde bir sonraki boliimler i¢in kullamilacak olan temel tanim
ve ifadelere yer verilecektir. Bu konuyla ilgili daha detayl: bilgilere [17,24,26] gibi
kaynaklardan ulagilabilir.

1.2.1 Tamm: X bostan farkli bir kiime olsun. X kiimesinin elemanlarini
kullanarak bu kiimeye bire-bir karsilik gelen ve bu X kiimesinin elemanlarinin
terslerini temsil eden X! kiimesini tamimlayahm. Ayrica X*¥ =X U X~ olsun.

Burada X kiimesinin her bir elemanina Jiarf denir. Harflerden olusan

b I (x; €X, =41, 1<i<n, n€eN) (1.1)

ifadesine X kiimesi iizerinde bir kelime denir. Bu kelimeyi w ile gosterirsek, w
kelimesinin baglangig harfi 1(w) = x;* ve bitis harfi de T(w) = x;" olur. ‘Eger
n = 0 ise bos kelime elde edilir ve 1,, ile gosterilir. Bos olmayan bir kelime igin,
£ =+1 oluyorsa, w kelimesine pozitif kelime denir. Ayrica X kiimesinin
elemanlariyla olusturulan w kelimesinin uzunlugu, w igindeki harflerin sayis: olarak

tanimlanur ve |w| ile gdsterilir.

s & E . . . “
Bir w = x;'x,2 ... x,;* kelimesinin tersi,

—&1..7&2

By e ol ® (1.2)

kelimesi olarak tanimlanir ve w™? ile gosterilir.

X kiimesi lizerinde iki kelime w ve u olmak ilizere w ve u kelimelerinin
carpimi, w kelimesinin devamu olarak u kelimesinin yazilmasiyla elde edilir ve bu
carpim wu seklinde gosterilir.  Verilen bu ¢arpim altinda kelimeler iizerinde

asagidaki sekilde islemler tanimlanabilir:



1. Bir w kelimesi iginde, 1,, bos kelimesi varsa bu bos kelime w kelimesinden
silinir. Yapilan bu isleme, kelime {izerindeki indirgeme (sadelestirme) islemi
denir.

2. Benzer sekilde bir w kelimesi igine, 1,, bos kelimesi eklenebilir. Yapilan bu

isleme de kelime {izerinde ekleme islemi denir.

X kiimesi tizerindeki iki kelime w ve w' olsun. Eger bu kelimelerden biri
digerinden sadelestirme veya ekleme islemlerinin sonlu sayida uygulanmasiyla elde
ediliyorsa, bu iki kelimeye serbest olarak esit kelimeler denir ve w = w' ile
gosterilir. Elde edilen = bagintis1 denklik bagintist olup herhangi bir w kelimesini
iceren serbest denklik sinifi [w] veya w ile gosterilir. X kiimesi iizerindeki tiim
kelimelerin serbest denklik siniflarinin kiimesi F (X) olsun. F(X) kiimesi iizerindeki

carpma iglemi,

[w]lu] = [wu]

seklinde tanimlanir. Bu garpma iglemi altinda F(X) bir monoid olusturur ve olusan
bu monoide X kiimesi tizerindeki serbest monoid denir. Kolaylik saglamasi

agisindan, bazi durumlarda [w] yerine w gosterimi kullanilacaktir.

1.2.2 Teorem (Normal Form Teoremi [17]): Her denklik smifi i¢cinde en

fazla bir tane indirgenmis kelime vardir.

1.2.3 Tanmm: X # @ bir kiime (alfabe) olsun. 1y bos kelimeyi gostermek

iizere, X deki tim kelimelerin kiimesini X*, bos kelimeden farkli tiim sonlu
kelimelerinin kiimesini X* ile gosterelim. Dikkat edilecek olursa X* = X* U {1}

dir. Burada X kiimesine Xt kiimesinin direte¢c (doguray) kiimesi denir.

.12 = 1, olmak iizere her w € X* i¢cin wily = 1yw = w olsun. X* iireteg

kiimesi olmak iizere R € X* X X* kiimesi (u,v) € R (ki bu genellikle u = v
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seklinde gosterilir) elemanlarindan olusan bir baginfi kiimesi olsun. Bu durumda

X ={x, %3, X} Ve R = [ll; =Yy, , W, = ¥,} igin

(XIR) = <x1Jx21 XUy =V, 0, Uy = Vn)

ikilisine bir monoid sunugu denir.

1.2.4 Tamm: A bogtan farkh bir kiime (iireteg kiimesi), A* bos kelimeden
farkli tiim sonlu kelimelerin kiimesi olmak tizere R € A* x A% kiimesi, u,v € A"
i¢in (u, v) € R (ki bu genellikle u = v geklinde gosterilir) elemanlarindan olusan bir
bagintt kiimesi olsun. Bu durumda A = {ay,a,,...,an} ve R ={u; = vy,...,u, =

v, } icin,
(A!R) = (alr a, "'ramlul =V e, Un = vn) (13)

ikilisine bir yarigrup sunugu denir. Eger A kiimesi sonlu ise (1.3) ile verilen sunusun
temsil ettigi yarigruba sonlu iireteclidir, A ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise

(1.3) ile verilen sunusun temsil ettigi yarigruba sonlu sunumludur denir.

1.3 Terim Siralamas:

Tezin bu bolimiinde monomial, toplam derece, toplam siralama, terim
siralamasi, sozlilk (lex) siralamasi, derece sozliik (deg-lex) siralamasi tanimlar
verilecektir. Bu konuyla ilgili bu béliimde bulunan bilgilere ve daha fazlasina
[1,20,33] gibi kaynaklardan ulasilabilir.

1.3.1 Tamm: K bir cisim olmak iizere R = K[xy,...,x,] , (n>1) bir

polinomlar halkasi olsun. R nin

11




pegie o al gexliet L2l mmiabagisn) | Q8

formundaki elemanlarina kuvvet ¢arpani (power product) veya ferim denir. p kuvvet

¢arpaninin foplam derecesi (total degree)

n
deg®) = ) &
i=1

ile hesaplanir. p kuvvet garpaninin herhangi bir x; (1 < i < n) degiskeninin derecesi

ise deg,,(p) = & dir.

1.3.2 Tanim: p kuvvet ¢arpani (1.4) ile tamimlandig1 gibi olsun. a € K olmak

tizere ap formundaki terime bir monomial denir.

1.3.3 Tanmm: x4, ..., X, harflerini i¢eren tiim kuvvet ¢arpanlarinin kiimesi

PP ={x{*x;? .. x| €N,1 < i < n} (1.5)

olmak tizere p ve q kuvvet garpanlari (1.4) ile tanimlandigi gibi olsun. (1.5) ile
tamimlanan kuvvet carpanlar kiimesi {lizerinde tamimlanan foplam siralama (total

order) < asagidaki kosullar1 sagladiginda kabul edilebilirdir (admissible) denir;

1. HerpePP,p+#1i¢inl <p,
2. p,q EPPiginp < qisehera € PP igin ap < aq.

PP iizerinde bir ferim siralamasi ile kast edilen PP iizerinde bir < toplam

siralamadir.
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1.3.4 Tanim: PP kiimesi (1.5) ile tammlanan kuvvet garpanlar1 kiimesi ve p,

q kelimeleri (1.4) ile wverilen kuvvet c¢arpanlann olsun. x; > x; >« > x,
siralamasina gore soldan itibaren birbirinden farkli ilk st icin & < y;ise p <jex q

siralamasina sézliik (lex) stralamas (lexicographic order) denir.

1.3.5 Tanim: PP, (1.5) ile tanimlanan kuvvet carpanlan kiimesi ve p, q
kelimeleri (1.4) ile tamimlan kuvvet c¢arpanlart olsun. x; >x; > - > x,

siralamasina gore

deg(p) < deg(q) ise

P <deg-tex 9 = {deg(p) = deg(q) iken p <oy q ise

siralamasina foplam derece siralamast (total degree order) veya derece sozliik (deg-

lex) siralamasi (degree lexicographic order) denir.

1.4 Grobner-Shirshov Taban

Tezin bu boliimiinde Grobner-Shirshov tabamin temel tamm ve Gzelliklerine
yer verilecektir. Bu konuyla ilgili detayli bilgiye [3,7,8,9,10,11,12,16,27]
kaynaklarindan ulasilabilir.

Bu tezde K bir cisim olmak iizere K(X) ile, X ile iiretilen K iizerinde
birlesmeli serbest cebir ve X* ile, X ile dretilen serbest monoid gosterilecektir.
Burada bos kelime birimdir ve bu 1y ile gosterilecektir. Herhangi bir w € X*

kelimesinin uzunlugunu ise |w| ile gosterilecektir.

1.4.1 Tanum: X* iyisirali bir kiime olmak iizere sifirdan farkli her f € K(X)
polinomu igin f, f nin ilk kelimesi (leading word) olsun. Burada eger f nin

f icindeki katsayisi 1 ise f e monik polinom denir.
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1.4.2 Tamm: f ve g, K(X) iginde monik iki polinom olsun. Bu durumda

asagidaki iki farkli durum s6z konusudur:

1. w kelimesi w = fb = ag olacak sekilde |f| +|g| > |w| iken a,b €
X* bulunubiliyorsa f ve g nin w ya bagh olarak olusturdugu polinom
(f,g)w = fb—ag dir. Burada w ya kesisim belirsizi (an ambiguity of
intersection) denir.

2. Eger w kelimesi, bazi a,b € X*igcinw = f = aghbise f ve g nin w ya bagli
olarak olusturdugu polinom (f, g), = f — agb dir. Burada w ya kapsama

belirsizi (an ambiguity of inclusion) denir.

1.43 Tamm: f,g € K(X) ve a,b € X* igin, g monik polinom ve f =
agb ise a, f nin katsayisi olmak {izere f = f — aagb donisiimiine g nin f iginde

ilk kelimesinin sadelegmesi (elimination leading word / ELW) denir.

1.4.4 Tamm: S € K(X) i¢in s € S monik olsun. (f, g),, kompozisyonu,
a; €K, a;,b,€X’,s; €S ve as,b, <w olmak iizere (f,g), = 2 a;a;5;b; ise

(S, w) ya asikar modiil (trivial modulo) denir ve
(f,9)w =0 mod(S,w)
ile gosterilir. Genel olarak ise p, ¢ € K(X) igin
p =q mod(S,w)

ile ifade edilen a; €K, a;,b;€EX*, ;€S ve asSb <w igin p—q=

Z a'iaisibi dir.

1.4.5 Tamim (Griobner-Shirshov Taban): S € K(X) olmak iizere S igindeki
polinomlarin herhangi bir (f, g),, kompozisyonu i¢in (f, g),, = 0 mod(S, w) ise, S

kiimesi < iyi siralamasi ile K{X|S) i¢in Grébner-Shirshov tabani olusturur denir.
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Asagidaki 6nermeyi Shirshov [40] 1962 de serbest Lie cebirler igin (deg-lex

siralamaya gore) ispatlamistir. 1976 da Bokut [8] Shirshov’un yaklagimini birlesmeli

cebirler i¢in 6zellestirmistir.

1.4.6 Onerme (Composition Diamond Lemma)[8,40]: K bir cisim ve

1d(S), S ile iiretilen, K(X) in bir ideali olmak tizere

A = K(X|S) = K(X)/1d(5)

ve <, X" lizerinde monomial siralamasi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir:

1. S, bir Grobner-Shirshov tabandir.
2. feld(S)=f=a3bh (a,bEX*ves€ES)
3. Irr(S)={u€eX |u*asShabeX,seS} ifadesi A=K(X|S)

cebiri i¢in bir tabandir.

1.4.7 Tanmim (Shirshov Algoritmasi): S € K(X) olmak iizere eger S,
Grobner-Shirshov taban degilse, S ye § nin polinomlarin tiim asikar olmayan
kompozisyonlarin ekleyebiliriz. Bu igleme devam edecek olursak (bu islem sonsuz
kez de olabilir) sonunda bir $€°™? ile gosterilen Grobner-Shirshov tabani elde ederiz.

Iste bu isleme Shirshov Algoritmast denir.

Eger S, yarigrup bagintilarinin bir kiimesi ise herhangi bir asikar olamayan
kompozisyon yine aym forma sahip olacaktir. Sonug olarak S°°™P kiimesi yarigrup

bagintilarim da igerebilir.
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2. MONOIDLERIN GRAF CARPIMI iCIN GROBNER-
SHIRSHOV TABANLARIN BELIRLENMESI

2.1  Girig

Graf gruplant ilk olarak 1970 lerde Andreas Baudisch [5] tarafindan
calistlmigtir. Ayrica Carl Droms ve Herman Servatius [21] bu yapiyr daha da
gelistirmiglerdir. Daha sonra Elisabeth Ruth Green’in 1990°da doktora tezinde
yaptigt calismasinda gelistirdigi Graf Carpim ile graf gruplan konusuna bambaska
bir boyut kazandirmigtir. Son zamanlarda S.Hermiller, J.Meier, T.Hsu, D.Wise ve
A.V.Costa gibi matematikgiler graf ¢carpim yapisimi gelistirmislerdir [18,23,25]. Bu
konuyla ilgili detayl bilgiye [5,18,21,22,23,25] kaynaklarindan ulasilabilir.

Tezin bu béliimiinde 6ncelikle graf ¢arpim tanitilmigtir. Aynica Alt Bélim 2.3
de bu boliimiin ana amaci olan monoidlerin graf ¢arpiminin Grobner-Shirshov

tabanlarinin hesaplanmasina yer verilmistir.

2.2 Graf Carpim

Bu béliimde Graf Carpim ile ilgili temel tanim ve teoremlere deginilecektir.

Bu konuyla ilgili detayl bilgiye [5,18,19,21,22,24] kaynaklarindan ulasilabilir.

2.2.1 Tanmm: V bos olmayan bir kiime (kdse kiimesi) ve E €V X V (kenar
kiimesi) olmak tizere, I' = (E,V) ye graf denir. Bu I' grafinda herhangi iki u ve v
kosesini alalim. Bu u ve v koseleri bir kenar ile birlestiriliyor ise yani (u, v) € E ise
bu koéselere ardisik (komsu) (adjacent) kdseler denir ve u ve v koseleri bu kenara
bitisiktir (incident) denir. Benzer sekilde I' grafinin farkli iki kenar1 ortak bir késeye
sahip ise bu kenarlara ardistk (komsu) kenarlar denir. I' grafimin herhangi bir kisesi
v olmak lizere v nin derecesi bu v ksesine bitisik olan kenarlarin sayisidir. Eger bir

grafta biitlin koseler birbirine bir kenar ile bagli ise bu durumda bu graf fam graf
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adim alir, Eger bir graf bir kdseyi kendisiyle birlestiren bir kenar (ilmek) ve aym
kose ciftini birlestiren iki yada daha fazla kenara (coklu kenar) sahip degilse bu
grafa basit graf denir.

2.2.2 Tammm: M,;,M,,...,M, monoidlerin sonlu bir ailesi ve sunuslan
sirasiyla X3, X,,..., X, kiimeleri ayrik olmak tizere (X;|R;:), (X2|R3),..., (X,|R,)
olsun. Ayrica I', késeleri My, M,, ..., M,, monoidler ailesi ile etiketlenmis bir basit

graf olsun. M;, M5, ..., M,, monoidler ailesinin graf garpimu, tirete¢ kiimesi

n
X = UXI
i=1

ve bagnt kiimesi ise

n
R:URI:URF
=1

olan, f = (X|R) sunusunun temsil ettigi monoidtir. Burada Ry, M;, M; monoidleri I
grafinin ardigik kogeleri olmak iizere ab = ba (a € X;, b € X;, i # j) bigimindeki
elemanlarin kiimesidir.

Graf ¢arpim aslinda direkt ve serbest ¢arpimlarin bir kanigimidir. Eger grafin
higbir kenart yok ise, graf ¢arpim monoidlerin bir serbest garpimidir. Eger graf tam

ise, bu durumda monoidlerin bir direkt garpimudir [19].

23  Monoidlerin Graf Carpiminin Grébner-Shirshov Tabanlarinin

Belirlenmesi

Tezin bu bolimiinde oncelikle monoidlerin graf ¢arpiminin  sunusu
verilecektir. Daha sonra bu boliimiin ana amaci olan monoidlerin graf ¢arpiminin
Grobner-Shirshov  tabanini veren Teorem 2.3.2 tarafimizdan ispatlanmis olup

“Discrete Mathematics” dergisinde yayimlanmstir [3].

2.3.1 Tamm: My, M,,...,M; (j = 4) birer monoid olmak iizere sunuglar

strasiyla

#m, = X1|R1), #u, = (X2[R2), ..., Pm; = (XjIRj> (2.1)
17




olsun. Burada (2.1) de verilen Ry, Ry, ..., R;, sirasiyla My, M5, ..., M; igin X; {izerinde

tammli <p, , deg-lex siralamasina gore birer Grobner-Shirshov taban ve
X1,X5,...,X; tireteg kiimeleri ayrik ve iyi sirali kiimeler olarak alinmigtir. Ayrica

M4, My,..., m; birer dogal say1 olmak lizere

Ry = {u11 = ViU, = VypeenyUn,, = Ulm.} " (2:2)

B B B B (2.3)
R, =juy, =vy,Uy, = Vagrewns Uz = V2, (s

R] = {uh = VL Uj, = Vjy,e. "ujmj = Ujmj} 2.4)

dir. Burada u;_kelimeleri (i <jver <my), fy, =u;, —v; polinomlarmin ilk
terimleridir.

Biitiin bunlardan hareketle M; (1 < i < j) mononidlerinin graf ¢apimma M

diyelim. M nin sunusu

fom = (X1,X2,...,X;|R1, Rz, ..., R}, S') 2.5)

dir ve burada S’ = {xixi,r1 — Xip1Xi, X1 Xj — Xj x1} A<i<j)ve My, M;y,, T

basit grafinin My, M, ..., M; ile etiketlenmis ardigik koseleridir.

Simdi bu boliimiin ana teoremini verebilmek igin (X1UX2 . XJ)*

kiimesini deg-lex siralamaya gore asagidaki sekilde siralayalim:

x; > apeferi < k (x; € X, x5 € x3.). (2.6)

Simdi bu siralamaya gére M monoidinin Grébner-Shirshov tabanini veren bu

boliimiin ana teoremini verebiliriz.
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2.3.2 Teorem: Sunusu (2.5) ile verilen Mmonoidi sunuslar1 (2.1) ile verilen

*

My, My, ..., M; (j = 4) monoidlerinin graf ¢arpimi olsun. Bu durumda w;,, € X},

i¢in (2.6) ile verilen siralamaya gére M monoidinin bir Grébner-Shirshov tabani

(l=i=) | 2.7)

Ui, — Vi,
XXy = KX X X — 2w (A=Sigj—1), 2.8)
XiWis2Xip1 — Xj41XiWig2 (I=sisj=2) (2.9)

bagintilarindan olusur.

Ispat: Ispatta temel olarak yapmamiz gereken (2.7)-(2.9) ile verilen
bagintilarin agikar oldugunu gostermektir. (2.5) sunuguyla verilen bagintilarin
kiimesi S = {Rl, RZ,...,Rj,S'] olsun. § i¢indeki biitiin kesisim kompozisyonlarini

asagidaki durumlarda kontrol edelim;

Durum 1: R; ve R, (1 <ik<jvei+#k) igindeki polinomlarm ilk

terimlerinin kesisim kompozisyonlari,
Durum 2: S’ igindeki polinomlarin ilk terimlerinin kesisim kompozisyonlari,

Durum 3: §" ve R; (1 < i <j) i¢indeki polinomlarin ilk terimlerinin kesisim

kompozisyonlari.

Durum 1: Ilk durum olan (2.2)-(2.4) ile verilen R; ve R, (1 < i,k <jvei #
k) i¢indeki polinomlarin ilk terimleri kontrol edildiginde kendi iglerinde kesigim
kompozisyonlarinin olmadigi goriilmektedir. Dolayisiyla R; ve R, (1<ik <
Jjvei#k) igindeki polinomlarin ilk terimlerinin kesisim kompozisyonlarina

bakmamiza gerek yoktur.

Durum 2: §' i¢indeki polinomlarin ilk terimlerinin kesisim kompozisyonlarini
gbz oniinde bulundurarak hesaplamalar yapmamiz gerekmektedir. Bunun igin (2.8)
in kendi aralarindaki ve bunlarin (2.7) ile olan kesisim kompozisyonlarim kontrol

edelim. Bu durumda

— — T
91 = XiXip1 — Xj41X; Ve J2 = Xi41Xi42 — Xip2Xig1 €S (2.10)

19




s

bagintilarini ele alalim. Agagidaki Tablo 2.1 de bu kesisim kompozisyonlarindan

gelen kesigim belirsizleri ve yeni olusan bagintilar 6zetlenmistir.

Tablo 2.1: (2.8) ile verilen bagintilarin kendi aralarindaki ve bunlarn (2.7) ile
olan kesisim kompozisyonlari, bu kesisim kompozisyonlarinin
kesisim belirsizleri ve yeni olugan bagmtilar

inj w yeni bagintt |
91N gz XiXit1Xit2 h = XiW;12Xi411 — Xi41XiWis2
hOh | XiWipaXip1WigaXiez asikar
ginh XiXi+1Wi+3Xi+2 asikar
fu;, MR U, XiWig2Xi41 asikar
hOfu, | XiWiraXip1lisa, asikar

Simdi Tablo 2.1 ile dzetledigimiz kesigim kompozisyonlarini ve elde edilen

yeni bagintilar gosterelim.

W = X;X;41X;42 kesisim belirsizi, a = x; ve b = x;,, olmak iizere

(91, 92)w = g1b—ag»
= (XiXi+1 — X412 X)) Xiv2 — Xi(Xi41Xi42 — Xir2Xis1)
= XiXig1Xis2 — Xip1XiXiy2 — XiXip1Xis2 T XiXiv2Xip1

=XiXig2Xit1 — Xip1XiXiq2

bagintis1 S i¢inde agikar degildir.

Simdi bu bagintiyr hy = X;X;,2X41 — X;41XiXis2 Olarak isimlendirelim. hy
ile (2.10) da tanmimladigimiz g, nin kesisim kompozisyonunu hesapladigimizda
h2=xix§+2xi+1—xi+1xix:+2 polinomu elde edilir. Bu iglem benzer sekilde

stirdiiriildiigiinde asikar olmayan
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h = XiWiaXi1 — Xip1XiWiv2 ((€{1,2,...,(J — 2)}), (2.11)

polinomu elde edilir. Burada w;,, € X/, dir. Simdi elde ettigimiz bu bagintinin
kendi iginde kesisim kompozisyonlarina bakalim. Burada kesigim belirsizi w =

XiWi42Xi+1Wip3Xiso dir ve buradan

(hh)y = (WitaXit1 — Xi41XiWis2)WisaXigo

—XiWis2(Xi41WissXizz — Xig2Xir1Wis3)

= XiWitaXipaWi3Xiga — X1 XiWipaWip3Xigo
—XiWit2Xi+1Wit3Xitz T XiWii2Xi2Xi 41 Wit3
= XiWigoXip2XitaWis3 — X1 XiWipa Wi 3 Xigo
= Xip1XiWiaXipaWirs = X1 XiWip o Wit Xigo
= Xi+1XiWit2Wir3Xit2 — X1 XiWiaWig3Xig2
=0.

Bu asamada

fuir =u, —v € Ri(1<si=<)) (2.12)

olmak iizere (2.10) ve (2.11) ile tammlanan bagmntilar g, ve h igin, g, in h ile, fui,

nin h ile ve h nin fuir ile kesigim kompozisyonlarin1 kontrol etmemiz gerekir.

ginh, fui,— Nh ve hN futr nin kesisim belirsizi sirasiyla w = x;x;,1 Wi 3Xi42 »

W = Up XjWigaXip1 VE W = XjWiypXiy1lisq, olmak tizere

(GuPw = (KiXipr — X1 XD WissXiv2 — X (X1 WissXize — Xir2Xis1Wit3)
= XiXit1Wir3Xir2 — Xip1XiWis3Xig2
—XiXi41Wir3Xit2 T XiXip2Xir1 Wi
= XiXit2XivaWits — Xip1XiWis3Xiy2

= Xip1XiXi+2 Wi = Xi41XiWis3Xis2
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= X1 XiWir3Xizz — Xip1 XiWis3Xip2 = 0.

(fuir; Mw = Wi, — v, )Wis2Xiss — Wi, (GWigoXig1 — Xip1XiWis2)
= U WigpXir1 — Vi Wiga X1 — Ui XiWigoXig1 + U Xip1 XiWig2
= Uy, X4 1 X Wig2 — Vi, Wig2Xis1
= X1 Ui XiWisz — Vi, Wis2Xi41
= Xip1Ui Wiz — Vi WigaXi4q

= Xip1Vi, Wizz — Vi Wiz X1 = 0.

(h, fufr)w = (XWis2Xi41 — Xi41XiWir2)Wis1, — XiWiso Uis1, — Visr,)

= XiWipaXigaUip1, — Xip1XiWigoUjr1, — XijWito U1, T XiWigaVigq,

= XiWigoViga, — Xjp1 XiWigaUjpq,

= Vig1, XiWir2 — Xip1 U1, XiWit2

= Vi1, XiWis2 — Vig1, XiWis2 = 0.

Burada agikar modiil elde edildiginden tabana eklenecek yeni bir baginti elde

edilmemistir. Simdi ispatin ti¢iincii ve son kismina gegebiliriz.

Durum 3: Ispatin bu béliimiinde S’ ve R; (1 < i < j) igindeki polinomlarin
ilk terimlerinin kesigim kompozisyonlarini kontrol edecegiz. Bunun i¢in &ncelikle

(2.10) ve (2.12) ile tanimlanan g, ve fut,- bagintilarin1 alalim. Dolayisiyla fuir nin g

ile olan kesigim belirsizi w = u; _x;x;,, dir. Buradan

(ﬁur' Jow = (Ui, — Vi, )41 — Wi (XiXip1 — Xig1%Xi)
= Uy Xigq — VX — Wi XX + U X X
= U Xit1 — Vi Xip1 — Ui Xjpq T ﬁi,,-"fi+1xi
= ﬁirxi+1xi — Vi Xit1
= Xjpa Wi Xi — Vi Xi41

= XipalUi, — X4V, = 0.
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Benzer gekilde g4 in fuf, ile olan kesisim kompozisyonlarina bakildiginda

# kesisim belirsizi W = XX 41U, dir ve

(gleuir)w = (XiXiy1 — xi+1xi)_ui+l — X (ui+1r - vi+1r)
= XiXieaMivt, = XirrXillivy, = Xilliyr, T XiViss,
=X¥ag, — XXt
= XiVig1, — xt+1ﬂxi
= XiVit1, — Xivative, Xi
= XiVi1, = Uite,Xi

= Vi, X~ Vigg, X = 0

asikar oldugu goriiliir.

Dolayisiyla yukarida yaptigimiz islemlerden gorildagi gibi (2.7)-(2.9) ile
verilen bagmtilar (2.6) ile verilen siralamaya gére monoidlerin graf carpimi igin bir

Grobner-Shirshov taban belirtir.m

2.3.3 Not: Bu béliimiin baginda j = 4 olarak almistik. Ciinkii dértten daha az
sayida monoidin graf ¢arpimu direkt ¢arpimu verir. Béyle bir durumda ise Grobner-

| Shirshov taban (2.7) - (2.8) bagintilarindan olusur.

2.3.4 Sonug¢: M nin her w eleman1 wyw, ... w,, biciminde bir normal forma

sahiptir. Burada w; elemam M, (1 < k < j) monodinin kdsesidir. Ayrica

1. w; =1 yazlr.

2. M, monoidinin aym kosesinde olan ardisik koseleri olan w; ve w;yq yerleri
degistirilir.

3. wyE€EM;, Wy, €My, ve wgEM;, w;EM; ardigik elemanlan igin,
M;, My, ve My, M; bitisik monoidler, w;, Wiy, ve wy, Ww; elemanlan
degistirilir.
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3. MONOIDLERIN SCHUTZENBERGER CARPIMI ICIN
GROBNER-SHIRSHOV TABANLARIN BELIRLENMESI

3.1  Giris

Schiitzenberger ¢arpim 1965 te Marcel-Paul Schiitzenberger [39] tarafindan
ortaya konmus ve 1981 de Howard Straubing [41] tarafindan genellestirilmistir.
Daha sonra A. Lascoux [29] M.P. Schiitzenberger ile birlikte degismeli olamayan
yapilar igin, S.W. Margolis, J.E. Pin [31] serbest tersinir yarigruplar i¢in, O.Neto,
H.Sezinando [36] serbest gruplar igin yaptiklart galigmalarinda Schiitzenberger
carpimi  geligtirmiglerdir. J.M. Howie ve N.Ruskuc [24] ¢aligmalarinda
Schiitzenberger ¢arpimin monoid sunusunu vermislerdir. F.Ates ve A.S.Cevik ise
[2,4] yaptiklari g¢aligmalarinda Schiitzenberger ¢arpim yardumiyla yeni monoid

yapilari tanimlamiglardir.

Tezin bu boliimiinde 6ncelikle Shiitzenberger ¢carpim tanitilacaktir. Ayrica Alt
Boliim 3.3 de bu boliimiin ana amaci olan Shiitzenberger garpim igin Grobner-

Shirshov taban hesabina yer verilecektir.

3.2  Schiitzenberger Carpim

Bu bélimde Schiitzenberger ¢arpimin temel tamim ve &6zelliklerine
deginilecektir. Bu konuyla ilgili detayli bilgiye [2,4,24,39,41] kaynaklarindan

ulasilabilir.

3.2.1 Tanim: A ve B birer monoid olmak tizere P € A X B,a € A4,b € B igin

{(ac,d) | (c,d) € P},
{(c,db) | (c,d) € P}

P
Pb
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olarak tanimlayalim. A ve B nin Schiitzenberger ¢arpimi

(ay, Py, by)(ay, Py, by) = (aya;, Py1b, U ay Py, by by)

islemi altinda tanimli A X (A4 X B) X B kiimesi olup A ¢ B ile gosterilir. Ao B,

birimi (1,4, @, 1) olan bir monoidtir.

3.3  Monoidlerin Schiitzenberger Carpimi i¢in Griobner-Shirshov

Tabanlarin Belirlenmesi

Tezin bu bolimiinde oncelikle monoidlerin Schiitzenberger ¢arpiminin
sunusu verilecektir. Daha sonra bu bolimii ana amact olan monoidlerin
Schiitzenberger c¢arpiminin  Grobner-Shirshov tabanini  veren Teorem 3.3.2

tarafimizdan ispatlanmis olup “Discrete Mathematics” dergisinde yayimlanmistir [3].

3.3.1 Tammm[24]: M; ve M, birer monoid olmak iizere sunuslari sirasiyla

m, = (X1|R1), #m, = (X2|Ry) (3.1

olsun. Bu durumda M; ¢ M, Schiitzenberger ¢arpiminin sunusuy, x; € X;, w;, w; €

Mi(1<i<2)veZ=X,UX;U{z, w, | W, €My, w; € M,} olmak iizere

— 2 = =
Puyom, = Z | Ry, Ry, 25 w, = Zwyw,y » ZwywoZwiwh = 2wl whiZwlwh

xlzwl,WZ = lewi,Wle 2 ZW]_,Wsz = xZZw1,W2x2 ? x1x2 = xle) (3'2)

seklindedir.

Burada (3.1) sunusuyla verilen R; ve R, , My ve M, igin X; (i = 1,2)

tizerinde <), deg-lex siralamaya gore bir Grobner-Shirshov taban olsun. Bu durumda
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bu boliimiin ana teoremini verebilmek i¢in Z* kiimesini deg-lex siralamaya gore

asagidaki sekilde siralayalim;

Xy > X deg-lex siralamaya gére x; € X; (1 <i < 2), (3.3)
X1 > Zy,w, > %3 timw; EM; (1<i<2), (3.4
(wy,wy) > (Wi, wi) eBer wy > w, veya wy = wy ve Wy > Wy, (3.5)

Zwywy = Zyl wh eger (wy, wp) > (wy,w3),wy,wi EM; (1 <i<2). (3.6)

Simdi bu siralamaya gére M; ve M, monoidleri igin M; ¢ M, Schiitzenberger

carpimin Grobner-Shirshov tabamimi veren bu béliimiin ana teoremini verebiliriz.

3.3.2 Teorem: M; ve M, monoidlerinin sunuglar1 (3.1) de verildigi gibi
olmak iizere M; ¢ M, nin sunusu (3.2) deki gibi olsun. Buna gore (3.3)-(3.6) da

verilen siralamaya gore My ¢ M, Schiitzenberger ¢carpiminin Grobner-Shirshov tabani

U — vy 3.7)
Uy — Vs (3.8)
B, wis = By (3.9)
ZwrwaZwiwy ~ Zwiws Fwiw (3.10)
X1Zwyw, — ZagwywaX1 (3.11)
Zy, wyX2 = X2Zy, wox, (3.12)
X1Xp — X2Xq (3.13)

bagintilarindan olugur. Burada x; € X;,w;,w; EM; (1 <i<2),u;—v; ER; (1 <

i <2)dir.

Ispat: Grobner-Shirshov tabam belirleyebilmek igin (3.7)-(3.13) arasindaki
tim kesigim kompozisyonlarini kontrol edelim. Burada olusan tiim kesisim

belirsizleri agsagidaki Tablo 3.1 de gosterilmistir
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Tablo 3.1: (3.7)<(3.13) ile verilen bagntilarin kendi arasindaki kesisim kompozisyonlari ve
bu kesigim kompozisyonlarinin kesisim belirsizleri

2

inj w inj w
(3.7) n (3.11) U 2w (3.10) N (3.12) | Zw, wyZw!wi X2
(3.7) n (3.13) Uy Xy X, (3.11) n (3.9) X1 Zip, 05
(3.9) n (3.10) Zia w0 Zurt (3.11) N (3.10) | X1Zw,w, Zy! s
(3.9) n (3.12) 20 e Xs (BN (B12) | x1Zy,w, %2
(3.10) N (3.9) ZuoywaZogt (312) N (3.8) | Zwyw,X2l2
(3.10) N (3.10) | ZwywyZuw! w! 2w,y | (3.13) N (3.8) X1X2Up

Bu tabloda gosterilen kesigim belirsizleri verilen kesisim kompozisyonlarinin

agikar modiil oldugunu gosterelim.

(.f7’f11)w = (ul - vl)zwl,Wz = ‘ﬁl (xlzwl,Wz - zx]_Wl,szl)

= WZxw,w, X1~ ViZw,w,
zu_lxlwl,wzulxl - ZU1W1,W2v1

= Zu1x1W1.qu1 - ZV1W1aW2v1 =0.

7 fisdw = (U — vo)xz — Uy (922 — x2%1 )
= UgXp — ViXp — Uy X1Xa + U XoXq
= U X2X1 — V1X3
= XUy X1 — XaV3

= XUy — X071 = 0.

= WiZy,w, — ViZy,w, — W1 X1Zy w, + Uy Zy oy, wa X1

(fos fiodw = (szvl.wz — Zwl,wz)zwlr,wzr ~ Zyw, (Zwl,wzzw,r,wzr - ZW1’,W2'ZW1,W2)

|
= Zwwawiwar ™ Zwawa Zwynwyr
~Zw,woZwiw, 2w war T Zwyw, 2wy wyr Zwy,w,

o ZWi.WzZWﬂ.Wz'ZWan 2 zWLszWﬂsz’
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= ZwwarZwawiZwiws — Zwirwyr Zwyw,

= sz’.Wz’ZWth - ZWI’;Wz’ZWbW:z =0.

— 2
(f;)’ le)w = (ZW1,W2 - ZW},WZ )xz - ZW1,W2 (ZW1.W2x2 = xzzwi.wzxz)
s R '
= Zwywa X2 T Zwwo X2 T 2wy wodw,wo X2 £ Zw,wX22w, wox,
o ZW1.W2x2-zW1,W21'z ~ Zw,w, X2

= X2Zw wox, 2wy wox, T X2Zwywox,

= xzzwnwzxz - szWi.W2x2 =0.

(fl(}:fg)w = (Zw,,wzzwlr.wzr - ZW]_’,Wz’ZWl,Wz)le’.Wz’ — Zy,w, (Z\%rlr,wgr - ZW;’,WQ')

Zw W 2wt wat 2wy war — 2w warZwywa Zwynwat
=g z2 42z, 0.2

W, Waewyh,wy! W1, W2 =Wyl Wal
= Zw, waZwirwar T ZwarwarZw,waZwyrwyr

= ZwpwarZwaws T Zwinwar Zwiwar Zwyw,

ZyrywarZwiwe — ZwyrwarZwaw, = 0.

(fios frodw = CwowoZwiwyr — Zyy s war Zwn,wo) Ty !

—zwzawz (ZWI'uWZ’ZW1”,Wz” i ZW1".Wz”zw1’nW2')

o 1 — o 1f
ZW1-WZZW1’;W2'ZW1 Wa ZWI’.WZ’ZW:.WZZW1 Wz

_ZW1:W22W1’aW2'ZW1",Wz” + ZW1-WzZW:".Wz"zW1':W2’

ZW1,szW1”:W2” ZW1’,W1’ i ZW1 ’;Wz‘szth ZW1"1W2”

= ZW1,szW1”.W1”zW1’.W2’ - ZW1.szW1’.W2'ZW1”;W2”

"o — ., 1 =
ZW1.WzZW1 W2 ZW1’,W2’ le-szW1 W2 Z"‘Vr';Wz’ 0.

(fio fizdw = (Zw,,wzzwlr.wgr — Zwlr,wzrzwl,wz)xz
—Zw,ws (Zwlr,wzrxz - xzzwlr,wzrxz)

2wy w2 2wyt w1 X2 = Zwirwar 2wy, w, X2
Zywy, wrlwiwar X2 + Zywy, Wy X 2Zwirwaix,
= X2Zwywoxa Zwirwatxs — ZwarwarX2Zwwax,

= X2Zwy waxa 2wt watxy — X22winwarxa Zwy,waxs

0.

= xZZW1',W2'szW1,W1x2 - xZZWﬂ,Wz’IzZWi,szz
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(fll’ fg)W = (xIZWLWz - ZX1W1,W2x1)ZW1,Wz - xl(z'ln?ld’]_,Wz - ZWj_,Wz)

e = . . 2
; = xle1,szW1,W2 lewl,W2xle1,Wz xle]_,Wz + x12W1,W2

= leWth ] zx1W1.szlet.Wz
= Ze,wowo X1 T Zxyawwo Zawywy X1

= Zewow, X1~ Zxwyw, X1 = 0.

(v fiodw = CaZwow, = Zegw, wo X1 2wy war — X1 (Zwywo Zwiwar = ZwyrwarZwiw,)
= X1 Zw, waZwitwar — Zaxow,wa X 12w gt
"'xlzwi,wzzwlr,wzr + leW1’.Wz’ZW1.W2
= X1ZwyrwarZwiows T Zxywiwa X 12w war
= lewlf,wzrxlzwg,wz I ZI1W1,Wsz1W1’,W2’x1
= Zawarwor Zxawy,wy X1 ™ Zxwy wo Zxywy w1 X1

= ZxwitwarZaxywi,wa, X1 ™ Zxwynwor Zxgwa,wa X1 = 0.

(fiv fizdw = (xlzw;,wz = lewl,wle)XZ — X1 (Zwl,wzxz = xZZWLszz)
= xlzwl‘%xz = lewl,wlexz = xlzwthxz + xlxzzwhwzxz
= X1X2 2w, wox, — ZxgwoweX1X2
= X2X1Zw waxs — ZxgwiwaX2X1

= xzlewlrwzxle " x22x1W1.W2x2x1 =0.

; (le: fS)w = (Zwl,w;_xz - xzzwl,wzxz)u_z_ — Zw,w, (uZ - 1)2)
= Zw,w,X2Uz — X2 Zw, wox, Uz — Zwyw, Uz T 2w, w, V2

= ZW1.W2 vz — xzzwhwzxzﬂ

= V2Zw,wow, — X2U2 Zw,woxou,

= vzzwlrwzvz — Uz ZWth'U-z =0.

(fiz. fa)w = (xaxz — xz’ﬁ)ﬁ = x1(uz — v2)
= X1XoUp — X2XaUp — X1l + x40
= X1V — X2X1Uy

= VpXq — XaUzXy
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= VX1 — Uax1 = 0.

Goriiliiyor ki (3.7)-(3.13) arasindaki tiim kesisim kompozisyonlar1 asikardir.
Dolayisiyla (3.7)-(3.13) ile verilen polinomlar M; ¢ M, Schiitzenberger ¢arpimi igin

bir Grobner-Shirshov taban belirtir.m

Monoidlerin ~ Schiitzenberger ¢arpimi i¢in  Grobner-Shirshov  taban

bagintilarindan hareketle asagidaki sekilde kelimeler i¢in normal form verilebilir:

3.3.3 Sonug: M; ¢ M, Schiitzenberger ¢arpiminin her w elemant u;z,, m Uy
bigiminde tek bir sekilde yazilabilir 6yle ki zp, n, € {ZW]_.Wlel € M;,w, € Mz}*,

U, € X; veuy € Xj kelimeleri indirgenemezdirler.
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4.REES MATRIS YARIGRUPLARI ICIN GROBNER-
SHIRSHOV TABANLARIN BELIRLENMESI

4.1  Giris

Rees matris yarigruplari ilk olarak Rees [37] tarafindan 1940 ta Suschkevitch
[42] in 1928 deki caligmasinin énciiliigiinde yaptig1 calisma ile ortaya atilmistir.
Zaman icinde yangrup yapilan icinde en &nemlilerinden biri haline gelen Rees

matris yarigruplan bir ¢ok matematikgi tarafindan ¢aligilmistir.

Tezin bu boliimiinde oncelikle Rees matris yarigruplan tamitilmistir. Alt
Boliim 4.3 ile de bu béliimiin ana amaci olan Rees matris yarigruplarinin Grébner-

Shirshov tabanlarinin hesaplanmasina yer verilmistir.

4.2  Rees Matris Yarigruplari

Bu boliimde Rees matris yarigruplarinin temel tamim ve ozelliklerine
deginilecektir. Bu konuyla ilgili detayl bilgiye [24,30,32,37,42] kaynaklarindan

ulasilabilir.

4.2.1 Tanmmm: A bir monoid ve 0, 4 ya bagli olmayan bir eleman ve [ ve A
index kiimesi olsun. Ayrica P = (py,)aenier » 4| X |I| tipinde bir matris olup

elemanlar1 A U {0} kiimesindendir. Rees matris yarigrubu

J [ L » APy, @ yA2), Pai, 0
(i1, a1, 21) (i, a2,A2) = {0 1 i,z A2 : "o
£ pl,‘_lz ==

islemi altinda tammh (I X A x A) U {0} kiimesidir ve M°[A; I, A; P] ile gosterilir.
Oyle ki 0(i,a,A) = (i,a,1)0 = 00 = 0 dur.
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(3 a &

43  Rees Matris Yangruplarimin Gribner-Shirshov Tabanlarinin

Belirlenmesi

Tezin bu boliimiinde oncelikle Rees matris yarigrubunun sunusu verilecektir.
Daha sonra bu bsliimiin ana amaci olan Rees matris yarigrubunun Grébner-Shirshov
tabanim veren Teorem 4.3.2 tarafimizdan ispatlanmis olup “Discrete Mathematics”

dergisinde yayimlanmustir [3].

4.3.1 Tanim: A bir monoid olmak iizere A nin yarigrup sunusu

§4 = (XIR) (4.1)

olmak iizere R, A i¢in X* {izerinde <, deg-lex siralamaya gére bir Grébner-Shirshov
taban olsun. Ayrica e € X* ise, A min birimi 14 y1 temsil eden bos olmayan kelime
olsun. Buna ek olarak P, elemanlar A kiimesinden olan ve p;; = 14 olan |A| X |I|
tipinde bir matris olsun. Bu durumda S = M°[4; I, A; P] bir Rees matris yarigrubu

olsun. Y =X U {y;:i €l — {1}} U {z3: 4 € A — {1}} olmak iizere S nin sunusu

Ps=(Y IR yie=y,ey;=Dpii,Z1€ = P11,821 = Z1, Z3Y; = Pri)  (4.2)

olarak tanimlanir. Burada (i € I — {1},1 € 4 — {1}) dur.

Simdi bu bélimiin ana teoremini verebilmek igin YV* kiimesini deg-lex

siralamaya gore agagidaki sekilde siralayalim;

zy,Zy >xvey;,yj > x(x €X). (4.3)

Burada i,j € I - {1}, 4,4 € A — {1} igin |pas| = lpya| = Ipuil = |pyj| = 1
ve |pail, Ipai| < 2 olarak kabul edelim.
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Simdi (4.3) ile verilen siralamaya gore S Rees matris yarigrubunun Grébner-

Shirshov tabanini veren bu béliimiin ana teoremini verebiliriz.

4.3.2 Teorem: Sunusu (4.1) ile verilen A monoidi i¢in tanimlanan Rees
matris yarigrubu § = M°[A4; I, A; P] nin sunusu (4.2) ile verildigi gibi olsun. Bu
durumda S Rees matris yarigrubunun (4.3) ile verilen siralamaya gére Grdbner-

Shirshov tabani

W—v (4.4)

yie =¥ (4.5)

ey — D1 (4.6)
Zye — Pa “4.7)
ezy — z; (4.8)
Z)Yi — Pai (4.9)
Yi¥j — YiP1j (4.10)
pii€ — Pai (4.11)
Z3P1i — PaYi (4.12)
Z)Zy — Py (4.13)
epa — P (4.14)
epai = Pai (4.15)
Pai€ — Pai (4.16)
P1iYj — D1iP1j 4.17)
ZPa1 — PaPa (4.18)
ZaPa'i — PPy’ (4.19)
PaiYj — PaiP1j (4.20)

bagntilarindan olugur. Buradau — v € R, i,j €  — {1} ve 4,1’ € A — {1} dir.

Ispat: Ilk olarak her zaman yaptigimiz gibi sunusta verilen bagntilann ve
bunlardan elde edilen yeni bagintilarin birbirleriyle olan kesisim kompozisyonlarmin
asikar oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun i¢in ilk olarak sunusta verilen bagintilar

olan (4.4)-(4.9) arasindaki bagintilarin kesisim kompozisyonlarim kontrol edelim.
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Bu bagintilardan elde edilen kesigim belirsizleri ve elde edilen yeni bagintilar

asagidaki Tablo 4.1 de verildigi gibidir.

Tablo 4.1: (4.4)-(4.9) ile verilen bagmtilarin kendi
aralarindaki kesisim kompozisyonlari, bu
kesisim kompozisyonlarinin kesisim
belirsizleri ve yeni olusan bagmtilar

inj w yeni baginti
(4.5) N (4.6) | viey; | (4.10) ¥y — ¥ipy;
(45)Nn (4.8) | viez; asikar

(4.6) N (4.5) | eye | (411) pyie — py;
(4.7) N (4.6) | zyey; | (4.12) zpy; — PaaYi
(4.7) N (4.8) | zzezy | (4.13) zyzy — paszZy
(4.8) N (4.7) | ezze | (4.14) epy1 — Pas
(4.8) N (4.9) | ez;y; | (4.15) ep;i — pai
(4.9) N (4.5) | zzyie | (4.16) pae — pai

Simdi bunlarin nasil elde edildigini gosterelim.

s fedw = (ie—y)y; — viley; — p1j)
=Yiey; — Yi¥j — YieYj + YiD1j

=YiP1j — Vi¥j (*.21)
s fedw = (vie —yi)zs —yi(ezy — z;)

= Y187 — YiZx — Viez), + yizy = Q. (4.22)
fe fs)w = (eyi—pi)e—e(yie—yi)

= ey;e —pjie —ey;e + ey;

= —pijie t+ey;

= ~pue +Pu (423
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U fedw = (zae —pa)yi — zx(ey; — p1i)
= ZpeY; — Pa1Yi — ZaeYi + Zypai

= —PuYi t 2Py (4.24)

U fadw = (ZAB = P;,l)zgg = z;_(ez)_: — ZA')
= Zpezy — Py — Zyezy + ZyZy0

= —PuZy +2zy 23

(e fdw = (ez3— zz)e — e(zze — pa1)
=ezye— zye —ez;e +epy;
=—=zze+epy

= —p + e 426

(fa. fodw = (eza — z)yi — e(z1y; — pas)
=ez;y;i — Z;)i —ez;); + epy
=—2;¥i t epa;
= —Pai T ePai (4.27)

(o fodw = (zayi —pade —z(vie — )
= Z;yi€ — pai€ — Zpyie + 23
= —piie + 2y
= —Pai€ + Pai (4.28)

Yukarida (4.22) ile verilen islemlerden goriildiigii gibi (fs, f3),, asikardur.
(4.21), (4.23)-(4.28) ile verilen islemlere bakildiginda ise asikar olmadifi gériiliir.
Dolayisiyla (4.3) ile verilen siralama goz ontinde bulundurularak (fs, fo)w,> (fer f5) ws
(F7: fodw> (7. fedws (e f2dws (o, fodw ve (fo, f5)w den sirasiyla fi4 = Yi¥j = ViPaj»
fir =Pl — P> fiz = 2P — ParYi > fiz = ZaZy —PuzZy s fra = €Pu —Pas
fis = epai — Pai Ve fig = pai€ — pa; biciminde bagintilar elde edilir ve Grobner-

Shirshov tabana eklenir.

Simdi.burada elde edilen yeni bagintilarin (4.10)-(4.16), kendi aralarinda olan
ve bunlarin (4.4)-(4.9) ile olan kesisim kompozisyonlarini kontrol edelim.
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Tablo 4.2: (4.10)-(4.16) ile verilen bagmtilarin kendi aralarinda ve
(4.4)-(4.9) ile olan kesisim kompozisyonlar1 ve bu kesisim
kompozisyonlarinin kesisim belirsizleri

inj w inj w
(4.10) n (4.10) Yiyjyj' (411) n (4.6) p1iey;
(4.11) N (4.14) | pyepa | (411) N (4.8) D1i€Z3
(4.11) n (4.15) | pyepyyr | (4.12) N (4.4) Z3p1iU
(412) n (4.11) | zipqyie (4.13) n (4.7) Z3Zye
(4.13) N (4.12) | zyzypy | (413) N (4.9) Z3Zy1Y;
(415) n (4.16) | epy;e (4.14) n (4.4) ep
(4.16) N (4.14) | paepyr, | (4.15) N (4.4) epil
(4.16) N (4.15) | puepyyr | (416)N(4.6) | paey;
(4.10) n (4.5) yiyje (416) N (4.8) | paezy

Yukaridaki Tablo 4.2 de 6zetlendigi sekilde (4.10)-(4.16) min kendi aralarinda
olan kesisim kompozisyonlarina bakildifinda hepsinin asikar oldugunu agagidaki

gibi gosterelim:

(fio frodw = Oy — Yip1j)yy — vy — ¥ibyj)
= YiYi¥Yj — YiP1¥jr — Yi ¥i¥i' T YiViPyj
= =YiP1jYjr T YiViP1j

4.29
= =YiP1jP1j’ + YiP1P1j’ = 0. (4.29)

(fiv fisdw = (P1ie — P1)Pa1 — Pri(epar — Pa1)
= p1i€Pa1 — P1iPa1 — P1i€Par + P1iPa1 = 0. (4.30)

(fiv fis)w = (P18 — P1)Pai — P1i(epr — pa)
= P1i€Pai — P1iPai — P1i€Pai + P1iPai = 0. (4.31)

(fiz fidw = @p1i — Paayide — zi(piie — p1i)
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= Z)P1i€ — Pa1Yi€ — ZaP1i€ T+ ZP1i
= —paiYie + ZyPai
= —pa1Yi + P11y = 0.

(fiz fizdw = @zy — paazy)pai — 22 (20 p1i — Parayi)
= Z3ZyP1i — PaZa'Pii — ZaZyPi + ZDa1Yi
= —Pa1ZyPai + 2Py 1Yi
= —PaPy1Yi + 2Py 1Yi
= —PmP1Yi t PuPa1Yi = 0.

(fis: fie)w = (epai —paide —e(prie — pu)
= epyie — Paie — epaie + epy;
= —paie + epy;

= —pai +pa =0.

(fie: fiadw = (Pri€ — Pa)Par — Pai(epar — Pas)
= Pai€Pa1 — PaiPa1 — Pai€Px1 + PaiPn = 0.

(fie fis)w = (Paie —PadPai — Pai(epai — pai)
= pai€Pai — PaiPai — Pri€Pai + Paibai = 0.

(fiofsdw = O’in = yiplj)e - J’i(;Vje - J’j)
=yiyje —yipije — Yi yje + ¥iy;
= =Yipije + Yiy;
= —YiP1j + ¥ip1j = 0.

(fivfedw = (Prie —p1)Yi — Pi(€yi — pu)
= D1i€Yi — P1iYi — P1i€Yi T P1iPui
= —P1iYi + P1iPui
= —P1iP1i + P1iP1i = 0.
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(flll fB)W

(frz: fdw

(frz: fw

(f131 f9)w

(fl4i ﬁl—)w

(fis: fdw

= (p1ie — p11)zy — r1i(ezy — z3)

= P1i€Z3 — P1iZy — P1i€Zy + P1iZ2a = 0.

= (z3p1i — Parydu — 23 (u — v)
= D1l — PaYikk — Zau + Z3v
= —puyiut+ v

= —puPul +puv

=—puut+puv=0.

= (zazy — pa1zyr)e — zy(zyre — pa1)
=Z)zZye —puzye —zzye + z;py
= —Parzye + z;p;14
= —paPa'1 + Za0y1

= —PuPy1+PuPy1 = 0.

= (Zazy — parza)yi — 22z yi — par)
=ZZyYi — PaZyYi — LZyYi t Zapy
= —ParZyYi T 2Py

= —PuPri t 2Py

= —paPri + Pabx; = 0.

= (epy1 —Pa)u —e(u—v)
=epulU —pulU —eutev
=eu—u—eu+ev
=-u+ev

=—u+4+v=0.

= (epai —pau—e(u—v)
= eppu — palt —eu +ev
=eu—u—eu-tev
=—u+ev

=—ut+v=0.

38

(4.39)

(4.40)
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(fie: fodw = (paie — pa)yj — Pri(ey; — pyj)
= pai€Yj — Pai¥j — Pai€Yj + Pajbij
= —pai¥j + PaiPij
= —PpaiP1j T PaiP1j = 0.

(4.45)
(fie: fodw = (Paze — pa)zy — pailezy — zyr)
= Pri€zZy — PaiZy — Dai€Zy + PajZy
= —pMer + PariZy = 0. (446)

Simdi de (4.4)-(4.9) ile (4.10)-(4.16) arasinda olan kesisim
kompozisyonlarint kontrol edelim. Asagidaki Tablo 4.3 de bu kesisim
kompozisyonlarindan gelen kesisim belirsizleri ve yeni olusan bagmtilar

Ozetlenmistir.

Tablo 4.3: (4.4)-(4.9) ile verilen bagntilarin (4.10)-(4.16) ile
olan  kesisim  kompozisyonlari, bu  kesigim
kompozisyonlarinin kesisim belirsizleri ve yeni olusan

bagmtilar
inj w yeni baginty
(4.4) N (4.11) | 1ipy;e asikar
(4.5) N (4.14) | yiepa1 asikar
(4.5) n (4.15) | y;epa; asikar

(4.6) N (4.10) | ey;y; | (417) puYj — P1iP1j
(4.7) N (4.14) | zzepyr4| (4.18) Zypyy — Pa1Pa'1
(4.7) N (4.15) | zzepy;| (4.19) z3par; — DA

(4.8) N (4.12) | ezypy; asikar
(4.8) N (4.13) | ezyzy asikar
(4.9) N (4.10) | zy;y; | (4.20) paYj — Paibaj
(4.4) N (4.16) | upye asikar
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Simdi Tablo 4.3 ile dzetledigimiz kesigim kompozisyonlarini ve elde edilen

yeni bagintilart gosterelim.

(fa fidw

(]Csr f14)w

s frsdw

(fer frodw

(7, fradw

(f?r flS)W

(fer frzdw

= (u—v)e—1i(pe — p1)
= ue — ve — iipy;e + tpy;
=ue—ve—ue+u
=-ve+tu

=—-v+u=0.

= (yie — y)pa1 — Yi(epu — pa1)

= YyiePi1 — YiPa1 — Yi€Pau + Yiba1 = 0.

= (yie — yi)pai — Yi(epy — pai)
= yiepa — YiPai — YiePai + Yibai = 0.

= (ey; = p1)y; — e(V1¥; — ¥iP1j)
= ey;y¥j — P1Yj — €Yiy; T eYiP1j
= —p1Yj + eYiP1j
= —P1iYj + P1iP1j

= (zze — Pa)pys — Zalepyrs — Pyr1)
= Zp€epyrq — ParPa'1 — ZaePy1 + Zabyq

= —PaPa'1 T Zabi1

= (zze — pa)pa: — za(epy; — pary)
= Zpepy; — PaPa'i — Zaepyi t+ Zapyi

= —PaPai T ZaPyi

= (ezy — z)p1i — e(Zap1i — Pa1Yi)
= eZ)P1i — ZaP1i — €ZaP1i t+ epaYi

= —Z3P1i T eP1Yi
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(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

4.51)

(4.52)




o = —puYi tPayi=0.

fa fisdw = (ezyx—z)zy — 9(2,12/1' — Da1Zy’)
= ezZyZyr — ZyZy — €Z3Zy + epyZy
=—ZZy +epuzy

= —pu1Zy +puzy = 0.

(fg.fm)w = (zyy; — pli)y'j = ZA(}’iJ’j — ¥ib1j)
= ZpYiY; — PaiYj — ZaYiYj + Z3YiDi;j
= —PaiYj T Z22YiP1j
= —PuiYj T PaiP1j

(fa fiedw = (w—v)e—1(pe —pu)
= ue — ve — lipy;e + Upy;

=ue—ve—ue+u

s

=—-ve+1u

Fn

=—v4+u=s0.

bagntilar elde edilir ve Grébner-Shirshov tabana eklenir.
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(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

Yukarida (4.47)-(4.49), (4.53), (4.54), (4.56) ile verilen islemlerden

gorildugi gibi (fy, fidws s fradws s, fisdws (Fe fr2dws (e fr3dw ve (fa, fie)w
agikardir. (4.50)-(4.52) ve (4.55) ile verilen islemlere bakildiginda ise asikar

olmadig goriliir. Dolayisiyla (4.3) ile verilen siralama g&z oniinde bulundurularak
e frodws> 7 fiddw s (7 fis)w ve (fo, fro)w dan swrasiyla fi7 = pyiy; — puibyj

fis = ZaPar1 — PaaPa'1 > fio = ZaPari — Paabari Ve fao = PaiYj — PaiP1j bi¢iminde

Simdi yine burada elde edilen yeni bagintilarin (4.17)-(4.20), kendi aralarinda

olan ve bunlarin (4.4)-(4.16) ile olan kesisim kompozisyonlarini kontrol edelim.




Tablo 4.4: (4.17)-(4.20) ile verilen bagntilarin kendi aralarinda olan ve
(4.4)-(4.16) ile olan kesisim kompozisyonlari ve bu kesisim
kompozisyonlarinin kesigim belirsizleri

inj w inj w
(4.4) n (4.17) upy;y; (418) N (44) | zpy1u
(4.4) n (4.20) upsy; (4.17) n (4.5) piiyje
(48) N (4.18) | ezypy, (419)Nn (4.4) | zpyu
(4.8) n (4.19) ez;py; | (415) N (4.20) | epuy;
(4.12) N (4.17) | zZpyy; | (419)N(4.16) | zpyie
(4.13) N (4.18) | zyzypyry | (4.19) N (4.20) 2Dy Y
(413) N (4.19) | zyzypyr; | (4.20) N (4.5) Paiyje
(4.17) n (4.10) | puyjyy | (4.20) N (4.10) | puy;yy

Benzer sekilde yukaridaki Tablo 4.4 de Gzetlendigi gibi (4.17)-(4.20) nin
kendi aralarinda olan ve bunlarin (4.4)-(4.16) ile olan kesisim kompozisyonlarina

bakildiginda hepsinin asikar oldugunu asagidaki gibi gosterelim:

(o fidw = @— V)J’j — U(p1iYj — P1iP1j)
= uyj — vyj — Upy;y; + UpyiP1j
= uyj — vy — uyj + upyipsj

= —vYy; + up;;

= —vp,j +up,; = 0. (7]
(o fadw = (u—v)y; — u(puy; — PaiP1j)

= uyj — vyj — upyy; + Upripsj

= uy; — vy; — uy; +upy;

= —Vy; + up;

= —vpyj +upy; = 0. (4.58)

(fa fiedw = (ezy — z)pyry — e(zipyr, — PA1PA’1)

= ez3Py'q1 — ZaPy'1 — €Z3Py'1 t ePaPa1
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= =Z3pPy'1 T ePaibas

= —PuPy1 +PuPr1 =0. (4.59)

(fao fidw = (ezy — z)par; — e(Zapyri — Paalai)
= ezZxpy; — LDy — eZaPy; t epabai
= —Z;py; +epubyi

= —paPyi + PPy = 0. (4.60)

(fiz findw = (@ap1i — pthi)J’j = ZA(Pnyj — P1iP1j)
= ZaP1iYj — PaYiYj — ZaP1iYj t ZaP1ibij
= —PaYiYj T ZAP1iP1j
= —paYiP1j + PaYiP1j = 0. (4.61)

(13 fiedw = (@azy — parza)pars — 22 (2yparrs — DaraParr1)
= ZAZyPar — PaZyPyis — ZaZyPay t Zabaribary
= —PaZyPa1 + ZPy1Pam

= —Puba1Pat1 + PuPy1Pars = 0. (4.62)

iz fiodw = (@azy — pazy)oyr — 2z o — Py aPars)
= ZAZyPary — PaiZarPari — ZaZy' Py t ZaDaaPai
= =PaZyPati + 2Py P

= —PaPa1Pa"; + Paalar1Pati = 0. (4.63)

(fis: 20dw = (epu — pa)y; — e(Paiyj — PaiP1j)
= epaiYj — PaiYj — €PxiYj T ePailij
= —PaiYj + epaibij

= —P1iP1j + PaiP1j = 0. (4.64)

(fiz fidw = (DY — P1iP1p)Yjr — Pui (Vi) = ¥jp1j')
= P1iY;Yj — P1P1jYjr — P1iYiYj + P1iYP1j
= —P1iP1jYj’ + P1iYiP1j
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= —P1iP1jP1j’ + P1iP1;P1j = 0.

(fisfdw = @pars —Parbr)u — 3 (u —v)
= APy U — PuPaid — U + Zv
= —puPyiU + Z3v

= —pu U +p1v =0.

(fiofdw = @pyi —papardu — 2 (u — v)
= 3Py — PPy i — Zju + 2y v
= —PaPaik + v

= —pnu+pv=0.

(finfsdw = (PliJ’j — P1ip1j)e — pu(yie — y;)
= P1iYj€ — P1iP1j€ — PuiYj€ + P1iYj
= —piiP1j€ + P1iYj
= —P1iP1j + P1iP1j = 0.

(fio fiedw = @pyi —paapyide — za(pyie — pyy)
= 23Dy i€ — PaiPa'i€ — ZaPa'ie t Zpy;
= —pubyi€ + Zpy;

= —pabai + PPy = 0.

(fro fz0dw = @pai — PPy — 2(PaniYj — Pa'iP1j)
= ZAPyiYj — Paba'iYj — ZaPaiYj t ZaPatiPij
= —DPuPa'iYj T ZaPa'iP1j
= —puPy'iP1j + PabaiP1j = 0.

(o fdw = B2y — papaj)e — pu(vie — )
= PaiYj€ — PaiP1je — PaiYj€ + PaiY;
= —PpuiP1ije t+ PuYj
= —paiP1j + PaiP1j = 0.
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(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)




e e

(f20 fidw = (Paiyj — PaiP1j)Yjr — Pai (VY — Yip1j)
= PaiYjYjr — PaiP1jYj — Pai¥;Yj' + DaiYiPaj’
= —PaiP1jYj' + Dai¥jP1j

4.72
= —paiP1jPijt + PaiP1P1j = 0. (2

Boylece goriiliiyor ki (4.2) ile verilen sunustan gelen bagintilar (4.4)-(4.9) ile
gerekli iglemler yapildiginda S Rees matris yarigrubunun Grébner-Shirshov tabani

(4.4)-(4.20) ile verilen bagintilardan olugmaktadir. m

Teorem 4.3.2 de i,j €[ — {1}, L, A" € A — {1} i¢in |pa1| = Ipy1| = lpuil =
|p1j| = 1 ve [pail, Ipy:l < 2 olarak kabul etmistik. Ancak bu esitsizligi py;, Py
kelimelerinin uzunluklarina gére genisletecek olursak sunusu (4.2) ile verilen Rees
matris yanigrubu § = M°[4; I, A; P] nin Grébner-Shirshov tabani Teorem 4.3.3 de

verildigi gibi olur.

4.3.3 Teorem: Sunusu (4.1) ile verilen A monoidi igin tanimlanan Rees
matris yarigrubu S = M°[4; I,A; P] nin sunusu (4.2) ile verildigi gibi olsun.
ij€I—{1}, LA €A1} i¢in Ipul=Ilpysl = lpul = [py| =1 ve Ipal,
|psil > 2 igin § Rees matris yanigrubunun (4.3) ile verilen siralamaya gore Gribner-

Shirshov tabani

Uu—y (4.73)
yie = Yi 4.74)
ey; — Pii (4.75)
Z3e — Pa (4.76)
ez —zj (4.77)

Pai—ZYi (4.78)
Yi¥j — YiP1j (4.79)
Pii€ — Paj (4.80)
Z)P1i — Pa1Yi (4.81)
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ZAZy — PuZy (4.82)
ePu — P (4.83)
P1iYj — P1iPij (4.84)
Z)Dy1 — PP (4.85)

bagintilarindan olugur.

Ispat: Teorem 4.3.2 de oldugu gibi (4.2) ile verilen sunustan gelen (4.73)-
(4.78) arasindaki bagntilarin kendi arasindaki kesisim kompozisyonlariin agikar
olup olmadifini kontrol etmemiz gerekir. Burada dikkat edilirse (4.4)-(4.8) ile
verilen bagmtilar ile (4.73)-(4.77) ile verilen bagintilar aymdir. Ayrica (4.9) ile
verilen baginti |py;|, [py;| > 2 i¢in (4.3) ile verilen siralamaya gore (4.78) bigiminde

degistirilmisgtir.

Buna gore bu bagintilardan elde edilen kesigim belirsizleri ve elde edilen yeni

bagintilar agagidaki Tablo 4.5 de verildigi gibidir.

Tablo 4.5: (4.73)-(4.78) ile verilen bagmntilarin kendi aralarinda
olan  kesisim kompozisyonlari, bu  kesisim
kompozisyonlarinin kesigim belirsizleri ve yeni olugan

bagintilar
inj w yeni baginti
(4.74) n (4.75) | yiey; | (4.79) yiyj — yip1j
(4.74) n (4.77) | yviezy asikar

(4.75) N (4.74) | ey;e | (4.80) pyje — py;
(4.76) N (4.75) | zzey; | (4.81) zypy; — ParYi
(4.76) N (4.77) | zzezy | (4.82) z32y — par 2y
(4.77) N (4.76) | ezze | (4.83) epss — pis
(4.78) N (4.73) | pau - asikar

Burada elde edilen kesisim kompozisyonlari bkz. Tablo 4.1 de verilen

kesisim kompozisyonlan ile aymidir. Dolayisiyla burada yapilacak olan iglemler
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(4.21)-(4.26) ile aynidir. Sadece degisen bagint: olan (4.78) in (4.73) ile olan kesisim

kompozisyonunun asikar oldugunu gosterelim.

(Fre fr3dw = (i — Zay)u —pi(u —v)

=pul— Zyiu—puu+puv =0.

Simdi burada elde edilen yeni bagintilarin (4.79)-(4.83), kendi aralarinda olan

ve bunlarin (4.73)-(4.78) ile olan kesisim kompozisyonlarini kontrol edelim.

Tablo 4.6: (4.79)-(4.83) ile verilen bagintilarin kendi aralarinda olan ve
(4.73)-(4.78) ile olan kesisim kompozisyonlarmni ve bu
kesisim kompozisyonlariin kesisim belirsizleri

inj w inj w

(479) n (4.79) | yiyjy; | (4.80) N (4.77) | piiezy
(4.80) N (4.83) | piiepas | (4.80) N (4.75) | piey;
(4.81) N (4.80) | zpye | (481)N(4.73) | zpyu
(4.82) N (4.81) | zzzypy; | (4.82) N (4.76) | zzye
(479 n (4.74) | yye | (483)n(4.73) | epuu
(4.82) N (4.81) | z3zyp1;

Yukaridaki Tablo 4.6 da 6zetlendigi sekilde (4.79)-(4.83) iin kendi aralarinda
olan kesisim kompozisyonlarina bakildiginda hepsinin agikar oldugu (4.29), (4.30),
(4.32), (4.33), (4.37)~(4.41), (4.43) islemlerinden rahatlikla gériilebilir.

Simdi de (4.79)-(4.83) ile (4.73)-(4.78) arasinda olan kesisim
kompozisyonlarim  kontrol edelim. Asagidaki Tablo 4.7 de bu kesisim
kompozisyonlarindan gelen kesisim belirsizleri ve yeni olugsan bagmtilar

Ozetlenmistir.
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Tablo 4.7: (4.73)<(4.78) ile verilen bagmtilarin (4.79)-(4.83) ile
olan kesisim kompozisyonlarmi, bu kesisim
kompozisyonlarinin kesisim belirsizleri ve yeni olusan

bagintilar
inj w yeni bagint
(4.73) n (4.80) | iipy;e asikar
(4.74) n (4.83) | yiepas asikar

(475)n (4.79) | eyiy; | (4.84) pyyj — Puibyj
(4.76) N (4.83) | zzepy4| (4.85) zypy'1 — PasPas
(4.77) N (4.81) | ezypy; asikar

(4.77) N (4.82) | ezzzy asikar

Tablo 4.7 ile 6zetledigimiz kesisim kompozisyonlarindan asikar olanlar ve
elde edilen yeni bagintilar (4.47), (4.48), (4.50), (4.51), (4.53) ve (4.54)

islemlerinden gériilebilir.

Simdi yine burada elde edilen yeni bagintilarin (4.84)-(4.85), kendi aralarinda

olan ve bunlarin (4.73)-(4.83) ile olan kesisim kompozisyonlarim kontrol edelim.

Tablo 4.8: (4.84)-(4.85) ile verilen bagmtilarin kendi aralarinda ve (4.73)-
(4.83) ile olan kesisim kompozisyonlari ve bu kesisim
kompozisyonlarinin kesisim belirsizleri

inj w inj w
(4.73) n (4.84) up4;y; (4.84) n (4.79) P1iYjy;’
(4.77) 0 (4.85) | ezypy, | (4.85) N (4.73) | zypyu
(4.81) N (4.84) | zpuy; | (4.84)Nn(4.74) | puyje
(4.82) N (4.85) | zazyrpyry

Benzer sekilde yukaridaki Tablo 4.8 de 6zetlendigi gibi (4.84)-(4.85) in kendi
aralarinda olan ve bunlarin (4.73)-(4.83) ile olan kesisim kompozisyonlarina
bakildiginda hepsinin asikar oldugu (4.57), (4.61), (4.62), (4.65), (4.66) ve (4.68)

islemlerinden kolaylikla goriilebilir.
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Boylece goriiliiyor ki (4.2) ile verilen sunugstan gelen bagmntilar (4.73)-(4.78)

ile gerekli islemler yapildiginda S Rees matris yarigrubunun Grébner-Shirshov
tabani (4.73)-(4.85) ile verilen bagintilardan olusmaktadir. m
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il

5.MONOIDLER ICIN GENELLESTIRILMIS BRUCK-
REILLY *-GENISLEMENIN GROBNER-SHIRSHOV
TABANLARININ BELIRLENMESI

51  Giris

Bruck-Reilly genislemeler ilk olarak 1958 de Richard Hubert Bruck [13]
tarafindan yarigruplar tizerine galigilmigtir. Daha sonra Norman R. Reilly [38] 1966
da bu yapiy1 gruplar iizerine, 1968 de B. P. Kochin [28] ise gruplarin sonlu dizisi
tizerine tagimustir. 1970 de ise Walter Douglas Munn [34] daha 6nce Bruck ve Reilly
nin ¢alistiklar1 konuyu keyfi bir monoidin geniglemesi haline getirmistir. Son yillarda
bir ¢ok &zelligi incelenen ve gitgide yarigrup teorinin en énemli konularindan biri
haline gelen Bruck-Reilly genislemeler giiniimiizde de bir ¢ok matematikgi
tarafindan ¢alisilmaktadir. Bu konuyla ilgili detayli bilgiye [13,28,34,38] gibi
kaynaklardan ulasilabilir. '

Tezin bu béliimiinde oncelikle Bruck-Reilly genislemeler tanitilmustir. Alt
Bélim 5.3 de genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemenin sunusu tarafimizdan
ortaya konmugtur. Daha sonra Alt b6lim 5.4 ile de bu bélimiin ana amaci olan
genellestirilmis  Bruck-Reilly  *-genislemenin = Grébner-Shirshov  tabaninin

hesaplanmasina yer verilmistir.

5.2  Bruck-Reilly Geniglemeler

Bu bolimde Bruck-Reilly genislemenin temel tamim ve 6&zelliklerine
deginilecektir. Bu konuyla ilgili detayli bilgiye [13,24,28,34,38] kaynaklarindan

ulasilabilir.

5.2.1 Tanum: A bir monoid ve 8: A — A bir endomorfizma olsun. Buna gore

N° x A x N kiimesi iizerinde
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(m,a,n)(p,b,q) = (m—n+t, (a8 ™)(bO*P),q —p +1t)

islemi tanimlansin. Burada t = max(n, p) dir. N% x 4 X N° kiimesi yukarida verilen
islemle birlikte birim eleman (0, 14, 0) olan bir monoid olur ve bu monoid S(4, 8)

ile gosterilir.

Eger her a € A igin a8 = 1, ise S(A4, 8) Bruckun geniglemesine, A nin bir
grup olmasi durumunda ise Reillynin genislemesine sahip oluruz. Eger 6 nin
gOriintlisi A grubunun birimini igeriyorsa bu durumda genel Bruck-Reilly

genislemesini elde etmis oluruz.

5.2.2 Onerme[24]: X kiimesi A monoidi igin bir iirete¢ kiimesi olsun. Bu

durumda

{(0,x,0)|x e X3 U {(0,1,,1),(1,1,,0)}

kiimesi de S(4, 8) monoidi igin bir iireteg kiimesi olur.

5.2.3 Teorem [24]: A monoidi o, = (X|R) sunusu ile temsil edilsin ve

6: A = A bir endomorfizma olsun. Bu durumda S (4, &) monoidi

Ps = (X, y,zIR, yz = 1,yx = (x8)y, xz = z{(x0), xeX)

seklinde bir sunusa sahiptir.
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A

5.3  Genellestirilmis Bruck-Reilly *-Genislemeler

Tezin bu Dbélimiinde genellestirilmis  Bruck-Reilly *-genislemesi
tanimlanarak sunusu Teorem 5.3.3 ile tarafimizdan ortaya konmus olup “Algebra

Colloquium” dergisinde yayimlanmistir [27].

5.3.1 Tammm: T, Hj ile birlikte bir monoid olsun &yle ki H;-smifi T nin birimi
1r yi igersin. Ayrica 8 ve ¥, T den H; a birer homomorfizma olsun. u € H, olmak

lizere 4.,

x - uxu~! dyle ki yd, = By (5.1)

olarak tanimli H{ 1n bir i¢ otomorfizmasi olsun. Bu durumda S = N® x N® x T x

N? x N°, bir yarigurubun igine asagidaki gibi tammlansin:

(m,n,v,p,q)(m',n',v",p',q") =

f r I I
(m,n—p +max(p,n’), Wm¥EmIP) (v’ rAEIINY, p! — 0’ + max(p,n'),q"),

g=m
(m,n, v((W™ ' V)uP )y ™ 1BP),p,q' —m' +q), q>m'
(m—q+m',n, (W™ w@)u)y™ 9" W', p',q'), q<m' (52)

\

Burada ° ve y°, T nin birim déniisiimii olarak ve u°, T nin birimi 1, olarak
almmisgtir.  Yukarida (5.2) ile tammlanmis olan S = N°x N°x T x N? x N°
monoidi T nin f, ¥y morfizmalari ve u elemani ile belirlenmis genellestirilmis Bruck-
Reilly *-genislemesi olarak isimlendirilir. Bu monoid S = GBR*(T;B,y;u) ile

gosterilir ve birim elemam (0,0, 14, 0,0) dir.

5.3.2 Onerme: T bir monoid olmak {izere X, T nin iirete¢ kiimesi olsun. Bu

durumda
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{(0,0,x,0,0):x € X} U (0,1,1;,0,0) U
(1,0,17,0,0) u (0,0,14,1,0) U (0,0,1,0,1) (5.3)
kiimesi (5.2) ile tanimlanan § = GBR*(T; f8,y; u) monoid i¢in bir tirete¢ kiimesidir.

Ispat: Ispat icin v, v,, v, € T ve m;,n;, p;, q; € N°(1 < i < 2) igin asagidaki

esitliklerini gostermek yeterlidir.

(0,0,v,,0,0)(0,0, v,,0,0) = (0,0, v,v,,0,0) (5.4)
(my,0,17,0,0)(my, 0,17,0,0) = (m; + my, 0,1,0,0) (5.5)

(0,74, 17,0,0)(0,75, 17,0,0) = (0,7, + 1y, 17, 0,0) (5.6)

(0,0, 17,p1,0)(0,0, 1, p5,0) = (0,0, 17,py + 3, 0) (5.7)
(0,0,17,0,94)(0,0,17,0, ;) = (0,0,17,0,q; + q2) (5-8)
(m4,0,17,0,0)(0,ny, 15,0,0) = (my,ny, 17,0,0) (5-9)
(0,0,17,p4,0)(0,0,17,0,g2) = (0,0, 11, p1,92) (5-10)
(my,n3,17,0,0)(0,0,v,0,0)(0,0, 17,1, g2) = (my,15,v,p1,q2). G.11)

Yukarida (5.4)-(5.11) ile verilen esitliklerden goriildigii gibi (5.3) ile verilen
kiime (5.2) ile verilen S = GBR*(T; B,y; u) monoidi i¢in bir iireteg kiimesidir. m

5.3.3 Teorem: T bir monoid olmak iizere sunusu £, = (X|R) olsun. Ayrica
B,y dontstimleri T den Hy a birer homomorfizma olsun. Bu durumda (5.2) ile
tanimlanan ve {rete¢ kiimesi (5.3) ile belirlenen S = GBR*(T; 8, y; w) monoidinin

sunusu, x € X i¢in

os=(X,y.z,a,b | R (5.12)
yz=1ba=1, (2:13)
yx = (xy)y, xz = z(xy), (5.14)
bx = (xB)b,xa = a(xf), (5.1%)
yb=uy,ya=uly, (5.16)
bz = gt az'=24™) (5.17)

53




big¢imindedir.

Ispat: X U {y,z, a,b} kiimesini Y ile ifade edelim. ¢:Y* - GBR*(T; B, v; u)
homomorfizmasini asagidaki sekilde tanimlayalim;

xp = (0,0,%,0,0) yp=(00,17,01) z¢ = (1,0,15,0,0),
ap = (0,1,17,0,0) b = (0,0,1,,1,0). (5.18)

Onerme 5.3.2 ye gore, ¢ bir epimorfizmadir. Simdi GBR*(T;f,y; 1) nin
(5.12)-(5.17) ile verilen bagintilar1 saglayip saglamadigini kontrol edelim. (5.12) ile
verilen R bagmtilart T monoidini sagladigma gére Onerme 5.3.2 ye gore
GBR*(T; B,v; u) yi de saglar. Bu durumda diger bagmtilar1 x € X igin asagidaki gibi

kontrol edelim:

(0,0,17,0,1)(1,0,17,0,0) = (0,0, 17, 0,0),
(0,0,17,1,0)(0,1,17,0,0) = (0,0, 11, 0,0); (5.19)

(0,0,14,0,1)(0,0,x,0,0) = (0,0,xy, 0,1) = (0,0, xy,0,0)(0,0,1,0,1),
(0:01 X, 0,0)(1,0, 1Tl 0,0) = (110r x)’; 0:0) = (1:01 11’: 0!0)(():0: x}’; 0:0): (520)

(0,0,17,1,0)(0,0,x,0,0) = (0,0,x8, 1,0) = (0,0, x8,0,0)(0,0, 17,1,0),
(0,0,%,0,0)(0,1,17,0,0) = (0,1,x8,0,0) = (0,1, 17,0,0)(0,0,x8,0,0);  (5.21)

(0,0,14,0,1)(0,0,14,1,0) = (0,0,,0,1) = (0,0,,0,0)(0,0,1,0,1),
(0,0,17,0,1)(0,1,1,0,0) = (0,0,u™%,0,1) = (0,0,47%,0,0)(0,0,17,0,1); (5.22)

(0,0,17,1,0)(1,0,17,0,0) = (1,0,1,0,0) = (1,0, 15, 0,0)(0,0,, 0,0),
(0,1,17,0,0)(1,0,1,0,0) = (1,0,17%,0,0) = (1,0,17,0,0)(0,0,u™,0,0). (5.23)
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Buradan (5.18) ile verilen esitlikler géz oniine alindiginda (5.19) ile (5.13) te
verilen, (5.20) ile (5.14) te verilen, (5.21) ile (5.15) te verilen, (5.22) ile (5.16) da
verilen ve (5.23) ile de (5.17) de verilen bagintilara ulasildig1 goriiliir.

Ayrica ¢ epimorfizmasi, (5.12)-(5.17) ile M den GBR*(T;f,y; u) lizerine

tanimlanan ¢ epimorfizmasini gerektirir.

w herhangi bir kelime olmak iizere, M de herhangi bir bostan farkli w € Y*
kelimesi f(m,n,v,p,q) = z™a"vbPy9, m,n,p,q € N° ve v € X* bigiminde normal
forma sahiptir. Burada |w| =1ise x € X i¢inw = x = £(0,0,x,0,0) veyaw =y =
f£(0,0,14,0,1) veya w=z= f(1,0,17,0,0) veya w=a = f(0,1,11,0,0) veya
w=b = f(0,0,1,1,0) dir. Timevanimli olarak devam edecek olursak uzunlugu k
dan daha kiigiik olan her kelime formu f(m,n,v,p, q) ve |w| = k olan bir kelimeye
indirgenebilir. Dolayisiyla w kelimesi f(m,n,v,p,q)x, (x €X) veya f(m,n,v,
p,q)y veya f(m,n,v,p,q)a veya f(m,n,v,p,q)b bigimlerinden biri ile ifade
edilebilir. Bunu asagidaki sekilde gosterelim:

fm,n,v,p,@)x =z™a™vbPyix
= z"a"v((xy?)BP)bPy?
= f(m,n,v((xy)B"),p, 9);

fm,n,v,p,q)y =zma vbPyly
— zmanvbpyq+1

= f(m,n,v,p,q + 1);

fm,n,v,p,q)a = z™a"vbPyla

fm,nv(wy?™1)B"),p,q), q=1,
= f(mlnlvlp_llo)! q=01p21,
f(im,n+1,vB,0,0), g=p=0;

f(m,n,v,p,q)b =z™a"vbPy%b
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» [f (m,n, v((uy®HB?).p.q9), q=1,

f(m,n,v,p+ 1,0), q=0;

fm,n,v,p,q)z = z™a™vbPy9z

_{f(m:n:U:P:q—l); q21,
~ lf(m + 1,0,u™(vy)u?,0,0), q=0.

Son Olarak (f(mlJ ny, Yy, pl# ‘h))d’ = (mZJ My, V2, P2, QZ)¢ ise
(Zmlanlvlbplyq}.)qb — (szan?.vap?.yqz)(p

dir ve dolayisiyla (my,ny, v4, 1, q1) = (M3, Ny, V3,02, q,) dir. Burada vy, v, € X*
ve m;,n;,p;,q; EN® (1 <i<2). Sonug olarak T de v; = v, dir ve my =m,,
Ny = Ny, Py = P2 V& q1 = g, dir. GBR*(T; f,v; w) nin sunusunda R oldugundan M |
de v; = v, ve dolayisiyla z™a™ v, bP1y9t = z™2q™2p,bP2y9% dir. Buradan da ¢

birebirdir.m

5.3.4 Sonug: v, X* i¢inde herhangi bir kelime olsun. Her m,n € N° i¢in
GBR™(T; B,v;w)

ymv P (vym)ym, b?’lv — (vﬁﬂ.)bn’
vz™ = z™(vy™), va®™ = a™(vp"),
ymbn o (uym—l)nym’ yman — (u—l},m—l)nym,

bnzm — Zm(u},m—l)n’ anzm — Zm(u—lym—l)n,

bagintilarin1 ~ saglar. Sonug olarak her w € (X U (y,2za, b))* kelimesi
GBR*(T; B,v;u) iginde m,n,p,q € N° ve v € X* igin z™a™vbPy? formunda bir
kelimeye denktir.
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5.4  Monoidler icin Genellestirilmis Bruck-Reilly *-Genislemenin

Griobner-Shirshov Tabaninin Belirlenmesi

Tezin bu béliimiinde sunusu Alt Boliim 5.3 ile tarafimizdan ortaya konmus
olan genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemenin Grébner-Shirshov tabanini veren
Teorem 5.4.2 tarafimizdan ispatlanmis olup “Algebra Colloquium™ dergisinde

yayimlanmigtir [27].

5.4.1 Tanum: T bir monoid olmak iizere sunusu

or = (X|R) (5.24)

olsun. Ayrica R, T igin X" iizerinde <, deg-lex siralamaya goére bir Gr&bner-
Shirshov taban olsun. Burada R = {r; = v4,15, = vy,...,%, = V), } olmak iizere m
bir tam sayidir ve r; (i <m), f,, = 1; — v; polinomlarinin ilk terimleridir. Ayrica T
sunusu (5.24) ile verilen bir monoid ve #,y, T den H; a birer morfizma olmak iizere

S = GBR*(T; B,y; u) monoidinin sunusu Teorem 5.3.3 ile verildigi gibi olsun.

Simdi bu bsliimiin ana teoremini verebilmek igin (X U(y,za, b))* kiimesini

sozlik (lex) siralamasina gore asagidaki sekilde siralayalim;

y>b>x>a>z (x€X). (5.25)

Bu bolimiin ana teoreminde S = GBR*(T; B,y;u) genellestirilmis Bruck-
Reilly *-genislemenin (5.25) ile verilen siralamaya gére Grobner-Shirshov tabanini
hesaplarken xy, xf,u € X igin |xy| = |xB| = |u| = 1 olarak kabul ettik. Aynica bu
bolim boyunca 7, r kelimesinin son harfi harig, r, r kelimesinin ilk harfi harig

anlaminda kullanilmigtir.
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Simdi (5.25) ile verilen siralamaya gére § = GBR*(T; 8, y; u) genellestirilmis

Bruck-Reilly *-genislemenin Grébner-Shirshov tabanimi veren bu béliimiin ana

teoremini verebiliriz.

5.4.2 Teorem: Sunusu (5.24) ile verilen T monoidi igin tanimlanan
genellestirilmis Bruck-Reilly *-genisleme S = GBR*(T; ,y; u) nun sunusu Teorem
{ 5.3.3 ile verildigi gibi olsun. Bu durumda S genellestirilmis Bruck-Reilly *-

genislemenin (5.25) ile verilen siralamaya gére Grobner-Shirshov tabani

r—v (5.26)
yz—1 (5.27)
ba—1 (5.28)
yx — (xy)y (5.29)
bx — (xB)b (5.30)
xz =z(xy) (5.31}
xa— a(xp) (5.32)
vbh —uy (5.33)
ya—uly (5.34)
az —zu™t (5.35)
bz — zu (5.36)
bagintilarindan olugur.
Ispat: Grébner-Shirshov tabani belirleyebilmek igin (5.26)-(5.36) arasindaki
tim kesisim kompozisyonlarini kontrol edelim. Burada olusan tim kesisim
belirsizleri asagidaki Tablo 5.1 de gosterilmistir.
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Tablo 5.1:
aralarindaki tiim kesisim kompozisyonlart ve bu
kompozisyonlarin kesisim belirsizleri

(5.26)-(5.36)

ile wverilen bagmtilarin kendi

inj w inj w
(5.26) n(5.31) | rxz | (5.30)n(5.31) | bxz
(5.26) n (5.32) | rxa | (5.30) n(5.32) | bxa
(5.28) n (5.35) | baz | (5.32) n(5.35) | xaz
(5.29) n (5.26) | yxr | (5.33)n(5.28) | yba
(5.29) n(5.31) | yxz | (5.33) n(5.30) | ybx
(5.29) n (5.32) | yxa | (5.33)n(5.36) | ybz
(5.30) n (5.26) | bxr | (5.34)n(5.35) | yaz

(f261f31)w

(fZGJfBZ)W

asikar modiil oldugunu gosterelim.

= (r—v)z-1(xz — z(xy))

=1z — vZ —TxZ + Tz(xY)

=rz—vz—rz+71Z(xY)

= —vz + 7z(xy)

= —z(vy) +z(7y) (xy)
= —z(vy) +z(ry) = 0.

= (r—-v)a-r(xa—a(xB))

=ra—va—T7xa+71a(xp)

=ra—va—ra+ra(xf)

= —va +ra(xf)

= —a(vf) +a(@L)(xP)
=—ap) +a(rp) =0.
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(28 f3s)w = (ba—1)z —b(az — zu™)

= baz —z— baz + bzu™?

=—z+bzu™?

=—z+zuut=0.

(fa0. fasdw = (rx — p)y)r —y(r—v)
= yxr — (xp)yr —yr+yv
=—=(xy)yr+yv
=—(xn) )y + (wr)y
=—(ry)y+ )y =0.

(fze fadw = (yx = (xy)y)z — y(xz — z(xy))
= yxz — (xy)yz — yxz + yz(xy)
= —(xy)yz +yz(xy) = 0.

(fz0. f32)w = (yx — (xy)y)a—y(xa— a(xp))
= yxa — (xy)ya —yxa + ya(xf)
= —(xy)ya+ ya(xp)
= —(pu "y + uly(xp)
= —(uy + u ™ ((xB)Y)y
(5.1) ile verilen tanima gore
= —(uy + u (A
= —(xy)uly +uu(xy)uly = 0.

(fs0, f26dw = (bx — (xB)b)r — b(r —v)
= bxr — (xB)br — br + bv
= —(xf)br + bv
=—(xB)(B)b + (vB)b
=—(rp)b+ (vB)b = 0.
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(3o, f31dw

(30, f32)w

(faz fos)w

(f33, f28)w

(f331f30)w

= (bx — (xB)b)z — b(xz — z(xy))
= bxz — (xf)bz — bxz + bz(xy)
= —(xf)bz + bz(xy)

= —(xB)zu + zu(xy)

= —z((xB)y)u + zu(xy)

(5.1) ile verilen tanima gére

= —z((xy)Au + zu(xy)

= —zu(xy)u*u + zu(xy) = 0.

= (bx — (xp)b)a - b(xa — a(xp))
= bxa — (xf)ba — bxa + ba(xf3)
= —(xB)ba + ba(xf) = 0.

= (xa — a(xB))z — x(az — zu™)

= xaz — a(xf)z — xaz + xzu™*

= —az((xf)y) + z(xy)u™

(5.1) ile verilen tanima gore

= —az((xy)Ay) + z(xy)u™?

= —azu(xy)u™* + z(xy)u™?

= —zu ' u(xut + z(xy)ut = 0.

= (yb —uy)a — y(ba — 1)
= yba —uya —yba +y
=-uya-+y
=—uuly+y=0.

= (yb — uy)x — y(bx — (xB)b)
= ybx — uyx —ybx + y(x)b

= —uyx + y(xp)b
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e

= —uyx + ((xf)y)yb

= —u(xy)y + ((xB)y)uy

(5.1) ile verilen tanima gére

= —u(xy)y + ((xy) )y

= —u(xy)y + u(xy)u'uy = 0.

(f33. fze)w = (yb —uy)z — y(bz — zu)
= ybz —uyz —ybz + yzu
=—-uyz+yzu = 0.

(o fashw = (va—uy)z-ylaz—zu™)
=yaz —u 'yz — yaz + yzu!

= —ulyz+yzut = 0.

Boylelikle (5.26)-(5.36) arasindaki bagmtilarin sunusu Teorem 5.3.3 ile
verilen genellestirilmis Bruck-Reilly *-genisleme S = GBR*(T;B,y;u) igin bir
Grobner-Shirshov taban belirttigini gostermis oluruz. m
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde elde edilen yeni sonuglar tezin ikinci, tigiincii, dérdiincii ve besinci

boliimlerinde yer almaktadir. Bu sonuglar asagida kisaca dzetlenmistir.

Ikinci boliimde monoidlerin graf ¢arpimu i¢in belirledigimiz siralamaya gore
Grobner-Shirshov taban hesaplanmistir. Bu tabana bagli olarak monoidlerin

Grobner-Shirshov garpimu i¢in normal form verilmistir.

Ugiincii bélimde monoidlerin Schiitzenberger ¢arpimi igin belirledigimiz
siralamaya gore Grébner-Shirshov taban hesaplanmistir. Bu tabana bagli olarak

monoidlerin Schiitzenberger ¢arpimi i¢in normal form verilmistir.

Dérdiincii boliimde Rees matris yarigruplan i¢in belirledi§imiz siralamaya

g6re Grobner-Shirshov taban hesaplanmigtir.

Besinci boliimde ise genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemeler tammlanip
sunusu verilmistir. Ardindan genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemeler igin

belirledigimiz siralamaya gore Grobner-Shirshov taban hesaplanmustir.
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