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BALIKESİR ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

(TEZ DANIŞMANI: PROF. DR SEBAHATTİN İKİKARDEŞ) 

 

BALIKESİR,  NİSAN - 2019 

 

Bu tezde düzensiz asallar üzerine yapılan araştırmalar ve bulgular taranmış 

elde edilen bilgiler düzenlenmiştir. Düzenlenen bilgiler ışığında düzensiz asallar 

ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 

Giriş bölümünde düzensiz asallar ile ilgili yapılan çalışmalardan kısaca 

bahsedilmiştir. Tezin ilk bölümünde temel olarak kullanılacak tanım ve teoremler 

verilmiş gerekli görülen durumlarda örneklendirmeler yapılmıştır. 

İkinci bölümde Bernoulli sayılarının özellikleri ve Bernoulli sayıları ile 

ilgili tanım ve teoremler verilmiş, Bernoulli sayılarının arasındaki ilişkiler 

verilmiştir. 

Üçüncü bölümde düzensiz asallar ile ilgili tanımlar teoremler ile elde 

edilen bilgiler ve düzensiz asalların Bernoulli sayıları ve dairesel cisimlerle ilişkisi 

verilmiş bu bilgiler düzenlenmiştir. 

Sonuç bölümünde günümüze kadar düzensiz asallar ile ilgi yapılan 

araştırmaların sonucunda düzensiz asalların tanımı ile ilgili yeni tanımlamalar 

yapılmıştır. 

ANAHTAR KELİMELER: Bernoulli sayıları, Düzensiz asallar, Riemann Zeta 

fonksiyonu, Dairesel cisimler. 
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ABSTRACT 

ON IRREGULAR PRIMES  

MSC THESIS 

MEVLÜT ÇELİK 

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 

 

(SUPERVISOR: PROF. DR SEBAHATTİN İKİKARDEŞ ) 

 

BALIKESİR,  APRIL 2019 

 

In this thesis , the researches and evidences about irregular prime numbers  

are scanned and the obtained data is composed. Under the enlightenment of this 

composition, some results are given related to the irregular prime numbers. 

In the introduction part; the studies on irregular prime numbers are 

mentioned shortly. In  the first part of the thesis, the principal explanations and 

theorems that will  be use dare given  and are sampled when necessary. 

In the second part; the specifications of Bernoulli numbers, the definitions 

and theorems of the Bernoulli numbers are given and the correlations among 

Bernoulli numbers are stated. 

In the third part; the definions about irregular primes, the data obtained 

through the theorems and the correlation of irregular primes  between Bernoulli 

numbers and the cyclotomic fields are mentioned  and this informational data is 

editted. 

In the conclusion part; New definitions are given about the irregular 

primes as a result of the studies  that have been conducted on the matter so far. 

KEYWORDS: Bernoulli numbers, Irregular primes, Riemann Zeta function, 

Cyclotomic fields. 
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1. GİRİŞ 

1’den n’ye kadar olan pozitif tamsayıların k’ıncı kuvvetlerinin toplamı kuvvet 

toplam problemi olarak bilinir. Kuvvet toplam problemi birçok matematikçinin 

ilgisini çekmiş ve ilk kez İngiliz matematikçi Thomas Hariot (1560-1621) kuvvet 

toplamı probleminde k=4 için bir formül vermiştir. İsviçreli matematikçi Jacob 

Bernoulli (1654-1705) kendi ismi ile anılan Bernoulli sayı dizisini kullanarak kuvvet 

toplam problemini çözmüş ve bu problem için bir formül vermiştir. Şimdilerde bu 

formül kullanılarak 1’den n’ye kadar olan pozitif tamsayıların k’ıncı kuvvetlerinin 

toplamı kolaylıkla hesaplanabilir. 

Kuvvet toplam problemi ile ortaya çıkan Bernoulli sayıları rasyonel sayı 

olması nedeniyle Bernoulli sayı dizisi diğer tam sayı dizilerinden farklılıklar gösterir. 

Özellikle Bernoulli sayılarının pay ve paydaları arasındaki ilişkiler ve nasıl bir 

düzende oldukları üzerine birçok inceleme yapılmıştır. Kummer bir p asalının 

Bernoulli sayılarının paylarını bölmesi veya bölmemesi durumundan yola çıkarak 

düzenli ve düzensiz asalları tanımlamıştır. Fermat’ın Son Teoremi          

eşitliğinin   düzenli asalları için sağlamadığını göstermiştir [1]. 

Fermat (1601-1665) 17. yüzyılda          denkleminin     için 

pozitif tamsayı çözümünün olmadığını öne sürmüştür. Yaklaşık 350 yıl düşünülen ve 

üzerinde çalışılan bu eşitlik 1987'de Taniyama-Shimura Konjektürü'nün Fermat'ın 

Son Teoremi'ni gerektirdiği kanıtlandıktan sonra, 1994'te Andrew Wiles'in bu 

konjektürü ispatlamasıyla Fermat'ın son teoremi de ispatlanmıştır. Bu Teorem 

üzerinde yapılan çalışmalar sayılar teorisinin ve matematik dünyasının gelişmesine 

önemli katkıda bulunmuştur. Kummer’ın (1810-1893) Fermat’ın son teoremi 

üzerindeki çalışmalarından bu yana sayılar teorisi birçok matematikçi için büyük bir 

ilgi alanı olmuştur. Asal sayılar, cebirsel sayı cisimleri ve özellikle de kuadratik sayı 

cisimleri üzerinde o tarihlerden bu yana epeyce çalışmalar yapılmış ve gelişmeler 
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oluşmuştur. Kuadratik sayı cisimleri Kummer, Dedekind (1831-1916) ve birçok 

matematikçi tarafından yapılan çalışmalar neticesinde daha yüksek dereceli sayı 

cisimlerine genişletilmiştir. Onların başarılı çalışmaları matematiğin önemli 

branşlarından olan cebirsel sayılar teorisinin temelini de oluşturmuştur. Kummer’ın 

cebirsel sayı cisimleri ile ilgili çalışmaları onun Fermat’ın son teoremi üzerindeki en 

başarılı sonuçları elde etmesinde rol oynamıştır öyle ki, onun kullandığı metotlar 

modern matematiğin yapıtaşları haline gelmiştir.  

İşte bu çalışmalar yapılırken asal sayılar yine ön planda olmuştur. Fermat’ın 

son teoremini ispatlamaya çalışanlardan Kummer asal sayıların sınıflandırılması ile 

karşı karşıya kalmış ve asal sayıları düzenli ve düzensiz olarak sınıflandırmıştır. 

Onun çalışmaları ardından asal sayıların sınıflandırılması üzerine birçok çalışma 

yapılmıştır. 

Düzenli asalların sonsuz sayıda olup olmadığı bilinemese de düzensiz 

asalların sonsuz çoklukta olduklarını ilk olarak 1915 de Jensen tarafından 

kanıtlanmıştır. Jensen sonsuz sayıda düzensiz asalın   modunda   denk olduğu yani 

            formunda olduğunu kanıtlamıştır [2]. Bundan yaklaşık olarak 40 

yıl sonra 1954'te Carlitz daha basit bir ispatla düzensiz asalların sonsuz sayıda 

olduğunu ispatlamıştır [3].  

1974 yılında yapılan çalışmalarda Johnson        biçimindeki herhangi 

bir düzensiz asalın karesinin sonsuz çoklukta Bernoulli sayısının payını böldüğünü 

kanıtlamıştır [4]. 1975 yılında ise Samuel;          biçimindeki düzensiz asalları 

tablosunu verip asal sayılar içindeki yoğunluğunu araştırmıştır [5]. 

Buhler, Crandall ve Sompolski daha önceki çalışmalardan da yararlanarak 

1992 yılında bir milyona kadar düzensiz asalları ve düzensiz çiftleri elde etmişlerdir 

[6]. 

Buhler, Crandall, Ernvall ve Metsänkylä 1993 yılında dört milyona kadar 

olan düzensiz asalları bulmuşlardır [7]. 

En son 2011 yılındaki çalışmaları ile Buhler ve Harvey daha önce yapılan 

Kummer-Vandiver araştırmalarından yararlanarak             kadar olan düzensiz 

asalları belirlemişlerdir [8]. 
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Düzensiz asalları elde etmek için genellikle bilgisayar programları ile 

incelemeler yapılmıştır. Bernoulli sayılarının paylarının asal bölenlerini şu anki 

yazılımlarla görmek önceki yıllara göre daha da kolaydır. Dairesel cisimlerin sınıf 

numaralarını da bulmak yazılım olmadan çok zorlayıcı işlemler gerektiriyor olsa da 

bilgisayar yazılımları bu konuda bize yardımcı olmaktadır. 

Bu tezde düzensiz asallar üzerine yapılan araştırmalar ve bulgular taranmış 

elde edilen bilgi ve bulgular düzenlenmiştir. Düzenlenen bilgiler ışığında düzensiz 

asallar ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir.  

Tezin ilk bölümünde kullanılacak tanım ve teoremler verilmiş gerekli görülen 

durumlarda örneklendirmeler yapılmıştır. 

İkinci bölümde Bernoulli sayılarının özellikleri ve Bernoulli sayıları ile ilgili 

tanım ve teoremler verilmiş, Bernoulli sayılarının arasındaki ilişkiler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde düzensiz asallar ile ilgili tanımlar teoremler ile elde edilen 

bilgiler ve düzensiz asalların Bernoulli sayıları ve dairesel cisimlerle ilişkisi verilmiş 

olup bu bilgiler düzenlenmiştir. 

Sonuç bölümünde günümüze kadar düzensiz asallar ile ilgi yapılan 

araştırmaların sonucunda düzensiz asallar ile ilgili yeni tanımlamalar yapılmıştır. 
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2. ÖN BİLGİLER 

2.1 Bernoulli Sayıları 

Bu bölümde daha sonra kullanacağımız bazı tanım ve teoremlere yer 

verilecektir. 

2.1.1 Tanım: f         fonksiyonu ve      noktası verilmiş olsun. 

Eğer f fonksiyonu    noktasının belli bir komşuluğundaki her noktada 

diferansiyellenebiliyor ise   fonksiyonuna    noktasında analitiktir denir [9]. 

2.1.2 Teorem: f fonksiyonu    noktasında analitik ise   fonksiyonunun    

noktasını belli bir komşuluğundaki   noktasında, 

 ( )  ∑   (    )
 

 

   

 

                      ∑
 ( )(  )

  
(    )

 

 

   

 

biçiminde Taylor seri açılımına sahiptir [9]. 

2.1.3 Tanım:  ( )  ∑   
  

  
 
    ve  ( )  ∑   

  

  
 
    iki kuvvet serisi 

olmak üzere bu kuvvet serilerinin çarpımı 

 ( )  (∑   

  

  

 

   

)(∑   

  

  

 

   

) 
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                   ∑ (∑       

  

  (   ) 

 

   

)

 

   

 

şeklindedir. Bu çarpıma Cauchy çarpımı denir [9]. 

2.1.4 Tanım:   ( )    için; 

 ( )  ∑
 

  

 

   

 

şeklinde tanımlanan fonksiyona Riemann Zeta fonksiyonu denir [10]. 

2.1.5 Teorem:   ( )    olmak üzere Riemann Zeta fonksiyonu  

 ( )  ∏ (     )  

 
         

 

şeklinde Euler çarpımına sahiptir [11,12,13]. 

 ( )  ( )  ( ) değerlerinin bazıları Bernoulli sayıları kullanılarak 

hesaplanabilir. Örneğin;  

 ( )  
  

 
 ,  ( )                ( )  

  

  
  olarak hesaplanmıştır [13]. 

Riemann Zeta fonksiyonun bazı değerleri özel sayı kümelerinin bulunduğu 

sayı kümesi içindeki yoğunlunu ifade eder. 
 

 ( )
 

 

  
  sayısı squarefree sayılarının 

tamsayılar kümesi içindeki yoğunluğunu ifade eder [14]. 

2.1.6 Tanım :  ( )  
 

    
 fonksiyonu için | |       olmak üzere      

civarında Taylor seri açılımı; 

 

    
 ∑   

  

  

 

   

 

şeklindedir.                   sayılarına Bernoulli sayıları denir [1]. 
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Burada Taylor seri açılımı fonksiyonun tanımlı olmadığı     noktasında 

limit olarak, 

   
   

 
 

    
   

tanımlanmıştır. 

2.1.7 Teorem :     . Bernoulli sayısı olmak üzere aşağıdaki eşitlikler 

doğrudur. 

( )        ∑
    (  )    

(  ) 
              ,    -

 

   

 

( )     ( )  ∑(  ) 
    (  )    

(  ) 

 

   

       ,    - 

( )      ( )  ∑
    (    )(  )    

(  ) 
   | |  

 

 

 

   

 

( )     ( )  ∑(  ) 
    (    )(  )    

(  ) 
    

 

   

| |  
 

 
 

   ( )       ( )    |   ( ) |     |   ( )|    |   ( )| fonksiyonlarının seri 

açılımında da Bernoulli sayıları vardır [15]. 

2.1.8 Teorem:    sayıları arasında aşağıdaki eşitlik vardır. 

∑ .
 
 
/     

 

   

 

İspat:  

    

    
 

 

    
   (∑   

  

  

 

   

)(∑
  

  

 

   

) 

Cauchy çarpımından, 
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 (∑   

  

  

 

   

)(∑
  

  

 

   

)  ∑ (∑   

  

  (   ) 

 

   

)

 

   

 

  ∑   

  

  

 

   

 ∑ (∑   

  

  (   ) 

 

   

)

 

   

 

        ∑ (∑   

  

  (   ) 

 

   

)

 

   

 ∑   

  

  

 

   

 

  ∑ (∑   

  

  (   ) 
   

  

  

 

   

)

 

   

 

       ∑ (∑   

 

  (   ) 
   

 

  

 

   

)

 

   

   

     için z lerin kuvvetleri karşılaştırıldığında 

∑   

 

  (   ) 
   

 

  

 

   

   

∑   

 

  (   ) 
   

 

  

 

   

 

   ∑ .
 
 
/  

 

   

                (   ) 

bulunur [10,15]. 

Teorem 2.1.8 deki (   ) eşitliğini Conway ve Guy binom açılımı yardımı ile 

daha farklı bir şekilde ifade etmişlerdir. 

Bu eşitliği; 

   ∑ .
 
 
/  

 

   

 .
 
 
/   .

 
 
/   .

 
 
/     .

 
 
/   
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     için;    (   )  şeklinde düşünmüşlerdir [16]. 

Bu düşünce ile 

   (   )                    (   ) 

buradan da 

   ∑ .
 
 
/      

 

   

 ∑ .
 
 
/    

 

   

 

eşitliği elde edilir. 

Buradaki tüm kuvvetler indis olarak yazılırsa, 

   ∑ .
 
 
/  

 

   

 .
 
 
/   .

 
 
/   .

 
 
/    .

 
 
/   

eşitliği elde edilir. 

Şimdiye kadar verdiğimiz eşitlikleri kullanarak Bernoulli sayılarını 

hesaplayalım. 

 

    
 ∑   

  

  

 

   

 

 

    
 ∑   

  

  

 

   

   

  

  
   

  

  
   

Her iki tarafın       limitini alırsak, 

     

Benzer şekilde iki tarafın türevini alıp      limitini alırsak, 
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Sonucunu elde ederiz. Buradan sonra (2.2) eşitliğinde     alacak olursak 

   (   )  

açılımını yapar ve istediğimiz formu düşünürsek, 

                 

elde etmiş oluruz. Buradan da, 

   
 

 
 

olarak elde edilir. 

Genellersek             

   ∑ .
 
 
/

 

   

   

şeklindedir [9]. 

Buradan hesaplamalar yapılırsa, 

    ,     
 

 
,    

 

 
       

 

  
      

 

  
       

 

  
 ve     

 

  
 ..olarak 

bulunur. 

Bernoulli sayılarının pay ve paydalarının değerlerini düşünürsek, paylarını 

paydalarına göre değişkenliği onların algılanmasındaki zorluğu gözler önüne 

serecektir. Bu değişkenlik Şekil 2.1. görülebilir. 
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Şekil 2.1 : Bernoulli sayılarının pay ve paydaları. 

 

Burada  (   )  ,     Bernoulli sayısının payını ,  (   )  ,     Bernoulli 

sayısının paydasını göstermektedir. Bernoulli sayılarını algılamada zorlukları 

düşünerek bu sayı dizisi ile benzer özellikler içeren daha kolay anlaşılabilen sayı 

dizilerini incelemek kolaylık sağlayabilir. Bernoulli sayıları ile benzer yapılara sahip 

ama terimleri tamsayı olan sayı dizisi Euler sayı dizisi buna örnek olabilir.  

2.1.9 Tanım : *  +    Euler sayı dizisi şu şekilde tanımlanır, 

     ∑   

  

  
   

   

 

Taylor seri açılımındaki            sayılarına Euler sayıları (Secant sayıları) 

denir. Bu sayı dizisinin listesi A122045 bilinmektedir [17]. 

Bernoulli sayılarında da olduğu gibi     ,      ve        için 

     ve      dır. Fakat Bernoulli sayıları rasyonel sayı olmasına rağmen Euler 

sayılarının tamamı tamsayıdır [4]. 

2.1.10 Teorem:         ,      ve     için      dır. 

İspat: 

 ( )  
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olmak üzere; 

 

    
 ∑   

  

  

 

   

 

                          ∑   

  

  

 

   

   

  

  
   

  

  
 ∑   

  

  

 

   

 

            ∑   

  

  

 

   

   
 

 
 ∑   

  

  

 

   

 

∑   

  

  

 

   

 
 

 
   ∑   

  

  

 

   

 

      
 

    
 

 

 
   ∑   

  

  

 

   

 

 (
 

    
 

 

 
)    ∑   

  

  

 

   

 

        
 

 
(
    

    
)    ∑   

  

  

 

   

 

  
  

 

 

  
 

 

 

 
(
    

    
)    ∑   

  

  

 

   

 

 

 
(
 

 

    
 

 

 
 

    
 

 

)    ∑   

  

  

 

   

 

    ( )  
      

      
 

olduğundan, 
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    .
 

 
/  

 
 

    
 

 

 
 

    
 

 

 

eşitliği vardır. Bu iki eşitlikten dolayı, 

  ∑   

  

  

 

   

 
 

 
    .

 

 
/ 

yazılabilir. Burada  
 

 
    .

 

 
/ fonksiyonu çift fonksiyon olduğundan         dır 

[18]. 

2.1.11 Teorem:           olmak üzere; 

 (   )   
  

 
 

şeklinde negatif tamsayılar içinde Riemann Zeta fonksiyonu tanımlanmıştır [19]. 

Bu eşitlik Riemann Zeta fonksiyonu Tanım 2.1.4 de belirtilen   ( )    

şartından daha da geniş olarak negatif tamsayı içinde değerlerin bulunmasını 

sağlamıştır. 

2.1.12 Teorem:      olmak üzere; 

 (  )  (  )   (  )  

 (  ) 
         dir. 

İspat: Tanım 2.1.6 dan,  ( ) fonksiyonunu ele alırsak Teorem 2.1.7 (d) den 

   ( ) fonksiyonunun açılımını düşünelim. 

   ( )  ∑(  ) 
    (    )(  )    

(  ) 
    | |  

 

 

 

   

 

 ( )  
 

    
 

 

 
   ∑

  

  
  

 

   

 

olacak şekilde bir  ( ) fonksiyonu tanımlayalım.  ( )   (  ) olur.     olmak 

üzere         ve     için    (  )    elde edilmiş olur. 
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 ( )  
 

    
   

 

 
 ∑

  

  
  

 

   

   | |     

eşitliği elde edilmiş olur. 

       
 (   )

 
 

                

eşitliklerini de ele alarak istenilen eşitliği elde etmeye çalışalım. 

| |  
 

 
 | |   olmak üzere; 

∫     

 

 

 

    ∑
   (  ) (    )

(  ) 
∫      

 

 

 

        

 

   

 

       ∑
   (  ) (    )   

(  )   
     

 

   

 

elde edilir. 

∫      

 

 

 

    
    (   (

  

 
))

 
 

 

   (∏ (  
.
  

 
/
 

  (    ⁄ ) 
) 

   )

 
 

  ∑ ∑
(  )    

 

     

(    )  

 

   

 

   

 

 ∑
 

 
∑

     

(    )  
            (   )

 

   

 

   

 

şimdi ise bu eşitlikte Riemann Zeta fonksiyonu aramak olacaktır. 
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∑
 

(    )  
 ∑

 

   
 ∑

 

(  )  

 

   

 

   

 

   

 

eşitliği vardır ki buradan da; 

 (  )  (  
 

  
) ∑

 

(    )  
     (   )

 

   

 

olur ki (2.3) ve (2.4)  numaralı eşitliklerden; 

 (  )  (  )   
(  )  

 (  ) 
         

bulunur ki bu da ispatı tamamlamış olur [20]. 

Yukarıdaki teoremden ;  

    için 

          ( )  (  ) 
(  ) 

 ( ) 
        

 ( )  
   

 

 

 
 

  

 
 

    için 

 ( )  (  ) 
(  ) 

 ( ) 
        

    ( )   
  ( ) 

  

  

  
 

  

  
 

 

2.1.13 Teorem:   ve   sayısı bir pozitif tamsayı olsun. 

  ( )               (   )  
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olmak üzere; 

(   )  ( )  ∑ .
   

 
/

 

   

   
      

eşitliği vardır [21]. 

İspat:  ( )      fonksiyonunun     noktasında Taylor seri açılımını 

düşünelim. 

    ∑   
  

  

 

   

 

olmak üzere          (   ) değerlerini ayrı ayrı hesaplar ve toplam şeklinde 

yazarsak, 

∑     

   

   

∑ ∑   
  

  
 ∑

  

  
∑   

   

   

 

   

 

   

   

   

 

∑ (  ( )
  

  
)

 

   

              (   )  
     

    
 

eşitliğinde, 

     

    
 

     

 

 

    
 

yazarsak 

     

 

 

    
 ∑   

    

  
∑  

  

  

 

   

 

   

 

elde edilen eşitliklerden, 

∑ (  ( )
  

  
)

 

   

 ∑   
    

  
∑    

  

  

 

   

 

   

 



16 

∑ (  ( )
  

  
)

 

   

 ∑     
  

(   ) 
∑   

  

  

 

   

 

   

 

   li terimlerin katsayıları eşit olmalıdır. 

∑ (  ( )
  

  
)

 

   

 ∑ (∑   

  

  (     ) 

 

   

      )

 

   

 

  ( )
 

  
 ∑   

      

(     )   

 

   

 

Her iki tarafı da (   )  ile çarparsak, 

(   )   ( )
 

  
 ∑   

      

(     )   
(   ) 

 

   

 

(   )  ( )  ∑   

      

(     )   
(   ) 

 

   

 

(   )  ( )  ∑ .
   

 
/        

 

   

 

elde edilir. Buda ispatı tamamlar. 

2.1.14 Örnek: Bernoulli sayılarından yararlanarak 

                  

sonucunu bulalım. 

  ( )               (   )  

olduğundan         olacaktır. 

(   )  ( )  ∑ .
   

 
/
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eşitliğinden yararlanırsak           sayılarını kullanmamız yeterli olacaktır. 

                  
 

 
 ∑ .

 
 
/   

   

 

   

 

    
 

 
((

 

 
)   

  (
 

 
)   

  (
 

 
)    

  (
 

 
)   

  (
 

 
)   

  (
 

 
)    

  (
 

 
)   

 ) 

    
 

 
(    ( 

 

 
)      

 

 
     ( 

 

  
)    

 

  
  ) 

    
 

 
(               

  

 
   

 

 
) 

           

elde edilmiş olur. 

2.1.15 Örnek:   ( )               (   )  

olmak üzere; 

  ( )  
 

   
∑ .

   
 

/

 

   

   
      

eşitliklerini kullanalım. 

  (   )                  

olmak üzere     için 

             (   )            
 

 
∑ .

 
 
/

 

   

  (   )    

          
 

 
∑ .

 
 
/

 

   

  (   )    

                                                                
 

 
(.

 
 
/  (   )  .

 
 
/  (   )) 
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(    (   )   ( 

 

 
) (   )) 

                                        
 

 
((   )  (   )) 

                 
 

 
 (   ) 

elde edebiliriz. Benzer şekilde            formülleri elde edilmiştir.     için 

bakalım. 

  (   )                

        
 

 
∑ .

 
 
/

 

   

  (   )    

        
 

 
(.

 
 
/  (   )  .

 
 
/  (   )  .

 
 
/  (   )  .

 
 
/  (   )  .

 
 
/  (   ) ) 

         
 

 
(    (   )   ( 

 

 
) (   )    

 

 
(   )       (   )   ( 

 

  
) (   ) ) 

         
 

 
((   )  ( 

 

 
) (   )  

 

 
(   )  ( 

 

 
) (   )) 

          
 

 
((   )  ( 

 

 
) (   )  

 

 
(   )  ( 

 

 
) (   )) 

          
               

  
 

           
 (   )(    )(        )

  
 

  (   ) lerin toplam formüllerine bakıldığında   (   ) eşitinin paydası 

   in paydası ,    (   ) eşitinin paydası    paydasına eşittir. Sonuç olarak  

Bir Bernoulli sayısını    
  

  
  göstermek üzere; 

  (   )  
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eşittir. Jacop Bernoulli bu şekilde ardışık sayıların kuvvet toplamı problemini 

çözmüştür [21]. 

Bernoulli sayıları üzerine birçok eşitlik ve denklikler incelenmiş ve elde edilmiştir. . 

2.1.16 Teorem:     olmak üzere        (     ) denkliği vardır. 

İspat: Teorem 2.1.1 den dolayı, 

   ∑ .
 
 
/  

 

   

 

Burada   yerine    yazarsak, 

    ∑ .
  
 

/  

  

   

 

Buradan da, 

∑ .
    

 
/                      

  

   

 

.
    

 
/   .

    
 

/   .
    

 
/   ∑ .

    
 

/    .
    

  
/

   

   

    

İfadesi sıfıra eşit olmuş olur. Bu ifadede her tarafı 2 ile çarpalım ve (     ) de 

yazarsak; 

  (    )  
 

 
.
    

 
/  ∑ .

    
 

/      (    )    

   

   

    (    ) 

(    )        (    )   .
    

 
/      (    ) 

                       (     ) elde edilmiş olur [22]. 
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2.2 Cisim Genişlemesi 

2.2.1 Tanım:   bir cisim olsun.   ’de E cisminin alt cismi olsun. Bu durumda  

  cismine   cisminin cisim genişlemesi denir ve F    şeklinde gösterilir [23]. 

2.2.2 Örnek:       nin bir cisim genişlemesidir. 

2.2.3 Tanım:   bir cisim ve    ’nin bir cisim genişlemesi olsun.     

olmak üzere  , -’in sıfır polinomu olmayan  ( ) polinomu için  ( )     oluyorsa 

  ya   üzerinde cebirsel eleman denir [23]. 

2.2.4 Örnek:     ve  ( )        , - için  (  )    dır. O zaman 

  ,   üzerinde bir cebirsel elemandır. 

2.2.5 Tanım:   , bir   cisminin cisim genişlemesi olmak üzere. Eğer  ’nin 

her elemanı   üzerinde cebirsel ise   ye   ’nin cebirsel cisim genişlemesi denir [23]. 

2.2.6 Örnek:       için  ( )    olacak biçimde  ( )   , - 

bulunabileceğinden       nin bir cebirsel cisim genişlemesidir. 

2.2.7 Tanım: E, F cisminin cisim genişlemesi olsun. 

 ̅  *                                 + 

 ̅  kümesine F nin E içindeki cebirsel kapanışı denir [23]. 

2.2.8 Tanım: F bir cisim olmak üzere E, F’nin bir cebirsel genişlemesi olsun. 

      olmak üzere; 

   (   )     (   ) 

ise   ile    F üzerinde eşleniktir denir [23]. 

2.2.9 Tanım: (   ) ve (    ) iki grup olmak üzere        bir fonksiyon 

olsun. Eğer her        için, 

 (   )   ( )  ( ) 
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oluyorsa   ye bir homomorfizma denir [23]. 

2.2.10 Teorem:    ( ) ve      ( ) basit genişlemeler olsun. 

       

Bir cisim izomorfizması,  ( )     (   ) ve   ( ( ))     (    ) olsun. 

O halde bir 

       

cisim izomorfizması vardır ki ,  ( )     ve  |     dır [23]. 

2.2.11 Tanım: Teorem 2.2.10’daki      ,      ve     ise        

izomorfizması      ile gösterilir ve buna temel izomorfizma adı verilir [23]. 

2.2.12 Teorem :     ( ) , F’nin bir basit cebirsel genişlemesi olsun. 

 ( )     (   )  ve    ( ( ))    olmak üzere E nin F’yi sabit bırakan bir 

homomorfizması   ve  ( ) in E içinde bir kökü u ise        dir. Dolayısı ile  , 

E’nin otomorfizmasıdır.                        olmak üzere; 

            
         

    

için, 

 ( )            
         

    

dir [23]. 

2.2.13 Teorem: E bir cisim olsun. E’nin bütün otomorfizmalarının kümesi 

   ( )  ile gösterilmek üzere    ( )  bileşke işlemine göre bir gruptur. Aynı 

zamanda    ( ) ye E nin otomorfizma grubu denir [23]. 

 2.2.14 Tanım: E bir cisim F, E’nin bir alt cismi ve H ,    ( ) nin bir alt 

grubu olsun. E ’nin F yi sabit bırakan bütün otomorfizmaların kümesi  (  ⁄ ) ile ve 

E nin H tarafından sabit bırakılan elemanlarının kümeside    ile gösterilir. 
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 (  ⁄ )  *       ( )            ( )   + 

   *                 ( )    + 

dır. Ayrıca  (  ⁄ ) ya E ’nin F üzerindeki grubu da denir [23]. 

2.2.15 Tanım: F bir cisim  ( )   , - ,  ( )  mertebesi     olan bir 

polinom ve K , F’nin bir cisim genişlemesi eğer  ( ) ,  , -  içinde lineer 

çarpanlarına ayrılabiliyor ise başka bir deyişle     ve              olmak 

üzere; 

 ( )   (    )(    )  (    ) 

olarak yazılabiliyorsa  ( ), K üzerinde parçalanır denir. 

 ( )  K üzerinde parçalanır ama K’nın hiçbir öz alt cismi üzerinde 

parçalanamaz ise    (          ) cismine  ( ) in F üzerinde bir parçalanma 

cismi denir [23]. 

2.2.16 Örnek:   cismin üzerinde;  ( )       polinomunu ele alalım.   

bir cisim genişlemesi olmak üzere  ( )       içinde çarpanlara ayıralım. 

 ( )       (  √ 
 

)(  √ 
 

)(   √ 
 

)(   √ 
 

) 

K=  (√ 
 

  √ 
 

) cismine  ( ) in   üzerinde bir parçalanma cismidir. 

2.2.17 Teorem: F bir cisim  ( )   , - olsun.   ( ) ’in F üzerindeki bir 

parçalanma cismi K ve  ( ) ,  , - de bir indirgenemez polinom olsun. Eğer  ( )’in 

K içinde bir kökü varsa  ( ) , K üzerinde parçalanır denir [23]. 

2.2.18 Tanım: F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genişlemesi olsun. Eğer E 

içinde bir kökü olan   ( )   , - indirgenemez polinomu E üzerinde parçalanırsa E 

ye F’nin bir normal genişlemesi denir [23]. 

2.2.19 Tanım:  ( )   , - bir indirgenmez polinom olsun. Eğer  ( )’in F 

üzerindeki bir parçalanma cismi içindeki her kökü basit kök ise  ( ) polinomuna F 

üzerinde bir ayrılabilir polinom denir.  ( )    , - sabit olmayan bir polinom olsun. 
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Eğer  ( )’in her indirgenmez çarpanı F üzerinde ayrılabilir ise  ( ) polinomuna F 

üzerinde bir ayrılabilir polinom denir [23]. 

2.2.20 Tanım: F bir cisim E, F’nin bir cebirsel genişlemesi ve     olsun. 

Eğer    (   ) ayrılabilir ise u ya F üzerinde bir ayrılabilir eleman denir. Eğer E’nin 

her elemanı F üzerinde ayrılabilir ise E ye F’nin bir ayrılabilir cisim genişlemesi 

denir [23]. 

2.2.21 Tanım: F bir cisim  ve E , F’nin sonlu cisim genişlemesi olsun. Eğer 

E, F’nin bir ayrılabilir normal genişlemesi ise E ye F cisminin bir Galois genişlemesi 

ve G(  ⁄ ) grubuna da bu genişlemenin Galois Grubu denir [23]. 

2.2.22 Örnek:    üzerinde hiçbir elemanın karesi b olmasın.      

polinomunun   üzerindeki parçalanış cismine K diyelim. O halde      olacak 

şekilde     vardır. 

     (   )(   ) 

olduğundan     ( ) yazılabilir.    (  ⁄ )  için   ( )    veya  ( )     

olur. O halde  (  ⁄ )=*    + dir. 

2.2.23 Tanım: F bir cisim olmak üzere.        , - polinomu F üzerinde 

bir parçalanma cismine F’nin n. dairesel cisim genişlemesi denir [23]. 

2.2.24 Örnek:            denkleminin bir kökü olmak üzere  (  ) 

cismi   nun bir cebirsel genişlemesidir ve bu cisme   nun dairesel cisim 

genişlemesi denir. 

2.2.25 Tanım:   nun sonlu cebirsel genişlemelerine cebirsel sayı cisimleri 

denir [23]. 

2.2.26 Örnek:  (  ) dairesel cisim genişlemesi bir cebirsel sayı cismidir. 

2.2.27 Teorem:    , 1’in n. dereceden bir kökü olmak üzere; 

, (  )  -   ( )  
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dir.  (  )  {            
      ( )    

 ( )  
     } dir [23]. 

2.2.28 Örnek:      ,         denkleminin kökleri, 

       (   )        (   ) ,     

olmak üzere; 

      (
   

  
)      (

   

  
)              

olacağından 

       (
  

  
)      (

  

  
) 

, (   )  -   (  )     

 (   )  *              
          

        + 

2.2.29 Tanım:   değişmeli halka ve     olmak üzere.     ve  ( )    

olacak şekilde bir  ( )   , - monik polinomu mevcut ise  ’ya S üzerinde integral 

eleman denir [23].  

2.2.30 Örnek:  
 

 
   ,   üzerinde integral eleman değildir. √     ,   

üzerinde integral elemandır. 

2.2.31 Teorem: F bir cisim F’nin bir n. dairesel cisim genişlemesi E olmak 

üzere E içinde birimin n. köklerinin kümesi    olsun.    mertebesi n olan devirli 

gruptur. E içinde birimin bir ilkel kökü w vardır ve     ( ) dir [23]. 

2.2.32 Örnek:   içinde   nun n. dairesel genişlemesi E olsun. 

     

denkleminin köklerini yazalım. 

      (
   

 
)      (

   

 
)           (   ) 
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 dir. Böylece    *              +  ve      .
  

 
/        (

  

 
) olsun. 

     için       olduğundan w bir ilkel köktür.    ( ) dir. 

    olmak üzere bu kökleri yazalım. 

     .
  

 
/        (

  

 
)= 

 

 
  

√ 

 
 ilkel kök olmak üzere diğer ilkel kökler ise 

. 
 

 
  

√ 

 
/  .

 

 
  

√ 

 
/  . 

 

 
  

√ 

 
/  (

 

 
  

√ 

 
) dir. 

   (.
 

 
  

√ 

 
/   (√   ) bulunur. 

    ve   asal sayı olmak üzere      .
  

 
/        (

  

 
) ilkel kök olur. 

   
   

  dir [23]. 

2.2.33 Tanım: K sayı cisminin bir a elemanını ele alalım. 

      
       

           

koşulunu sağlayan     (         ) tamsayıları bulunabiliyor ise a elemanına K 

cisminin Cebirsel tamsayıları denir ve         ile gösterilir [24,25]. 

 2.2.34 Tanım: K sayı cisminin cebirsel tamsayı elemanlarının oluşturduğu 

küme    *           + ile gösterilir. Bu küme toplama ve çarpma işlemine 

göre bir halkadır. Bu halkaya K cisminin tamlık halkası denir [24,25]. 

 2.2.35 Tanım: K bir sayı cismi olsun.    için; 

(i)        ise         

(ii)          ise       

oluyorsa   ya K cisminin ideali denir [26]. 
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 2.2.36 Tanım: K bir sayı cismi olsun.   .     *      + olmak üzere 

(   )      için     ,    nın ideali ise   ya kesirsel ideal denir. Aynı zamanda 

     asıl ideal ise   da asıl ideal denir [27]. 

2.2.37 Tanım: Bir K sayı cisminin tüm kesirsel idealleri çarpma işlemine 

göre bir gruptur ki bu grup G olsun. G grubunun esas ideallerinin oluşturduğu gruba 

da E ile gösterelim.   ⁄  bölüm grubu sonlu bir gruptur. Bu grubun eleman sayısına 

da K cisminin sınıf sayısı denir ve    ile gösterilir [24]. 

2.2.38 Tanım:    ( )    olmak üzere  ⁄   alanını her sayıya 

ilişkilendiren fonksiyon şu şekilde tanımlanır: 

  ( )  ∑
 

 ( )    dir. 

Bu fonksiyona Dedekind Zeta fonksiyonu denir [28]. 

Burada a sayısı  ’nın tüm tamsayı halkalarının sayısı üzerinde çalıştırılır. 

K bir sayı cismi ve    K’nın integral elemanlarından oluşan bir özel alt 

halkası olsun    diskriminant ve    sınıf numarası olmak üzere; 

2.2.39 Teorem:  ⁄   bir sayı cismi olsun.      ( )   ve Dedekind 

fonksiyonu   ( ) ve     için, 

   
    

(   )   ( )  
   (  )    

  √|  |
    

burada, 

(     )  K imzası    K’nın köklerinin sayısı    K’nın diskriminantı    K’nın 

regülatörü    da sınıf numarası olmuş olur.   asal sayısı için     (  )  olmak 

üzere 

 ( )   ( )   

ve 
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(   )   ( )  
 

   

  
   

   

 
 

 

    

olur [28]. 

  asal sayısı tarafından üretilen Dairesel cisim    (  ) olmak üzere  . 

kök     
   

 dır [29]. 
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3. DÜZENSİZ ASALLAR 

3.1 Giriş 

Bu bölümde düzensiz asallar ile ilgili tanımlar teoremler ile elde edilen 

bilgiler ve düzensiz asalların Bernoulli sayıları ve dairesel cisimlerle ilişkisi 

verilecek ve bu bilgiler düzenlenecektir. 

3.1.1 Tanım: Bir   asal sayısı     ve          için     sayısının 

en az birinin payını bölüyorsa bu   asalına düzensiz asal denir [1]. 

Düzensiz asal sayı tanımlamasını dairesel cisim genişlemesi yardımı ile de 

tanımlayabiliriz.    (  ) ve   da K kümesinin sınıf numarası olmak üzere; 

 |    |                         

olması durumunda da   asal sayısına düzensiz asal denir [1]. 

3.1.2 Örnek:      düzensiz asaldır. Çünkü              olmak üzere 

    sayısının payını bölmektedir. 

    
              

   
  

               

   
 

dir. 

3.1.3 Örnek:      (  ) Dairesel cisminin sınıf numarası olmak üzere 

      için            dir. 

                                    olduğundan 37, 59 ve 67 düzensiz 

asallara örnektir. 
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Düzensiz asalların sınıflandırılması olayının başlangıcı olan Fermat’ın Son 

Teoremini hatırlayalım. 

3.2 Fermat’ın Son Teoremi 

3.2.1 Teorem:          olmak üzere; 

         

eşitliğini sağlayan               bulunamaz [30]. 

Matematik dünyasını 350 yıl uğraştıran bu Teoremin matematiğe katkıları 

düşünüldüğünde önemi daha da iyi anlaşılacaktır. 

Fermat’ın Son Teoremi için Wiles’ın ispatından uzun yıllar önce Vandiver 

aşağıdaki ifadeyi kanıtlamıştır. 

         

Eşitliğini sağlayan sayıların varlığı ile ilgili   tek asal sayı olmak üzere  

                  (     )  olacak şekilde       pozitif tamsayılarının 

bulunmayacağını kanıtlamıştır [31]. 

Devamında ise Gut,  Fermat’ın Son Teoremi için, 

            

Eşitlini sağlayan sayıların varlığı ile ilgili olarak    , ve   pozitif tamsayı 

        asal sayısı ve         için, 

                              (     )   

ise bu eşitliğin sağlamaz olduğunu kanıtladı [32]. 
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3.2.2 Teorem:        pozitif tamsayı ve    düzenli asal olmak üzere; 

           çözümü yoktur [1,3]. 

 

3.3 Düzensiz Asallar Üzerine İlişkiler 

Düzensiz asalların Bernoulli ve Dairesel cisimler ile ilişkisi olduğunu önceki 

bölümlerde bahsetmiştik şimdi bu ilişkiler nelerdir onun üzerinde duralım. Düzensiz 

asalların Bernoulli sayılarının paydalarını bölmesi ile ilgili bazı bilgiler verelim. 

Bu bilgiyi vermeden önce Bernoulli sayılarının pay ve paydalarını daha iyi 

analiz edebilmek için şu teoremi verelim. 

3.3.1 Teorem:    asal sayı olmak üzere; 

      ∑
 

 
   |  

 

olacak şekilde      vardır [33]. 

3.3.2 Örnek:     sayısını inceleyelim. 

    
 

 
   ∑

 

 
   |  

 

                      (
 

 
 

 

 
) 

            
 

 
 

Burada     olduğunu görüyoruz. Tüm Bernoulli sayılarını bu şekilde asalları 

kullanarak yazabiliriz. 

Teorem 3.3.1 biraz düzenlemeye çalışalım. 
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      ∑
 

 
   |  

 

      (
 

  
 

 

  
    

 

  
) 

Şeklinde yazarsak buradaki    asal sayılar ve     |  dir. Yani bir Bernoulli 

sayısının paydasını bu    asallarının çarpımı oluşturur ki pay ile payda her zaman 

aralarında asaldır. Bu durumda  

    ve     
   

   
                      (       )    

    ∏  
      
   |  

 

olarak düşünebiliriz [32]. 

Eğer,      ve   asal sayı alınırsa,  

      
 

 
 

şeklinde olacaktır. Benzer şekilde   asal ve      için       olması durumunda  

       
 

 
 

bulunur. 

3.3.3 Teorem: Bir p asal sayısı için      (     ) ise  

    

 

    (     ) 

dir [34]. 
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3.3.4 Örnek:      olmak üzere         formundaki asal sayıyı 

düşünelim. Teorem 3.3.3 kullanılarak          formundaki asal sayılar       

sayısının payını bölmeyeceği görülür. 

    için     asalı    sayısınını payını bölmez (    
 

  
). 

3.3.5 Teorem: Eğer              asal sayı ve        ise 

       

      
 

   

  
(     )  

dir [4,34]. 

Bu teoremden yola çıkılarak düzensiz bir asalın bir Bernoulli sayısının payını 

böldüğü bilindiğinde bu düzensiz asalın böldüğü diğer Bernoulli sayıları bulunabilir. 

Kummer yukarıda verilen teoremi aşağıdaki şekilde de ifade etmiştir. 

3.3.6.Teorem:                        (    (   ))  olacak şekilde 

    pozitif çift tamsayılar olmak üzere; 

  

 
 

  

 
    (     )    

dir [4].  

     asal sayısını ele alalım. 37 asal sayısı     Bernoulli sayısı için, 

   

  
   (      ) 

dir. 

        (      ) olduğundan, 

   

  
   (      ) 

       ır  
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 Kummer bir başka denkliği daha genel olarak şu teorem ile ifade etmiştir. 

3.3.7.Teorem:   bir asal ve        olmak üzere                 

ve                             

∑(  ) .
 
 
/

     (   )

    (   )
       (       )

 

   

 

dir [4]. 

    için Teorem 3.3.7 ile Teorem 3.3.8 çakışır. 

3.3.8 Teorem:     ve n çift tam sayı olmak üzere    
  

  
 için 

  asal sayı        iken (   )       |   vardır [35]. 

3.3.9 Teorem:   asal sayı ve      olmak üzere; 

  ( )  {
   (     )     |       
  (     )           

 

dir [36]. 

3.3.10 Teorem: Düzensiz asallar sonsuz çokluktadır [37]. 

Düzensiz asalların dağılımı Şekil 3.1 de gösterilmiştir. 
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Şekil 3.1 : Düzensiz asalların dağılımı. 

 

Düzensiz asallar sonsuz tane olmakla birlikte asallar içinde yoğunluğu 

    civarındadır [8]. 

Şimdi p asal sayısı için bilgilerimizi hem Bernoulli sayıların da hem de 

dairesel cisimlerin sınıf numaraları arasında ilişkiler kurmamızda kullanabiliriz.   

asal sayı ve   da   sayısına bağlı dairesel cisminin sınıf numarası olsun. 

      (     )                ise     dır [37]. 

İlk düzenli asallar :                                   Bu düzenli asalların listesi 

ise         dir. İlk düzensiz asallar ise                            Bu düzensiz 

asalların listesi ise         dir. 

3.3.11 Tanım:   asal sayı ve    doğal sayıları için          olmak 

üzere   asal sayısı     sayılarından en az birinin payını bölüyorsa bu    ve    

sayılarının oluşturduğu (    ) ikilisine düzensiz çift adı verilir [8]. 

3.3.12 Tanım:   düzensiz bir asal olsun.    bir doğal sayı olmak üzere   |    

koşulunu sağlayan Bernoulli sayılarının kümesine   asalı için düzensiz çift sınıfı 

denir. 

3.3.13 Örnek:   |    olduğundan (     ) düzensiz çifttir. 
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Teorem 3.3.5 den  
       

      
 

    

  
 (     )  Kullanılarak 37 düzensiz asalı ile 

çift olan sayılar çoğaltılabilir.         ve     olmak üzere   |    bulunurki 

(     ) de düzensiz çifttir.               için tüm düzensiz çiftler Buhler H. 

tarafından 2011 yılında elde edilmiştir. 

Bu düzensiz (    ) arasında bariz bir bağıntı olmasa da bazı düzensiz çiftler 

için      (      ) bağıntısı vardır. 

3.3.14 Örnek:  (       )  (         )  (        )  (          )  

(      )  (      )  (        )  (         )  (          ) gibi Düzensiz asal 

çiftlerinde sonsuz çoklukta olduğunu söylemek yanlış olmayacaktır. Genel olarak 

asalların içerisinde     düzenli     düzensiz asaldır [38]. 
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4. SONUÇ 

4.1 Teorem:    asal sayı olmak üzere; 

    
(  ) 

        
∏

(    ) 

     
           

 

dir. 

İspat: Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.1.12 den yararlanarak ; 

|   |  
 (  )(  ) 

(  )           
 

ve 

 (  )  ∏ (  
 

   
)
  

           

 

İki eşitliği düzenlersek, 

|   |  
(  ) 

(  )           
 ∏ (  

 

   
)
  

           

 

elde edilir. Burada    yerinede  ( )  
  

 
 dan       ( ) yazalım. 

|   |  
(  ) 

(  )             ( ) 
 ∏ (

   

     
)
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 ( )  ∏ (
  

    
)

           

 

olmak üzere bu eşitliğide yerine yazarsak, 

    
(  ) 

        
∏

   

     

.
  

    
/
 

           

 

    
(  ) 

        
∏

   

     
 
(    ) 

   
           

 

    
(  ) 

        
∏

(    ) 

     
           

 

elde edilmiş olur. 

  düzensiz asal ve          için  |    olduğunu göz önüne alırsak 

(  )  içinde p asalı olamaz. Biliyoruz ki en küçük düzensiz asal sayı    olduğundan 

p düzensiz asalı için   ve   asallarınında bir kısıtlaması olamaz. O halde yukarıdaki 

eşitliğikten faydalanarak;  

   ∏
(    ) 

     
           

 

fonksiyonunu tanımlayalım. 

4.2 Sonuç:   asal sayı ve     
   

 
 olmak üzere; 

    (     ) ise   asalına düzensiz asaldır. 

4.3 Sonuç:   düzensiz asal ve     de düzensiz asal ise bu düzensiz asallara 

ikiz düzensiz asallar denir. İkiz düzensiz asalların sayısı düşünülürse ilk 9551 

düzensiz asal içinde 758 tane ikiz düzensiz asal vardır. İlk ikiz düzensiz asallar 101 

ve 103 asallarıdır. 
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4.4 Sonuç:    asal sayısı için     
    

 
 olacak şekilde   |   olsun.    

düzensiz asalı, 

  | ∏
(    ) 

     
           

 

dir. 

Teorem 3.3.11 den   düzensiz asal ise 0        olacak şekilde  

      (     ) 

    sayısı vardır. Dolayısıyla (    )  düzensiz çifti vardır. Şimdi şu teoremi 

verebiliriz. 

4.5 Teorem:   düzensiz asal ve     olmak üzere: 

      (     ) 

denkliğini sağlayan sonsuz sayıda     sayısı vardır. 

İspat: Teorem 3.2.5 den  
       

      
 

   

  
 (     ) yola çıkarak şu sonuca ulaşabiliriz. 

      (     ) 

olsun. 

       

      
 

   

  
(     ) 

olduğundan dolayı, 

              (     ) 

denkliği vardır. Bu nedenle bir   düzensiz asalı sonsuz sayıda Bernoulli sayısının 

payını böler. 

  düzensiz asal olmak üzere; 

      (     ) 

          (     ) 

buradan da     için  

     (   )    (     ) 
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olacağından şöyle bir küme tanımlayabiliriz; 

  düzensiz asalının böldüğü Bernoulli sayılarının kümesini    ile gösterelim. 

   {     (   )              (     ) } 

dir. 

 4.6 Sonuç:    ve    iki düzensiz asal ise 

          

dir. 
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